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CAPiTULO 1

INTRODUCCION

Un mercado es aquel en el que se ponen en venta distintos productos, los cuales los
consumidores pueden adquirir mediante una transaccién entre el vendedor o productor

(que es quien ofrece el producto) y el mismo consumidor.

En este tipo de mercados se presentan monopolios, en los cuales sélo existe una
unica empresa que ofrece un producto, es decir, dicha empresa no tiene competencia.
Pero también tenemos los casos en los cuales hay mas empresas que ofrecen un mismo
producto, provocando que haya competencia entre ellas, a esto se le llama oligopolio, en
donde dichas empresas tienen la capacidad de poder influir en los precios y la produccion
del mercado. Por otro lado, también en el mercado se presentan los oligopolios mixtos,
los cuales consisten en la competencia que existe entre las empresas privadas y una o
mas empresas publicas. Donde, las empresas privadas son propiedad de los individuos, las
cuales tienen como objetivo maximizar sus ganancias, mientras que las empresas ptublicas
son propiedad del gobierno o del estado, las cuales por lo general consisten en maximizar
el bienestar social.

El interés que hay en los oligopolios mixtos es alto debido a la gran importancia
en la economia de Europa, Canada y Japén. Por lo general en este tipos de mercados de
oligopolio mixto se suelen analizar dos estructuras de mercado: un oligopolio mixto y un
oligopolio privado, para entender si es conveniente privatizar a dichas empresas publicas.
Por ejemplo, anteriormente en México existia s6lo una empresa llamada PEMEX la cual
es una empresa publica del estado, esta empresa ofrecia el servicio de gasolina y por
mucho tiempo, esta empresa fue un monopolio, sin embargo, anos mas tarde se unieron
méas empresas al mercado que ofrecian a los consumidores éste mismo servicio, haciendo

que se creara competencia entre estas empresas.

Este tipo de modelos suelen abordarse utilizando la conjetura de Cournot (véase Gil-
Molt6 et al., 2018), la cual considera que cada uno de los productores optimiza su funcién
objetivo, suponiendo que los otros productores mantienen sus estrategias sin cambios (ésta

es la misma definicién del equilibrio de Nash). Bajo este supuesto, las empresas eligen las
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cantidades de producciéon con las cuales van a actuar contra sus rivales en el mercado, sin
embargo, sabemos que en la vida real no es asi, ya que si un oponente o rival hace algiin
cambio en sus estrategias, lo méas logico seria hacer algo al respecto, entonces, para tomar
en cuenta que cuando un productor hace algiin cambio en su estrategia y el resto de los
productores quieren responder a ese cambio cambiando también sus propias estrategias,
utilizamos el concepto de la Conjetura Variacional, el cual fue introducido por Bowley,
1924; Frisch, 1933. Esta idea fue desarrollada més adelante por Bulavsky and Kalashnikov
(1994, 1995) utilizando un coeficiente que representa la influencia que tiene un productor
con respecto al precio, la cual se representa mediante los coeficientes de influencia, en
donde si dicho coeficiente de influencia es 1 corresponde a la Conjetura de Cournot si es que
se conjetura con respecto a las cantidades de produccién de los productores, sin embargo,
si el coeficiente de influencia es 0 corresponde al caso de la Conjetura de Competencia
Perfecta. Al aplicar éste concepto notamos que los productores reciben una ganancia neta
mayor, mientras que para los consumidores el precio del mercado disminuye por lo cual se

ven beneficiados los productores como los consumidores (véase Kalashnikov et al., 2011).

En este trabajo extendimos el modelo de Gil-Molté et al. (2018) haciendo uso del
concepto de la conjetura variacional y comparamos estos resultados con los se obtuvieron

en el trabajo antes mencionado.

Ademads dentro de este modelo estudiamos el uso del subsido a la investigacion y
desarrollo (R&D) el cual lo otorga una empresa publica para motivar a las empresas a
realizar R&D para bajar los costos de produccién, por lo cual pueden bajar el precio del
mercado para los consumidores (véase Leahy and Neary, 1997). Asi mismo analizamos el
efecto de la privatizacion de la empresa piblica comparando los resultados de un oligopo-
lio mixto con un oligopolio privado para entender las consecuencias de la privatizacion de
dicha empresa ptblica (véase Kato and Tomaru, 2007; Matsumura and Tomaru, 2013).
En el trabajo de Gil-Molté et al. (2011) a diferencia del nuestro, se consideran sélo dos
empresas, es decir consideran un mercado de duopolio mixto, en el cual de igual forma
se hace uso del subsidio a la R&D, donde ademés analizan los efectos que tiene la priva-
tizacion de la empresa publica, comparando de igual forma un duopolio mixto con uno

privado utilizando la conjetura de Cournot.

El resto de nuestro trabajo se conforma por el capitulo 2 en donde abordamos lo
siguiente: en la seccién 2.1 se establecen las especificaciones que se estan tomando para éste
modelo del oligopolio mixto. En la seccion 2.2 estudiamos un oligopolio mixto en donde
compiten de forma simultanea varias firmas privadas y solamente una firma publica, las
cuales compiten por niveles, en el nivel 1: las firmas escogen sus volimenes de produccion,
mientras que en el nivel 2: las firmas escogen sus niveles de R&D y en el nivel 3: la empresa

publica decide el subsidio que les va a dar a las firmas. En la seccién 2.3 consideramos que
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la firma publica fue privatizada, por lo cual inicamente contamos con firmas privadas, en
donde de igual forma que en el oligopolio mixto, dichas firmas compiten por los mismos

tres niveles.

En el capitulo 3 analizamos los efectos que tiene la privatizacion de la firma publi-
ca analizando los resultados obtenidos con el oligopolio mixto y el oligopolio privado,

realizando también la comparacién cuando se hace uso de la Conjetura de Cournot.

En el capitulo 4 se presentan las conclusiones de nuestro trabajo, asi como trabajos

a futuro.

Finalmente, en el capitulo 5 se presentan las demostraciones que se realizaron de los

Teoremas, asi como de las Proposiciones que formulamos en este trabajo.




CAPITULO 2

EQUILIBRIO CON VARIACIONES
CONJETURADAS CONSISTENTES EN UN
MERCADO DE OLIGOPOLIO

2.1 ESPECIFICACION DEL MODELO

Consideraremos n + 1 firmas en un mercado de oligopolio mixto con un bien homogéneo,
donde I ={0,1,2,3,...,n} denota el conjunto de indices de todas las firmas que vamos a

considerar.

El precio p depende de la produccién ¢; de las n + 1 firmas de tal manera que
p = p(q,41,q2, ---,qn) y un principio econémico que establece la relacién que hay con

respecto al precio es la ley de oferta y demanda:

Q=3 0=G0)+ D 0

donde () representa el total de produccion en el mercado, que es la cantidad produ-
cida por cada firma i; por otro lado, vamos a considerar dos tipos de demanda: la funcion
de demanda pasiva, la cual representa que los consumidores pueden adquirir el producto
si es que este se presenta a buen precio, denotada por G = G(p), donde G(p) > 0y
0 < p < T ylademanda activa D, la cual representa que independientemente del precio
que tenga el producto que se encuentra en el mercado, siempre va a haber consumidores

que lo adquieran, donde D > 0 la cual no depende del precio p.

La funcién de demanda pasiva esta dada de la siguiente forma:

Gp)=-p+T (2)
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La funcién de beneficio neto de las firmas privadas i € I'\ {0} que buscan maximizar

sus ganancias es la siguiente:

7i(qi, i) = pgi — fi(qi, v:) + S(x;) (3)

La firma publica ¢ = 0 busca maximizar el bienestar social de la poblacion, que incluye

tanto consumidores como a los productores, la cual denotaremos como W:
W[50t -pY g+ >im (o) (4)
0 i=0 i=0

La funcion total de costos de cada firma f; estd compuesta por costos de producciéon

fi y costos de R&D la cual esta dada de la siguiente manera:

A

filai, zi) = fi(qi, v:) + Ri(z:) (5)

donde x; > 0 es el nivel de R&D de cada firma ¢ € I.

El costo de produccién de cada firma ¢ € I es cuadratico, el cual es la siguiente:

2
5 ¢+ (b—z)q 0<2; <b
{ (6)

i\di, Ti) =
filgi; i) 2 o> b

Al igual que los costos de produccion, el gasto de R&D esta sujeto a rendimientos decre-
cientes:

Ri(z;) =27 Va; >0 (7)
El subsidio gubernamental otorgado por la R&D es:
S(z;) = s (8)

donde s denota (por unidad) el subsidio para el nivel de R&D de todas las firmas, es

decir, todas las firmas tanto publicas como privadas reciben un subsidio uniforme. Por lo

tanto el gasto del gobierno para financiar los subsidios del R&D es: > S(x;).
i=0

Consideraremos dos estructuras de mercado:

» 1 firmas privadas y una firma pubica (oligopolio mixto).

» 1+ 1 firmas privadas (oligopolio privado).
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En donde el oligopolio privado considera que todas las firmas incluyendo a la publica
quieren maximizar sus ganancias, mientras que en el oligopolio mixto la firma publica

busca maximizar el bienestar social.

El conjunto de las firmas que compiten en el mercado es el siguiente:
» [ =40,1,2,3,...,n}; cuando 7 = 0 hablamos de la firma piblica,

donde n > 1 para no considerar el caso en que se tenga un monopolio.

Entonces, como el precio depende de la produccién de las firmas y de la demanda
de los consumidores, es por eso que hacemos una conjetura con respecto al precio, esto es

a lo que llamamos conjetura variacional, la cual definimos como:

op B
dq; B

es decir, los productores realizan una conjetura con respecto a la razon de cambio que
tiene el precio con respecto a la produccién. El signo negativo lo introducimos para no
trabajar con valores negativos de v; al cual lo vamos a llamar coeficiente de influencia
de la firma 7 que consideramos constante. Esto describe el comportamiento de la firma ¢,
en el cual se muestra la dependencia de p sobre ¢;. En otros modelos como Cournot ese
coeficiente es 1 cuando se conjetura la produccién total en vez del precio, mientras que

en el modelo de competencia perfecta es 0.

Por lo que la condicién de optimalidad de primer orden para la firma publica (i = 0)

y las firmas privadas i € I \ {0} son las siguientes:

ow =0 st qp>0
— =p—b4+xy—2 10
o p 0 qo{g()siqozo (10)
om; =0 st ¢ >0
g, P (b— ;) q{gosi%:o (11)

Anteriormente mencionamos que el precio p depende de cada produccion ¢; de cada
firma, por lo cual se debe satisfacer (al menos de forma local) la concavidad de la funcién
de beneficio para cada firma respectivamente. Entonces, para determinar la concavidad
de las funciones objetivo de las firmas es suficiente con obtener el signo de la segunda

derivada.
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Por lo que calculando la segunda derivada para la firma publica (i=0) y para las

firmas privadas ¢ € I \ {0} tenemos:

0*W
a—q(%:—l/o—2<0 (12)
8271'@'

— 2, —2<0 13
0q; 1)

y como la segunda derivada para cada una de las firmas es negativa, entonces, las funciones

son concavas y la condicion necesaria se puede utilizar como suficiente.

Dado que tenemos un modelo de mercado con n productores y para asegurar que
estas estén produciendo el producto en el mercado (de otra manera no serfan realmente

productores) introduciremos la siguiente suposicién:

Suposicién 1.
2T

<
n+3

(14)

2.2 OLIGOPOLIO MIXTO

En esta estructura de mercado del oligopolio mixto vamos a considerar que tenemos
una firma publica ¢ = 0 la cual busca maximizar el bienestar social de la poblacion,
que incluye tanto consumidores como firmas, el cual denotaremos por W, dicha firma
se encuentra en competencia junto con n firmas privadas ¢ € I \ {0}, las cuales buscan
maximizar sus ganancias netas ;.

Estas firmas compiten por niveles; en el nivel 3: las firmas escogen sus volimenes de
produccién, en el nivel 2: las firmas escogen sus niveles de R&D, y en el nivel 1: las firmas

reciben un subsidio gubernamental uniforme por su R&D.

2.2.1 EQUILIBRIO DE LOS VOLUMENES DE PRODUCCION DE LAS FIRMAS

En este tercer nivel, las firmas escogen la cantidad de produccién, donde los niveles
de produccion de la firma publica lo denotaremos por ¢y y a la producciéon de las firmas
privadas como ¢; donde i € I\ {0}. Ademas, las firmas compiten de forma simultanea,

dado que el nivel de investigacion y desarrollo (R&D) y el subsidio ya fueron escogidos.

Teorema 1. Para cualquier demanda activa D > 0, v; > 0 y con z; > 0 y s > 0 fijas

existe un unico equilibrio para los volimenes de produccion dados por (p*; ¢4, a5ty @, -y @)
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donde: -
* D — x
o=l n (15)
., D —b+um
N S . 16
b—=x W b—ux;
74D+ 3

las cuales son funciones lineales con respecto a x;. El precio del equilibrio p* como funcion

de estos pardmetros es diferenciable con respecto a la demanda activa D. Ademds, p* > b

Yy
v

oD U
§+; L +1

(18)

vi+2

a este equilibrio le llamaos equilibrio exterior.

Nota: Las demostraciones de todos los Teoremas y Proposiciones se encuentran en

el apéndice.

Ahora, vamos a definir el equilibrio consistente, por lo que tendremos que verificar la
consistencia de los coeficientes de influencia (conjeturas), con el procedimiento introducido
por Bulavsky, 1997.

Entonces, supongamos que tenemos un equilibrio exterior (p, qo, ¢1, ---, ¢) que ocurre
para algunos coeficientes de influencia v; y demanda activa D, si tomamos una firma
k € I, la cual cambia su comportamiento temporalmente absteniéndose de maximizar sus
ganancias y ésta realiza pequenas variaciones sobre su volimen de produccion ¢y, entonces,
esto equivale a restringir a las firmas en equilibrio al subconjunto 7 # k con una nueva
demanda activa D, = D — ¢, y si consideramos que éstas variaciones son infinitesimales,
entonces, la firma k puede estimar la razén de cambio del precio del equilibrio con respecto

a la nueva demanda activa Dy, es decir, su coeficiente de influencia.

Al aplicar (18), tenemos que extraer a la firma &k del modelo, por lo que tenemos
que quitar del denominador los términos relacionados al indice ¢« = k, entonces, teniendo

en cuenta esto, tenemos el siguiente criterio.
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Criterio de consistencia. Dado un equilibrio exterior (p; qo, ¢1, g2, --, @n), los coefi-

cientes de influencia v;, con ¢ € I, se llaman consistentes si se cumple:

— 1
’ ; Vi:‘Q +1
—0dp 1
- — 2
AY5) (20)

. 1 3
Z l/j +2 _I_ 5
=Tj#i

J

lo que nos lleva al siguiente teorema.

Teorema 2. Para cualquier x; > 0 y s > 0 fijos, existen unicos coeficientes de influencia

consistentes para las firmas, los cuales estdn dados por:
v =—2—"—€(0,1) (21)

2v, + 4

__mwtt 0y 99
Yp 2n+3yp+46<’> (22)

por lo que los volumenes de produccion y el precio del mercado en equilibrio son:

. P —b+mo

do 7 >0 (23)
s P—b+uw
q’L Vp+2 ( )
b—ux u b—x;
T+D+%+;m 5)
pt= T - — > b 25
§+Vp+2+1

a este equilibrio le llamamos equilibrio consistente.

Entonces, dados que ya probamos por el teorema anterior que existe un equilibrio
consistente, y de acuerdo a los valores obtenidos de p*, ¢; y ¢/ vamos a calcular la funcién

de beneficio 6ptima para cada firma respectivamente.

Proposicion 1. Las funciones de beneficio de la firma publica y las firmas privadas en

el equilibrio consistente estan dadas por:

> n
W — / S0ty dt = SIb - wi)al + a2 + 27 (26)
0

=0
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m (g, 7)) = ¢ (1 + 1) — 2} + sz (27)

2.2.2 EQUILIBRIO DE LOS NIVELES DE INVESTIGACION Y DESARROLLO

En este segundo nivel vamos a analizar el equilibrio de los niveles de investigacion
y desarrollo (R&D) para las firmas que tenemos. El nivel de R&D de la firma ptblica lo
vamos a denotar por o y para las firmas privadas como z; donde i € I\ {0}, dado que
las firmas conocen el subsidio gubernamental, tomando en cuenta que ya calculamos los

niveles de produccién 6ptimos en el nivel anterior.

De las ecuaciones del Teorema 2 observamos que el estado de equilibrio es indepen-
diente del valor del subsidio y permanece constante para toda x; donde i € I. Ademas,
de la funcién de beneficio neto 7 observamos que si los productores escogen un nivel de
R&D x; > b es inicamente para incrementar sus beneficios a través del subsidio que las
firmas reciben, mientras que su produccién en el mercado se mantiene sin cambios. Sin
embargo, de la funcion de bienestar social W se ve negativamente afectado por incremen-
tar los niveles de R&D cuando z; > b, ya que el precio de equilibrio y los volimenes de
produccién se mantienen constantes, lo cual indica que el gobierno no tiene incentivo por
dar un subsidio més alla de sb. Similarmente, si el beneficio de las firmas por el subsidio
no puede exceder sb, no tienen incentivo para invertir en la R&D mas alla de x; = b, por

lo cual los niveles éptimos de R&D deben de estar dentro del intervalo [0, b].

Teorema 3. Para cualquier subsidio s > 0 fijo, existe un unico equilibrio para los niveles

de investigacion y desarrollo (R€D) los cuales estin dados de la siguiente manera:

—(1+ )55 + vy + 2 + 20, 55

—5[(1+ 1) 5% — (1 + 2)] + n(3 + v 5%)
n(—1+ 3Vpaq;

o)
+s 5 Oro 5 >0 (28)
2{-5[(1 + Vp) o, (Vp +2)] +n(3 + ’/paafo)}

w5 = (T + D —b)

3(1+v,) 5%

oq* oqF
=5[(1+ 1) 5 = (1 +2)] +n(3 + vp5n)
5(v, +2) + n(3 + 1,24 )
+ S paq?ﬁ P ozxg o > O (29)
2{_5[(1"‘”;3)3;2, — (W +2)]+n(3+vp5,5)

Oxg

xi=(T+D—b)
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Entonces, dado que ya obtuvimos el equilibrio de los niveles de R&D, vamos a sus-

tituir estos valores en (23), (24), (25), (26) y (27), obteniendo asi la siguiente proposicion.

Proposicion 2. Para el equilibrio de los niveles de REID, las cantidades de produccion

q; y el precio p, asi como la funcion de beneficios de cada firma estdn dados por:

T4 D4 b new)
P = 2 w2 S p (30)
2 + vp+2 +1
@ = >0 (31)
pr—b+u;
== >0 32
q — (32)

i = q;* *\ kok *k * AP L *k *
W = /10 p(t)dt — (b= ap)ay’ — a5 — 2p° + n[=(b = 2})q;" — ;"> — ;7] (33)
0

Wj*(q;*, :c;) = q;*Q(l + ) — x;Z + s, (34)

2.2.3 SUBSIDIO OPTIMO

Para este ultimo nivel, vamos a obtener el subsidio gubernamental éptimo s* de
R&D, el cual habiamos mencionado anteriormente que era uniforme para todas las firmas,
tomando en cuenta que ya calculamos los niveles de R&D y los volimenes de produccién

6ptimos de las firmas.

Teorema 4. FEl valor éptimo de subsidio gubernamental que otorga la firma publica es el

stguiente:

6(T + D — b) [(up% +1)—201+ yp>g;{}

Oxp

5= >0 (35)

2n(3+ 15 ) + 15 — 5, (52 — 2)

dado que ya obtuvimos el subsidio éptimo para las firmas, ahora lo que vamos a
hacer es sustituir este valor en (28), (29) y una vez teniendo estos valores, sustituirlos en

las féormulas de la Proposicion 2 del nivel anterior.

Proposicion 3. Para el subsidio gubernamental optimo, las cantidades de produccion,
precio, asi como las funciones de beneficio de cada firma, en el equilibrio estdn dados

como:

aq;
Oxg

— (vp+ 2)] + (3 + vy ok

—(1+ Vp)gixi + v, + 2+ 20y,

Gy
—5[(1 + Vp) aqxzi

2y = (T + D —b)

)
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n(—1+ 3upggi)

+ s o o
2{-5[(1 + Vp)a_;,;i — (1 +2)] +n(3+ Vpamo)}

*

>0 (36)

3(1+ ’/p) gi{-

oq* oq*
—5[(1 + ’/p)aiji - (1 +2)]+n3+ Vpa_ig)
5(vp +2) + (3 + vyok)

v = (T + D —b)

s* o 9o 5 >0 (37)
2€{-5[(1+ )50 — (1 +2)] +n@B +vp5,5)
T+ D 4 =i 4 )
s e > (39)
2 + vp+2 +1
o p*** - 4 P
@ = fo >0 (39)
p*** —b 4 I;*
gr=r T (40)
P Vp + 2
W*** _ ZE:OC]:** d o b— wok\ kkk kkk2 k2 o b— ok Rk k2 k2 41
= . p(t) dt —( ) )QO qo ) +n[—( Ly )qp 4, Z, ] (41)
,ﬂ_;k**(q;**’ ZL';*) — ;**2(1 + Vp) o ZL‘;*Q + S*ZE;* (42)

2.3 OLIGOPOLIO PRIVADO

Ahora, en esta estructura de mercado, vamos a analizar el caso en el que la firma
publica se privatiza y se convierte en una firma privada. En el oligopolio privado conside-
ramos que todas las firmas ¢ € I son privadas las cuales buscan maximizar sus ganancias.

Entonces, de igual forma que en el oligopolio mixto consiste de los mismos tres niveles.

2.3.1 EQUILIBRIO DE LOS VOLUMENES DE PRODUCCION DE LAS FIRMAS

En este tercer nivel, las firmas escogen la cantidad de produccién g; donde i € I,

dado que el nivel de investigacién y desarrollo (R&D) y el subsidio ya fueron escogidos.

Teorema 5. Para cualquier demanda activa D > 0, v; > 0, con x; > 0y s > 0 fijas

existe un unico equilibrio para los volimenes de produccion dados por (p*; ¢35, 45, @, -, G5

donde

. 43
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vi+2
pr=— — (44)

;)Vi}f'Z +1

T+D+) =
=0

las cuales son funciones lineales con respecto a x;. El precio del equilibrio p* como funcion

de estos pardmetros es diferenciable con respecto a la demanda activa D. Ademds, p* > b

op 1

(45)

a este equilibrio le llamamos equilibrio exterior.

Al igual que antes al aplicar (45) para definir la consistencia de la conjetura de una
firma k tenemos que extraer a la firma k del modelo, por lo que hace falta quitar del
denominador a aquellos términos que estén relacionados al indice ¢ = k, donde k € I por

lo que tenemos el siguiente criterio.

Criterio de consistencia. Dado un equilibrio exterior (p;qo, q1, g2, ---, Gn), l0s co-
eficientes de influencia vy con k € I, se llaman consistentes si se cumple:
—0 1
vi=5 Dp = (46)
) Z l,.l + 1
j=ogzi

Teorema 6. Para cualquier x; > 0 y s > 0 fijos, existen unicos coeficientes de influencia

consistentes para las firmas, los cuales estdn dados por:

Vp + 2

=2 — 1 4
VP l/p—f-Q‘l—TLE(O’) (7)

por lo que los volumenes de produccion y el precio del mercado en equilibrio son:

(T+D)(up+2)+(n+1)b—§jxi

= > b 48
p T35, (48)
. D —b+ux
= >0 49
ql Vp+2 ( )

a este equilibrio lo llamamos equilibrio consistente.

Entonces, dado que ya probamos por el teorema anterior que existe un equilibrio
consistente, y de acuerdo a los valores obtenidos de p* y ¢ vamos a calcular la funcién

de beneficio 6ptima para las firmas privadas y el bienestar social éptimo.
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Proposicion 4. Las funciones de beneficio de la firma publica y las firmas privadas en

el equilibrio consistente estan dadas por:

m(ahas) = G2+ ) —a? s (50
i q; n

W =[5 byt = (0~ gt + 7 + ) G51)
0 i=0

2.3.2 EQUILIBRIO DE LOS NIVELES DE INVESTIGACION Y DESARROLLO

En este segundo nivel vamos a analizar el equilibrio de los niveles de investigaciéon
y desarrollo (R&D) para las firmas privadas los cuales vamos a denotar como x; donde
1 € I, dado que las firmas conocen el subsidio gubernamental s, tomando en cuenta que
en el nivel anterior ya calculamos los niveles de produccién éptimos. Al igual que antes,
los niveles éptimos de R&D satisfacen z; € [0, b].

Teorema 7. Para cualquier subsidio s > 0 fijo, existe un unico equilibrio para los niveles

de investigacion y desarrollo (R€ID) los cuales estan dados de la siguiente manera:

g
204+ v,) 2 (—b+T+D)+s(n+3+v
L) ) + 5 D, -

_2<(1 + Vp)gqm’: —(n+3+ i/p)>

Dado que ya obtuvimos los niveles 6ptimos de R&D para las firmas privadas, vamos

a sustituir estos valores en (48), (49), (50) y (51), obteniendo asi la siguiente proposicién.

Proposicion 5. Para el equilibrio de los niveles de RED, las cantidades de produccion
¢, el precio p, asi como las funciones de beneficio de cada firma respectivamente, en el

equilibrio estdn dadas por:

*
K3

21+ 1v)(—=b+T +DV% L s(n4+1) —2(—b+T + D)(v, + 2
p**:( ) )&Cia*( ) —2( ) (Vp )+b>b (53)
2((1 + 1) — (n+3+ up)>

" —s—2(=b+T+ D)
% = aq*
2((1 + )5 —(n+3+ yp))

>0 (54)

76, 7y) = ¢ (1 + ) — @ + s (55)




CAPITULO 2. EQUILIBRIO CON VARIACIONES CONJETURADAS EN UN MERCADO DE OLIGOPOLIO 15

>
W = / T ptyde—pt Q4 (1) g1+ ) — 1] (56)
0

2.3.3 SUuBSIDIO OPTIMO

Para este ultimo nivel, vamos a obtener el subsidio gubernamental 6ptimo s* de
R&D de las firmas privadas, tomando en cuenta que ya calculamos los niveles de R&D y

los volimenes de produccién éptimos de las firmas.

Teorema 8. FEl nivel optimo de subsidio gubernamental para las firmas privadas es:

2(=b+T+ D) (C;i(n +3 4 2,) — 2(1 + 1) & dff’)

o — i — >0 (57)
—2(n+3+21) +2(n+3+1,)

Tp
ds

dado que ya obtuvimos el subsidio éptimo para las firmas privadas, ahora lo que
vamos a hacer es sustituirlo en (52) y una vez teniendo este valor, lo vamos a sustituir en

las formulas de la Proposicion 5 del nivel anterior.

Proposicion 6. Para el subsidio gubernamental optimo, las cantidades de produccion, el

precio, asi como las funciones de beneficio de cada firma, en el equilibrio son:

aqr
21 +v)(=b+T+D)—s*(n+3+v
e = 21O T4 D) = S ) 58)
2((1+up)8§1 — (n+3+yp)>

2(1+,)(=b+ T+ D)5% + s*(n + 1) — 2(—b+ T + D)(v, + 2)

P = — tb>b (59)
2((1+ 1) 38 — (0 +3+ 1))
—s*=2(-b+T+D
2[(14 )5 — (0 +3+ )]
Wf**(q;**,$;**) — q;**2(1 + Vp) o I;*2 + S*I;* (61)

i q;.k**
W*** — /10 p(t) dt o p***Q*** + (n + 1) [q;**Q(l + Vp) _ JT;*Q] (62)
0




CAPIiTULO 3

EFECTO DE LA PRIVATIZACION DE LA
FIRMA PUBLICA

Una vez que hemos analizado al oligopolio mixto y al oligopolio privado de acuerdo a
sus tres niveles respectivamente, realizamos algunos experimentos numéricos para que sea

mas visible ver los efectos que tiene la privatizacion de la firma publica.

Entonces, dado que en éste trabajo utilizamos el concepto de la conjetura varia-
cional haremos la comparaciéon con la conjetura de Cournot que se utilizé en Gil-

Molt6 et al. (2018) tanto en el oligopolio mixto como en el privado.

Entonces, en primer lugar vamos a analizar los resultados obtenidos del bienestar
social 6ptimo (W**) contra el subsidio (s). En este caso nosotros comparamos la funcién
del bienestar social contra el subsidio gubernamental que la firma publica les esta otor-
gando a las firmas que se encuentran compitiendo en el mercado, es decir, cuando ain no

se ha decidido el subsidio gubernamental 6ptimo.

16
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Oligopolio mixto Oligopolio privado

36000
|

32000
|

Bienestar Social
Bienestar Social

28000
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26000 28000 230000 32000 34000 36000

g | T T T T T . T — T 1 T T T T . T T
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
Subsidio Subsidio
(a) Oligopolio mixto (b) Oligopolio privado

Figura 1: Comparacién del bienestar social éptimo contra el subsidio gubernamental,
utilizando la conjetura de Cournot y la conjetura variacional.

Entonces, como podemos observar las funciones del bienestar social para el oligopolio
mixto como para el oligopolio privado son funciones crecientes, ya que conforme cuando
a las firmas se les otorga méas subsidio el bienestar social va aumentando. Ademas, al
momento de utilizar el concepto de la conjetura variacional tanto en el oligopolio mixto
como en el oligopolio privado nos proporciona un mayor bienestar social que cuando se
hace uso de la conjetura de Cournot, por lo que al tener mayor bienestar social, se ven

beneficiados tanto los productores como los consumidores.

Ahora, analizando el bienestar social éptimo (W**) contra el nimero de firmas

privadas (n) tenemos:
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Oligopolio mixto Oligopolio privado

Bienestar social
Bienestar social

— - CCVE

—— CCVE
Conjetura de Cournot / Conjetura de Cournot

26000 28000 30000 32000 34000 36000
26000 28000 30000 32000 34000 36000

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

(a) Oligopolio mixto (b) Oligopolio privado

Figura 2: Comparacién del bienestar éptimo contra el nimero de firmas privadas en el
oligopolio mixto y el oligopolio privado.

Como podemos observar en ambas estructuras de mercado las funciones del bienestar
social son funciones crecientes, es decir, el bienestar social aumenta con el nimero de firmas
privadas que se encuentran compitiendo en el mercado, ya que una mayor competencia
beneficia a los consumidores. Asi mismo, podemos notar que al hacer uso de la conjetura
variacional nos da un mayor bienestar social a diferencia de cuando se hace uso de la

conjetura de Cournot.

Por lo que comparando el oligopolio mixto y el oligopolio privado utilizando ambas

conjeturas tenemos:
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Oligopolio mixto vs Oligopolio privado

con la conjetura de Cournot Oligopolio mixto vs Oligopolio privado con CCVE
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(a) Conjetura de Cournot (b) Conjetura variacional

Figura 3: Comparacién del bienestar social éptimo contra el nimero de firmas privadas
en el mercado, utilizando la conjetura de Cournot y la conjetura variacional.

A partir de las figuras obtenidas no se alcanza a apreciar la diferencia que hay entre
las curvas cuando el nimero de firmas privadas crece, es por eso que a continuacién se
muestran las siguientes graficas que representan la diferencia del bienestar social en el
oligopolio mixto con el bienestar social del oligopolio privado.

Diferencia del bienestar social del Qligopolio mixto Diferencia del bienestar social del Cligopolio mixto
y el Oligopolio privado y el Oligopolio privado

2 - \ g
\

40

40

Diferencia
Diferencia

-20
]

/
<

2 3 4 5 8 1 2 3 4 5 8
n n
(a) Conjetura de Cournot (b) Conjetura Variacional

Figura 4: Diferencia en el bienestar social del oligopolio mixto menos el del oligopolio
privado, utilizando la conjetura de Cournot y la conjetura variacional.
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Entonces, como podemos observar en ambas figuras, a partir de que se encuentran
més de 3 firmas privadas en el mercado (n > 3) hay un mayor bienestar social en el
oligopolio privado en comparacién con el oligopolio mixto, por lo cual esto nos dice que a
partir de que se encuentran mas de 3 firmas en el mercado conviene privatizar a la firma
publica, ya que de esta manera se obtiene un mayor bienestar social, por lo cual se verian
beneficiados tanto los productores como los consumidores, asi mismo, la firma publica
también se ve beneficiada ya que no tiene que preocuparse por los costos de produccién

al ya no participar en el mercado.

kokk

Ahora, comparando la ganancia 6ptima de las firmas (7]

%) contra el nimero de

firmas (n) que se encuentran en el mercado, tenemos:

Oligopolio mixto Oligopolio privado

— CCVE — CCVE

Conjetura de Cournot Conjetura de Cournot

5000 6000
| |

Beneficio neto
4000
Beneficio neto

3000
|

2000
]
1000 2000 3000 4000 5000 €000 7000 8000

1000

(a) Oligopolio mixto (b) Oligopolio privado

Figura 5: Comparacion del beneficio neto contra el nimero de firmas privadas en el oli-
gopolio mixto y el oligopolio privado.

Lo que podemos observar en estas figuras es que el beneficio neto decrece conforme
aumentan el niimero de firmas privadas en el mercado, esto se debe a la propia competencia

que existe entre las firmas.

Ademas, también podemos observar que tanto en el oligopolio mixto como en el
oligopolio privado se obtiene un mayor beneficio neto cuando se usa la conjetura de Cour-
not, sin embargo, en la figura 5a cuando sélo tenemos a una firma privada en el mercado
(n = 1) la conjetura variacional es mas beneficiosa, ya que nos da una mayor ganancia
neta a comparacion de cuando se utiliza la conjetura de Cournot, es decir, la conjetura
variacional es mas beneficiosa cuando la utiliza cada productor de forma individual. La

razén por la que vemos que después el beneficio neto baja es por que hay mas firmas que




CAPITULO 3. EFECTO DE LA PRIVATIZACION DE LA FIRMA PUBLICA 21

estan aplicando la conjetura variacional, por lo que hay una mayor competencia entre las

firmas en el mercado.

Por lo que comparando ambas estructuras de mercado utilizando la conjetura de

Cournot y la conjetura variacional tenemos:

Oligopolio mixto vs Oligopolio privado Oligopolio mixto vs Oligopolio privado
con la conjetura de Cournot con CCVE

— Oligopolio mixto — Oligopolio mixto

6000
|

Qligopolio privado

Qligopolio privado

5000
]
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1
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2000
]
2000
|

1000

(a) Conjetura de Cournot (b) Conjetura Variacional

Figura 6: Comparacién del beneficio neto contra el nimero de firmas privadas, utilizan-
do la conjetura de Cournot y la conjetura variacional.

En la figura 6a podemos notar que al utilizar la conjetura de Cournot, en el oligopolio
privado las firmas privadas son quienes reciben un mayor beneficio neto a comparacion
del oligopolio mixto, sin embargo, cuando se tienen mas firmas privadas en el mercado,
este beneficio neto decrece por la misma competencia que existe entre las firmas. De
igual forma, en la figura 6b podemos notar que al utilizar la conjetura variacional, en el
oligopolio privado las firmas privadas reciben un mayor beneficio neto por lo cual se ven
beneficiadas las firmas privadas por la ausencia de la firma ptblica en el mercado, sin
embargo, cuando hay més firmas privadas en el mercado el beneficio neto de las firmas

tiende a disminuir por la competencia que existe contra las demas firmas.

Ahora lo que vamos a hacer es la comparacion del precio (p***) contra el niimero de

firmas (n) que hay en el mercado.
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Figura 7: Comparacién del precio contra el nimero de firmas privadas en el oligopolio

mixto y el oligopolio privado.

Lo que podemos observar en ambas estructuras de mercado es que el precio del

producto que se encuentra en el mercado decrece conforme aumenta el niimero de firmas

privadas en el mercado. Ademas, al momento de utilizar el concepto de la conjetura

variacional tanto en el oligopolio mixto y el oligopolio privado vemos que nos proporciona

un menor precio a comparacién de cuando se hace uso de la conjetura de Cournot, por lo

cual se ven beneficiados los consumidores.

Por lo que comparando ambas estructuras de mercado utilizando la conjetura de

Cournot y la conjetura variacional tenemos:
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Oligopolio mixto vs Oligopolio privado Oligopolio mixto vs Oligopolio privado
con la conjetura de Cournot con CCVE
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Figura 8: Comparacién del precio 6ptimo contra el nimero de firmas, utilizando la con-
jetura de Cournot y la conjetura variacional.

Al comparar el uso de la conjetura de Cournot y la conjetura variacional, notamos
que en ambas figuras el oligopolio privado es quien esta por encima del oligopolio mixto,
sin embargo, esto se debe a que la empresa piblica intenta reducir el precio del producto
que se encuentra en el mercado produciendo mas producto para que aumente el bienestar

social de los consumidores.

Finalmente, comparamos el subsidio gubernamental 6ptimo (s*) contra el nimero

de firmas privadas (n) que hay en el mercado.
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Oligopolio mixto Oligopolio privado
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Figura 9: Comparacion del subsidio gubernamental éptimo contra el nimero de firmas
privadas en el oligopolio mixto y el oligopolio privado.

Entonces, en el oligopolio privado y en el oligopolio mixto podemos observar que
cuando hay mas firmas en el mercado el subsidio gubernamental que se les da a las
firmas decrece, sin embargo al comparar ambas conjeturas podemos notar que al utilizar
la conjetura variacional se les otorga un mayor subsidio gubernamental a las firmas por lo
que la conjetura variacional es mas beneficiosa para las firmas en este aspecto. Ademas,
como podemos observar, al utilizar la conjetura de Cournot en ambas estructuras de
mercado, conforme hay maéas firmas privadas n > 4 para el oligopolio mixto y n > 3
para el oligopolio privado, este subsidio es negativo que es lo mismo que se nota en Gil-
Molté et al., 2018, por lo cual se supone que a las firmas se les pone un impuesto por

realizar la investigacién y desarrollo (R&D) (véase Lee and Tomaru, 2017).

Por otro lado, cuando utilizamos la conjetura variacional el subsido gubernamental
que otorga la firma publica nunca es negativo, lo cual es mas logico para un problema
real, ya que no seria pertinente que la firma publica ponga un impuesto por realizar
R&D, ya que como hemos mencionado, la R&D disminuye los costos de produccion que
tienen las firmas privadas, asi como el precio del producto para los consumidores. Ademés
también podemos observar que entre mas firmas se encuentren compitiendo en el mercado,
el subsidio gubernamental otorgado a las firmas tiende a cero, por lo cual podemos intuir
que ellas no necesitaran de este subsidio para realizar la investigacién y desarrollo, si no,
que la realizan por su cuenta ya que la propia competencia se encarga de que las mismas

firmas realicen R&D para que sigan siendo competentes en el mercado.
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Por lo que comparando ambas estructuras de mercado utilizando la conjetura de

Cournot y la conjetura variacional tenemos:

Oligopolio mixto vs Oligopolio privado Oligopolio mixto vs Oligopolio privado
con la conjetura de Cournot con CCVE
Oligopolio mixto Oligopolio mixto
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(a) Conjetura de Cournot (b) Conjetura variacional

Figura 10: Comparacion del subsidio gubernamental éptimo contra el nimero de firmas,
utilizando la conjetura de Cournot y la conjetura variacional

Al comparar el uso de la conjetura de Cournot y la conjetura variacional, notamos
que en ambas figuras el oligopolio mixto es quien requiere mas subsidio gubernamental
a comparacion del oligopolio privado, lo cual se puede deber a la presencia de la firma
publica, esto debido a que la firma publica otorga un mayor subsidio a las firmas privadas
para compensarlas por la parte del mercado que les quita al competir como productora,
como se observa en la Figura 6, por lo cual privatizar a la firma publica cuando hay
muchos productores en el mercado, no sélo beneficia a los consumidores y productores
(ya que el bienestar social es mayor) sino también a la propia firma piblica ya que no
tiene que preocuparse por los gastos de producciéon ni por otorgar tanto subsidio a las

firmas privadas, reduciendo asi los gastos del gobierno.
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CONCLUSIONES Y TRABAJO A FUTURO

En nuestro trabajo de tesis analizamos un modelo de mercado de oligopolio mixto, en el
cual se encuentran varias firmas privadas y solo una firma publica, donde dichas firmas
compiten de forma simultdnea mediante 3 niveles, en el nivel 3: las firmas escogen sus
volumenes de produccién, en el nivel 2: las firmas escogen los niveles de investigacién y
desarrollo (R&D) y en el nivel 1: la firma publica decide el subsidio que le va a otorgar a

las firmas por el nivel de R&D que realicen.

Ademas, analizamos los efectos de la privatizacion de la firma publica, comparan-
do un oligopolio mixto con un oligopolio privado para entender las consecuencias de la

privatizacion de dicha firma.

Aplicamos el concepto de la conjetura variacional en los niveles de produccion de
las firmas, en donde conjeturamos el precio con respecto a la produccion que estas tienen.
Asi mismo, dado los resultados que obtuvimos en este trabajo al utilizar dicha conjetura,
realizamos algunos experimentos numéricos en los cuales comparamos dichos resultados

con Gil-Molt6 et al. (2018) en donde se hizo uso de la conjetura de Cournot.

Entonces, al realizar estos experimentos numéricos nosotros notamos que tanto en el
oligopolio mixto como en el oligopolio privado el bienestar social es mayor cuando hacemos
uso del concepto de la conjetura variacional, ademés también notamos que el bienestar
social es mayor en el oligopolio privado cuando tenemos més de 3 firmas privadas (n > 3),
por ende es conveniente privatizar a la firma publica cuando hay suficientes firmas privadas
en el mercado. Por lo cual los efectos de privatizar a la firma ptublica es que se obtiene
un mayor bienestar social cuando tenemos mas de 3 firmas privadas en el mercado, por

lo cual se ven beneficiados los productores y los consumidores.

Asi mismo, notamos que el precio del producto que se encuentra en el mercado es
menor cuando se utiliza la conjetura variacional a comparacion de cuando se utiliza la

conjetura de Cournot lo cual es beneficioso para los consumidores.

26
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Ademas, también nosotros notamos que al momento de comparar el subsidio contra
el nimero de firmas que se encuentran en el mercado cuando se hace uso de ambas
conjeturas, en el caso de Cournot el subsidio se vuelve negativo cuando tenemos muchas
firmas en el mercado, por lo cual a las firmas se les pone un impuesto por realizar R&D en
vez de recibir un subsidio por realizar dicha investigacién y desarrollo, por lo cual dichas
firmas podrian pensar en no realizarla, ya que se les pondria este impuesto, sin embargo,
esto podria provocar que las firmas pierdan a consumidores ya que buscan adquirir un
producto nuevo e innovador, por lo cual las firmas generarian pérdidas y podrian llegar a

la bancarrota.

Por otro lado, cuando utilizamos la conjetura variacional el subsidio siempre es
positivo, lo cual es mas natural para un escenario real, y ademas este tiende a cero cuando
tenemos muchas firmas en el mercado, por lo cual, las firmas no necesitan del subsidio
para realizar la R&D si no, que la realizan por su cuenta, ya que la propia competencia
que hay entre las firmas se encarga de que las firmas realicen la investigacién y desarrollo

para que dichas firmas sigan siendo competentes en el mercado.

Entonces, a partir de estos resultados obtenidos, nosotros notamos que al utilizar
la conjetura variacional nos proporciona mejores resultados, se logra un mayor bienestar
social para las dos estructuras de mercado que estamos considerando, asi mismo, el precio
del producto que se encuentra en el mercado se disminuye, por lo cual los consumidores se
ven beneficiados, ademas de que también ya no se les pone impuesto a las firmas cuando

son muchas en el mercado.

Como trabajo a futuro esperamos poder aplicar la conjetura variacional al nivel 2,
donde las firmas escogen sus niveles de R&D, ya que de esta manera tendriamos en cuenta
las estrategias que tengan las demas firmas que se encuentran compitiendo en el mercado.
Asi mismo, podriamos analizar el caso en el cual la firma publica no se privatice por
completo, si no, una sola parte de ella. Ademas, también podriamos considerar tener otro

tipo de funciones para no tener funciones lineales o cuadraticas.




CAPITULO 5

APENDICE

5.1 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1

Tenemos que la firma publica maximiza el bienestar social cuando escoge como estrate-
gia a qo:

iﬁ 4 " -
W = /1‘0 p(t) dt — pz ¢ + Z[p% — (b= )i — ¢ — 7] (63)
0 =0 =0

por lo que como vimos en (12) es céncava, por lo que al aplicar la condicién de optima-

lidad de primer orden, tenemos:

ow
— =p—> —2q=0 64
o P — 0+ o — 2q0 (64)
entonces al despejar ¢y obtenemos:
—b+uw
po=E"0E0 (65)

Por otro lado para las firmas privadas, tenemos como funcién de beneficio:

mi(gi, x:) = pgi — (b — 2:)q; — ¢ — o7 + s (66)

y como vimos en (13) es céncava, por lo cual aplicando la condicién de optimalidad de

primer orden:

om;
87(;; =p—qvi—(b—x)—2¢; =0 (67)
entonces al despejar ¢; tenemos:
p—b+uz;
=1 68
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Dados los valores que obtuvimos de cada firma ¢y y ¢; vamos a utilizar la ley de oferta y
demanda (1), por lo que vamos a tener que:

Zqi:T—ijD

(69)
por lo que sustituyendo (65) y (68) en (69) tenemos:
— b p—b+wzo p—b+ux;
=T — D 70
;; ) P+ (70)
por lo que moviendo términos y factorizando el precio p:
1 u b— Zo u b— To
S 41 )=T+D 71
]«2+ T2, e TP _+ﬁ1W+2 (1)
entonces despejando p:
b—x ¢ b—x
T4 Dy b
p=— T (72)

A partir del precio obtenido, vamos a comprobar que este es positivo, por lo que reescri-
biendo la férmula anterior:

T+D+b“+2b

p = =1 + b - b
1 1
T+ D+ 5k %§+L+ZVL)
= — +0b
1 1
T+D-b=% =3 85 T_ 3 _m
i=1 ' 2 2
+b>—5—7"—=+0 (73)
1 - 3t+1+735
5 + ; Vi
y dada la suposicién:
2T
b 74
n+3 (74)

la cual es equivalente a:

2T —b) > (n+1)b




CAPITULO 5. APENDICE 30

por lo que aplicando (75) a (73) tenemos:

T — 30 mb 2(T —b) — 1)b
p> = 2 n2 +b:( 1) (n:)+b
l+14+2 2(+1+12)
1)b — 1)b
(nt Vb=t Db, (76)

2 +1+D)
es decir p > b.

Entonces, para terminar, vamos a tomar el precio p y derivarla con respecto a la de-

manda activa D:
op 1

oD n
5+1+;W+2

(77)

5.2 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2

Al principio consideramos que las empresas privadas eran idénticas por lo que buscamos
justificar que los coeficientes de influencia son los mismos para todas las firmas priva-

das. Entonces, dada (20) vamos a reescribirla como:

1 1
vi = n = m (78)
3 1 1 1 3 1 1
2 + . Z RZE + vi+2  vi2 2 + : vi+2 T ovit2
J=Llj#1 j=1

n
ahora, haciendo el siguiente cambio de variable: V = ) u;+2 entonces:
. J

Jj=1

1
Vi= g1 (79)
5 + V - vi+2
por lo que simplificando lo anterior:
1 2(v; + 2
Vi = 57— : = (vi +2) (80)
3(ri+2)+2(vi+2)V -2 3(1/,~ + 2) + 2(14 + 2)V -2
entonces:
entonces:

V2(3+2V) +v;(4V +2) -4 =0 (82)
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notamos que tenemos una ecuacién de segundo grado, por lo cual vamos a resolverla

mediante la féormula general.
a=3+2V b=4V 42 c=—4 (83)

entonces:

V}_—MV+2%£¢MV+2P—4B+2VXHQ_gQV—linVL+HV+13
o 2(3+2V) B 3+2V

(84)

a pesar de que aqui tenemos dos soluciones, sélo tomamos la positiva ya que de otra

forma estariamos sumando sélo términos negativos, pero v; > 0.

—2V — 1+ V4V2 +12V + 13
V; =
3+2V

(85)

ademas, la V' es independiente del indice ¢, por lo que v; también es independiente del

indice ¢ por ende hacemos v; = v,. Ahora, veamos que:

1
v, = € (0,1) (86)
’ Z Vpl—i-Q + %

=1

ya que el denominador es mayor a 1 y como v, € (0,1) entonces v, tiene una tnica solu-
cion por ser solucion de un mapeo contractivo, por lo que simplificando las expresiones

anteriores de 1y y v

1 1 2w, + 4

W= 1 3 T 2-Disptd) (87)
u,,+2+2 W 2n + 3y, +4
1 1 vp + 2
Vg = 7 + 1 — P — - + » + 2 (88)
VP+2 Vp+2 p

Entonces, se demostrd que existe un equilibrio consistente, en donde encontramos que el
valor del coeficiente de influencia es el mismo para todas las firmas v, = v;, por lo cual

vamos a sustituir esto en (65), (68) y (72), teniendo:

qQy = ————75———9 (89)
A (90)

vp + 2
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b—x = b—x;
T+D+—2°+;Vp+2
_+V+2+1

5.3 DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 1

Para obtener la funcién de beneficio éptima para cada una de las firmas, lo tinico que

vamos a hacer es sustituir ¢j, ¢f y p que obtuvimos en el Teorema 1.

» Funcién de beneficio para la firma publica:

> a
W*:/l_o i =p’ Zqﬁquz (b—zi)g; —q;" = ]
0
_Z:Oq 2 2
:/l_ dt_p Zqz +p qo b_x(J)qs_qO*_xO
0

+Y g = (b—zi)g — ¢ — 7]

quz 2 g * %2 2
=/ p(t) dt — (b — o) — a5 — 52 — S (b= w)at + g2 + 2] (92)
0

=1

lo tinico que hicimos aqui fue simplificar y sacar el indice ¢ = 0 del excedente neto

de los productores.

= Funcion de beneficios para las firmas privadas:

=q¢*(1+ Vp) — x3 + sx; (93)

la cual obtuvimos aplicando la ecuacién de optimalidad (67).

5.4 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3

Dada (26) vamos a calcular la condicién de optimalidad de primer orden:

oW qo op* , 0q dqq dqq
o~ Z s, b >+ o o O 205, — 20
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aqu . azqz 03 ai aiq: aix?
+Z z@x 0o + 0o — 2 0xo B 0o (94)

antes de poder calcular la segunda derivada para determinar la concavidad, vamos a

simplificar el resultado obtenido, pero lo haremos en partes

» Vamos a considerar los términos i = 0 (firma publica):

L0 L Op* oq; o4 Lo
- — 2
pa +q080 b@ 80+q0 080

— 2.T0 (95)

por la condicién de optimalidad de primer orden que obtuvimos en (64) y si sus-
tituimos los valores 6ptimos que obtuvimos en el Teorema 1 y multiplicamos ésta

identidad por 3 qo tenemos:

95, Oqq 9q5 dq5
- —b — 2¢q; =0 96
83:0 89&0 + Ioaxo 08 o ( )
por lo que sustituyendo esto en (95):
P
o Oz +qp — 210 (97)

» Vamos a considerar los términos i = 1,2, 3, ..., n (firmas privadas):

02,6  n o 321612‘ 321%@1;* 32%
=1 i= i= i=1
) = —b — 2q; 98
p 81‘0 + ZZ:; 9 81‘0 8113'[) + 8270 % 81‘0 ( )

por la condicién de optimalidad de primer orden que obtuvimos en (64) vamos a
despejar para obtener la siguiente identidad v;¢f = p* — (b — x;) — 2¢} y multipli-

n
. 0%
cando ésta identidad por g;o tenemos:

32% oY qf  0X ¢ 0 g 2> q;

i=1 i=1 i=1 =1
vigt = p* —b - 99

por lo que sustituyendo esto en (98):

n . d Z q;
dq LA (100)
i1 ! a ! axo
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por lo que juntando (97) y (100):

n 93 g

oW 0p" %
——§ e —2 E

8x0 - 4q; + O + qO o + qz a +, pqz amo

32%

=1

(%

= q; — 220 + 1pq; (101)

Entonces, como se dijo anteriormente, para mostrar que la condicion de optimalidad
es suficiente, vamos a probar la concavidad de estas funciones de beneficio, por lo que
calculando la segunda derivada:

n

2 *
o3 Oxg 8 2 Y 0x0 8:750
o 82 3(] dq;
— 10 _9 7 7
0z + Z Vp[ (91:0 8%}
dg; - ﬁ%* Og; 2
=_—=_9 r : 102
dxg +;Vp[ql Ok i (81'0) ] (102)
donde:
) 0q; vp+mn+2 1
pu— - 1
Org  3(vp+2)+2n © (O’ 2) (103)
) aq; -1 1
i = 104
Jxg 3(1/p+2)+2n€( 2’0) (104)
) ap 1 1
=————¢ (-5 1
ox; n+3+yp€< 2’0> (105)
) o0 —2+43(v,+2)+2n 1
e — 106
92~ o+ 2)3(vy + 2) + 2n) (0:3) (106)

factorizamos la expresion para poder calcular el signo de la segunda derivada, por lo
que ahora vamos a sustituir el valor de las derivadas ¢y y ¢; que obtuvimos antes, las

cuales estédn entre 0 y % en valor absoluto

n

82W*_ Vp+mn+2 o U
ot 3(v,+2)+2n (3(vp + 2) + 2n)?

i=1
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2
_ _hnte o) B (107)
3(vp+2)+2n (3(vp +2) +2n)
de 3(2’;]:—;)122” podemos notar que el denominador es més grande que el numerador, por
lo que ésta es menor que 1, por otro lado, para (3(%:2% lo podemos acotar, teniendo
asi:
n,, < n 1 <1
(3(vp, +2)+2n)2 " (2n)2  4n

PW
6x8

gativa, entonces, la funcion es céncava y la condicién necesaria se puede utilizar como

entonces tenemos que < 0 entonces, como la segunda derivada para W es ne-

suficiente.

Si a partir de (27) calculamos su condicién de optimalidad de primer orden tenemos:

oy 04}

e 2(1 4 vp)q; or. 2z, + s (108)
por lo que ahora vamos a calcular la segunda derivada para calcular la concavidad de la
funcion: o2 5

Up 4 \?
=201+ 1,)(52) 1 1
5 =20+ u)(GE) - (109

2
oqg*

entonces, como qUEremos que sea menor a cero, vamos a probar que (1 + v,,) ( 8‘3;_) <1,
1

entonces:

)2 (110)

(HV”)(gi)z:(lﬂp)(( —243(vp + 2) + 2n )>2: (1+yp (n+2+yp

vy +2)(3(1, +2) + 2n vy +2)2\n+3+1,

de aqui nosotros podemos notar que el denominador es mas grande que el numerador,
8Q; 827ri
Ox; Ox?

segunda derivada es negativa, la funcién m; es concava y la condicién necesaria se puede

2
por lo que tenemos que (1 + l/p)< > < 1, por lo tanto < 0 entonces, como la
utilizar como suficiente.

Por lo que a partir de (108) vamos a despejar con respecto a x;, teniendo:

T —b—i—p*)@q;

2w+ s5=0 111
Vp + 2 ékfi Tits ( )

2(1 + 1) <
factorizando x; obtenemos:

i [2236 (;1—@ —2] +2§—i (;i—:)(—b—i—p*) ts=0 (112)
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entonces:
aqr 1+ X
250 <2+Z>(—b+p )+ s
Ti = b (15 (113)
q; v,
_23_11 <2+1/Z> + 2
(Observacion: % es constante e independiente de i) y de aqui nosotros podemos notar

que la x; es independiente del indice 7, por lo que z; es la misma para todas las firmas

privadas, por ende x; = x,, teniendo asi:

g’ v *
L (;Lz>(—b+p )+ s -
Tp = .
_Qg(a]:i (ﬂ) +92

2+4vp

ahora, sustituyendo x; = x, en (24) y (25):

T+ D 2 1)b —
R RS IS v

= = 115

asi mismo notemos que ¢ no depende de ningin indice 7, entonces, podemos hacer ¢ =

q,, teniendo: )
* Tp — +p*

= 116
@ vy +2 (116)
de las condiciones de optimalidad (26) y (27) tenemos:
on’ oq;
t=(1 2q7 )=~ — 2x; =0 117
8.Z'i ( +Vp)( qz)axl T +S ( )
oS o
W” _ 0 — 2x0 + Vpq; 7;1%—0 (118)
sustituyendo x; = x, y ¢ = ¢, en las ecuaciones anteriores obtenemos el siguiente
sistema de ecuaciones: SYr* 90"
e qo — 270 + nvypq, e 0 (119)
oy 0 00
o =1+ Vp)@‘]p)a_xi =2z, +5=0 (120)

Vamos a tomar la ecuacién (120). Pero en primer lugar vamos a empezar simplificando

¢,y g5, sin embargo necesitamos simplificar (25), y como ya habfamos dicho que z; =
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Ty y ¢; = g, tenemos que:

2wy +2)(T + D) + (b= o) (v +2) + 2 (b — )
= 3(v, 1 2) + 2n -
_ 2wy + 2)(T + D) + (b — x0)(vp + 2) + 2n(b — z,) (121)
3(vp+2)+2n

por lo que sustituyéndolo en (23) obtenemos:

2y +2)(T+ D) + (b — x0)(vp +2) + 2n(b — xp) + (—b+ 20)(3(v, + 2) + 2n)
2(3(v, + 2) + 2n)
(v +2)(T + D) + n(b = xp) + (=b+ 20)(vp +2) + n(=b + x0)
B 3(vp+2)+2n
(vp +2)(T + D) — nxy + (=b+ o) (v, + 2) + nao

q =

= 122
3(vp+2) +2n (122)
y sustituyendo el precio p* en (24):
2(vp+2)(T+D)+b(vp+2)+2nb xo(Vp+2) 2nxy
. _ 3(v,+2)+2n - 3(u(;+2)+2n T 3pt2)t2n b+
@ vp+2
2y +2)(T + D) + b(vpy + 2) + 2nb — 3b(v, + 2) — 2nb
B (vp +2)[3(vp + 2) + 21|
T —2n+ 3(v, + 2) + 2n
3(v,+2)  PL(vy +2)[3(vy + 2) + 2n)
2(r+D)—2 3
_ 2T+ D)=2 o + Ty (123)
3vp+2)+2n 3(p+2)+2n 3, +2)+2n
por lo que sustituyendo esto en (120):
8 >k
(1+ )&I; AT+ D) -4 214 %)z,
v x
P ox, 3, +2)+2n " |3(,+2) +2n
oq}
6(1+ 1) 5.2 — 6(vp +2) —4n
= =0 124
M 3(v, + 2) + 2n T (124)
factorizando o y =, y moviendo el resto de términos del otro lado de la igualdad:
oq: oq:
Fol=2(1 4 1,) S22 4 3, 61+ ) 51— 2(3(v, +2) +20)
a *
— (14 1) 24T 4 DY — 48] — 5[3(v, + 2) + 211 (125)

Oz,
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Ahora, para la siguiente ecuacién, vamos a tomar (23) y (24) para sustituirla en (119):

p* — b+ xg [2(T+D)—Zb—xo+3xp} oq;
—_— —2x0=0 126
2 P 3(vp+2)+2n dxg O (126)
por lo que sustituyendo (25) y multiplicando el denominador:
(vp +2)(T'+ D) — b(v, + 2) o¢f (2(T'+ D) —2b . vp+2+n
3(vp +2) + 2n POxo \ 3(v, +2) + 2n *3(v, +2) + 2n
oq; xg 3(vp+2)+2n n,

Zo

T 3+ 2) + 20 B+ 2) +2n B(up+2) +2n

aq; x
3 ) p =0 127
* m/pﬁxo 3(vp+2)+2n (127)

factorizando z;, x, y moviendo el resto de términos del otro lado del igual tenemos:

dg; 9q;
zo| —5(vp +2)+n(=3 — Vpaxo)] +z, [n(—l + 3yp8x0)
_ 9q;
- (T+D—b)[— (v, +2) —2nupaxo} (128)

por lo que multiplicando por —1 a las ecuaciones (125), (128) y anotando las ecuaciones

en forma matricial AX = B, tenemos lo siguiente:

A [P +2) = n(=3 —p5E) —n(—1+ 3y, 5% )
21+ v,) 3% —6(1+ 1) 5% +2(3(v, + 2) + 2n)

9qr
2) + 21, 28 0
Bemsp—p (Wt "o P0 | 4
41+, 30, +2) + 2n

por lo que resolviendo este sistema de ecuaciones X = A™'B donde A~! = %, donde
A* es la matriz adjunta.

Calculando el determinante de la matriz A es:
det(A) = A11A22 — A21A12
= [3(v, + 2) + 21 —10[(1+u o4, +2)] +2n<3+1/ ai)
p p ax p Pal,o

%

(129)
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el cual es positivo, dado que v, € (0,1) y las derivadas de ¢; son menores que % en valor
absoluto, por lo cual nuestro sistema de ecuaciones debe de tener unica solucién. Por lo

que los niveles 6ptimos de R&D son los siguientes:

o]
(T +D—b) déi?i;) (v +2) + 200, 55| = 25 1401 + 1) 5L |

(x;;> _ +s [ i By +2) + 2n)]

o]
(T + D —b) | 225 (v + 2) + 20, 5| + 05 [4(1 + ) 3£

+5 [ sty (3w +2) + 2n)]

simplificando:

+2[ (— 1+3Vp8ql)]

(:5) =m (T+D—b)[— (14 1) 55 + (1 + 2) + 20 5o
(T + D —b) [3(1 + up)aﬂ + 35 [5<vp +2) +n(3+ Vpamo)}
donde:

1
oq*
— (v +2)] +n(3+ Vpailo)

(130)

—5[(1+ 1) 5%

ahora vamos a ver el signo de xg y x, obtenidas.

En primer lugar (130) es positivo, ya que (v, + 2) es mas grande que (1 + v,) 75 % donde

Bq;‘ 1 , . . . 8ql
7o < 3 Y con gl*—S que estd multiplicando ya se hace positivo. Por otro lado, v,z - a5 €8
negativo pero 8362 > _71, por lo que quien gana es el 3, llevandose el signo positivo, por

lo cual (130) es positivo.
Entonces, ahora vamos a analizar el signo de xj.
De la Suposicion 1 tenemos que:

“b+T+D> (nTH>b (131)

A partir de la condicién de optimalidad (119) tenemos que:

L0qr
2x9 = ¢ + nupqpa (132)
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por lo que sustituyendo los valores de ¢j y ¢, que obtuvimos anteriormente tenemos:

Oxg

(vp+n+2)— nypg—;ﬁ] xo + n(3upg—i’; - 1) z, + [(l/p +2)+ 27wp8q; (=b+T+ D)

D —
o 3(vp+2)+2n
(133)
Ahora, veamos que:
oq; —2nv.
2 L= P 134
" Jrg  3(vpy+2)+2n (134)
por lo que:
Oa*
(Up +2) + 200y > (1, +2) — 1> 0 (135)
8:170
ademas, como g—g < 0 entonces:
9a*
Uy +1+2) — vy > (136)
8x0
ademas: 90?
q.
3 L —1<0 137
pailf() ( )
Entonces, dado que zg, z, € [0,b] y aplicando (131):
aqr oqF
n<31/p81;0 - 1)b + [(up +2)+ 2m/paxlo] (=b+T+ D)
2xy >
o 3(v, + 2) + 2n
9q* a¢* 1 (n
y n<3ypai20 — 1>b + [(Vp +2)+ ZnVPaEZO} (%)b
3(vp+2)+2n
nv, [% +(n+ 3)3%} + % [(Vp +2)+ Zangz’j
— b (138)
3(vp+2)+2n
donde: dq; (n+3) (n+3) -1
4 —(n —(n -
3 = > = — 139
) ey T30 42 120 33 2 (139)
por lo que:
1 dgr 1 1
Z i S 14
2+(n+3)8:v0>2 5 0 (140)
por lo tanto:
nw, [% +(n+ 3)332] +1 [(up +2) + 2nupggi]
2xy > b>0 (141)

3(vp+2) +2n

es decir xg > 0.
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Para los términos de x; tenemos:

(T + D —b) [3(1 + up)gf} (142)

entonces, como vimos anteriormente % > (), por lo cual este término es positivo.
1

s oq;
>[5 +2) 4 n + 15| 143
5 20p +2) F 03+ n gl (143)
dq;
O0xo ’

sitivo y de igual forma 5(v, + 2) es positivo, por lo cual ésta expresién es positiva,

sabemos que v, > _71 sin embargo, quien gana es el 3, llevandose el signo po-

por lo tanto x, > 0.

5.5 DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 2

Dado que en el teorema anterior encontramos el equilibrio de los niveles de investiga-

cién y desarrollo (R&D), vamos a sustituir estos valores en (23), (24) y (25), teniendo

asi: - b
. T+D+i "
b 1y no41 (144)
2 vp+2

@ =—F (145)

P —b+ua;
== 146
qp Vp _|_ 2 ( )

y las funciones de beneficio 6ptimas para este nivel, estan dadas por:

S q
0

(g, 1) = qf,**(l +v,) — xf,* + s, (148)
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5.6 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4

A partir de (33) tenemos que calcular la condicién de optimalidad de primer orden con

respecto a s, sin embargo puede ser encontrada usando:

AW (z5(s), z3(s))  OW* day;  OW* O}

= 149
ds dry 0s | Ox, 05 (149)
sin embargo, anteriormente habiamos obtenido que 8W = 0, teniendo asi:
dAW**(zg(s), x*(s OW* oz
(ais),a3(s)) _ oW o 50

ds N Oz, Os

Entonces, si a partir de (33) simplificamos, ya que habfamos dicho que ¢/ = ¢, y z; =

Tp:
7,230(11 2
We = [ ple)dt = (b )i — i = o+ nl-0 - )g; - g~ a2 (15)
0
donde:
oW 10q Jq,, ) oq;  0q5  ,Oq . 9q, dq,
— 2q; —b —2n —nb
9z, <axp T oe,) T 205, gy, TG, T g, G~ nbg
Ot
+ nmpa—wi — 2nx,
= = 205 = (=l 2~ (b= a5 g 20} (152
p
por lo que reescribiendo las ecuaciones (89) y (90) tenemos:
Pt —2q5— (b—1x9) =0 (153)
W, =p" —b+x; — 2q, (154)
sustituyéndolas en (152) obtenemos:
owr g,
b <qup = Ly — 2xp> (155)

donde:
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g’
ox* —1+3y,5¢
axo _ aq n( pamo) e < 0 (156)
5 =10[(1+ )50 — (1 +2)] +2n(3 + 1p3,-)
- * dq;
ox}, _ 5(vp +2) +n(3+ l/mgo) - (157
s —10[(1+ )3 — (v + 2)] + 203 + 555
] g, 3 1
- e (o, —) 158
or, 3(vp+2)+2n ( 2 (158)
y los signos de y dd"’ son consecuencia de las desigualdades que hemos mostrado an-
tes en (104) , (130) (137), ademas:
drg| n — 3ny,
- aq; aq
ds | 210[(1+ 1) 3E — (v + 2] + 2003 + 1, 35)
- n—+ %
—10[(1 + 1) 5% — (v, +2)] + 2n(3 + V)
5v, + 3n + 10 + nu, 2% dz*
< ”8 it o = — 2 (159)
—10[(1+ 1) 5% — (v, + 2)] + 2n(3 + 1, 55)  ds
es decir: p dr*
g Lp
20 160
ds ds (160)
Ahora, calculando la segunda derivada, tomando en cuenta que las derivadas L y ;S
son constantes: W 9 g
*ok q* .ZL'*
ds ”[<a+qpxds (161)

L P A Ay B (162)

ds? & o, Org ds ~ Ox, ds ds 1 ds

donde recordemos que aq,;, d;: 0, SZP ,d;S > 0, y ademéas como hemos mencionado —*
y gzz son menores a 5 en valor absoluto, por lo que:
O (o 4 1) (| 2| | 2o 2y _ ) 22
ds? POz, Ozl ds Oz, ds ds 1 ds
_ n[(y 8qp N 1) <‘ Jq, |dx;, N Jq,, dxp> B dep] dzy,
Pox, Oxgl ds ~ Oz, ds ds 1 ds

Jq,

9 9 da
=n|(» aij,“)()aaqu +a_%>_2}(%)2
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< ;(%)2 <0 (163)

Por lo tanto:

dQW**
ds?

<0 (164)

entonces como la segunda derivada es negativa, la funcion W** es céncava, por lo cual

podemos utilizar nuestra condicién necesaria como suficiente.

Por lo que a partir de (161) tenemos:

*

(v % 1)y = 22, =0 (165)

P oz,

gzi, qy" y w; en (165) tenemos:

por lo que sustituyendo

( 3v, ><2(T+D)—2b+3x;—x8>
3(vp+2) +2n 3(vp+2) +2n
oq}

3(1+ 1) o
oag* og*
_5[(1 + Vp) aizi - (Vp + 2)] + n(3 + Vpagzo
5(vp +2) +n(3 + v, 0k)
)

)

=0 (166)

—2<(T+D—b)

oxg

+ 52 o o0
{51+ Vp)a_xl. — (1 +2)]+n(3+ Yp 320

por lo que despejando con respecto a s:

—2(T + D —b) [(9<I/p +2) + 6n) [ — (upg—i’z +1)+2(1+ I/p)gi{-]]

S =

[(3(up +2) + 2n)[—5(up§—ﬁ +1)+2n(3 + V,,ggi) +10(vp + 2)]

6(T + D —b) [(ypg% + 1) 201+ yp>g§;]

2n(3 + VngD + 15 — 5yp<% — )

Oxp

(167)

ahora, del valor obtenido en (167) vamos a probar que s es positiva, entonces, sélo va-

mos a tomar:

Og; 9;

—L 411)-2(1 168
(g +1) =201+ )50 (168)
ya que para los demas valores hemos mostrado que son positivos.
Entonces, calculando:
* -2 2)+ 2

Or;  (vp+2)(3(v, +2) + 2n)




CAPITULO 5. APENDICE 45

por lo cual sustituyendo (158) y (169) en (168):

—2+3(v,+2)+2n )

1 _2<1+yp)((up+2)(3(yp+2) +2n

~ (v +2)(3(vy +2) + 20) (170)

dado que el denominador es positivo, s6lo vamos a tomar el numerador y sustituir el

valor de (22) teniendo asi:

4v,(5 —n) + 32
2n + 3y, +4

(171)

2( 2V, 14 )(2—n)—|—4:

2n+3v—p+14

de igual forma, como el denominador es positivo, s6lo vamos a tomar el numerador y

volver a sustituir el valor de nuevo de (22) teniendo:

8n(—vp +6) + 8(26 + 171)
2n + 3y, +4

( 2v, +4

— (b — 32 =
2n+3vp+4)( n)+

(172)

notando que s > 0.

5.7 DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3

Para obtener la funcién de beneficio éptima para cada firma, lo primero que vamos a
hacer es sustituir el subsidio gubernamental éptimo en los niveles de R&D éptimos de

las ecuaciones (28) y (29) teniendo asi:

—(1+vp) 3 + v + 2+ 2,58

oq* oqf
=5[(1+ 1) 5 — (1p +2)] + n(3 + 135,5)
n(—1+ 31/1,8(1:)

+ 5" o 9o 5 >0 (173)
2{-5[1 + 1)z — (W +2)] +n(3 +15,5)}

vy = (T + D —b)

3(1+v,) 5%

oqg* oq*

=5[(1 + Vp)aizli — (1 +2)]+n(3+ Vpail )
oa;

5(p +2) +n(3 + vpg,-)

g}

+ s o
2{-5[(1 + Vp)a_xi — (1 +2)]+n(3+ Vpa;pzo)

z, = (T'+ D —b)

*

>0 (174)
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por lo que el precio, las cantidades de produccion, asi como las funciones de beneficio de

cada firma respectivamente estan dadas por:

b—x* n(b—a*)
Kkk T + D + O + Vp+;

Pt = > b (175)

2 + Vp +2 +1

X *k
i = =0 (176)

p*** — b+ LL';*
== >0 177
T Vp+ 2 (177)

0

(178)

7T>-k**<q***,l’**) — q;**Z(l _'_ Vp) _ x;*Z + S*fﬂ;* (179)

? p p

5.8 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5

Tenemos que las firmas privadas maximizan su ganancia neta cuando escogen como es-
trategia a ¢; donde i € I, por lo cual, su funcién de beneficio esta dada por (66), en

donde ademés vimos en (13) que es concava por lo cual aplicamos la condicién de opti-
malidad de primer orden, por lo que obtuvimos (68). Ahora, sustituyendo (68) en la ley

de oferta y demanda tenemos:

p—b+ux;
=T —p+D 180
Z —— P+ (180)

despejando el precio:

Vz+2

L ip=T+D-Y (181)
1=0

= Vit 2

sacando de factor comun al precio:

1 .
p<;w+2+l>_T+D_Zom+2 (182)
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entonces, al despejar el precio p obtenemos:

n

z;—b
T+D=-2.%

p=—:7 =0 (183)

1

ahora para terminar, vamos a tomar el precio p y derivarla con respecto a la demanda

activa D: 5 |
a_g S S— (184)
1+ ;) P

5.9 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6

Al principio consideramos que las empresas privadas eran idénticas, por lo cual, vamos
a probar que los coeficientes de influencia son los mismos para todas las firmas priva-

das. Entonces, para justificar esto a (46) vamos a reescribirla:

1 1
Vi = n = m (185)
1 1 1 1 1
1 + j:%;éi vi+2 + vi+2  v+2 1 + ]Z:O vj+2 T ovi+2
ahora vamos a hacer el siguiente cambio de variable V' = )" %H, teniendo asi:
7=0"
1
Vi= =1 (186)
14+V =5
despejando para v;:
v; + 2
i = 187
entonces:
vily + 1+ Vy +2V) =y + 2 (188)
entonces:
A+V)+2Vy,—2=0 (189)

de aqui notamos que tenemos una ecuacién de segundo grado, por lo cual vamos a re-

solverla mediante la formula general.

a=1+V b=2V c= -2 (190)
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entonces:

VRV 414+ V)(-2) -V EVVZ 42V +2
ne 2(1+V) N 1+V

(191)

a pesar de que aqui tenemos dos soluciones, sélo tomamos la positiva, ya que v; > 0, ya

que de otra forma estariamos sumando sélo términos negativos.

VA VIVER 2V 12

Vi 1+V

(192)

Ademas, observamos que la V' es independiente del subindice 7, por lo tanto la solucién
del coeficiente de influencia v; es la misma para todos los jugadores, por ende vamos a

hacer v; = v,,. Ahora, veamos que:

1
vy= € 0.1) (193)
1+ 2 vp+2
=035

ya que el denominador es mayor a 1, por lo que simplificando esta expresion tenemos la
unica solucion:
v, = Wt (194)
vp+2+mn
entonces, como ya probamos que los coeficientes de influencia son los mismos para to-

das las firmas v, = v;, entonces, lo que vamos a hacer es sustituir esto en (43) y (44),

teniendo: .
(IT'+D)(vp,+2)+(n+1)b— > x;
% i=0
_ 195
b n+3+v (195)
LR S 196
'k ) (196)

5.10 DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 4

Para obtener la funciéon de beneficio éptima para las firmas privadas y la firma publi-
ca, lo tnico que vamos a hacer es sustituir ¢; y p* las cuales acabamos de obtener del

Teorema 6.

(g, ) =g (b — x)qf — ¢ — aF + swy
= qf*(l + ) — ZB? + sx; (197)
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S o
W*Z/ZO p(t)dt — p*Q* +Zp ¢ — (b— ) — ¢* — x]]
0
'Zj:()q;k - 2 2
- / Syt — S Mo — wi)g! + g2 + 2] (198)
0 i=0

5.11 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7

A partir de la ecuacién (50) calculamos la condicién de optimalidad de primer orden:

on} L0q;

o =2(1+vy)qf — o 2z, + s (199)

y como nosotros ya demostramos que esta funcién 7 es céncava (véase (109)), podemos

utilizar la condicion necesaria como suficiente.

Por lo que aplicando la condicién de optimalidad de primer orden a 7} y sustituyendo

(49) tenemos:

on; p*— b+ x\ Ogf
=21 P o7 BT gy y 5= 9
ox; (I+w >< vy + 2 >8zi zit+s=0 (200)
factorizando a z;:
oqf (1+v oqf (1+v,
2 ( p)—Q] 2—<—p) b4 p) s = 201
[axl 24y, + 0r; \2 + v, (=b+p) +5=0 (201)

despejando para x; y multiplicando por —1 al numerador y denominador obtenemos:

g v %
25 (;j;’)(—bﬂ) )+ s

9q; [ 14+vp
2 <2+l/p> +2

(202)

xT; =

a partir de esta expresion que obtuvimos notamos que la z; es independiente del indice
7, por lo que estas son la misma para todos los productores, por lo que podemos hacer

x; = x,, por lo que:

aq* v, %
2aili(§j—yp>(—b+p )+ s

- (203)
8:1:1 <2+VZ) +2

T, =
L
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por lo que sustituyendo z; = x, en (48) y (49):

(T+D)(up+2)+(n+1)b—£jxp

*

(IT'+D)(v,+2)+ (n+1)b— (n+ 1)z,

b= n+3+uy, B n+3+1,
(204)
* p* —b + xp
R S Nt 205
q’L Vp + 2 ( )
sustituyendo p* en ¢ y simplificando tenemos:
. Tp—b+T+D
* — 206
ql n ‘I‘ 3 + I/p ( )
sustituyendo la z, en la funcién de beneficio 7;:
(@7 2p) = ¢ (1 + 1) — 2 + s (207)
calculando la condicién de optimalidad de primer orden:
oy 047
Froe 21+ vp)q; Tl 20,+s5=0 (208)
sustituyendo (206):
or’ x, —b+T+ D\ 0q;f
L= 214 1) (2 )k -2 —0 209
oz, (1+1vp) n+3+u, oz Tp+ S (209)
factorizando a z,, y pasando los demas términos del otro lado del igual:
g’ g’
2(1 +v,) == —2(1 +v,) -
p[—( Dos, _ 2| = UGy Dy (210)
n+3+v, n+3+uv,
despejando x,, y simplificando:
—2(1+v, )af_ (—b+T+D)—s(n+3+vp) .
o s T =21+ 1) P (~b+ T+ D) = s(n+3+ 1)
! 2(14y) gk —2(nt8+) 201+ 1) 2% — (n 43+ 1))
n+3+vp ’
2(1+ )35 (=b+ T + D) + s(n + 3+ 13,) 1)
—2((1+ 1) 5 + (n+ 3+ 1))
el denominador como el numerador son positivos ya que v, € (0,1) y g‘f_ < %, por lo

tanto x;‘j > 0.
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5.12 DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 5

Dado que tenemos los niveles éptimos de investigacion y desarrollo de R&D vamos a
sustituirla en (48), (49), (50) y (51) teniendo as:
e (THD)vp+2)+(n+1)b—(n+1)z,

_ 212
p . (212)

por lo que sustituyendo el valor obtenido de z; y simplificando ésta expresion:

20+ ) (b + T+ D)3E + s(n+1) —2(~b+ T+ D)(v, +2)
P = — +0b (213)
2((1 + )5 — (n+3+ up)>

Para la produccién de las firmas:

=2 - 214
a, — (214)
sustituyendo el valor de la x, y p** obtenidas, tenemos:
. —s—2(=b+T+ D)
qp = aq* (215)
2((1L+ 1) 38 — (n+3+ 1)

Por lo que las funciones de beneficio de las firmas privadas y la firma publica son:

T (g7, x,) = (1 + Vp) — IL‘Z* + s, (216)
5 ait
W = /1_0 p(t)dt —p™ Q™ + (n+1) [qf,**(l +v,) — xi*] (217)
0

5.13 DEMOSTRACION DEL TEOREMA &

A partir de (56) vamos a calcular la condicién de optimalidad de primer orden con res-

pecto a s, teniendo asi:

= —Q™ 2 (1 P92 ar—2 218
P QT 2+ D1 +1p)g"— = = 2n+ 1o, — (218)

donde:
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dp** n+1

= (219)
B4R - (n43))
" d *k _1
B _ (220)
A5 2((1+ 1) % — (n+3))
dry _ —(n+3+n) (221)
A5 2((1+1)% — (n+3))
ahora, vamos a probar la concavidad:
d2W>k* d2p** dp** dQ** dq** 2 qu**
ds? @ ds? ds ds +2n+ D+ 1) ds +2n+ D+ 1), ds?
dx’ 2 AP
—n+ 1)( dS”) —~2(n+ D), — (222)
si recordamos, nosotros tenemos que:
p
= _ 224
ds ds (224)
y ademas:
Q" = (n+1)g" (225)
- dQ** d
Q¥
= 1)—/— 226
oo = ()=~ (226)

también podemos notar que tenemos en esta expresion segundas derivadas tanto para
p™,q," vy z,, sin embargo, éstas expresiones son lineales, por lo que al calcular su se-
gunda derivada obtenemos un cero. Entonces, tomando ésto en cuenta (222) quedaria
como:
2 *ok Hok
d*W dq,

752 :((n—i-1)E>2+2(n+1)(1—|—yp)<d§§> _2<n+1)(ﬁ)2 (227)

entonces, sean:
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sabemos que si A, B > 0, entonces A> + B? < (A+ B)? y si |[A + B| < |C] entonces

(A+ B)? < C?

Entonces, si mostramos que |A| + |B| < |C] esto implicaria que |A + B| < |C| y asi

tendriamos A% + B? < (A + B)? < C?, es decir:

dQW**

2 2 2
7 =A*+B"-C“<0

primero veamos que:

2(n+1 2(n+1
(T)+\/1+up< (T)+1+1/p=n+2+vp<n+3+vp
es decir:
2(n+1
%—I— I+, <n+3+uy,
dividiendo la desigualdad anterior por 2((1 + 1) gf —(n+3+ l/p)> obtenemos:
(n+1)
+I+v, g n+3+u,
2(a+ up)axz ~+3+m))| (0855 -+ 3+)
es decir:
(n+1) xy
ds ( + 1+ I/p>
de la desigualdad anterior obtenemos:
2(n+1)|dgy" dg’” dx}
1 L 2
> |as | TVETIG <
por lo que multiplicando por 1/2(n + 1) tenemos:
dg;” dx,*
(n+ )| 52|+ 4/20+ (1 + 1) — <2+ 1|2

lo que demuestra que |A| + |B| < |C|, por lo que se cumple que W** es concava.

(229)

(230)

(231)

(232)

(233)

(234)

(235)

Por lo que calculando la condicién de optimalidad de primer orden a (218) tenemos:

o = (e P 20+ D1+ y)g e — 200+ 1)

P_
B gs ds P ds

(236)
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dividiendo todo por (n + 1):
" dqp dq;* . d:v;
(n+1)g, s (1+v)q," P QxP% =0 (237)
simplificando:
LA Ldry
q, dp (n+3+2y,) — 2xpd—sp =0 (238)
por lo que sustituyendo (54) y (52) tenemos:
—s—2(=b+T+ D dq’
( S 8( ) ) dp< + 3 _|_ 2]/1))
2[(1 + ) o (n+3+ up)} $
—2(1+v —b+T+D)—sn+3+v,))\dz
2[(1+yp) i (n+3+up)] ds
simplificando:
dq* dqp
—sﬁ(n+3+2up) —2(=b+T+D)— 7 (n+ 3+ 2v,)
9q; dz, p
+4(1+v,) s (=b+T+ D) o +2s(n+3+v,) P =0 (240)
por lo que despejando con respecto a s:
Oq; dzj,
2= b+T+D)( (n+3+2up)—2(1+up)ai’ig) (241)
S =
—d—;’(n +3+2,)+2(n+3+ up)d—;’
Ahora, vamos a comprobar que el valor de s* es positiva.
Entonces: d ded
% _ %4p ATy (242)
ds  dx, ds
por lo que sustituyendo esto en (57):
2(— b+T+D)<d‘1”(n+3+2up) —2(1 +yp)8ql>
st = y (243)
—%(n +3421,) +2(n+3+1,)
entonces, nosotros habiamos obtenido que:
., T,—b (T+D)v,+2)+(n+1)b—(n+1)b
= ( J(p+2)+(n+1)b—(n+1) (244)

Vp +2 (vp +2)(n+ 3+ 1)
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d
por lo que calculando dﬂ tenemos:
Tp

d 1
S~ oy (245)
dr, n+3+y,
sustituyendo esto en el numerador de s*:
n+3+2v oq;
2(=b+T+ D (—p —2(1 ")
(b T+ D) (LT 2w
2(=b+T+ D 2(1 2
— ( + + )(n+3_’_2yp_ ( +Vp)(n+ +VP))
n+ 3+ 2y, vp+2
_ 2(=b+T+D) (—upn+up+2)
 n43+ 2v, vp + 2
2(=b+T+ D
=<< ks >>(1—ﬂ>>o (246)
n+ 3+ 2y, vp + 2
ya que nosotros habiamos obtenido que:
v+ 2
- e 247
Vp n _'_ Vp _'_ 2 ( )
por lo que reescribiendo esta ecuacién tenemos:
2 2
Vp = ——— < — (248)
n+1l+v, n
es decir:
vpn < 2 (249)
por lo que:
Upn
<1 250
— (250)
lo que demuestra (246).
Para el denominador de s*:
— 34+2 5n + 6 + 4v, + n? + v2 + 2nv
(Rt 35200) L ons 34 0,) v p T S g (251)
n+3+vv, n—+3 -+,

por lo cual s* > 0.




CAPITULO 5. APENDICE 56

5.14 DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 6

Dado que ya obtuvimos el subsidio 6ptimo para las firmas, vamos a sustituirlo en (52),
(53) vy (54) teniendo as:

aqr
—2-t(1+1v)(=b+T+D)—-s*(n+3+v,
e 24 )= '(n+3+,) 52

’ 2((1L+ )5 — (n+3+,))

e 204 ) (=b+ T+ D)FE + 5% (n+1) — 2(=b+ T + D) (v, + 2) 253
p = dq*

2((1L+ 1) 3 — (0 +3+ 1))

—s* —2(=b+T+D
4" = ( ) (254)

2((1 1) — (n+ 3+ yp)>

y la funcién de beneficio tanto para las firmas privadas y piblica es la siguiente:

Z q;‘k**
o= [F b Qs kD[ ) -] (256)
0
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