UNIVERSIDAD AUTONOMA DE NUEVO LEON
FACULTAD DE CIENCIAS FisiIcO MATEMATICAS

POSGRADO EN CIENCIAS CON ORIENTACION EN MATEMATICAS

A

ly
5

4

MODELACION DE LA RESPUESTA MECANICA DE
MIMOSA PUDICA CON CALCULO FRACCIONAL

POR

ING. Luis ANTONIO RAMIREZ GARZA

COMO REQUISITO PARCIAL PARA OBTENER EL GRADO DE

MAESTRIA EN CIENCIAS

CoON ORIENTACION EN MATEMATICAS

JuNIo 2026



UNIVERSIDAD AUTONOMA DE NUEVO LEON
FACULTAD DE CIENCIAS FisiIcO MATEMATICAS

POSGRADO EN CIENCIAS CON ORIENTACION EN MATEMATICAS

MODELACION DE LA RESPUESTA MECANICA DE
MIMOSA PUDICA CON CALCULO FRACCIONAL

POR

ING. Luis ANTONIO RAMIREZ GARZA

COMO REQUISITO PARCIAL PARA OBTENER EL GRADO DE

MAESTRIA EN CIENCIAS

CoON ORIENTACION EN MATEMATICAS

JuNIo 2026



DECLARACION DE AUTENTICIDAD

Declaro solemnemente que el documento que enseguida presento es fruto de mi propio
trabajo, y hasta donde estoy enterado, no contiene material previamente publicado
o escrito por alguien mas, excepto aquellos materiales o ideas que por ser de otras
personas les he dado el debido reconocimiento y los he citado cumplidamente en la
bibliografia o las referencias. Declaro ademéds que tampoco contiene material que ha-
ya sido aceptado para el otorgamiento de cualquier otro grado o diploma de alguna

universidad o institucion.

Luis Antonio Ramirez Garza

San Nicolas de los Garza, Nuevo Leon Junio 2026



UNIVERSIDAD AUTONOMA DE NUEVO LEON FACULTAD DE CIENCIAS FISICO MATEMATICAS

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE NUEVO LEON
FACULTAD DE CIENCIAS FisSIcO MATEMATICAS
PoSGRADO EN CIENCIAS CON ORIENTACION EN MATEMATICAS

Los miembros del Comité de Tesis recomendamos que la Tesis «Modelacion
de la respuesta mecanica de mimosa pudica con céalculo fraccional», realizada por
el alumno Ing. Luis Antonio Ramirez Garza, con nimero de matricula 1991893,
sea aceptada para su defensa como requisito para obtener el grado de Maestria en
Ciencias Con Orientacion en Matemaéticas.

El Comité de Tesis

Dr. Francisco Herndndez Cabrera

Asesor
Dr. Francisco Javier Almaguer Martinez Dr. J. Juan Rosales Garcia
Revisor Revisor
Vo. Bo.

Dr. Alvaro Eduardo Cordero Franco
Subdirector de Estudios de Posgrado

San Nicolas de los Garza, Nuevo Leoén, junio 2026



... A mis seniores padres,
por ser retratos vivos de
todas las virtudes que debe

haber en una familia.



INDICE GENERAL

Agradecimientos

Resumen

Notacion

1.

2.

Introduccion

1.1. Antecedentes . . . . . . . ...

1.2. Planteamiento del problema . . . . . . . .. ... ... ... ... ..

1.3. Justificacion . . . . . ...

1.4. Hipotesis . . . . . . . . . e

1.5. Objetivos . . . . . . o
1.5.1. General . . . . .. ..

1.5.2. Especificos . . . . . ...

Marco Teoérico

2.1. Caélculo fraccionario de orden arbitrario . . . . . . . . . . . . . .. ..

VI

X1V

XVI

XVII

17

18

19

19

19

20

22



INDICE GENERAL VII

2.1.1. Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville. . . . . . . . . .. 24
2.1.2. Derivada fraccionaria de Caputo . . . . . . .. ... ... ... 24
2.1.3. Implicaciones fisicas del calculo fraccional . . . . .. ... .. 25
2.1.4. Transformaciones integrales . . . . . . ... .. .. ... ... 27
2.1.4.1. Transformada de Laplace . . .. .. .. .. ... .. 27

2.1.4.2. Transformada de Mellin . . . . . .. ... ... ... 27

2.1.4.3. Transformada de Fourier . . . . . . . ... ... ... 28

2.2. Respuesta en frecuencia e impedancia . . . . . . . . .. .. ... ... 28
2.3. Bases del sistema biolégico . . . . . . . ... 30
2.3.1. Anatomia de Mimosa pudica . . . . . . . . .. ... ... ... 30
2.3.2. Mecanismos fisiologicos del movimiento . . . . . . . .. .. .. 30
2.3.3. Respuesta electrofisiologica . . . . . . . .. ... ... 32

2.4. Apantallamiento electrostatico . . . . . . . ... ... ... ... .. 33
3. Metodologia 35
3.1. Descripciéon de la Base de Datos . . . . . . ... ... 35
3.2. Supuestos y consideraciones . . . . . . ... ..o 37
3.3. Modelo de Impedancia basada en PNPM fraccional . . . . . ... .. 39
3.3.1. Modelo equivalente de impedancia fraccionaria . . . . . . . . . 44
3.3.2. Condiciones asintéticas de equivalencia entre modelos . . . . . 46

3.4. Ecuacion de difusion fraccionaria para la densidad de carga . . . . . . 48



INDICE GENERAL VIII

3.4.1. Conexién entre el formalismo PNPM y la ecuacion de difusién

fraccionaria . . . . . ... 48

3.4.2. Caso homogéneo . . . . .. ... ... ... ... 51

3.4.3. Soluciones equivalentes . . . . . . ... ... 54

3.4.4. Segundo momento en el régimen subdifusivo . . . . . . .. .. 54

3.4.5. Casono homogéneo . . . . . . .. .. ... ... ... 56

3.5. Potencial eléctrico y corriente eléctrica . . . . . ... ... L. 59
3.6. Impedancia en el dominio de la frecuencia . . . . .. ... ... ... 63

4. Resultados 66
4.1. Resultados analiticos y numéricos . . . . . . . . .. .. ... .. ... 66

4.1.1. Modelo de impedancia eléctrica basado en PNPM fraccionario 66

4.1.2. Modelo de circuito equivalente . . . . . .. ... .00 70

4.1.3. Densidad de carga basada en difusiéon anémala . . . . . . . . . 77

4.1.3.1. Simulaciones numéricas . . . . . .. .. ... .. .. 7

4.1.4. Formulacién de impedancia eléctrica generalizada . . . . . . . 79

5. Discusién 81
5.1. Interpretacion de resultados . . . . . .. ... 81
5.1.1. Densidad de carga . . . . . . .. .. ... 81

5.1.2. Impedancia eléctrica Z4 . . . . . . . ... . ... ... .... 84

5.1.3. Impedancia eléctrica Zegy . . . . . . ..o 85



INDICE GENERAL

IX

5.1.4. Impedancia eléctrica Zpop . . . . . . . . ..o &9

5.2. Comparacion con la literatura . . . . . . . . . . ... . ... ... .. 89
5.3. Limitaciones . . . . . . . . . .. 91
5.3.1. Modelo de densidad de carga fraccionaria . . . . . . . .. . .. 91

5.3.2. Modelos de impedancia eléctrica Z4y Zegp . . . . . . ... 91

6. Conclusion 92
6.1. Estadoactual . . . . .. ... ... .. ... 92
6.2. Perspectiva a futuro . . . . . ... ... 93

A. Funciones especiales 94
A.l. Funcién Gamma . . . . . . . ... 94
A.2. Funciones hipergeométricas . . . . . . . . .. ... ... ... ..., 95
A3. Funcion Hde Fox . . . . . . . ... .. ... ... ... . ....... 96
A.4. Integracion de la funcién Hde Fox . . . ... ... ... ... .. .. 100
A.5. Derivacién de la funcion Hde Fox . . . . . . . . ... ... ... ... 102

B. Férmulas e identidades del calculo fraccional 105
C. Algoritmo de ajuste de parametros 106



INDICE DE FIGURAS

1.1. Simulacién del movimiento browniano para N = 200 particulas. . .. 3
1.2. Circuito equivalente de Randles para la interfaz electrodo—electrolito. 8
1.3. Diagrama de Nyquist del circuito Rs + (R || CPE). . . . . .. .. .. 10
1.4. Diagrama de Bode del circuito Ry + (R || CPE). . . ... ... ... 11

1.5. Familia de regimenes difusivos fraccionarios representados en el dia-

grama de Nyquist. . . . . . . . . ... 12
1.6. Circuito equivalente de Randles generalizado. . . . . . ... ... .. 13

1.7. Familia de regimenes difusivos fraccionarios representados en el dia-

grama de Bode. . . . .. .. L oL Lo 13

1.8. Diagrama de Nyquist para el modelo de Randles generalizado con

elemento de Warburg. . . . . . .. ... oL 14
1.9. Tlustracion botanica de Mimosa Pudica L., 1753. . . . . . . . . .. .. 17
1.10. Diagrama de flujo de la metodologfa. . . . . . . . . ... .. ... .. 21
2.1. Anatomia de Mimosa Pudica L.,1753. . . . . . . . . . ... ... ... 31
2.2. Representacién del término fuente S(t). . . . . . . ... ... ... 33



INDICE DE FIGURAS X1

3.1. Diagrama de Nyquist de mediciones de EIS en el pulvinulo de Mimosa

PUALCA. . . . o e 36

3.2. Diagramas de Bode de mediciones de EIS en el pulvinulo de Mimosa

PUAICA. . . . . o o e 37
3.3. Modelo de circuito equivalente efectivo tipo Randles generalizado. . . 46
4.1. Validacién del modelo analitico de impedancia Z4.. . . . . . . . . .. 68
4.2. Validacién del modelo analitico de impedancia Z4 (continuacién). . . 69
4.3. Modelo de Circuito equivalente efectivo. . . . . . . . ... ... ... 70
4.4. Validacién del modelo efectivo de impedancia Zegp. . . . . . . . . .. 71
4.5. Validacién del modelo efectivo de impedancia Z.;; (continuacién). . . 72
4.6. Evolucién de parametros y superposicion de ajustes. . . . . . . . . .. 74
4.7. Evolucion de los parametros fraccionarios. . . . . . . .. .. ... .. 75
4.8. Resistencia total en funcién de la frecuencia para cada repeticion. . . 75
4.9. Contribucién de la corriente por cada rama. . . . . . ... ... ... 76
4.10. Proporcién de la corriente total aportada por cada ramificacién. . . . 76
4.11. Simulaciéon numérica de la impedancia eléctrica. . . . . . . . . .. .. 80

5.1. Cambios de turgencia en Mimosa Pudica y sus correspondientes res-

puestas mecanicas. . . . ... ... 86
5.2. Proceso ireversible de desgaste celular. . . . . . . ... ... ... .. 87
5.3. Representacion del CPE como una superposicién de capacitores ideales. 87

5.4. Complejidad estructural asociada al exponente fraccionario. . . . . . 88



INDICE DE FIGURAS XII

5.5. Comparacién de la evolucion de la capacitancia en diferentes escalas. 88

C.1. Diagrama de flujo del algoritmo de ajuste de pardmetros. . . . . . . . 108



INDICE DE TABLAS

2.1.

2.2.

2.3.

3.1.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

o.1.

Implicaciones fisicas asociadas al calculo fraccionario . . . . . . . .. 26
Relacién entre la pendiente, la fase y regimenes fisicos. . . . . . . .. 29
Procesos fisiologicos relevantes en el movimiento de Mimosa pudica. . 32
Resumen de las condiciones de equivalencia entre Z4 y Zesr. . . . . . 47

Parametros 6ptimos del modelo PNPM fraccional para cada repeticiéon. 70
Parametros éptimos del modelo de circuito equivalente. . . . . . . . . 73
Casos particulares de la densidad de carga fraccionaria. . . . . . . . . 78

Casos particulares de la densidad de carga fraccionaria (continuacién). 79

Componentes de la solucién general p(z,t). . . . . . .. .. ... ... 81

XIII



AGRADECIMIENTOS

“Use what talents you possess; the woods
would be very silent if no birds sang there

except those that sang best.”

Henry Van Dyke

Quiero comenzar agradeciendo a mi asesor, el Dr. Francisco Herndndez Ca-
brera, por su enorme compromiso, paciencia y vocacion que fueron clave para la

elaboracion de este trabajo de tesis.

Aprovecho también para expresar mi gratitud al comité de evaluacion, confor-
mado por el Dr. Francisco Javier Almaguer Martinez, el Dr. J. Juan Rosales Garcia
y el Dr. Rodrigo Rodriguez Gutiérrez, por sus valiosas observaciones, sugerencias y
comentarios que ayudaron a mejorar el presente proyecto. Del mismo modo, agra-
dezco a los coordinadores del programa del PCOM, Dr. Omar Jorge Ibarra Rojas y
su sucesor, el Dr. Pablo César Rodriguez Ramirez, asi como al subdirector de pos-
grado, el Dr. Alvaro Eduardo Cordero Franco, por todo el apoyo institucional y el
absoluto profesionalismo con el que se desempenan en beneficio del programa y sus

estudiantes.

Doy también las gracias a la Ing. Karla Lizette Guerrero Valadez y a la Lic.
Briseida Danae Jacinto Escobedo, porque su trabajo ha sido fundamental en el buen
desarrollo del programa y el funcionamiento del Centro de Investigacion en Ciencias

Fisico Mateméticas.

XIv



AGRADECIMIENTOS XV

Agradezco con mucho fervor a mis amigos del posgrado por hacer de esta
experiencia algo mas ameno y por todos los recuerdos que me llevo conmigo. Valoro
demasiado su paciencia y empatia, y todas las consideraciones que han tenido hacia

mi persona.

Doy las gracias también a mi familia por su infinito apoyo y consejo. A mis
seniores padres por todo el carino que me han dado, a mi hermana Ericka por su

generosidad en la realizacién de diversas ilustraciones contenidas en esta tesis.

Finalmente, quiero agradecer a la Secretaria de Ciencia, Humanidades, Tecno-
logia e Innovacién (SECIHTTI) por el respaldo otorgado mediante el Sistema Nacional
de Posgrados a través de la beca (referencia 002679 — solicitud 66ce2a8c048513005823da7d),

que fue esencial para la realizacién de mis estudios de maestria.



RESUMEN

Ing. Luis Antonio Ramirez Garza.

Candidato para obtener el grado de Maestria en Ciencias Con Orientacién en Ma-
tematicas.

Universidad Auténoma de Nuevo Ledn.
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas.

Titulo del estudio: MODELACION DE LA RESPUESTA MECANICA DE MIMOSA PUDICA
CON CALCULO FRACCIONAL.

Numero de paginas: 115.

OBJETIVOS Y METODO DE ESTUDIO: El objetivo de este trabajo es describir los
procesos de difusién ionica de las células del pulvinulo de Mimosa Pudica mediante
un formalismo basado en el modelo Poisson—Nernst—Planck—Maxwell y la ecuacién
de difusiéon fraccionaria no-homogénea.

CONTRIBUCIONES Y CONLUSIONES: Se derivan modelos analiticos y de circuito
equivalente para caracterizar la impedancia eléctrica y la densidad de carga fraccio-
naria y se realiza la validacion de los modelos matematicos con datos de Espectros-
copia de Impedancia Eléctrica realizada en un ejemplar de Mimosa Pudica.

Firma del asesor:

Dr. Francisco Herndandez Cabrera

XVI



NOTACION

La siguiente lista resume la notacién y convenciones empleadas a lo largo del

documento.

« Orden fraccionario.

f™  Derivada enésima de orden entero.

Z(w) Impedancia compleja del sistema.

Z'(w)  Resistencia del sistema.

Z"(w) Reactancia del sistema.

arg Z(w) Fase de la impedancia.

|Z(w)| Modulo de la impedancia.

(r?(t))  Desplazamiento cuadrético me-
dio.

rems(t)  Desplazamiento raiz cuadratica
media.

L% f(x) Integral fraccionaria.

“Dg  Derivada fraccionaria de Caputo.

RLpD2  Derivada  fraccionaria  de

Riemann-Liouville.
L Transformada de Laplace.
M Transformada de Mellin.
F  Transformada de Fourier.
V¢  Gradiente.
V2¢ Operador Laplaciano.
V x B Rotacional de B.
d(z) Delta de Dirac normalizada.
®(z,t) Funcién de Green.
['(z) Funcién Gamma.
Funcién H de Fox.

Hy" (2)

Ap Longitud de Debye.

XVII



CapriTULO 1

INTRODUCCION

1.1 ANTECEDENTES

Los procesos difusivos describen el transporte de masa —como particulas, iones
o moléculas— inducido por gradientes de concentracién, y representan un mecanismo
fundamental en una amplia variedad de sistemas fisicos, quimicos y biologicos. Estos
procesos incluyen la dispersién de contaminantes en la atmosfera, el fenémeno de la

migracion social, el flujo de iones y la difusién molecular, entre otros [1,2].

Estos procesos han sido descritos tradicionalmente mediante la ecuacion de
difusién (segunda ley de Fick), que ha demostrado ser 1til para describir fenémenos
en medios homogéneos y en sistemas cuya evolucién depende tinicamente del estado

actual y no de la historia previa [3].

(1) _  PC(x.t)

ot oxr? (1.1)

donde:

» C(x,1) es la concentracién de la especie difusora, que depende de la posicién

x v del tiempo .
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= D es el coeficiente de difusién, una constante positiva que cuantifica la movi-

lidad de las particulas en el medio.

Bajo el enfoque de la ecuacién de Fick (1.1), la dindmica del sistema se carac-
teriza por una difusion normal, en la que la distribucién espacial de las particulas
adopta una forma gaussiana. En la Figura 1.1 se ilustra un caso caracteristico de
estos procesos, donde la concentracién inicial es maxima en el origen. Una canti-
dad fundamental en la caracterizacion de fenémenos difusivos es el desplazamiento

cuadratico medio (MSD, por sus siglas en inglés), dado por [4]:

(r?(t)) = (Ix(t) — x(0)|*) = 4Dt (1.2)

A partir de esta expresion se define el desplazamiento raiz cuadratica media

(RMSD) [1]:

Fems(t) = /(r2(t)) = V4Dt o< t'/? (1.3)

Esta relacién implica que aunque el drea explorada (proporcional al MSD)
crece linealmente con el tiempo, la distancia lineal promedio desde el origen crece

méas lentamente, como la raiz cuadrada del tiempo (RMSD).

El caracter lineal del MSD implica que no existen correlaciones temporales en
el proceso de transporte, de forma que los desplazamientos sucesivos de cada particu-
la son independientes entre si. Sin embargo, numerosos sistemas se apartan de este
comportamiento idealizado, como ocurre en el caso del transporte advectivo (Mo-
vimiento Browniano con deriva), procesos con fuentes o sumideros o la difusién en
medios anisotropicos. Esto sugiere la existencia de mecanismos mas complejos aso-
ciados a heterogeneidades estructurales en el medio, interacciones internas y procesos

correlacionados [4,5].
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t = 100 pasos
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(a) Particulas concentradas en el origen (b) Particulas difundidas después de ¢t =
(t=0). 100 pasos.

FIGURA 1.1: Simulacién del movimiento browniano para N = 200 particulas. (a) Estado inicial con
todas las particulas localizadas en el origen. (b) Estado final mostrando una distribucién gaussiana

caracteristica de la difusiéon normal.

Dadas estas consideraciones, surge una generalizacion del modelo difusivo bajo
el concepto de difusién anémala, que contiene como caso particular a los modelos
que describen procesos gaussianos. Dicha generalizacién es aplicable a sistemas cuya
dindmica se aparta de las hipotesis de homogeneidad y donde los estados anteriores
de un proceso afectan a la evolucién del mismo. Esto ultimo se conoce como me-
moria temporal e implica que el sistema incumple la propiedad de Markov. Algunos
procesos difusivos anémalos incluyen la dindmica subdifusiva de particulas en me-
dios viscoeldsticos o confinados, el transporte de moléculas en medios porosos y la

dindmica intracelular en presencia de obstaculos [6,7].

En particular, se ha observado que en medios biol6gicos complejos (tejidos,
membranas celulares o medios intracelulares) la difusién puede mostrar comporta-
mientos andémalos. Estas caracteristicas incluyen una mayor probabilidad de des-
plazamientos largos en comparacion con el caso gaussiano. A las distribuciones que

describen estos procesos se les conoce como distribuciones de probabilidad con colas
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pesadas y sugieren la presencia de eventos extremos [8]. Adicionalmente, coexisten
multiples escalas espaciales y temporales, asociadas a heterogeneidades estructurales

del medio o a la accién simultdnea de distintos mecanismos de transporte [7,9].

En sistemas bioldgicos, la difusion anémala puede resultar de la interaccion en-
tre procesos rapidos a escala microscopica y dindmicas mas lentas a escala mesoscopi-
ca o macroscopica. Estos mecanismos pueden ser la coexistencia entre el movimiento
molecular o i6nico [10,11], el transporte intracelular [12], la reorganizacién tisular
y la difusién a través de estructuras porosas [6]. En algunos casos, estas propieda-
des se manifiestan a través de autosemejanza de las heterogeneidades estructurales
del medio, lo que sugiere una organizacién jerarquica y una estrecha relacién con

conceptos de geometria fractal.

Debido a las propiedades mencionadas, se requiere un marco tedrico mas gene-
ral que el de la difusién normal. Lo anterior supondria que el proceso es isotropico
y homogéneo, por lo que evolucionaria de manera local sin la influencia de eventos
pasados y sin correlaciones de largo alcance. En respuesta a estas limitaciones la
modelacién de la difusiéon anémala puede establecerse desde el marco tedrico del

calculo fraccional, ya que permite trabajar con anisotropia y heterogeneidades del

medio [7,13].

Ademas de la memoria temporal, en sistemas heterogéneos existe la contraparte
espacial conocida como no-localidad. Estas dos propiedades emergen de caracteristi-
cas especificas del sistema. Por un lado, los efectos de no-localidad estan asociados
con medios que presentan rugosidad, porosidad, granularidad, viscoelasticidad y tur-
bulencia o donde la estructura del entorno permite interacciones a distancia. Por otro
lado, los efectos de memoria son el resultado de procesos irreversibles, no ergédicos,
no estacionarios y causales; asi como la presencia de retroalimentacién o sincroniza-

cién en el sistema [14].

De este modo la ecuacion de difusién fraccionaria surge como una extensién

natural de la formulacion clasica, al introducir operadores diferenciales de orden
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no entero. Dichos operadores permiten incorporar de manera explicita efectos no
locales en el espacio y efectos de memoria en el tiempo, caracteristicos de sistemas

no homogéneos y estructuralmente complejos [9,13].

Desde una perspectiva tedrica, la descripcion cuantitativa de los procesos de
transporte i6nico en medios continuos puede abordarse, como una primera gene-
ralizacién, mediante la ecuacién de Nernst—Planck (NP). Esta describe el flujo de
especies cargadas como resultado de la difusién debida a gradientes de concentracién

y de la migracién inducida por un campo eléctrico externo uniforme [15].

2zNq 0 .
]{jBT &V(Z,t) s 1= +, (14)

. 0
Ji(z,t) = =D %ni(z,t) +

donde 7;(z,t) representa el flujo de la especie i6nica ¢ en la posicién z y tiempo t; D
es el coeficiente de difusién; n;(z,t) es la concentracién de iones de tipo i; z; es la
valencia iénica (z; = +1 para cationes y z_ = —1 para aniones); N es la densidad
de carga en equilibrio; ¢ es la carga de prueba; kg es la constante de Boltzmann; T’

la temperatura absoluta; y V(z,t) el potencial eléctrico.

De forma més general, el modelo de Poisson-Nernst-Planck (PNP), acopla de
manera consistente la ecuacion de Poisson. En este marco, el campo eléctrico surge
de la propia distribucion espacial de carga. Esto permite describir sistemas en los
que las interacciones electrostaticas y la concentraciéon de carga tienen un papel
relevante. Este modelo ha sido ampliamente utilizado para estudiar el transporte

i6nico en electrolitos, membranas y dispositivos electroquimicos [15-17].

*V(zt)  plzt)
022 ¢ (1.5)

donde ¢ es la permitividad eléctrica del medio y p(z,t) es la densidad de carga,

definida como:
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p(z:1) = q(ny(z,1) —n(z1)) (1.6)

siendo n, (z,t) y n_(z,t) las concentraciones de iones positivos y negativos, respec-

tivamente.

En situaciones donde las variaciones temporales del campo eléctrico son in-
despreciables —como en sistemas sometidos a excitaciones dependientes del tiempo
o en el andlisis de respuesta en frecuencia— resulta necesario extender el modelo
PNP. Esto implica incorporar los efectos asociados a la corriente de desplazamiento
y a la polarizacion del medio conduciendo a la formulacién PNP-Maxwell, en la que
el sistema PNP se complementa con la ley de Ampere—Maxwell y la ecuacién de

continuidad de la carga [18,19].

E
VxB= MoJ + Mo&aa—t (17)

donde B es el campo magnético, o la permeabilidad del vacio, J la densidad de
corriente total, € la permitividad del medio y E el campo eléctrico. El término
poe OE /0t representa la corriente de desplazamiento, responsable de los efectos de-

pendientes del tiempo sobre la densidad de carga p.

Complementariamente, la ecuacién de continuidad de la carga establece la con-

servacion local de la carga eléctrica:

dp
o TVI=0 (1.8)

El modelo PNPM implica resolver simultaneamente las ecuaciones de Nernst-Planck
(1.4), la ecuacién de Poisson(1.5) y la ecuacién de continuidad (1.8), asi como in-
corporar la corriente de desplazamiento dada la ley de Ampere-Maxwell (1.7), junto

con las relaciones constitutivas apropiadas.

Estos tres modelos han sido generalizados al caso fraccionario, con el objetivo
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de capturar efectos de memoria, transporte no local y dinamicas anémalas obser-
vadas experimentalmente. Diversos estudios han reportado que, cuando los modelos
clasicos resultan insuficientes para describir las mediciones, el ajuste de pardmetros
con exponentes fraccionarios permite reproducir fielmente los datos experimenta-
les. Este enfoque ha resultado particularmente 1til en sistemas tan diversos como
la respuesta de impedancia en celdas de cristal liquido [20], la difusién de gases
en carbén [21] y la caracterizacién de supercapacitores mediante espectroscopia de
impedancia [22]. Otras aplicaciones incluyen electrodos porosos, membranas i6ni-
cas y celdas electroliticas [23,24]. En todos estos casos el exponente fraccionario
refleja la complejidad subyacente del sistema: heterogeneidades estructurales, efec-
tos de memoria, correlaciones temporales y desviaciones sistematicas respecto a las

predicciones de los modelos clasicos de orden entero.

Una herramienta 1til al abordar sistemas complejos es el andlisis de respuesta
en frecuencia, particularmente mediante la técnica de espectroscopia de impe-
dancia eléctrica (EIS). En esta técnica, se excita al sistema con una senal arménica
de pequetia amplitud —tipicamente un potencial eléctrico de la forma V (t) = Vpe™!
del orden de 10 mV— y se mide la corriente resultante I(t) = le'“**?) en régimen
lineal. La relaciéon entre ambas magnitudes en el dominio de la frecuencia define la
impedancia compleja del sistema, Z(w) = V(w)/I(w), cuya parte real e imaginaria
contienen informacién sobre los procesos de transporte, almacenamiento de carga y
disipacion de energia. Mediante un barrido en frecuencia —que suele abarcar desde
2 Hz hasta 20 MHz— es posible separar y caracterizar distintos mecanismos fisicos
que operan en escalas temporales diferentes. Entre estos mecanismos se encuentran
las corrientes de conduccién y desplazamiento, la acumulacion de carga en la inter-
faz electrodo—electrolito, la difusién (asociada a frecuencias bajas) y la relajacion
dieléctrica (frecuencias altas). Este enfoque permite, por tanto, revelar la dindmi-
ca del sistema en un amplio rango de escalas temporales sin necesidad de resolver

explicitamente su evolucién temporal completa [20, 22, 25].

Como resultado del andlisis de la respuesta en frecuencia se obtiene la represen-
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tacion mediante circuitos equivalentes que consiste en aproximar el comportamiento
eléctrico del sistema mediante combinaciones de elementos ideales y no ideales. Algu-
nos de los elementos que se suelen utilizar incluyen resistencias, capacitores, mem-
ristores, cap-resistores, memductancias y elementos de fase constante (CPE) y de
Warburg. Estos modelos buscan reproducir mecanismos biofisicos como la conduc-
cion, la concentraciéon de carga, los procesos difusivos o la aportaciéon de diferentes

elementos estructurales [26,27].

El modelo de Randles es uno de los circuitos equivalentes mas empleados en
sistemas electroquimicos. Fue propuesto originalmente para caracterizar los procesos
que tienen lugar en la interfaz electrodo—electrolito, es decir, en la regién donde
ocurre el intercambio de carga entre un conductor eléctrico (el electrodo) y un medio
iénico (el electrolito). En este modelo el sistema se representa mediante un circuito
equivalente formado por una resistencia asociada a la interfaz electrodo—electrolito,
en serie con una red en paralelo. Dicha red esta compuesta por un elemento capacitivo
que modela la acumulacién de carga en la doble capa eléctrica formada en la interfaz,
y un elemento resistivo que describe los procesos de transferencia de carga a través

del electrolito [28,29].

Ca
| |
|
Rs Rct
Vi AVAYAY, AVAVAY, Vout

F1curaA 1.2: Circuito equivalente de Randles para la interfaz electrodo—electrolito. Ry es la resis-
tencia asociada a la interfaz electrodo—electrolito, Cy; la capacitancia de la doble capa eléctrica y

R la resistencia de transferencia de carga asociada al electrolito.

La impedancia total del circuito se obtiene sumando la impedancia en serie R,
con la impedancia equivalente del paralelo Cy; || R.. Recordando que la impedancia

de un capacitor es Z¢o = jw%, la impedancia total del modelo de Randles es
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Z(w) = R, + ol

st ————F——~—- 1.9
1 + ]chthl ( )

Donde:

= w=2nf es la frecuencia angular de la senal aplicada.

» j es la unidad imaginaria (j2 = —1).

Desde los primeros estudios de EIS se revelé que, en el diagrama de Nyquist,
los datos experimentales se desvian tanto del capacitor ideal como del arco semi-
circular esperado para un circuito RC simple. En su lugar, la respuesta mostraba
sistematicamente una depresion del semicirculo, evidenciando un comportamiento
no ideal de la interfaz electrodo—electrolito. Dolin y Ershler documentaron estas des-
viaciones por primera vez durante la década de 1940 en sus trabajos sobre la cinética
de electrodos, y posteriormente fueron analizadas en profundidad por Grahame en
1947 en sus estudios sobre la capacitancia de la doble capa eléctrica [30,31]. Estas
desviaciones han sido atribuidas en numerosas investigaciones a factores como la ru-
gosidad superficial del electrodo, heterogeneidades quimicas, distribucion de tiempos
de relajacién y efectos de memoria. Esto motivé la introduccion de elementos con
dependencia en frecuencia de tipo ley de potencia, caracterizados por exponentes
fraccionarios, dando origen al elemento de fase constante (Constant Phase Element,

CPE) [32-35].

La impedancia de este elemento viene dada por:

1
Q(jw)”

Zepe(w) = (1.10)

donde ) es una constante con unidades de F - s~}

, w es la frecuencia angular,
j = v/—1 la unidad imaginaria y « el exponente fraccionario (0 < a < 1). El CPE

permite interpolar entre un comportamiento puramente resistivo cuando o« = 0 (Z =
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1/Q), y un comportamiento puramente capacitivo cuando o = 1 (Z = 1/(jw@),
identificando @) = C'). Para valores intermedios de «, el elemento captura la depresién

del semicirculo observada experimentalmente en los diagramas de Nyquist [33].

Depresion del semicirculo con CPE

8 U - ———- =1
L. ~eo a=0.95
~
7 ~ a=0.9
4 S a=0.85
'l .
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F1aura 1.3: Diagrama de Nyquist del circuito Rs+(R.; || CPE) para distintos valores del exponente
fraccionario a. Cuando o = 1 se recupera el semicirculo ideal correspondiente a un capacitor puro.

Para a < 1 el arco se deprime progresivamente, reflejando un comportamiento capacitivo no ideal.

Asi como el diagrama de Nyquist visualiza la impedancia en el plano complejo,
el andlisis en el dominio de la frecuencia —mediante el diagrama de Bode— desglosa
la respuesta del sistema en sus componentes de magnitud |Z(w)| y fase ZZ(w).
Esta representacién resulta particularmente til para identificar el origen de la no
idealidad: mientras que un capacitor ideal presenta una fase constante de —90°,
la presencia de un CPE introduce un angulo de fase —a90°, independiente de la
frecuencia, cuyo valor refleja directamente la depresién del semicirculo observada en
Nyquist y cuantifica fenémenos como heterogeneidad superficial o efectos de memoria

[25,34,35).
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Diagrama de Bode - Magnitud
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FIGURA 1.4: Diagrama de Bode del circuito Rs + (R, || CPE) para distintos valores del exponente
fraccionario «. La gréfica superior muestra la magnitud |Z(w)|, mientras que la inferior presenta
la fase ZZ(w). A medida que « disminuye, la transicién en magnitud se suaviza y el minimo de
fase se desplaza, evidenciando un comportamiento capacitivo no ideal caracteristico de sistemas

con dispersién de constantes de tiempo.

De manera analoga, las limitaciones impuestas por el transporte difusivo de
especies idnicas en el electrolito o en el interior de electrodos porosos se modelan
cominmente mediante el elemento de Warburg [25,29]. Este término introduce una
dependencia caracteristica de la impedancia con la raiz cuadrada de la frecuencia. Lo
anterior captura la naturaleza no estacionaria del proceso de difusién y es especial-
mente relevante en el régimen de bajas frecuencias, donde la dindmica del sistema

esta dominada por el transporte de masa.
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Familia de regimenes difusivos fraccionarios

—— (¢ < 45°) Subdifusivo
— —— (g =45°) Warburg
—— (¢ > 45°) Superdifusivo

15 20 25 30

-m(z) (a)

10

T T I I T
0 10 20 30 40

Re(z) (a)

FiGurA 1.5: Familia de regimenes difusivos fraccionarios representados en el diagrama de Nyquist.
Las curvas en tonos verdes corresponden a regimenes subdifusivos ( ¢ < 45°), la curva azul re-
presenta el caso clasico de Warburg (¢ = 45°), y las curvas en tonos rojos muestran regimenes

superdifusivos ( ¢ > 45°).

En condiciones de difusion semi-infinita, donde el espesor de la capa de difusion
excede significativamente la longitud de difusién /D /w, la impedancia de Warburg

presenta la forma:

Aw
Zy(w) = — (1.11)
Viw
donde Ay es el coeficiente de Warburg y w la frecuencia angular. Cuando la difusion

estd confinada a un espesor finito L, la impedancia de Warburg correspondiente

viene dada por:

) :
Zowp(w) = ;thanh L % (1.12)

El CPE y el elemento de Warburg, en conjunto, permiten definir el modelo

de Randles generalizado (Figura 1.6), ampliamente utilizado en el andlisis de datos
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experimentales de EIS. Esta generalizacion permite describir de forma mas precisa
la respuesta de sistemas electroquimicos complejos y conectar los pardametros del
circuito equivalente con los mecanismos fisicos subyacentes [26,28,33]. Este modelo
se ha sido utilizado tanto en aplicaciones industriales, como el diseno y diagnéstico de
baterias, supercapacitores, celdas de combustible y sensores electroquimicos, como

en estudios experimentales basados en EIS [36,37].

CPE
|
RS Rct W
Vi AVAYAY AAAY L1 Vout

FiguraA 1.6: Circuito equivalente de Randles generalizado. CPE es el elemento de fase constante,

y W el elemento de Warburg.
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FicURA 1.7: Familia de regimenes difusivos fraccionarios representados en el diagrama de Bode
(magnitud y fase). En la gréfica superior se observa que la magnitud sigue una ley de potencias
|Z] x w™?, cuya pendiente depende del orden fraccionario. En la grafica inferior, la fase permanece

constante e igual a ¢ = —a90°.
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El analisis en el dominio de la frecuencia permite, a partir de la respuesta
compleja del sistema, determinar los parametros caracteristicos del modelo de Rand-
les [38,39]. Esto es, obtener la resistencia de la interfaz electrodo-electrolito, la resis-
tencia asociada a la transferencia de carga, los parametros de la doble capa eléctrica
—sea una capacitancia ideal o un CPE—, asi como los coeficientes del término de

Warburg.

La formulacion en el dominio de la frecuencia resulta conveniente, ya que trans-
forma ecuaciones diferenciales acopladas en relaciones algebraicas complejas. Esto
facilita tanto la interpretacién fisica de los procesos dominantes como el ajuste de
pardmetros a partir de datos experimentales [29]. Sin embargo, ciertos elementos
imponen algunas restricciones; por ejemplo, el elemento de Warburg clasico conduce
necesariamente a una recta con pendiente fija de 45° en el diagrama de Nyquist.
Lo anterior puede resultar insuficiente para describir respuestas experimentales que

exhiben desviaciones sisteméaticas asociadas a efectos de memoria en frecuencias ba-

jas [23,24].

Diagrama de Nyquist

Z (@)

Ficura 1.8: Diagrama de Nyquist para el modelo de Randles generalizado con elemento de War-
burg. La linea vertical punteada separa los dos regimenes de comportamiento: Region izquierda:
Altas frecuencias, dominio de corriente de desplazamiento. Regién derecha: Bajas frecuencias,

dominio de corriente de conduccion.
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Recientemente, se han propuesto modelos que buscan establecer una conexion
mas directa entre la dindamica difusiva microscépica y la impedancia eléctrica ma-
croscopica. Esto ultimo en contraste con los enfoques empiricos basados en circuitos
equivalentes. Por lo que se busca obtener la impedancia de manera explicita a partir
de ecuaciones de transporte derivadas de primeros principios, evitando la introduc-

cién de pardmetros cuya interpretacién fisica resulte ambigua [9].

En particular, Evangelista y Lenzi (2018) desarrollaron un modelo basado en
PNP, en el cual consideran efectos de adsorcién en las fronteras del sistema. Esto con-
siste en la formacion de peliculas delgadas debido a la captura temporal de especies
ionicas en las superficies que delimitan el dominio, lo que modifica las condiciones de
frontera y afecta de manera significativa la respuesta eléctrica. Dicho enfoque con-
sidera explicitamente la difusién fraccionaria, con el fin de modelar la presencia de
memoria y transporte no local [9]. En este modelo, la respuesta en frecuencia consti-
tuye un caso particular de la solucion general de la ecuacién de difusién fraccionaria.
Ademas, se presenta una formulacion cerrada que permite expresar la impedancia
eléctrica en funcion de un exponente fraccionario asociado al grado de memoria del

sistema [40)].

Por otro lado, el estudio de la difusiéon anémala ha dado lugar al desarrollo de
soluciones generales de la ecuacion de difusion fraccionaria en términos de funciones
especiales. En este marco, Metzler y Klafter (2000) propusieron una solucién explicita
de la ecuacién de difusion fraccionaria homogénea en términos de la funcién H de
Fox. Dicha solucién permite describir una amplia clase de regimenes subdifusivos [7].
Estos regimenes se caracterizan por una propagacion mas lenta que la difusiéon normal
lo refleja la presencia de obstéculos 6 atrapamientos prolongados. Por el contrario,
si se consideran regimenes superdifusivos, habria desplazamientos largos favorecidos

por la estructura del medio.

Las soluciones de los casos subdifusivo y superdifusivo de la ecuacion de difu-

sién fraccionaria resultan particularmente adecuadas para el anélisis de procesos no
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estacionarios. En estos procesos las propiedades estadisticas del sistema dependen
del tiempo y evolucionan junto con la dindmica del transporte [7]. En este sentido,
los sistemas biolégicos constituyen un escenario natural para la manifestacién de
dinamicas difusivas no convencionales. Los tejidos vegetales, en particular, represen-
tan un ejemplo clésico de sistemas complejos, en los cuales los procesos de transporte
ionico desempenan un papel fundamental en la generacién de respuestas fisiologicas
macroscopicas. Esto tltimo implica cambios observables y/o medibles a diferentes
escalas, ya sea a nivel del 6rgano o del organismo completo, tales como variaciones

de potencial eléctrico o modificaciones en la presién interna de los tejidos [11,41-43].

Un caso de especial interés para este trabajo es la planta leguminosa Mimosa
pudica L.,1753, que es capaz de realizar movimientos foliares rapidos en respuesta
a estimulos externos. Dichos movimientos consisten en el plegamiento casi inmedia-
to de sus hojas tras una perturbacion, y estan asociados a cambios en la presion

osmotica interna de las células vegetales, que se conoce como turgencia [12,41].

La turgencia depende directamente de la concentracién y redistribucion de
iones y solutos a través de las membranas celulares desde espacios intracelulares a
espacios intersticiales y viceversa. El cambio de turgencia es un proceso mediado
por canales i6nicos y bombas electrogénicas (como la HT-ATPasa) que generan
potenciales eléctricos y gradientes de concentracion, fundamentales para la respuesta

motora [10,11,42].

Ante un estimulo externo, la activacion coordinada de canales idnicos y bombas
electrogénicas desencadena una rapida redistribucién de cargas y especies idnicas a
través de las membranas del pulvinulo. Este proceso modifica el potencial eléctrico
transmembranal y los gradientes electroquimicos, promoviendo el flujo de iones hacia

el exterior celular [43].

Como resultado de la liberacion de iones, se produce un movimiento osmética-
mente inducido de agua fuera de las células motoras, lo que conduce a una disminu-

cién de la turgencia. Lo anterior reduce la fuerza interna que mantiene la rigidez del
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Fig. 1. Mimosa pudica L. A im ungereizten Zustande (Tagstellung); B nach einer Erschiitterung (auch Nacht-
stellung) (1/2). (Nach Sachs.)

F1GURA 1.9: Tlustracién botdnica de Mimosa Pudica L.,1753 [44].

pulvinulo, lo que provoca la respuesta mecénica observable a nivel macroscépico [42].

Experimentalmente, se observa que ante estimulos repetidos la amplitud del
movimiento disminuye progresivamente hasta desaparecer. Lo anterior evidencia la
presencia de memoria e histéresis en el sistema. Ademas, la dinamica de estos proce-
sos ocurre en un medio altamente heterogéneo, compuesto por distintos tipos celula-
res, paredes celulares, vacuolas y espacios intercelulares, lo que introduce multiples
escalas espaciales y temporales en el transporte iénico. A su vez, coexisten distintos
tiempos caracteristicos de excitacién, relajacion y recuperacién, asi como procesos

de redistribucién iénica y reequilibrio osmético. [10-12,41,43].

1.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En tejidos como el pulvinulo de Mimosa pudica, las mediciones de EIS revelan
comportamientos que son parcialmente descritos por modelos convencionales basados

en difusién normal o en circuitos equivalentes simples.

Modelos empiricos ampliamente utilizados, como el modelo de Randles, logran

reproducir parcialmente la respuesta experimental en ciertas ventanas de frecuencia.
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La limitacion radica en que no establecen una conexién explicita con las ecuaciones
de transporte subyacentes, lo que limita la interpretacion fisica de los parametros
ajustados. Ademads se complica la capacidad para describir la evolucion del sistema

bajo excitaciones no estacionarias.

Si bien existen formulaciones més generales basadas en el formalismo PNP
y sus extensiones fraccionarias, la relacion sistematica entre la ecuacion de difu-
sion fraccionaria y la impedancia eléctrica experimental permanece incompleta. En
consecuencia, persiste el problema de construir un modelo matematico que conec-
te de manera explicita la dindmica difusiva fraccionaria con la respuesta eléctrica

macroscopica del sistema.

1.3  JUSTIFICACION

La respuesta mecanica de Mimosa pudica asociada a los cambios de turgencia
en las células del pulvinulo, representa un fenémeno adecuado para el estudio de
los mecanismos biofisicos que gobiernan la dindamica en sistemas vegetales, al ser
una respuesta observable, rapida y reproducible. A pesar de que este sistema ha
sido estudiado fisiologicamente, persisten limitaciones importantes en la modelacién

matematica de su comportamiento dinamico.

Si bien los modelos difusivos clasicos logran describir el transporte en sistemas
ideales, resultan insuficientes cuando se aplican a tejidos biolégicos complejos. En
estos medios, la naturaleza altamente heterogénea y la presencia de multiples escalas
espacio-temporales no permiten capturar la dinamica del sistema mediante difusiéon
normal. En este sentido, los modelos de transporte de carga basados en el formalis-
mo PNPM fraccionario podrian ofrecer una descripcién mas amplia. A su vez, los
modelos difusivos reportados en la literatura se restringen al caso homogéneo por
lo que es necesario extender el andlisis al caso general incorporando un término de

fuente asociado a la actividad celular de Mimosa pudica.
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La presente tesis se justifica por la necesidad de desarrollar un modelo que co-
necte la descripcién microscopica del transporte idnico con la respuesta macroscépica
medida experimentalmente. Se busca, ademas de reproducir datos experimentales,
dotar de un significado fisico claro a los parametros del modelo, incluyendo el orden
fraccionario. Finalmente, el estudio propuesto permite evaluar la posible aplicacién

de los modelos de difusion fraccionaria en otros sistemas bioldgicos.

1.4 HirOTESIS

El transporte idnico asociado a los cambios de turgencia del pulvinulo de Mi-
mosa pudica es descrito de manera adecuada mediante un modelo de difusién frac-
cionaria. A partir de este modelo es posible derivar una expresion de la impedancia
eléctrica capaz de reproducir la respuesta experimental medida mediante espectros-

copia de impedancia eléctrica incorporando efectos de memoria del sistema.

1.5 OBJETIVOS

1.5.1 GENERAL

Desarrollar un modelo biofisico de difusién anémala basado en el cdlculo frac-
cionario que permita describir el transporte iénico asociado a los cambios de tur-
gencia en el pulvinulo de Mimosa pudica, y derivar a partir de dicho modelo una
expresion para la impedancia eléctrica del sistema. Asi como realizar la validacién
del modelo a partir datos experimentales obtenidos mediante espectroscopia de im-

pedancia eléctrica.
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1.5.2 ESPECIFICOS

= Formular un modelo de transporte iénico basado en el formalismo de Poisson-
Nernst-Planck que incorpore derivadas fraccionarias para describir procesos de
difusion anémala en tejidos vegetales e incluir los efectos de la corriente de

desplazamiento mediante el acoplamiento con las ecuaciones de Maxwell.

= Resolver la ecuacién de difusion fraccionaria no homogénea asociada al modelo
propuesto, empleando funciones especiales, como la hipergeométrica confluente
y la H de Fox, para caracterizar la dinamica temporal y espacial del transporte

ionico en presencia de fuentes.

= Derivar una expresién analitica de la impedancia eléctrica a partir del modelo
difusivo propuesto, estableciendo una conexion directa entre los parametros
del modelo y la respuesta en frecuencia del sistema a través del ajuste a datos

experimentales de EIS obtenidos en Mimosa pudica.

Con el fin de proporcionar una visién general del enfoque adoptado en esta
tesis para alcanzar dichos objetivos, en la Figura 1.10 se presenta un diagrama de

flujo que resume las etapas principales de la metodologia empleada.
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F1GURA 1.10: Diagrama de flujo de la metodologia.
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MARCO TEORICO

El modelado cientifico proporciona el marco de trabajo que permite traducir
fenémenos fisicos en representaciones matematicas susceptibles a andlisis e inter-
pretacion. Dada la complejidad de los sitemas bioldgicos, la modelacion requiere de
herramientas como las funciones especiales, operadores generalizados y formalismos
como el calculo fraccional. En este capitulo se presentan las bases de estas herra-
mientas y diversos conceptos que seran de utilidad en el desarrollo de los modelos

propuestos en este trabajo.

2.1 CALCULO FRACCIONARIO DE ORDEN ARBITRARIO

El cédlculo fraccionario es una generalizacion del calculo clasico que extiende el
concepto de derivadas e integrales a érdenes no enteros. Mientras que en el cédlcu-

d d? dar

20 gz qns €l cdleulo fraccionario

lo ordinario se consideran derivadas de tipo:

permite definir operadores de orden arbitrario, incluyendo valores reales [9,13].

Dependiendo del proceso de generalizacion del operador diferencial, se obtienen
diversas definiciones de derivadas fraccionarias, entre las mas utilizadas se encuen-
tran las de Riemann-Liouville (£ D®) y Caputo (“D%), cada una con propiedades

particulares que las hacen adecuadas para distintos contextos fisicos y matematicos.

22
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2.1.0 FORMULACION DE LAS DERIVADAS FRACCIONARIAS

La generalizacion del célculo clésico a 6rdenes no enteros parte de la repre-
sentacion de la integral multiple (enésima) como una tnica integral. Considérese la

integral iterada de orden n € N de una funciéon f:

T () :/: /:n_l---/:lf(:co) dzo ..z, 1. (2.1)

Esta expresion puede reducirse a una integral de convoluciéon mediante la

férmula de Cauchy [13]. Dicha férmula establece que:

@) = o [ @ de (2.2)

(n -

La generalizacién de este resultado para érdenes no enteros es inmediata si se
reemplaza el factorial por la funcién Gamma y el exponente entero n — 1 por un
exponente real a« — 1. Esto da lugar a la definicién de la integral fraccionaria de

orden o > 0:

T (@) = ﬁ / “a— €0 (€ de. (2.3)

Una vez definida la integral fraccionaria, se puede construir la derivada de orden
fraccionario como una derivada de orden entero seguida de una integral fraccionaria.

Sea o > 0y sea n = [«] el menor entero mayor que a. Entonces se puede escribir:

dn
DY = DD = — "7, 2.4
e (2.4)

De esta relacion surgen dos definiciones fundamentales, que difieren en el orden

en que se aplican la derivacion entera y la integracién fraccionaria.
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2.1.1 DERIVADA FRACCIONARIA DE RIEMANN-LIOUVILLE

La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville se define aplicando primero la
integral fraccionaria y luego la derivada de orden entero. Para n — 1 < o < n, con

n € N, se tiene:

dr 1
RLDa t —_

—F(n — ) /a (t—7)" 1 f(r)dr| . (2.5)

2.1.2 DERIVADA FRACCIONARIA DE CAPUTO

La derivada fraccionaria de Caputo, por su parte, invierte el orden de las ope-
raciones: primero se deriva la funcién en el sentido ordinario y luego se aplica la

integral fraccionaria. Paran — 1 < a < n, con n € N, se define:

“Df(t) = ) / (t — 7)ot ) (1) dr. (2.6)

I'n—«

2.1.2 DIFERENCIAS ENTRE OPERADORES

Una primera discrepancia entre las definiciones de Riemann-Liouville y Caputo
se presenta en el caso de las funciones constantes. Para una funcién f(t) = cte, la

derivada de Riemann-ILiouville no es nula:

cte

(t—a)™® #£0, (2.7)

mientras que la derivada de Caputo si lo es:

“Def(t) = 0. (2.8)
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Otra de las principales diferencias entre ambos operadores es la formulacién
de la transformada de Laplace. Para la derivada de Riemann-Liouville, con n — 1 <

a < n, se tiene:

n—1
L{Dyf()} = s"F(s) = > s* "Dy f(1)],_, (2.9)

k=0
donde F(s) = L{f(t)} y "-D5™*"! es un operador integral fraccionario. En
contraste, la transformada de Laplace de la derivada de Caputo involucra tinicamente

condiciones iniciales de orden entero:

i
L

L{Dgft)} =s"F(s)— Y s* 1 fH(0). (2.10)

B
Il

Esta ultima propiedad simplifica considerablemente la resolucion de proble-
mas de valor inicial, siendo la derivada de Caputo la definicion mas utilizada en

aplicaciones de sistemas fisicos.

2.1.3 IMPLICACIONES FISICAS DEL CALCULO FRACCIONAL

MEMORIA .— La aplicacion del operador fraccionario respecto a la variable tem-
poral introduce efectos de memoria en la dindmica del sistema. Esto implica que la
evolucion del proceso en un instante dado depende de la historia completa pondera-

n—a—1

da mediante un ntcleo de memoria (t — 7) asignando mayor peso a los eventos

recientes.

NoO-LOCALIDAD .— Cuando se aplica el operador fraccionario con respecto a la
variable espacial, la dindmica resultante es no—local (en contraparte con la memoria
temporal). Esto implica que el flujo o la evolucién en un punto del espacio depende de
la configuracion del sistema en las demas regiones y cuya contribucion esta ponderada

a través de un nicleo (x — &)1,
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TABLA 2.1: Implicaciones fisicas asociadas al calculo fraccionario

Concepto Propiedades del sistema

Memoria La dindmica depende de la historia completa del

sistema mediante un ntucleo de memoria.
= Procesos irreversibles
= Sistemas no ergddicos
= Procesos no estacionarios

= Presencia de retroalimentacién o sincroniza-
cion
No-localidad La respuesta del sistema depende de contribucio-

nes espaciales mediante un ntcleo de no—localidad.

Rugosidad estructural

Porosidad

Granularidad

Comportamiento viscoelastico

Dindmica turbulenta

FRACTALIDAD .— La no-localidad y la memoria pueden interpretarse como ma-
nifestaciones de autosemejanza y fractalidad (o cuasi-fractalidad) en el medio. Esto
implica que la dindmica no esté controlada por una sola escala de tiempo (7) o es-
pacio (£), sino por una distribucién de multiples escalas que contribuyen de forma

colectiva a la dindmica del sistema.
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DIMENSIONALIDAD .— A diferencia de las derivadas enteras, las derivadas fraccio-
narias modifican explicitamente las unidades fisicas, ya que una derivada temporal
de orden « introduce un factor dimensional proporcional a [T]~* ([L]~ en el caso
espacial). En consecuencia, los pardmetros adquieren dimensiones que dependen del

orden fraccionario.

2.1.4 TRANSFORMACIONES INTEGRALES

2.1.4.1 TRANSFORMADA DE LAPLACE

Las transformaciones integrales, en particular la transformada de Laplace, son
una herramienta fundamental en la resolucién de ecuaciones diferenciales fracciona-
rias (EDF), ya que permiten convertir relaciones diferenciales en el dominio temporal
en expresiones algebraicas en el dominio complejo. En la seccion anterior se presentd
la definiciéon de las transformadas de Laplace de las derivadas fraccionarias en los

sentidos de Riemann-Liouville (2.9) y Caputo (2.10).

2.1.4.2 TRANSFORMADA DE MELLIN

Adicionalmente, existe una relacion entre las transformadas de Mellin y Lapla-
ce que permite conectar representaciones en distintas escalas (s y s’). En particular,
la transformada de Mellin de una funcién puede expresarse como una integral pon-
derada de su transformada de Laplace [9]. Para el caso de la funcion f(z,t), dicha

relacion puede escribirse como:

MUCEON) = g |57 S0} ds @2.11)

La transformada inversa de Mellin permite recuperar la funcién original a par-

tir de su representacion en el espacio complejo. Dada la transformada de Mellin
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M{g(x)}(s), la funcién g(x) se obtiene mediante la integral de contorno:

1 c+ioco .

oa) =5 [ 5 M{g(@)}(s)ds. 212
T Je—ico

donde s € C y la constante real ¢ se elige de tal forma que el contorno de integracion

se sitie dentro de la franja de convergencia de la transformada.

2.1.4.3 TRANSFORMADA DE FOURIER

Para ecuaciones diferenciales fraccionarias en el tiempo y enteras en el espacio
la transformacion de Fourier de la derivada enésima de una funcién suficientemente
regular f(x), se puede expresar como

F{ s | = by ) (213)

dx™

donde f(k) = F{f(z)} denota la transformada de Fourier de f(z), y k es la variable

en el espacio de frecuencias [45].

2.2 RESPUESTA EN FRECUENCIA E IMPEDANCIA

2.2.0 PENDIENTE DE |Z|

En los diagramas de Bode, la pendiente del médulo de la impedancia en escala
logaritmica proporciona informacién sobre el mecanismo dominante en cada régi-
men de frecuencia. En particular, si el sistema presenta un comportamiento de tipo

potencia

1Z(w)] ~ w7, (2.14)
entonces la pendiente en escala logaritmica viene dada por:

dlog|Z(w)|

= —a. 2.15
dlogw @ ( )
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2.2.0 FASE DE |Z]

La fase de la impedancia ¢(w) = arg Z(w) describe el desfase entre la excitacion
aplicada y la respuesta del sistema, y proporciona informacion sobre el caracter

dindamico del proceso. Para sistemas con comportamiento de tipo potencia:
Z(w) ~ (iw)™°, (2.16)
la fase es independiente de la frecuencia y viene dada por:

6w) = —as. (2.17)

2.2.0 INTERPRETACION FISICA DE LA PENDIENTE Y FASE DE LA

IMPEDANCIA

Una pendiente cercana a cero (a =~ 0) corresponde a un comportamiento re-
sistivo, mientras que una pendiente cercana a —1 (a & 1) es caracteristica de una
respuesta capacitiva ideal. Valores de fase cercanos a 0 corresponden a respuestas
predominantemente resistivas, mientras que una fase cercana a —% es caracteristica
de un comportamiento capacitivo ideal. En ambos casos (pendiente y fase) valores
intermedios (0 < o < 1, 0 > ¢ > —7) indican la presencia de distribuciones de

tiempos de relajacion, heterogeneidad estructural o efectos de memoria [23,25, 32].

Régimen Pendiente (—«) Fase
Resistivo a0 o=~0
Capacitivo | @ = 1 (pendiente ~ —1) b~ -3
Intermedio 0<ax<l1 0>¢>—7

TABLA 2.2: Relacién entre la pendiente, la fase y regimenes fisicos.
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2.3 BASES DEL SISTEMA BIOLOGICO

2.3.1 ANATOMIA DE Mimosa pudica

Mimosa pudica es una planta leguminosa con érganos motores denominados
pulvinulos, localizados en la base de los peciolos, la pinna o pinula y los foliolos
(pulvinulo principal, secundario y terciario, respectivamente). Estos érganos estan
constituidos por tejido parenquimatico especializado y cuentan con una organiza-
cién anatémica diferenciada en regiones flexoras y extensoras, responsables del mo-
vimiento seismonastico. En la Figura 2.1 se muestra la ubicacion de los componentes

anatomicos mencionados.

Estudios histolégicos han mostrado que el pulvinulo posee una estructura adap-
tada para favorecer cambios rapidos de volumen celular, en particular: contiene
células motoras de gran tamano, con vacuolas prominentes y paredes celulares del-

gadas [11,12,43].

2.3.2 MECANISMOS FISIOLOGICOS DEL MOVIMIENTO

Los movimientos foliares en Mimosa pudica son producto de la interaccion de
multiples procesos fisicos y biolégicos que operan de manera coordinada en distintas

escalas temporales.

A nivel celular, ocurren cambios de turgencia en las células del pulvinulo, pro-
ducto de la redistribucién de solutos (principalmente iones potasio), que inducen

flujos osméticos de agua a través de la membrana plasmaética y el tonoplasto [12,43].

Desde el punto de vista i6nico, diversos estudios reportan la migracién rapida

de iones K* y Ca?" en respuesta a estimulos mecdnicos o eléctricos. Estos flujos
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FiGURA 2.1: Anatomia de Mimosa Pudica L.,1753.

generan cambios transitorios en las concentraciones intra y extracelulares, y estan

mediados tanto por difusién como por la activacién/desactivacion de canales iénicos

y bombas de membrana [11,12,43].

En términos eléctricos, la estimulacién de la planta produce senales transitorias,

comparables a potenciales de accién, que se propagan a lo largo del tejido vegetal.

Estas senales se originan por cambios en la permeabilidad iénica de las membranas y

preceden a los cambios de turgencia, actuando como un mecanismo de coordinacion

del movimiento [11].
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TABLA 2.3: Procesos fisioldgicos relevantes en el movimiento de Mimosa pudica.

Proceso Descripcién fisica Escala temporal

Transporte iénico  Migracién de iones K* y Ca?t a ms — s
través de membranas celulares

Flujo de agua Movimiento osmético mediado ms — s
por acuaporinas

Cambio de turgen- Variacién de presion interna en s

cia células motoras

Senal eléctrica Propagacion  de  potenciales ms

eléctricos en el tejido vegetal

2.3.3 RESPUESTA ELECTROFISIOLOGICA

La liberacién transitoria de especies cargadas desde el interior de la célula al
medio extracelular puede representarse como una fuente puntual de carga dependien-
te del tiempo S(t). Este término describe la variacién neta de carga libre disponible
para el transporte eléctrico. Dado el breve lapso en que ocurre la apertura de canales
idnicos y consecuente liberacion de iones, esta primera etapa puede ser despreciada en
la modelacién del término de fuente y caracterizar inicamente el decaimiento hacia
el equilibrio electroquimico [46]. Por dichas razones, es posible modelar esta funcién
mediante la exponencial decreciente S(t) = e~*. La respuesta completa, incluyendo
el breve periodo de apertura de canales idénicos, se puede observar en la Figura 2.2
en donde se define una funcién por partes: para t < ¢, crece como f(t) = 1— ety
para t > t, decae como f(t) = Ae~(t=%)/7a_donde A = 1—e /™ es el valor maximo

alcanzado en ¢, [47].

En el estudio de Volkov et al. [47], se empled el método del capacitor cargado
(charged capacitor method) para determinar la cantidad de carga eléctrica necesaria

para inducir una respuesta mecanica en Mimosa pudica, mostrando que la descarga
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| — Apertura de canales ionicos
= Relajacion exponencial

Fuente de carga normalizada (mV)

Tiempo (s)

FI1GURA 2.2: Representacion del término fuente S(t).

del capacitor en el tejido vegetal sigue una dindmica de tipo exponencial, U(t) =
ae " +ce~% con constantes de tiempo dependientes de la magnitud y polaridad del

voltaje aplicado.

2.4 APANTALLAMIENTO ELECTROSTATICO

En sistemas con portadores méviles, la interaccién electrostatica entre cargas
da lugar a efectos de apantallamiento (screening), caracterizados por la denominada
longitud de Debye Ap [16,19]. Esta magnitud define la escala espacial en que las
perturbaciones del potencial eléctrico son atenuadas en un ~ 63.2% debido a la

redistribucién de las cargas en el medio.
La longitud de Debye se expresa como:

kBTE

Ap = 4| 2=
D 2Nq27

(2.18)

donde kp es la constante de Boltzmann, T la temperatura, /N la densidad de
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portadores y ¢ la carga elemental. Desde un punto de vista fisico, Ap establece una
escala caracteristica que separa dos regimenes: a distancias menores que Ap, los
efectos electrostaticos locales son relevantes, mientras que a distancias mayores, el

sistema tiende a comportarse como eléctricamente neutro.
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METODOLOGIA

3.1 DESCRIPCION DE LA BASE DE DATOS

La base de datos utilizada consistié en un conjunto de mediciones de es-
pectroscopia de impedancia eléctrica (EIS), reportadas por Ramos—Traslosheros y
Hernandez—Cabrera [48]. Estos datos fueron facilitados directamente por los autores,

quienes otorgaron su autorizacién para su utilizacion en el presente estudio.

Las mediciones de espectroscopia de impedancia eléctrica (EIS) se realizaron
utilizando un medidor LCR de precisién (Agilent E4980A), en un rango de frecuen-
cias de 20 Hz a 2 MHz mediante un barrido logaritmico con 201 puntos. Se registré
tanto el mddulo de la impedancia |Z(w)| como el dngulo de fase f(w). Y se utiliz6

un voltaje de excitacién de 20 mV y una corriente de prueba de 2 mA.

El sistema bioldgico estudiado consistié en un ejemplar de Mimosa pudica de
aproximadamente seis meses de edad, mantenido bajo condiciones controladas de
laboratorio, con riego cada tres dias y un ciclo de luz/oscuridad de 12 horas. Se
utilizaron dos electrodos de alambre de platino, los cuales fueron cuidadosamen-
te insertados en un pulvinulo principal de la planta (base del peciolo). Midiendo
asi la respuesta eléctrica asociada a la regién motora responsable del movimiento

seismonaéstico.

35
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Las mediciones se realizaron durante la estimulacion mecanica de la planta, la
cual consistié en un estimulo tactil, capturando asi la dinamica eléctrica asociada al
proceso activo de respuesta. Posteriormente, se permitio la recuperacion completa de
la planta antes de aplicar un nuevo estimulo. Este procedimiento se repitié un total
de nueve veces, con el objetivo de estudiar los efectos de memoria y desgaste celular.
La Figura 3.1 muestra la respuesta experimental para 9 repeticiones en términos
de la impedancia compleja en el diagrama de Nyquist. Mientras que la Figura 3.2
muestra el comportamiento en distintos rangos de frecuencia mediante diagramas de

Bode [48].

Diagramas de Nyquist
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Figura 3.1: Diagrama de Nyquist de la impedancia eléctrica del pulvinulo de Mimosa pudica,

correspondiente a 9 repeticiones experimentales bajo estimulo mecéanico.
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FIGURA 3.2: Diagramas de Bode (magnitud y fase) de la impedancia eléctrica del pulvinulo de
Mimosa pudica, mostrando su comportamiento en funcién de la frecuencia para 9 repeticiones

experimentales.

3.2 SUPUESTOS Y CONSIDERACIONES

La formulacién desarrollada en este trabajo se basa en un conjunto de supuestos

fisicos y matematicos que permiten delimitar el alcance del modelo.

3.2.0 GEOMETRIA Y CONDICIONES DEL SISTEMA

Se considera una geometria unidimensional a lo largo de la coordenada espacial
z, suponiendo que las variaciones de concentracién y potencial ocurren principal-
mente en direccién perpendicular a la interfaz. Esta aproximacion es adecuada para
sistemas en los que la extension lateral es mucho mayor que el espesor caracteristico

de la regién activa.

La condicién inicial se modela como una distribucién localizada de carga,

p(z,0) =6(2), (3.1)
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mientras que en los extremos del dominio se impone un decaimiento difusivo,

p(z,t) = 0 cuando |z| — oc. (3.2)

3.2.0 FUENTES Y ACOPLAMIENTO ELECTROSTATICO

Para representar la inyecciéon de carga desde las células del pulvinulo de Mimosa
Pudica, se introduce un término fuente S(t) en la ecuacién del potencial. Asimismo, la
longitud de Debye \p se mantiene finita, de forma que los efectos de apantallamiento

electrostatico son relevantes en la dindmica del sistema.

3.2.0 SUPUESTOS TERMODINAMICOS

El modelo se construye bajo condiciones termodinamicas estables, asumiendo:

= densidad de particulas de fondo constante Ny,
= ausencia de reacciones quimicas,

» temperatura uniforme (ambiental) en todo el sistema.

3.2.0 DINAMICA FRACCIONARIA

Se considera el caso temporal-fraccional, lo que permite capturar desviacio-
nes respecto a la difusion clasica. En particular, se asume que el desplazamiento

cuadratico medio escala como

(Z2(t)) o t*, 0<a<l, (3.3)
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lo cual es caracteristico de procesos subdifusivos. Este comportamiento refleja la
presencia de correlaciones temporales y efectos de memoria en la dinamica de los

portadores de carga.

La eleccién de una generalizacion temporal, en lugar de espacial, responde a
la necesidad de describir la dinamica del sistema debida a la difusién iénica cuyo

alcance espacial se encuentra en términos del tiempo elapsado.

3.3 MODELO DE IMPEDANCIA BASADA EN PNPM

FRACCIONAL

El sistema acoplado tiene la forma:

(
Nny(z,t) =—0.J(z,t), 0<y<1

N
L 24

i(2,t) = =D |0,ns(z,t
INER) ma(et) &4

0.V (z,1)

| 2V(zt) = —g[n+(z,t) —n_(zt)]

donde:

Je(z,t) = ju(z,t) + i_af“E(z,t), 0<a<l
e

De modo que « y v son érdenes fraccionarios no correlacionados.

3.3.0 CONDICIONES EN LA FRONTERA

Las condiciones de frontera se imponen en las interfaces electrodo—tejido, ubi-

cadas en z = +d/2.
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Por un lado, se considera una condicién de electrodos bloqueantes, de modo
que no existe flujo neto de corriente a través de la frontera. Esto implica que la

corriente total es nula en la interfaz.

L (2) s i (de) =0
J+ 27 e_jd 27 -

Se considera ademds un potencial eléctrico de tipo armédnico, aplicado de ma-
nera simétrica en ambos extremos del dominio. Esta excitacién es caracteristica de
la espectroscopia de impedancia eléctrica (EIS) y permite analizar la respuesta del

sistema en funcién de la frecuencia.

4 (i%,t) = 0

3.3.0 FORMA DE LAS FUNCIONES

A modo de ansatz se tienen las siguientes formas funcionales para el potencial

y el campo eléctrico.

V(z,t) = p(2) ™, E(z,t) = —¢'(2)e™!

Ademas, el campo eléctrico en la frontera estd relacionado con la carga super-

ficial a través de la ecuacién:

p(sli) -2

Por lo que la carga en términos del potencial es:
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Y la impedancia eléctrica V' (w)/I(w) se puede expresar como:

Z( ) - %eiwt o ‘/0
T lwyeg (2) Set  (iwyed (2) S

Proponemos ni(z,t) = pi(2)e™? y sustituimos V(z,t) y n+(z,t) en la ecuacién

de Poisson.

¢"(2) = =Zlp+() = p-(2)

Usando la ecuacién de continuidad fraccionaria

p () i) = D) + ') (ol 4 i)

Sustituimos ¢”(z) en la ecuacion, llegando al sistema acoplado:

1 1

PL(2) = 33p+(2) + 15p5(2) = 0 (3.4)
1 2
con
1 1 q(iw)*  (w)r 1 q (iw)*
=4 =4 4
Ay Ay B> RS V) VAR

| kT
Donde A\p = %:
q

Proponemos la solucién general para pi(z) y p_(z) como una combinacién
de exponenciales con +f. Por simetria fisica (p;(—2) = —p_(z)) y condiciones de

frontera homogéneas, la solucién se reduce a:

pi(z) = £ (Ae”* + Be™7?)
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De la condicién pi(z) = —p_(z) se deduce que A = —B. Definiendo py = 2A4,

obtenemos finalmente:

p+(2) = £posinh(5z)

con

[T 2 (iw)> | (iw)?
P=\x e D

De las condiciones de frontera tenemos que ¢ (ﬂ:g) = i%, asi que, usando

wt

—2lp+(2) = p-(2)]e™,

nuevamente la ecuacién de Poisson 0%2¢(z)e™! =

¢"(2) = =2lp(2) — p-(2)

Sustituyendo p4(z) = tpg sinh(5z) e integrando dos veces respecto a z:

P(2) = posinh(Bz) + zp1 + p2

_4
g2
Se considera p, = 0 porque el sistema es simétrico 2x2 y el potencial debe ser

impar (¢(—z) = —¢(2))-

Usamos este resultado en la ecuaciéon de Nernst-Planck y construimos un sis-
tema de ecuaciones usando las condiciones de frontera para obtener los valores de

las constantes py y p1:

Vi
Apo + Bpr = 70
Cpo+ Dpr =0

Donde:
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2q d d
A——E81nh<ﬂ§>, B—§
2q (iw)*  (iw)? = 2(>iw)*q d
— _— h —
C < p— 3 = cos 52
_ _DNgq | (iw)%
T kgT + e~
Resolviendo:
DVy CVy

o= "5BC—AD)y T 2(BC - AD)

Usando Vy = 2¢ (g) la impendancia es:

26 (%)

" e 3

Sustituimos ¢ (%) y ¢ (g) y las constantes py y p1:

2 N1+ Ny
(iw)yeSE D

Z(w) = —i

donde:

2 d DN W)
N; = Y inh b= | 7_ (iw)e
€ 2 kT e~

N, = g24 Fj_(ic;)“ - (z’a;)” N 2(2'@“(1} cogh (Bg)

2

Definimos el tiempo de difusién de Debye 7, = ED’ de modo que

AD

Ty
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) ) 2q ) ) .
También definimos 75* = —7,, como un tiempo caracteristico asociado a la
o

corriente de desplazamiento fraccional.

La expresion de la impedancia se simplifica entonces a:

I [(iwTs)* F 1] tanh (82) + Bd [(iwTs)* (1 F 1) F (iwT,)"]
iwC (lwTs)*(2F 1) F 1 + (iwTy)Y

eS
donde C = i es la capacitancia geométrica.

y presenta los siguientes limites asintoticos:

HI% Z(w) — oo (circuito abierto a bajas frecuencias)
w—r

lim Z(w) =0 (cortocircuito a altas frecuencias)
w—r00

Aunque una representacion de circuito eléctrico podria sugerirse intuitivamen-
te, los términos fraccionales asociados a los procesos de conduccion y desplazamiento
se encuentran acoplados dentro de la estructura de la impedancia, impidiendo su des-

composicion en elementos independientes de tipo CPE.

3.3.1 MODELO EQUIVALENTE DE IMPEDANCIA FRACCIONARIA

En la seccion anterior se presenté una descripcion de la impedancia compleja
como un modelo analitico Z4(w). A continuacién se propone una segunda formula-
cién basada en una representacion de circuito equivalente, adecuada para el ajuste

numérico de datos experimentales.
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3.3.1.0 MODELO EFECTIVO DE CIRCUITO

La representacién equivalente de circuito se denota como Z,s¢(w) y corresponde
a una extension del circuito de Randles que incorpora elementos de fase constante y

difusiéon anémala. La impedancia total se expresa como

Zeff(w) = Rs + Zpar(w)a (35)

donde Ry representa la resistencia en serie del sistema. El término Z,, (w)

corresponde a la contribucién de tres ramas en paralelo y estd dado por

1 1 1 -t
Zowl) = ot 7@ T o o) (3.6)

Aqui, R. es la resistencia de transferencia de carga, Zcpg es un elemento de
fase constante (CPE), Z. es la impedancia capacitiva ideal y Z,, corresponde a una

impedancia de difusién tipo Warburg de longitud finita.

El elemento de fase constante se define como

1

Zepp(w) = , 3 3.7
©) = Gy (37)

donde @) es un parametro de pseudo-capacitancia con 0 < a < 1.

La impedancia capacitiva ideal esta dada por
Zo(w) ! (3.8)
(& W)= . 9 .
Ciw)

donde C' es la capacitancia efectiva.

Y la impedancia del elemento de Warburg de longitud finita estda dada por,
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tanh ((iwT)?/?)
(iwT)B/2

Zw(w) = Ry, (3.9)

donde R, es una resistencia difusiva, 7 es un tiempo caracteristicoy 0 < § <1

describe el caracter fraccional del proceso de difusion.

ZCPE
| I |
Rs Rct
Vin AVAVAY, AVAYAY, Vout
¢ 7z
| | -
| __F

FigurA 3.3: Modelo de circuito equivalente efectivo tipo Randles generalizado.

Nomenclatura del circuito efectivo: denominamos primera rama a la corres-
pondiente al elemento de Warburg (difusién), segunda rama a la resistencia de

transferencia de carga R.; y tercera rama al elemento de fase constante (CPE).

3.3.2 CONDICIONES ASINTOTICAS DE EQUIVALENCIA ENTRE

MODELOS

El modelo analitico no admite en general una descomposicion exacta en ele-
mentos discretos debido al acoplamiento no lineal de los términos fraccionales. Sin
embargo, en ciertos regimenes asintoticos es posible recuperar las distintas contribu-
ciones del modelo efectivo tipo circuito (3.5). A continuacién se resumen las condi-

ciones bajo las cuales emerge cada comportamiento.
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TABLA 3.1: Resumen de las condiciones de equivalencia entre Z4 y Z.yf.

Régimen Condiciones asintoticas Comportamiento

Baja frecuencia tanh (3.2
(iwTse)* < 1, (iwry)" <1 Z(w) ~ R, #

(w — O) 605

Warburg de longitud finita.

Alta frecuencia

(iwTse)® > 1, (lwTy ) > 1

Z(w) o (fw) e

(w— o)
CPE con exponente emergente.
1
. Z(w) = - G
Primera  rama | (jy)% 1 (iw)e (iw)e Wl
—_— > 320 > ) capacitancia
(Capacitancia  + D AD D D
Bed > 1, (iwTse) <K (iwTy,c)7 + Al(iw) 2
Warburg)
Warburg fraccional
con 8 =2—7..
v (iwTse)® > 1, (iwTy o)’ > .
Z(w) ~ ct

Segunda y ter-
cera rama

(Ret || CPE)

Y R Qe
(iw)r  2q (iw)* 1
D S D °Sx%

(iw)1*a6|
Para bandas de frecuencia en
que la tangente hiperbdlica de-

penda débilmente de w
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3.4 ECUACION DE DIFUSION FRACCIONARIA PARA LA

DENSIDAD DE CARGA

Como se abordaré en la secciéon de Discusién, los ajustes realizados a los mo-
delos analiticos de impedancia tienen sus limitaciones provenientes de proponer que
la densidad de carga se puede descomponer como el producto de dos funciones en la
resolucion del modelo PNPM. En este sentido, se propone llegar a una formulacién
de impedancia que surja de la densidad de carga como solucién de la ecuacion de

difusién fraccionaria.

3.4.1 CONEXION ENTRE EL FORMALISMO PNPM Y LA

ECUACION DE DIFUSION FRACCIONARIA

Partiendo de la ley de Ohm, J = oF = —oVV, y aplicando el operador

divergencia junto con la ecuacién de continuidad fraccionaria, se obtiene:

V.- J=—0V?V = -8, (3.10)

donde o es la conductividad eléctrica del medio y la densidad de carga neta
se define como p := p(z,t) = p. — p_, siendo p4 las densidades de carga de cada

especie ionica. De esta forma, se llega a:

PV (2,1) = ~o0p(z0). (3.11)
g

En el limite a — 0, esta expresion se reduce a la ecuacion clasica de Poisson,

0?V = —p/e.

Al incluir un término fuente S(t), la ecuacién se generaliza como:
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PV (2,1) = %f)tap(z,t) _ 50, (3.12)

g

El modelo PNP fraccionario completo esta constituido por tres ecuaciones aco-

pladas:

4
of'p = q0.J,
. 2N ¢?
=D |0, a. V|, .
J [ p+ T } (3.13)
1 S
OV = —0p— —.
g o

La primera ecuacién representa la conservacion fraccionaria de la carga, la
segunda corresponde a la relaciéon de Nernst-Planck para el flujo i6nico y la tercera

vincula el potencial con la dindmica fraccionaria de la densidad de carga.

Al combinar estas ecuaciones, se obtiene:

D S
1———1]0%=D |9? —. 14

Al definir un coeficiente de difusién efectivo y un coeficiente asociado a la

fuente:

Mo D D

Dy = 227  pBi= _— 3.15
i Ao — D Ao — D (3.15)
se obtiene una ecuacién de difusién fraccionaria no homogénea:

O%p — Dgd2p = BS. (3.16)

La ecuacion de difusion fraccionaria estandar se recupera tunicamente en el

limite dieléctrico A\p — o0, es decir, el presente modelo la incluye como un caso
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particular, de modo que generaliza la descripcién hacia sistemas donde el apantalla-
miento es relevante. En dicho limite, no solo D.g — D, sino que ademas el término

fuente desaparece (B — 0), eliminando la contribucién no homogénea.

3.4.1.0 EXTENSION AL MODELO PNPM

Cuando se consideran corrientes de desplazamiento, la densidad de corriente

total incluye tanto la contribucién iénica como la dieléctrica:

8

. . ) 0
jtota1<z7t) = ]+(Z,t) _]—(Zat) + 6@E(27t>7 (317>

donde 97 denota una derivada fraccionaria de orden 3 € (0,1]. En este caso,

la ley de conservacion de la carga se expresa como:

azjtotal(z7 t) + atap(zy t) =0. (318)

En general, al combinar esta expresién con las ecuaciones anteriores, se obtiene
una ecuacion fraccionaria con multiples 6érdenes temporales, incluyendo términos del
tipo O) 2. Como consecuencia, el sistema no se reduce de manera natural a una

ecuacion de difusién fraccionaria estandar.

Para recuperar una ecuacion cerrada de tipo difusiva se puede proponer una

relacién constitutiva para la respuesta dieléctrica:

O E(z,t) = x E(z,1), (3.19)

donde x es un parametro que caracteriza la relajacion del campo eléctrico.

Bajo esta hipdtesis, la corriente de desplazamiento se puede escribir como:



CAPITULO 3. METODOLOGIA 51

Jaisp = eXE = —ex0,V. (3.20)

De este modo, la corriente total toma la forma:

. D
Jtotal = Dazp + ()\—2 — €X> 8ZV (3.21)
D

Siguiendo un procedimiento analogo al anterior, se obtiene nuevamente una

ecuacion de difusion fraccionaria cerrada:

0% — D 0%p = B*S, (3.22)
t eff Yz

donde los coeficientes efectivos se modifican debido a la relajacién dieléctrica:

D %_ﬂ
Ao o
o , B*:—D . 3.23
o 1+)\2DU_% 1+)\£o’_% ( )
D D

Este resultado muestra que, bajo condiciones apropiadas, la inclusion de co-
rrientes de desplazamiento no altera la estructura de la ecuacion de difusién fraccio-
naria, sino que renormaliza sus coeficientes. Esto corresponde a un régimen en el cual
la relajacién dieléctrica esta subordinada a la dinamica fraccionaria del transporte,

permitiendo describir el sistema mediante un 1inico nucleo de memoria efectivo.

3.4.2 CASO HOMOGENEO

Dado que debemos resolver de manera general la ecuacion de difusion fraccio-

naria inhomogénea, partimos primero del caso homogéneo.

o0

Co%p(z,t) = DI?p(z,1);  p(2,0) = 6(2), / d(2)dz=1 (3.24)

—00
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Aplicamos las transformadas de Laplace y Fourier:

Safl

ik, s) = ——— 2

Utilizando el teorema del residuo se obtiene la transformada inversa de Fourier

a_q _
p(z,s) = ;/Ee_\/§|2| (3.26)

Para obtener una representacién como integral de contorno relacionaremos la
funcion p(z, s) en el dominio de Laplace con la transformada de Mellin de la funcién

original M{p(z,t)} mediante [9]:

M{p(z,t)} = ﬁ /000 s L{p(z,1)}ds (3.27)

Y como L{p(z,t)} = p(z,s) = ‘f/g e_\/%w, la transformada de Mellin es

z :; ws%_l_sle_\/gk‘ s
Moo} = 5o | d (3:29)

Resolvemos usando el cambio de variable u = y/%5|z| y reordenando términos

2’

M{p(z,1)} = ayz\r(11 ) (\%) N /OOO u ey (3.29)

Recordando que

['(z) = /000 t*le tdt (3.30)

Tenemos:

Mip(z,) = S L= ('“’“')“ (3:31)
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Y usamos la forma integral de la transformada inversa de Mellin:

Ltico — 2 & )
MMHM{p(z, )} = plet) = 5 /L a\rz<|1£(1f2/> (%) ds (3.32)

—100

Esta integral se puede expresar como una funcion H de Fox de modo que la

solucién es:

(3.33)

(3.1),(0,1)

Esto dado que, si escribimos la funcién H de Fox por su definiciéon de integral

de contorno:

Lticop (8)hn(s) 22\ ¢
t d 3.34
p(z ) VAT Dte /L p 3 hq(s) (4Dta) ’ ( )

En nuestro caso los factores corresponden a:

Por lo que:

p(z,t) = W /L e I - %ng (4;;)_8 ds (3.35)

Usando el cambio de variable as—§ = —s' y dada la propiedad I'(z)I" (z + %) =

2(1722)"(22) /7 se llega a la expresién de la inversa de Mellin.
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3.4.3 SOLUCIONES EQUIVALENTES

La funcién solucién p(z,t) también se puede escribir como las siguientes fun-

ciones equivalentes:

Donde la primera funcion es equivalente porque tinicamente se intercambia un
producto de funciones gamma I' (3 + s) I'(s) por I'(s)[" (3 + s) en el numerador del

integrando.

Para la segunda funcién equivalente se propone el cambio de variable: 25’ = s
y se usa la propiedad de duplicacién de Legendre I'(2)T (z + 1) = 20729D(22) /7,

logrando una reduccion de orden.

3.4.4 SEGUNDO MOMENTO EN EL REGIMEN SUBDIFUSIVO

Calculamos el segundo momento de la solucién en el dominio de Laplace usando

la definicién integral de la varianza.

(#(s)) = /OO 22p(z,5) dz (3.36)

Sabemos que

Pk, s) = /_ Tl s)e Ay o plas) = - /_ Ttk etk (3.37)

o) 27 e

Entonces
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(F(s)) = / 22 (2— / ok, s)e™*= dk> dz (3.38)
—00 T J -
Y mediante el teorema de Fubini intercambiamos las integrales
~2 1 > ~ > 2 ikz
(Z(s)) = 2—/ p(k,s) (/ z%e dz) dk (3.39)
T J -0 —0o0
Ademas, por la definicién integral de la delta de Dirac
i(k) = L /00 e*dy = §'(k) = Y 22e*? dz (3.40)
21 J_ 21 J_o
Por lo que
1 oo o0
@6) =g [ otk (2n k) dh =~ [ gk de (34D
T J - —o0o
Y usando la propiedad de la delta de Dirac y su derivada f_oooo f(k)d" (k) dk =
f"(0)
?p(k, s)
~2 _ ~, o 9
(2°(s)) = —p"(0,5) = o |, (3.42)
De nuestro desarrollo previo sabemos que
Safl
o(k,s) = ——— A4
k) = " (3.3
Asi que derivamos dos veces respecto a k y sustituimos.
9?p(k, 2Ds! 8D%k2s1 2D
ey =208 - | -
ok? |-, (s*+ Dk2)2 ~ (s 4+ Dk?)3|,_, s
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Finalmente, el segundo momento es:

2D\ 2Dt°
T

(22(t)) =L {3a+l Gt T (3.44)

Que corresponde a una generalizacion del segundo momento en el régimen

difusivo.

3.4.5 CASO NO HOMOGENEO

Se tiene ahora el caso en que contribuye activamente la fuente S(t):

gatap('z?t) - Da?ﬂ(%t) = BS(t)7 p(Z,O) = (Z>

Por lo que, si B =0,

Y la solucién general tiene la forma

p(zt) = p(z,t) + p?(z,1)

Con pM(2,0) =4(2),  p®(2,0)=0

Como la condicion inicial de la solucion particular es cero, el operador de

Caputo es indistinguible del operador de Riemann—Liouville (ver Apéndice B).

Se busca entonces resolver la ecuacion:
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RLgpp® (2, 1) — DO2pD(2,1) = BS(t), pP(2,0) =0

Usamos la funcion de Green que satisface:

RLOO®(2,t) — DO*®(z2,1) = 6(2)6(t), P(2,0)=0

Aplicamos Laplace y Fourier:

- 1
d(k,s) =
( ’S) Sa+Dk2
Recordemos que
a—1
5D (k. g) = —°
Pk s) = s

Por lo tanto ®(k, s) = s'*pM(k, s)

Invirtiendo ambas transformaciones:

O(z,t) = 0} pW(2,1)

Entonces

p(z,t) = // ®(z — &t — 7)S(7)dédr

Sustituyendo:

PP (z,t) = B/O S(r)of=2 {/ pW(z — €t —7)dE| dr

o0

Pero f pWM(z — &t — 7)dé = 1 por ser una densidad de probabilidad:
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pP(z,t) = /S )02 1]

En el sentido de Riemann-Liouville la derivada de una constante no se anula

(t — 7)ot

0,71 = o)

Por lo que

(2)( t) B /t —Ar(t )a—ld
PNz t)==—— [ ¢ -7 T
L(a) Jo

Se propone el cambio de variable u =t — 7 y se usa la propiedad:

t
tl/
/ A du = — Fi(v;v+1;8t), v>0
0 v

Entonces:

Btae—)\t

@(z2,t) = ———1Fi(aja+ 1\t
p (’27 ) F(O{‘i_l)l 1(@,@"_ ’ )

Por lo que la solucion general tiene la forma

1 TRERE 1-5.3) BtoeM
t) = H; —_—
Pz = sathi | 7he T Tlat1)

1P (es e+ 1)
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3.5 POTENCIAL ELECTRICO Y CORRIENTE ELECTRICA

Teniendo entonces la funcién p(z,t) se requiere obtener V' (z,t) e I(z,t) explici-

tamente para formular una expresién cerrada para la impedancia eléctrica.

1 bore S
V(L,t) = ;af {/o /0 p(2',t)dzZ dz} — %LQ,
L

I(L,t) :A(?t/ p(z,t)dz

0

donde A es el drea transversal de la membrana celular.

3.5.0 NOTACION

Definimos los pares de parametros de la funciéon H de Fox como vectores:

a=(1-%, %), b = (0,1), c=(-1,1),
d=(-21), f=(1-%35), g=(%2)
h=(1+%3), i=(1,1)

Definimos ademas las matrices de parametros de las funciones H que aparecen

a lo largo de la derivacion:




CAPITULO 3. METODOLOGIA 60

3.5.0 POTENCIAL V(z,t)

Mediante el cambio de variable u = 2//v/Dt® y la formula de integracién de la

funcién H de Fox demostrada en A.3:

/ Hmn at

y usando la representacion de Mellin-Barnes de la funcién H, intercambiando ¢ D

L(8+1)
T'(f+1-a)

o m-+1,n (0,1),(ap,Ap)
] dt =z H,\y )y [ax ‘ (meq)f_fl)} : (3.45)

con la integral y aplicando ¢ D@ [tF] = t8= los factores gamma resultantes
se reabsorben como dos nuevos pares de pardmetros en la funcién H (ver A.4). De

modo que el potencial tiene la forma:

(B-1)

o L e, (3.46)

L2 aa| |L]
V(Lt) = ———H{} | ——
D) = VD 4’0[\/1)75&

Definimos la funcién auxiliar Hy como la contribuciéon anémala del potencial:

L? sa| |L]
Ho(L,t) = ——= H,; M, 3.47
R N Olm (3.47)
de modo que (3.46) se escribe compactamente como:
V(L,t) = Ho(L,t) + g LPe ™™, (3.48)
donde se ha usado la definicién § = (B — 1) /0.
3.5.0 CORRIENTE [(z,t)
La corriente esta dada por:
L
[(L,t) = A, / p(2,4) d= (3.49)
0

Entonces, usando (3.45) para integrar p(z,1)



CAPITULO 3. METODOLOGIA 61

L
2v/D

I(L,t) = A@t(

1
VDt

Definiendo u(t) = /2 y v(t) = HQQ”S [£(t) | M), usamos la regla del producto

£/ 52006 (1)) MZJ) . (3.50)

Donde &(t) =

TERMINO 7 v.

v = —% =2 HyY) <§ ‘ M2> : (3.51)

TERMINO u®. Se emplea la férmula de diferenciacién de la funcién H de Fox

demostrada en A.3

d m,n
% Hp,l} [Z

Aplicada a HZQ”S [€ | Ms), se anade el par (0,1) = b al numerador (izquierda) y el par

(ai, As)
(b, B;)

(07 1)7 (ai7 AZ)
(b, B;), (1,1)

. (3.52)

1
_ = ggm,n+l
- ZHp-i-l,q—i-l <

(1,1) =i al denominador (derecha), por lo que

% H2 [5 ' A@] _ % A2 [& ‘ Mg] | (3.53)

Por la regla de la cadena, usando d¢/dt = —(a/2) £/t

g —Q 1 o / o —a/2— /
uo =t /2-5- (—5%) 3y HM2] =51 Y HMQI . (3.54)

. o o L.
Factorizando —— t~*/2~1 en ambos términos,

AalL —a/2— L L !
o e [Hi’S(—‘D_‘ta‘Mz)JrHi’; <—'D_'W‘M2>], (3.55)

Definimos las funciones auxiliares H; y Ho como la contribucién anémala de

I(L,t) = —

la corriente:

Hi(L,t) = Hyy <\/% M2> : (3.56)
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Ha(Lt) = 13 [ 2wy ) (357)
s\ VD
de modo que la corriente se escribe compactamente como
Aa L
I(L,t) = — t727 [ Hy (L, t) 4+ Hao(L, )], 3.58
3.5 IMPEDANCIA Z(L,1)
3.5.0 CASO GENERAL
Definiendo
4v/D
Z(L _ _ V= a/2+1 )
(Lt) = — o e, (3.59)
Dividiendo (3.48) entre (3.68):
Ho(L,t) + g L2 e M
Z(L,t)=Z(L,t) - . 3.60
(L,1) (L,1) Hi(L,t) + Ho(L,t) (3.60)
3.5.0 Caso B=1
Cuando B =1 el término exponencial se anula:
Ho(L, t)
Z(L,t = Z(L,t) - ) 3.61
(L, )le (L.1) Hi(L,t) + Ho(L, t) (3:61)

y coincide con la respuesta asintotica t — oo.
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3.6 IMPEDANCIA EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA

La impedancia en frecuencia se obtiene aplicando la transformada de Laplace
al potencial V(L,t) y a la corriente I(L,t) por separado, y tomando el cociente:

_ LWVI(L )}
~ L{I(L,t)}

s=iw

Z(L,w) (3.62)

3.6.0 TRANSFORMADA DE LAPLACE DEL POTENCIAL V(L,t)

Recordando la forma compacta (3.48):

V(L,t) = Ho(L, 1) + g L2, (3.63)

calculamos la transformada de Laplace de cada término.

Para Ho(L,t), se usa la representacion de Mellin-Barnes de la funcién H con
potencia, t*%*/2-3%/2 y 1a férmula:

I(% —30/241)

G —3a/2+1 ’

L{t? 32} = (3.64)

S
el factor gamma se reabsorbe como un nuevo par de parametros en la funciéon H,

obteniendo:

~ ) L] /2
Ho(L,s) = . gBa/2-1 ng:l [| E

"l VD

L2
T Ms] : (3.65)

Calculando la transformada del término exponencial

L2
L{%LQeM}zg-HX (3.66)

La transformada de Laplace del potencial V' resulta:

~ N 2
V(L,s) = Ho(L,s) + § : Si—A (3.67)
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3.6.0 TRANSFORMADA DE LAPLACE DE LA CORRIENTE [(L,1)

Recordando la forma compacta (3.68):

I(L,t) = —% 2V M (L t) + Ha(L, 1], (3.68)

Utilizamos en cada término la formula para la transformada de Laplace de la

funcién H de Fox [49]:

£{tﬁ1H£’7q’” [a pr |20 4i)

(b, B;)

(1 - Ba ’7)7 (ahAi)
(bj, B;)

(3.69)

1 m,n+1 a
} (s) = B Hyivg [3_7

TRANSFORMADA DE t~%/2>~1H,. Identificamos f = —a/2, v = a/2y a = |L|/V/D.

Aplicando (3.69) a Hi, el par (14 §, §) se anade al numerador (izquierda):

|L| Sa/2
VD

(1+%a%)7 (071)7 (1_%7%)
(0,1), (—1,1)

E{t_a/2_1 Hl} (s) = s*/? H§22

] . (3.70)

TRANSFORMADA DE t~*/>'H,. Con los mismos pardmetros 3, v y a, aplican-

do (3.69) a Ha:

’L’Sa/Z
VD

L{tP My} (s) = 2 HY3 [

(1+5.%). (0.1), (0.1) <1—%7%>].
(3.71)

Definimos las funciones auxiliares en el dominio de Laplace H; y Ho como:

-~ 2,2 —|L| 5% |~

Hl(L, S) = H37’2 \/E Mo, (372)
- L a/2 | i

L. s) = 13| o | (373)

La transformada de Laplace de la corriente I resulta:

~ Aa L

i(L.s) =~ so/? [ﬁl(L, s)+ Ha(L, 5)] . (3.74)
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3.6.0 IMPEDANCIA EN FRECUENCIA
Formando el cociente V /T:
H L,s)+5. L2
Z(L,s) = Q(L,s) - — olle8) 5 255 (3.75)
Hi(L,s) + Ha(L,s)
Donde:
4D
- —a/2
Q(L, s) 1oL (3.76)
3.6.0.0 Caso B=1
Ho(L
25| —a,s) . — k) (3.77)
B=1 Hi(L,s) + Ha(L,s)




CAPITULO 4

RESULTADOS

4.1 RESULTADOS ANALITICOS Y NUMERICOS

4.1.1 MODELO DE IMPEDANCIA ELECTRICA BASADO EN PNPM

FRACCIONARIO

El ajuste del modelo Z4(w) (que se derivé en la Seccién 3.3) a los datos experi-
mentales de EIS se realizé mediante minimos cuadrados no lineales ponderados sobre
los pardmetros libres Ca, aca, a4, Ts,4, T4,4 ¥ los coeficientes de 54, minimizando las
desviaciones entre las partes real e imaginaria del modelo y los datos experimen-
tales. Para evitar minimos locales se combinaron métodos de optimizacién global
(evolucion diferencial) y local (Nelder-Mead, Levenberg-Marquardt) con multiples
condiciones iniciales aleatorias. La calidad del ajuste se evalué mediante el coeficien-
te R? calculado sobre los diagramas de Nyquist y Bode asi como el coeficiente y?

reducido (ver Apéndice C).

66
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4.1.1.0 MODELO IMPLEMENTADO

Za(w) = 1 { [(iwTs.a)* + 1] tanh(ﬁAg) + % [2(iwTs 1) + (iwTy ) 4] } |

 iwCy 3(iwTs,a)% + (iwTy,a)4 + 1
donde
1 2 (iw)ra  (iw)ra
ba=\sr e Dt D
eS Y N 2
CA:77 T77A:ED7 T(S,ﬁ:e_(;zT’Y’A'

En el ajuste se introdujeron también los parametros efectivos Ay, A1 y As que
corresponden a las expresiones Ay = d*/)\%,, A} = 2qd*/(e D) y Ay = d*/D, donde
¢ es la permitividad del medio, S el area transversal, d el grosor del sistema, Ap la
longitud de Debye, ¢ la carga idnica, e~ la carga del electron y D el coeficiente de

difusividad idénica.

4.1.1.0 VALIDACION DEL MODELO ANALITICO DE IMPEDANCIA

En las Figuras 4.1 y 4.2 se presenta la comparacion entre los resultados experi-
mentales y las predicciones del modelo Z 4 para las nueve repeticiones consideradas.
Cada conjunto de datos incluye tanto la representacion en el plano complejo (dia-
grama de Nyquist) como su correspondiente dependencia en frecuencia (diagramas
de Bode). En términos generales, se observa una concordancia entre el modelo y los
datos experimentales, reproduciendo las principales caracteristicas de la impedancia

en los distintos rangos de frecuencia.
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PNPM Fraccional — Repeticion 1

Nyquist | R?=0.9993 Magnitud | R?=0.9997 Fase | R?=0.9987
-5
* Datos © Datos  Datos
~14000 { — Ajuste 850 —— hjuste 10 —— Ajuste
12000 023 -15
80.0
~10000 20
= 5715 P
8 -2
-8000 = 2
N 750 £ 30
-6000
725 35
-4000 700 a0
2000 675 a5
650
2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 102 109 10¢ 105 108 02 00 ot 105 o5
Re(z] (Q) Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz)
PNPM Fraccional — Repeticion 2
Nyquist | R?=0.9994 Magnitud | R2=0.9998 Fase | R?=0.9984
-5
* Datos © Datos  Datos
-17500 — Ajuste —— hjuste 10 —— Ajuste
85
15000 -15
-12500 -20
_ 80
g B < s
7 ~10000 2 4
E = £ 50
-7500 7
-35
-5000
7 -a0
-2500
a5
2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 102 109 10t 105 108 107 100 ot o5 T8
Re(Z] (@) Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz)
PNPM Fraccional — Repeticion 3
Nyquist | R?=0.9996 Magnitud | R2=0.9998 Fase | R?=0.9984
 Datos  Datos
50000 — -10 —
Ajust t
o5 juste Ajuste
~40000
% -20
3 = -~
S 30000 3 T
N 285 @
5 S & -0
~20000
80
-a0
100
10000 s
-50
10000 20000 30000 40000 50000 102 107 104 105 108 102 103 10¢ 105 108
RelZ] (@) Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz)
PNPM Fraccional — Repeticion 4
Nyquist | R2=0.9997 Magnitud | R?=0.9998 Fase | R?=0.9988
100  Datos  Datos
~60000 —— Auste -0 —— Auste
B -15
-50000
-20
%
5 40000 _ s
) = E
E -30000 N 8 8 30
-35
~20000
8 —a0
-10000 a5
1
-50
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 102 100 104 105 108 102 10° 10t 105 108
Re(Z] (Q) Frecuencia (Hz) Frecuencia (H2)
PNPM Fraccional — Repeticién 5
Nyquist | R?=0.9998 Magnitud | R?=0.9999 Fase | R2=0.9990
* Datos 100  Datos  Datos
~60000 7 — pjuste —— Ajuste -1 —— Ajuste
o5 -15
-50000
-20
%
-40000
3 . -2
g 5 c
= - = 3
‘E -30000 N g5 g 0
-35
~20000
80 -a0
-10000 as
3
50
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 102 100 10¢ 105 106 102 103 10¢ 108 10°
Re(Z] (Q) Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz)

FI1GURA 4.1: Validacion del modelo analitico de impedancia basado en PNPM para
nueve repeticiones experimentales. Cada panel muestra el diagrama de Nyquist junto

con las representaciones de Bode (magnitud y fase).
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F1GURA 4.2: Validacion del modelo analitico de impedancia basado en PNPM para

nueve repeticiones experimentales. Cada panel muestra el diagrama de Nyquist junto

con las representaciones de Bode (magnitud y fase).

Los parametros obtenidos a partir del ajuste para cada repeticion se resumen

en la Tabla 4.1.
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TABLA 4.1: Parametros 6ptimos del modelo PNPM fraccional para cada repeticién.

Rep. Rlyq  Blrag  Rhase C (F) o Ya 75 (s) 7y (s) Ao Ay Ay
1 0.99927 0.99967 0.99872 4.93 x 1077 0.983 0.463 3.35x 1077 5.65x 1077 9.17 x 1076 3.45 x 10" 2.60 x 10?
2 0.99945 0.99977 0.99834 4.59 x 1077 1.000 0.608 1.79x 1077 7.17x 1077 5.06 x 10* 1.98 x 10! 3.38 x 10°
3 0.99964 0.99978 0.99842 2.16 x 10~7 1.000 0.616 3.40 x 1077 1.33x 1075 1.04 x 10> 1.40 x 10' 2.21 x 103
4 0.99970 0.99981 0.99877 1.88 x 1077 1.000 0.610 427 x 1077 157 x 1075 9.28 x 10* 1.48 x 10" 2.13 x 10°
5 0.99985 0.99993 0.99899 4.09 x 1077 0.922 0.469 7.09 x 1077 851 x 1077 9.35 x 10*  3.69 x 10> 2.84 x 10°
6 0.99982 0.99991 0.99893 1.92 x 10~7 1.000 0.610 3.93x 1077 1.78 x 1075 8.89 x 10* 1.68 x 10! 2.08 x 10°
7 0.99977 0.99988 0.99897 1.81 x 10~7 1.000 0.607 4.05x 1077 1.75x 1076 7.86 x 10* 1.58 x 10" 1.93 x 10%
8 0.99988 0.99993 0.99911 3.29 x 1077 0.940 0.467 6.72x 1077 9.15x 1077 522 x 10* 1.83 x 10> 1.53 x 10°
9 0.99989 0.99995 0.99927 3.17 x 1077 0.949 0.469 6.60 x 1077 9.95x 10~7 5.09 x 10* 1.56 x 10> 1.49 x 10°

4.1.2 MODELO DE CIRCUITO EQUIVALENTE

El ajuste del modelo Z.rs(w) (que se presenté en la Seccién 3.3.1) a los datos

experimentales de EIS se realizo mediante la misma técnica implementada para el

modelo Z4(w) (Seccién 4.1.1). En las Figuras 4.4 y 4.5 se presenta la visualizacién

de los ajustes y la Tabla 4.2 muestra los parametros obtenidos.

ZCPE
| I |
Rs Rct
AVAYAY, AVAYAY,
C 7z

l

‘/out

F1GURA 4.3: Modelo de Circuito equivalente efectivo.
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4.1.2 VALIDACION DEL MODELO EFECTIVO DE IMPEDANCIA
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FiGURrA 4.4: Validacion del modelo efectivo de impedancia basado en circuito equi-

valente para nueve repeticiones experimentales. Cada panel muestra el diagrama de

Nyquist junto con las representaciones de Bode (magnitud y fase).
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FiGurA 4.5: Validacion del modelo efectivo de impedancia basado en circuito equi-

valente para nueve repeticiones experimentales. Cada panel muestra el diagrama de

Nyquist junto con las representaciones de Bode (magnitud y fase).
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TABLA 4.2: Parametros 6ptimos del modelo de circuito equivalente.

Rep R%\qu R%Z\ be R, (Q) Rct (Q) RW (Q) Q C Qeff ﬂeff

1 ]0.99632 0.99757 0.99665 | 7.99 x 10 1.24 x 10° 2.10 x 10* 5.02 x 1071° 3.28 x 10°7 0.8574 0.1474
2 0.99421 0.99557 0.99475 | 9.24 x 10> 1.05 x 10° 2.61 x 10* 3.30 x 1071 2.31 x 10~7 0.8761 0.1543
31099399 0.99493 0.99451 | 1.59 x 10® 1.84 x 10° 7.80 x 10* 3.65 x 1071© 6.15 x 10~%  0.8350 0.1662
4 10.99411 0.99523 0.99412 | 1.79 x 10° 2.21 x 10° 1.02 x 10> 4.08 x 10710 4.90 x 10~ 0.8198 0.1711
5 10.99490 0.99609 0.99458 | 1.78 x 10° 2.19 x 10> 1.07 x 10° 4.85 x 10710 4.88 x 10~® 0.8069 0.1738
6 | 0.99419 0.99536 0.99425 | 1.80 x 10® 2.30 x 10° 1.09 x 105 4.59 x 1071© 4.90 x 1078 0.8088 0.1754
7 10.99427 0.99531 0.99437 | 1.84 x 10> 2.37 x 10° 1.10 x 10° 4.49 x 10710 4.74 x 10~ 0.8087 0.1749

8 0.99501 0.99598 0.99457 | 1.83 x 10® 2.36 x 10> 9.77 x 10* 4.56 x 1071° 5.14 x 10~ 0.8101 0.1701

9 0.99482 0.99570 0.99452 | 1.88 x 10® 2.43 x 10> 9.96 x 10* 4.53 x 1071 4.91 x 1078 0.8082 0.1708

La Figura 4.6 presenta el comportamiento de los pardmetros obtenidos y el
ajuste del modelo a través de las repeticiones: (a) muestra la evolucién de las resis-
tencias Rg, Ry, Ry ; (b) la evolucién de la capacitancia C'y pseudo—capacitancia Q);
(c) la relacién entre los pardametros fraccionarios aesr y Bess; (d) la superposicién de
los diagramas de Nyquist generados por el modelo para las nueve repeticiones y (e)
la correspondiente superposicién en los diagramas de Bode. Estos comportamientos

se analizaran con mayor detalle en la Seccién 5.1.3.
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Evolucion de resistencias con la repeticion Evolucién de parametros capacitivos
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FiGURA 4.6: Evolucién de parametros y superposiciéon de ajustes.
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La Figura 4.7 muestra los pardmetros aesy, Befr ¥ Qeps + Bess en funcion de la
repeticion. En dicha grafica se evidencia la consistencia fraccionaria de los parame-
tros, al provenir de una representacién circuital con contribuciones diferenciadas por
rama, la suma a.ss 4 Bers se aproxima a la unidad. A su vez, la Figura 4.8 ilustra la
evolucién de la resistencia total (como funcién de la frecuencia, al ser la parte real
de la impedancia) a través de las repeticiones sucesivas indicadas por el cédigo de
color.

-0« -+ B -A- a+p

Evolucion de ¢, 8 y o + B por repeticion
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FI1GURA 4.7: Evolucién de los parametros fraccionarios.
le5 Re[Zgs] vs. frecuencia .
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F1GuRrA 4.8: Resistencia total en funcién de la frecuencia para cada repeticion.
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La Figura 4.9 muestra graficos individuales para la corriente en cada rama
del circuito equivalente, como el reciproco de cada resistencia para una diferencia de
potencial arbitraria idéntica para las tres ramificaciones. Mientras que la Figura 4.10
muestra la proporcién en que cada ramificaciéon contribuye a la corriente total del

sistema a lo largo de las repeticiones.

Corriente por rama en funciéon de la frecuencia

Rama R+ Rama CPE Rama C+ Zy,
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F1GUrA 4.9: Contribucién de la corriente por cada rama.
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F1GURA 4.10: Proporcién de la corriente total aportada por cada ramificacién.
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4.1.3 DENSIDAD DE CARGA BASADA EN DIFUSION ANOMALA

En la Seccién 3.4.5 se derivé una expresién para la densidad de carga p(z,t)
como solucion de una ecuaciéon de difusién fraccionaria no-homogénea. La funcién
solucion se puede representar como una suma de dos funciones H de Fox usando la

relacion (A.11) para unificar la notacion.

(Z )_ 1 Hl,O |Z’ (1_%’%)
Pt = D M | VD 0.1)
(4.1)
Bta — At (1 —O{,l)
C gh |-
D(a)
(0,1), (=, 1)

4.1.3.1 SIMULACIONES NUMERICAS DE LA DENSIDAD DE CARGA

En esta seccion se muestran 5 escenarios representativos para ilustrar la di-
versidad de casos particulares que contiene la funcién H de Fox. Los parametros
fueron seleccionados para mostrar la transicién de difusion normal a subdifusion ex-
trema, asi como la interaccién entre el orden fraccionario « y la tasa de decaimiento
de la fuente A. Se utiliz6 el software Wolfram Mathematica [50] para realizar las

simulaciones.

En la Tabla 4.3 se muestran 3 casos asociados a los diferentes regimenes frac-
cionarios y en la tabla 4.4 se presentan 2 casos adicionales, resultado de variar los

parametros de la fuente.
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Gréfica p(z,t)

Descripciéon del regimen difusivo

Caso I (Difusién normal): El orden @ = 1 permite
reducir la funcién H de Fox a un kernel Gaussiano, recu-
perando el caso de la difusion normal . E1 RMSD de la
distribucién aumenta en proporcién a /f, mientras que
la amplitud resulta de la competencia entre la disper-
sién y el término de decaimiento de la fuente S(t). La
eleccion de los pardmetros A = 0.8 y B = 0.6 se man-
tiene fija en los 3 primeros casos para poder comparar

diferentes regimenes subdifusivos.

Caso II (subdifusién moderada): Se elige a = 0.6
para representar un régimen subdifusivo moderado. La
solucién p(z,t) tiene un perfil méas angosto y un pico
central de concentracion mas elevado, como consecuen-

cia directa de un RM SD proporcional a t*/2.

a=02 \=08, B=0.6.

Caso III (subdifusién extrema): Se asigna o = 0.2
para un escenario con efectos de memoria de largo al-
cance, en donde la solucién p(z,t) permanece altamente
concentrada a lo largo del tiempo debido a la reduccién
del RMSD. Este caso se puede interpretar como el limi-

te tedrico hacia el confinamiento de particulas.

TABLA 4.3: Casos particulares de la densidad de carga fraccionaria.
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Grafica

Descripcién

a=06\=0.1,B=1.0.

Caso IV (fuente persistente): Utilizando una tasa
reducida A = 0.1 y una amplitud unitaria B = 1.0,
es posible modelar la inyecciéon continua de particulas
en el medio. En este escenario la fuente mantiene una
poblacién significativa, pesee a la dinamica subdifusiva
(v = 0.6), resultando en una regién de acumulacién mas

amplia.

20
¢ 15
10

~

5

a=0.7\=3.0,B=20.

Caso V (fuente impulsiva): Al aumentar la tasa de
decaimiento y la amplitud (A = 3.0, B = 2.0) se mo-
dela el caso de una fuente impulsiva. En este escenario
la fuente inyecta carga en tiempos cortos (t < 1/A),
creando un pico de concentracion que se desvanece rapi-
damente. Para ¢ > 1/), la dindmica del sistema estd
dominada unicamente por el nicleo subdifusivo, aban-

donando el régimen transitorio de inyecciéon de carga.

TABLA 4.4: Casos particulares de la densidad de carga fraccionaria (continuacién).

4.1.4 FORMULACION DE IMPEDANCIA ELECTRICA GENERALIZADA

En la Seccién 3.6 se obtuvo la formulacién para el modelo Zp,,(w) cuya repre-

sentacion compacta esta dada por:

~ 2
HO(L’ S> + g ’ sﬁ-)\

s) - — =
Hi(L,s) + Ha(L,s)
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Donde:

4V D
\/_ 8—04/2

Q(L’S):_AO_/L )

4.1.4.0 VISUALIZACION DE LA FUNCION

Nyquist: Impedancia Z_Fox

T T T T T T T T T
10 11 12 13 14 15 16 17 18
Re(Z)

FIGURA 4.11: Simulaciéon numérica de la impedancia eléctrica.

Como se abordara en la Seccién 5.3.1, esta representacion, aunque compleja
computacionalmente, es cualitativamente compatible con la forma observada expe-

rimentalmente en datos de EIS.
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DI1SCUSION

5.1

5.1.1 DENSIDAD DE CARGA

En la seccion de resultados se mostré que, al variar el orden fraccionario «
y los pardmetros de la fuente A y B, se pueden capturar escenarios que van desde
la difusion normal hasta la subdifusion extrema, asi como la interaccion entre los

efectos de memoria y la persistencia de la fuente. A continuacién, se discute cada

INTERPRETACION DE RESULTADOS

caso en el contexto de varios estudios experimentales y tedricos.

Término subdifusivo: p™)(z, 1)

Término fuente: p?(z,t)

L o] 2| (0753
VaDte | /Do
(0,1)

Btoe—M (1—-a,1)
CHb |-

[la)

(0,1), (=, 1)

TABLA 5.1: Componentes de la solucién general p(z,t).
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5.1.1.0 DIFUSION NORMAL COMO CASO DE REFERENCIA

El Caso I de la Tabla 4.3 con pardametros: (« = 1.0, A = 0.8, B = 0.6)
sirve como referencia para comparar comportamientos subdifusivos y estudiar la
transicién entre difusién normal y andémala en sistemas complejos. Zhu et al. [51]
demostraron tales transiciones en agua superenfriada (supercooled water), donde
efectos inducidos por la topologia dan lugar a la transicion entre regimenes de tipo
Langevin, subdifusivo y browniano. El caso de la difusion normal corresponde al

limite browniano de sus observaciones.

5.1.1.0 SUBDIFUSION MODERADA Y SUBDIFUSION EXTREMA

Los Casos II y III de la Tabla 4.3 (a« = 0.6 y a = 0.2, respectivamente) re-
presentan regimenes subdifusivos con efectos de memoria de medio y largo alcance.
Estos casos modifican tanto el término p(*)(z,t), como p?(z,t) y cuentan con per-
files mas estrechos y mayores picos de concentraciéon en comparacion con el caso I,
resultado del RM S D proporcional a t*/2. Estos regimenes se observan comtinmente
en sistemas biolégicos y de materia blanda. Pastore et al. [52] estudiaron la subdi-
fusion en suspensiones coloidales sometidas a campos épticos aleatorios, reportando
difusién FnGD (Fickian yet non-Gaussian diffusion). Sus resultados son consistentes
con el caso II, donde la complejidad del transporte es consecuencia de la interaccién

entre memoria y heterogeneidad estructural.

Por otro lado, Golan y Sherman [53] investigaron la movilidad de proteinas en la
membrana plasmaética de células T mediante seguimiento de particulas individuales,
reportando un movimiento subdifusivo con valores de « en el rango (0.4 — 0.6).
Ademas, se identificaron multiples mecanismos subyacentes, incluida la difusién en
un medio de tipo fractal y un confinamiento débil. El caso III (a = 0.2) extiende sus

observaciones hacia el limite tedrico de confinamiento fuerte.
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5.1.1.0 ROL DEL TERMINO FUENTE: PERSISTENCIA E IMPULSIVIDAD

Los Casos IV y V de la Tabla 4.4 modifican el término p(? (2, t) para observar la
influencia de la tasa de decaimiento A y la amplitud B. El Caso IV (con pardmetros:
a =0.6, A = 0.1, B = 1.0) simula una fuente que inyecta particulas durante periodos
largos de tiempo y genera perfiles de concentracién mas amplios. Este escenario se
presenta en sistemas con inyeccién continua de particulas, como la liberacién de
farmacos desde reservorios. Kosztolowicz et al. [54] estudiaron la subdifusién en
sistemas con membranas delgadas, donde la permeabilidad varia con el tiempo y
conduce a la apariciéon de términos fuente de decaimiento lento. Los perfiles de
concentracion de sus resultados experimentales en hidrogel de agarosa con PEG2000
se asemejan estrechamente al caso IV (fuente persistente), incluyendo los efectos de

ensanchamiento y acumulacion.

El Caso V (o = 0.7, A = 3.0, B = 2.0) representa una fuente impulsiva que
inyecta particulas rdpidamente hasta agotarse. Este comportamiento puede presen-
tarse en experimentos fototérmicos donde excitaciones mediante pulsos ldser generan
fuentes de calor transitorias. Somer et al. [55] investigaron la interaccién entre com-
portamientos superdifusivos (a > 1) y subdifusivos (a < 1) en dichos fenémenos,
mostrando como fuentes pulsantes en un medio heterogéneo dan lugar a patrones
de relajacién complejos. La solucién p(z,t) captura las principales caracteristicas de

estos procesos: un pico inicial pronunciado seguido de una relajacién subdifusiva.

5.1.1.0 CONEXIONES ENTRE CASOS E IMPLICACIONES

Los 5 casos analizados muestran que la solucién p(z,t) puede describir un am-
plio espectro de escenarios fisicos. Ademas, es importante considerar la competencia
entre los efectos de memoria (controlados por «) y el comportamiento de la fuente
(descrito por A y B), dado que los primeros modifican tanto p(*)(z,t) como p®(z,t)

y los ultimos dnicamente el término fuente. En el Caso IV, el decaimiento lento



CAPITULO 5. DISCUSION 84

compensa la subdifusion, propiciando acumulacién, mientras que en el Caso V la
fuente impulsiva permite al sistema revelar su dinamica subdifusiva tras un periodo
transitorio. Ademas, al interpretar datos experimentales se deben considerar tanto
el orden a como los parametros A y B, dado que sistemas con el mismo valor de «

pero con diferente A pueden exhibir comportamientos distintos (casos II y IV).

5.1.2 IMPEDANCIA ELECTRICA Z4

La capacitancia geométrica C' varié entre 1.81 x 1077 y 4.93 x 10~ F a lo largo
de las repeticiones, variabilidad atribuible a cambios en el drea activa de la doble
capa eléctrica y a alteraciones en los mecanismos de regulacién iénica, en particular
en la capacidad de recaptacion de iones (como se discute con mayor detalle en la

Seccién 5.1.3).

El exponente a4 asociado a la corriente de desplazamiento j; se aproximo a la
unidad en la mayoria de las repeticiones (« ~ 0.94-1.00), sugiriendo que este proceso
se aproxima a una respuesta dieléctrica clasica de orden entero. Esto no implica que
jq sea despreciable en la dindmica del sistema; los valores obtenidos de 75 ~ 1077 s
indican que la corriente de desplazamiento participa activamente en la respuesta en
alta frecuencia, pero bajo un régimen de orden entero. Por su parte, el exponente
de difusién 4 se diferencié en dos grupos: uno con vy ~ 0.46-0.47 (repeticiones 1, 5,
8y 9) y otro con v = 0.61 (repeticiones 2, 3, 4, 6 y 7), lo que impide apreciar una

tendencia y podria reflejar inestabilidad paramétrica.

Los tiempos caracteristicos 75 y 7, se situaron en el rango de microsegundos (~
1077-107° ), escalas temporales compatibles con procesos de relajacién dieléctrica
y difusién iénica en membranas biolégicas. En todos los casos se cumplié 7, > 75,
lo que indica que la difusién de portadores de carga es un proceso mas lento que la

polarizacion por desplazamiento.
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5.1.3 IMPEDANCIA ELECTRICA Z,y

Se observa un incremento considerable en las resistencias Ry, R, y Ry du-
rante las primeras repeticiones (1-3). A partir de la cuarta repeticién experimental,
sus valores oscilan ligeramente en los rangos: R, =~ (1.80—1.88) x 10° Q, R, =~
(2.30—2.43) x 10° Q, Ry ~ (0.98—1.10) x 10° €2, como se observa en la Figu-
ra 4.6(a). El aumento de las resistencias sugiere modificaciones estructurales, como
la reduccion del espacio intersticial, y consecuente aumento de la resistencia capilar,
asi como una mayor tortuosidad de las trayectorias accesibles para los portadores
de carga. La etapa final en que las resistencias varian débilmente corresponde a la
estabilizacién al punto de no retorno que se aprecia en las graficas experimentales

(Figuras 3.1y 3.2) para las repeticiones 4-9.

Por otro lado, la disminucion en los pardmetros () y C' implica una reduccion en
la capacidad de almacenamiento de carga y de recaptaciéon de iones. En particular, la
caida en la capacitancia efectiva puede estar asociada a la disminucién del area activa
o cambios en la estructura de la doble capa eléctrica. Esto se ilustra en la Figura 5.1
donde se muestra una representacién del proceso de deformacion de la membrana
celular y la correspondiente respuesta mecanica ante el cambio de turgencia. Del
mismo modo que con los pardmetros resistivos, () y C' varian ligeramente en las
tltimas repeticiones, dentro del rango Q = (4.08 — 4.85) x 10710 Fgoer~1 = (O ~
(4.74 — 5.14) x 1078 F. En el caso de la capacitancia geométrica C' esto coincide
con las repeticiones 4 a 9, y en el caso de la pseudo—capacitancia, el anélisis se debe

hacer con su capacitancia efectiva asociada como se abordara en la Figura 5.5.
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50

(a) Estado de turgencia (b) Posicién de la ramifica-

elevada. cién.
) Estado de baja turgen- Respuesta mecanica
cia. posterior.

FI1GURA 5.1: Cambios de turgencia en Mimosa Pudica (a, ¢) y sus correspondientes respuestas

mecénicas (b, d) [56].

En particular, la pérdida de la capacidad de recaptacion de iones implica la
irreversibilidad del proceso, ilustrada en la Figura 5.2, esto dado que la célula no
logra recuperar todos los iones que libera. Asimismo, la disminucién del exponente
fraccional a.f¢ sugiere un incremento en la dispersién de los tiempos de relajacion

(consistente con un sistema envejecido).
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F1GurA 5.2: Proceso de desgaste celular interpretado como un mecanismo irreversible. Las repre-
sentaciones del lado derecho corresponden a la célula en su estado basal, mientras que las del lado

izquierdo a su estado posterior a un estimulo [56].

A su vez, otra implicacién de la reducciéon del exponente fraccionario c.rs es
el aumento de la complejidad del medio. Un elemento de fase constante CPE(«) se
puede entender como una superposicién de contribuciones capacitivas (Figura 5.3)
de distintos elementos del medio y cuyo exponente fraccionario esté asociado al grado
de distribucién de dicha estructura. Para valores cada vez menores de a.ss se tiene

una red cada vez mas ramificada (Figura 5.4).

7 - = AN
/\ Y2 N
/ \
P - - < N / \
I CPE(a) ) / \
\ ! l \
N P / 1 .or |
— - \ \/< !
RCt \ /
—WW— A
\ /
~ P 7

FigurA 5.3: Representacion del CPE como una superposicién de capacitores ideales.
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FiGUurA 5.4: Complejidad estructural asociada al exponente fraccionario.
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Para interpretar la pseudo—capacitancia, se busca recuperar una capacitancia
efectiva asociada C*, considerando que la constante de tiempo caracteristica de un ca-

pacitor ideal es 7 = R,C*, y de un CPE, 7 = (R4Q)"?, si los tiempos de relajacion

son invariantes por repeticion, se tiene: C*(rep) = et/ Q(rep) x R (rep)l—en(rep)
con 1 < rep < 9. Esta interpretaciéon permite observar tendencias similares en los
parametros C'y C* pero en diferente escala, aproximadamente 4 érdenes de magnitud

de diferencia.

Comparacién entre C* y C

1.00e-10}| O C*=Q”“R(}’“”“
\ -O- C {3.00e-07
9.00e-11 |
{2.50e-07
@ 800edit {2.00e-07 &
O S
7.00e-11} 41.50e-07
6.00e-11 | 711.00e-07
{5.00e-08
5.00e-11 k.

Repeticién

FigurA 5.5: Comparacion de la evolucion de la capacitancia en diferentes escalas.
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En el caso de la tendencia a la alza de S.f¢(rep), donde se cumple la relacién
de orden Beg(1l) < fer(2) < -+ < Per(9) < 1, esto se puede interpretar como una
disminucién en el flujo de iones dada la naturaleza cada vez mas compleja del medio,
como resultado de los cambios de forma de las células (gobernados por a.sr) que a su
vez modifican los caminos de difusion, especificamente, el espacio intersticial. Esto
ultimo también explica la consistencia fraccionafria a.rs + Bers = 1, al ser procesos
complementarios (Figura 4.7). En la Figura 5.1 se puede apreciar como el espacio
entre las células se vuelve mas tortuoso tras un estimulo, lo que es consistente con

valores cada vez mayores de [es¢.

5.1.4 IMPEDANCIA ELECTRICA Zr,.

Dada la complejidad analitica del modelo basado en la funcién H de Fox el
ajuste paramétrico a los datos experimentales excede el marco del presente trabajo,
por lo que se presenta una simulacion numérica. No obstante, la morfologia del
diagrama de Nyquist obtenido resulta cualitativamente compatible con las respuestas
de EIS en Mimosa pudica: a frecuencias altas se observa un arco comprimido asociado
a la doble capa interfacial, mientras que a frecuencias bajas emerge una rama de
pendiente pronunciada andloga a un elemento de Warburg generalizado. Esto sugiere
que la funcién Zp,, captura los rasgos esenciales de la dindmica iénica andémala,

proponiendo el ajuste paramétrico completo como perspectiva a futuro.

5.2 COMPARACION CON LA LITERATURA

En la literatura, un referente relevante para la modelacion de impedancia con
difusién anémala es el trabajo de Evangelista y Lenzi [9], donde se obtiene una

expresion para la impedancia de una celda electroquimica incorporando derivadas
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fraccionarias en el tiempo. Donde la formulaciéon derivada es:

2 1 Bd\  (iw)d
con
_ L )

Lo desarrollado en este trabajo comparte la incorporacién de términos de la
forma (iw)Y para describir desviaciones del régimen difusivo cldsico. Sin embargo,
difiere en su construccion fisica y en su estructura matemaética debido a la naturaleza

de Mimosa Pudica.

En particular, la impedancia Z4 contiene dos contribuciones fraccionarias in-
dependientes, (iw)® y (iw)?, relacionadas con diferentes mecanismos fisicos. Esto se

aprecia directamente en la relacién de dispersion:

\/— + A(iw)® + B(iw)7,

donde A y B son coeficientes efectivos del sistema.

Otro referente en el estudio de la difusién anémala es el trabajo de Metzler
y Klafter [7], donde se analiza la ecuacién de difusién fraccionaria homogénea. En
dicho trabajo se presentan soluciones analiticas en ausencia de campos externos o
acoplamientos adicionales, caracterizando de manera pura los efectos de la dindmica
fraccionaria. En la presente tesis, la ecuacién de transporte toma en cuenta inter-
acciones electrostaticas, dando lugar a una ecuacién de difusién inhomogénea. En
este sentido, mientras que [7] también describe el comportamiento difusivo anéma-
lo en un medio heterogéneo, el modelo propuesto en este trabajo busca adaptar
la formulacion a nuestro sistema bioldgico donde intervienen multiples mecanismos

fisicos.
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5.3 LIMITACIONES

5.3.1 MODELO DE DENSIDAD DE CARGA FRACCIONARIA

Aunque las simulaciones pueden resultar ttiles, la representacién mediante la
funcién H de Fox es computacionalmente costosa a frecuencias altas (en nuestro
rango experimental: w ~ 20 Hz — 2 MHz) y dificulta el ajuste a los datos de EIS. Re-
presentaciones alternativas, casos particulares o aproximaciones numéricas podrian

facilitar su aplicacion. Esta misma limitacion se comparte con el modelo Zp,,.

5.3.2 MODELOS DE IMPEDANCIA ELECTRICA Z4 Y Z.jy

A pesar de que ambos modelos describen adecuadamente distintos mecanismos

en el rango de frecuencia analizado, cada uno presenta limitaciones especificas:

= Modelo Z4: Los valores del orden fraccionario v, a lo largo de las 9 repeticio-
nes se agrupan en dos bloques, lo que impide observar una tendencia general
y sugiere una alta sensibilidad del modelo. Esta limitacion es una consecuen-
cia directa del ansatz de la funcién p(z,t) propuesta como el producto de dos

funciones.

» Modelo Z.;;: Aunque presenta una mayor estabilidad paramétrica dada su
construccién como circuito equivalente, existen ligeras discrepancias entre el
modelo y los datos experimentales en el rango de frecuencias medias, como se

aprecia en los diagramas de Bode.



CAPITULO 6

CONCLUSION

6.1 ESTADO ACTUAL

En este trabajo se obtuvo un conjunto de formulaciones basadas en difusion
fraccionaria, un esquema tipo Poisson—Nernst—Planck—Maxwell y una propuesta de
circuito equivalente, lo que permitié describir tanto la evolucién de la densidad de
carga como la respuesta en frecuencia del sistema. Los resultados obtenidos permiten

afirmar que la hipétesis planteada se cumple.

Los resultados numéricos muestran que el orden fraccionario o permite repre-
sentar diferentes regimenes subdifusivos. Asimismo, los parametros de la fuente (A y
B) introducen una competencia entre la persistencia de la inyeccién y la relajacién

del sistema.

Los resultados del ajuste de la impedancia (particularmente del modelo Z.yy)
muestran un aumento en las resistencias efectivas, lo cual es consistente con una
disminucién del espacio intersticial, mientras que la disminucién de la capacitancia
sugiere una reduccién en la eficiencia de los mecanismos de regulacion iénica, par-
ticularmente en la recaptacién y almacenamiento intracelular. Adicionalmente, la
disminucién del exponente fraccionario indica una mayor dispersion de los tiempos

de relajacion, consistente con procesos de deterioro o envejecimiento.
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6.2 PERSPECTIVA A FUTURO

El trabajo desarrollado abre diversas lineas de investigacion. En primer lugar,
una descripcién maés realista de medios anisotropicos implicaria utilizar coeficientes
dependientes del espacio, particularmente relevante en sistemas con naturaleza al-
tamente compartimentada (como los medios vegetales). Por otro lado, procesos de
transporte con dindmicas mas generales requieren acoplar términos de reaccién a la
difusion fraccionaria. Finalmente, la validacion del modelo Zp,, junto con el ajuste
paramétrico completo haciendo uso de algoritmos de optimizacién mas avanzados,

permitiria capturar un gran espectro de comportamientos.



APENDICE A

FUNCIONES ESPECIALES

Para poder abordar el ejercicio de la modelacién se requieren herramientas
como el calculo fraccional cuyos cimientos dependen de las funciones especiales. En
este apéndice se presentan las definiciones y propiedades de las funciones necesarias

para el desarrollo de este trabajo [9,13].

A.1 FunciON GAMMA

FUNCION GAMMA Es la generalizacién de la funcién factorial y permite trabajar

con argumentos complejos.

En general se define para z complejo como:

n!n?
L) = Jm 2(z+1)(z2+2)...(z+n) (A1)

En el caso particular en que Re(z) > 0 se tiene la representacién integral

'(z) = /000 t=te tdt (A.2)

Algunas propiedades de interés para este trabajo son:
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I'1+2)==2I(2) (A.3)
I'(1+n)=n! (A4)

A.2 TFUNCIONES HIPERGEOMETRICAS

FUNCION HIPERGEOMETRICA ORDINARIA.— La funcién hipergeométrica gaussiana

u ordinaria estd definida por la serie:

[(c) <=T(a+n)(b+n)z"
Z F(c+n) nl

(A.5)

FUNCION HIPERGEOMETRICA CONFLUENTE.— También conocida como funcién de

Kummer, esta definida como:

a
n=0

I'(b) <= T(a+n)z"
Fi(a;b;z) = — A.6
1Fila;biz) F()ZF(b—i—n)n! (4.6)
FUNCION HIPERGEOMETRICA GENERAL.— Para valores en general p y ¢ se tiene

la definicién:

1o L) KT, T(ai +n) 27
PFullasdi s)i2) = F(ai)z j=1 Fﬁbﬁngﬁ

i=1 n=0

(A7)

SiMBOLO DE PoCHHAMMER El simbolo de Pochhammer, o factorial ascendente,

se define para a € C y n € Ny como:

(@) = —=—~— (A.8)
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lo cual permite escribir de forma compacta la serie asociada a la funciéon hiper-

geométrica general. En términos de esta notacién, se tiene:

(e 9]

Fal{oskibiiz) = 3 G (A9

A.3 FunciON H pE Fox

La funcion H de Fox involucra integrales de Mellin-Barnes y puede escribirse

COIMo:

o o (alaAl)a(a27A2>7"'7<ap7Ap)
HW(2) = H)W" | 2

(bla Bl)a (an B2)7 ey (bq> Bq)

1 —s
= 2—m/h(s)z ds (A.10)

donde L es un contorno de Mellin—-Barnes en el plano complejo, elegido de tal

forma que separa los polos de las funciones I'(b; 4+ B;s) de aquellos de I'(1—a; — A;s).

El nicleo en la representacién integral estd dado por:

>

m(8) hn(s

>
—
»
S~—
I
~—

donde
hi(s) = [T (b; + Bys),  ha(s) = [[T(1 —a; — A;5)
j=1 j=1
Y p q
hp(s) = ] Tla;j+A;s), he(s)= ] T —b;—Bys)
Jj=n+1 j=m+1

Parametros y convenciones
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= m,n,p,q €N
» 1<m<q0<n<p

= (4;,B;) €RT, (a;,b;) € C

Convencién de productos vacios:

Cuando los limites inferiores en los productos son mayores que los superiores,
se trata de productos vacios o productos nulos, que por convencion son iguales a la

identidad multiplicativa 1. Esto significa que:

n=0&hy(s)=1, m=qgehi(s)=1 n=p&eh,(s)=1

A.3.0 RELACION CON LA FUNCION HIPERGEOMETRICA

Se tiene la siguiente identidad que relaciona la funcién hipergeométrica con-

fluente (funcién de Kummer) con la funcién H de Fox [49]:

Hy|s . (A.11)

A.3.0 INTEGRAL DE UNA FUNCION H DE Fox

Consideremos la integral

(ap, Ap)
dt. (A.12)

(bg By)

I(x)—/ Hy"" | at
0
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Sustituyendo la definicién de la funcién H:

I(z) = /0 ) [zim /£ h(s) (at)~* ds} dt. (A.13)

Bajo condiciones apropiadas de convergencia, intercambiamos el orden de in-

tegracion:
1 xX
I(x)=— ] h —F t—°dt| ds. A.14
@)= 5 [ | [t as (A1)

Evaluamos la integral interna:

x 1—s
/ = 2 0 < R(s) < 1. (A.15)
Entonces:
1) = 2 [ sy a (A.16)
) = — s)a S. )
271 Jp 1—s
Factorizando z:
1 —S
I(z) =2 -— s (az) ds. (A.17)
2m J 1—s

1 I'(l-s)
1—-s T(2-5s) (A.18)
Sustituyendo:
1) =2 =2 [ nis) BE=9) () -sas, (A.19)

27 J, r'2-ys)

Observamos que el factor I'(1 — s) corresponde a un nuevo término en el nume-
rador con parametros (0, 1), mientras que I'(2 — s) corresponde a un nuevo término

en el denominador con pardmetros (—1,1).

Por lo tanto, la integral se puede reescribir como una nueva funciéon H de Fox
con parametros extendidos:
(0,1), (ap, 4p)
I(x)=x H;";f;;}rl ax . (A.20)
(bqa Bq)a (_17 1)
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A.3.0 DERIVADA DE LA FUNCION H DE Fox
Se desmotrara que

% Hw" [z

Partimos de la representacién integral de Mellin—Barnes

m,n
Hp»q [2

[T Db + Bys) T, (1 —a; — Ais)
F(l — bj — BjS) H?:n—l—l P(az + A'LS) '

(ai, Ai)
(bj’ Bj)

(0,1), (ai, Ai)

(b, B,). (1) (A-21)

1
_ m,n+1
. Hyi1 g4 |2

(ai, Ay)

(b, Bj) | 2mi

L'/ch(S) 2% ds, (A.22)

donde
h(s) =

q
j=m+1
Bajo las condiciones de convergencia adecuadas, diferenciamos bajo el signo
integral:
d 1 d 1 1
H"" = h

(2] ds = e h(s) sz *ds. (A.23)

m,n

2 i =5 | M)

Para reescribir el factor —s, aplicamos la relacién de recurrencia I'(1 — s) =

(—s)I'(—s), de donde
I(1—ys)
I'(—s)

—8 =

Sustituyendo:

d 1 1 [T(1-s) .
—H"'=—.— [ ——h *ds. A24
dz P* 2z 2mi [, T(-—s) (527" ds ( )

Comparando el integrando con la definicién de la funcién H, el factor I'(1—s) =
['(1 — (1)s) en el numerador introduce el par (1, 1), incrementando n — n + 1 (y
p — p+ 1); el factor I'(—s) en el denominador, que se escribe como I‘(O — (1)5),

introduce el par (0, 1), incrementando ¢ — ¢+ 1. Por tanto, la integral resultante es

0,1), (a;, A;)

Hm n+1 ( ) ) 1)

[ (bj, B), (1,1)

con lo que se concluye
d (ai7 Az) 1 m,n+1 (07 1)a (ala A )
— H™" =—-H" A2
dz [ (b, By) |~ 2 T By, (1) (4.20)
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A.4 DOBLE INTEGRACION DE LA FUNCION H DE Fox

EN V(L,1)

El término de la funciéon H de Fox en la densidad de carga es:

1 Lo| 17| (172 9)
t) = Hy 202/ |, A.26
pH(Za ) 1Di~ 1,1[ Die ©0.1) ( )

Se requiere calcular la doble integral

L z
= / / pu (2, t)dz dz. (A.27)
o Jo

Se utilizaran las siguientes propiedades:

Férmula de integracién de la funcion H de Fox demostrada en A.3:

/ Hm"[at
0

Propiedad de traslacién por potencias [49]:

G [ = wmpit oo | o ] (A.28)

(bg,Bq) p+1,q+1 bq,Bq), (—1,1)

z° H[Tq,n |:£L’ ’ (a]:AJ)i| — Hmn |:LU

] (A.29)

z
A.4.0 PRﬂMERAINTEGRACKﬁW(/‘pHCJJ)di
0

PAso 1. CAMBIO DE VARIABLE. Sea u = z'/v/ Dt de modo que dz’ = v Dt du.
Los limites de integracién pasan de [0, z] a [0, z/+/ Dt®]. Sustituyendo:

_ea 1 [/vbe
a 2’2)}du = 5/ Hi’?[u
0

m/ T i

PASO 2. APLICACION DE LA FORMULA DE INTEGRACION (A.28). Conx = z/v/ Dt

y los pardametros actuales m =1, n =0, p =1, ¢ = 1, la férmula anade el par (0,1)
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al principio del numerador y (—1,1) al final del denominador, elevando los indices a
m=2,p=2q=2

1 T
5 /(; Hllf [u

(1-5.%)

0,1) }du =

2 (A.31)

RESULTADO DE LA PRIMERA INTEGRACION. Sustituyendo z = z/v/ Dte:

# 2 z
2ot dy = H270[ M } A.32
/0 pu(2t) 2oE 22| hm | M (A.32)

L 2
A.4.0 SEGUNDA INTEGRACION: / ( / O dz') dz
0 0

Usando el resultado (A.32):

Iy =

o, +

— 2 Hyy | ———= | My dz. A.33
2 Dta/o > | VDt | (4.33)
PAso 3. CAMBIO DE VARIABLE. Sea w = z/vVDt® con dz = vVDt*dw y z =
wyv Dte. Los limites pasan de [0, L] a [0, L/ Dt*]:

Iy = ! / e wvV Dt - Hy9[w| Ms) vV Dt dw
2v Dte Jg '

Dta L/\/Dta
SR / w H2[w | My) duw.
0

(A.34)

PASO 4. ABSORCION DEL FACTOR w MEDIANTE LA PROPIEDAD (A.29). El inte-

grando contiene w - H(w), por lo que no es aplicable directamente la férmula (A.28).

Con o =1 y los pares de Mo:
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Par original Tipo Desplazamiento a + cA Par resultante
(0,1) numerador  0+4+1-1=1 (1,1)
(1-5.9) numerador 1-5+1-5=1 (1,%)
(0,1) denominador 0+1-1=1 (1,1)
(—1,1) denominador —1+1-1=0 (0,1)

Por lo tanto:

w H3S[w| Mo] = H3|w

(1,1)7(17%)]

(1,1), (0,1) (A.35)

PASO 5. APLICACION DE LA FORMULA DE INTEGRACION (A.28). Conz = L/v/ Dt~
y los pardmetros de (A.35) (m =2, n =0, p =2, ¢ = 2), la férmula anade (0,1) al

numerador y (—1,1) al denominador:
/ H22 73 [w
0 2

Multiplicando por z/z y aplicando la propiedad (A.29) inversa (o = —1) para

1,1),(1,2) 3,0
((1 1))( N ]dw = z Hyj [m

(0,1),(1,1),(1,%)
(1,1)7(0,1),(—1?1)] : (A.36)

. . : . 1730
recuperar los pares originales sin el desplazamiento, la funciéon Hj’; adopta la forma

compacta con la matriz M3 definida en la notacién del desarrollo principal:

3,0 _ (_1’1>7 (071)7 (1_%7%)
Hys[x | Ms], Ms = < 0.1, (=1.1), (=2.1) ) : (A.37)

PASO 6. SIMPLIFICACION DEL PREFACTOR.

VDE 12 ol L |,
9 Dt 3| /Dt

Iy =

L? L
= —— HY {_
2V Dt vV Dt

Mgl . (A38)

A.5 DERIVADA FRACCIONARIA DE CAPUTO DEL

TERMINO H DE Fox

Partimos del resultado de la doble integracion del término H de Fox obtenido

en el apéndice A.4 y se busca calcular su derivada fraccionaria de Caputo de orden
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o
L? L

CDQ[ 0y [— M H : A.39

“ oo 5 | o | M (4-39)

Usaremos la férmula de la derivada fraccionaria de Caputo sobre monomios:

I'B+1) _

Cpaftf] = ———— P« >a— 1. A .40

() = farioat " #e (A.40)

A.5.0 DERIVACION

PASO 1. SEPARACION DE LAS POTENCIAS DE t. Escribimos explicitamente la

dependencia temporal del prefactor y del argumento de la funciéon H:

L? 30| L
H. 3,3
2v/ Dt v Dte

2
M3] _ L P HJ[LDTV2 e | M) (A1)

2v/D

PASO 2. REPRESENTACION DE MELLIN-BARNES E INTERCAMBIO CON D¢, Por

definicion, la funcién H de Fox admite la representacion integral de Mellin-Barnes:

3
HF(b] + BjS)
1[5
Higle | Mo = 5 | 55 2 ds, (A.42)
HF((Z]' + A]’S)
j=1

Sustituyendo z = LD~Y?t%/2 1a potencia de t dentro de la integral es t**/2.

Combinando con el prefactor ¢~/
L2 1 H F(bj + BjS)

— LD~ Y2 pma/2tas/2 gq A.43
2D 2mi J, [T (a; + A;s) ( ) ( )

Bajo las condiciones de convergencia de la funcién H, el operador D¢ conmuta

con la integral de Mellin-Barnes.

PASO 3. APLICACION DE LA FORMULA (A.40). Con = §(s —1):

C’Dta [tﬁ(s)} _ Ilj(ll — % + %S) ta(s—3)/2' (A44)
— + %

)
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PASO 4. REABSORCION DE LOS FACTORES GAMMA COMO NUEVOS PARES DE LA

FUNCION H. Del cociente de funciones Gamma resultante en (A.44) identificamos:

Factor Gamma Par Posicién en H

F(l -5+ %s) (1 -3 %) =a numerador

F(l — %‘”‘ + %s) (1 — 3a 9) =f denominador

Por lo tanto, la derivada fraccionaria de Caputo de la doble integral del término

H de Fox es:

2 2
0t 8w | ]| = s
2v/ Dt Dt VD Dt

donde la matriz de parametros M se obtiene anadiendo los dos nuevos pares a Ms:

M ((—m, 0.1, (1-5.5). (1—%,5)). (A.46)

M} . (A45)

1
(0,1), (—=1,1), (=2,1), (1 — 32



APENDICE B

FORMULAS E IDENTIDADES DEL

CALCULO FRACCIONAL

Para a > 0y z € AC([a, b]; R), las derivadas de Riemann—Liouville y Caputo

se relacionan mediante las siguientes ecuaciones [57]:

—_

n—

C ppn(t) = FDo [x@) B i Ol “)k] (B.1)

K
k=0
y
gk b —t)k
€ Dpaft)  FD; [ ] | B2
k=0

A partir de las ecuaciones (B.1) y (B.2) se observa que la diferencia entre las
derivadas fraccionarias en el sentido de Caputo y de Riemann—Liouville esta comple-
tamente determinada por los términos polinomiales que dependen de las condiciones

iniciales. En particular, para condiciones iniciales nulas, es decir,
t®(@)=0 y/o z®OB)=0, k=0,1,...,n—1,

ambas definiciones coinciden y los operadores de Caputo y de Riemann-Liouville

son indistinguibles.
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APENDICE C

ALGORITMO DE AJUSTE DE

PARAMETROS

Para estimar los parametros 6ptimos de los modelos implementados numéri-
camente (Z4 y Zss) se empled una estrategia multi-start de 20 repeticiones in-
dependientes para evitar minimos locales. En cada repeticiéon se generd un vector
inicial de la forma: py = (C, «, v, 75, 7y, Ao, A1, Az) para el modelo analitico Z4 y
pPo = (Rs, Ret, Rw, C, Q), a, () para el modelo de circuito equivalente Z, s, cuyos va-
lores se muestrean aleatoriamente dentro de intervalos fisicamente consistentes. Estos
vectores se toman como punto de partida para el algoritmo de ajuste de parametros,

que consiste en una cadena de tres optimizadores en serie:
Evolucién Diferencial — Nelder-Mead — Levenberg-Marquardt.

1) Evolucion Diferencial: explora el espacio completo de pardmetros sin el uso

de gradientes y localiza la region del minimo global.

2) Nelder-Mead: refina la solucién mediante deformaciones sucesivas de un

simplex en el espacio de 7 (modelo Z.f¢) y 8 (modelo Z,) dimensiones.

3) Levenberg-Marquardt: Se coloca en la parte final de la cadena dada su com-

plejidad computacional. Este método aprovecha el gradiente para converger en di-

106



APENDICE C. ALGORITMO DE AJUSTE DE PARAMETROS 107

reccion al valor minimo, liberando en esta etapa el parametro v del modelo Z4 que
se mantenia fijo durante las dos fases anteriores para reducir la dimensionalidad del

problema (Para el caso del modelo Z. ;s no se fijé ningin parametro).

En cada repeticién de la cadena completa se evalia el y? reducido y se conserva
unicamente el vector de parametros que genera el valor minimo, siendo el resultado
final el mejor ajuste encontrado entre los 20 intentos. Ademds, se obtienen los co-
eficientes R? de cada representacién individual: Nyquist, Bode (Magnitud) y Bode
(Fase).

[Inicio: repeticién k € {1,..., 20}}

Y

Generar parametros iniciales

|

[ po aleatorio en [Pmimn, Pmax) }
\ 2

{ Evolucién Diferencial J

[ Busqueda global }
\ 2

[ Nelder-Mead }

!

[ Refinamiento local con simplices j

Y
[ Liberar parametro ~ ]
Y
{ Levenberg-Marquardt J
[ Ajuste fino con gradientes ]

Pipeline de optimizacién multi-start (parte 1 de 2).
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—>/ X2.qs R?, pardametros 6ptimos /

l

2 s C
Xred < {IMejor

{ Guardar como

mejor resultado

hasta ahora?

teoo-- k =207 Y
Si
Y
[ kE+—k+1 }

Y

Mejor p*, x%.q, R? Nyquist,
R? Magnitud, R? Fase

[Fin: graficas Nyquist y Bode}

Ficura C.1: Pipeline de optimizacién multi-start (parte 2 de 2). Cada repeticién k

ejecuta la cadena Evolucién Diferencial — Nelder-Mead — Levenberg-Marquardt.
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