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CapriTUuLO 1

INTRODUCCION

1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La teoria electromagnética nos ha brindado a lo largo de los afios una base
teorica para explicar los fendémenos eléctricos y magnéticos. Uno de sus muchos

calculos es la energla debida a una configuracién de carga [1].

q1 q2

qs g4

F1GURA 1.1: Configuracién de cargas puntuales. Adaptado de Griffiths, D.J. (1999)

Cada carga eléctrica es afectada por las fuerzas eléctricas ejercidas por las
demas cargas eléctricas en la configuracién. Debido a esto, para construir cualquier
configuracion se inicia con una carga puntual (¢;) y se trasladan las demds cargas

(g2,G2 vy q3) desde el infinito hasta su posicion final, lo cual conlleva cierta energia.
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La energia electromagnética debida a una distribucion continua de cargas se

expresa de la siguiente manera:

W= %0/// (E] + @[BP) dr (1.1)

Sin embargo, ha surgido la pregunta [2], jcémo se calcula la energia debido

solamente a una carga eléctrica puntual (en este caso el electrén)?

Es comtun que la magnitud del campo eléctrico sea mayor que la del cam-
po magnético en muchos procesos. Por lo cual, considerando esto y utilizando las

coordenadas esféricas para la integracién se obtiene la siguiente expresion:

ez (1
W = — 1.2
87T€0 (7"0) ( )

Donde 7y es el radio del electron. Debido a que el electréon es una particula

puntual, entonces rg = 0 y el calculo clasico de la autoenergia del electréon diverge

debido a una divisién entre cero.

Tras el nacimiento de la fisica cuantica y la teoria de la relatividad surgié la
electrodinamica cuantica en la década de 1920. En la electrodinamica cuantica, la
autoenergia del electrén tiene un significado un tanto distinto al de la autoenergia

del electron del electromagnetismo clésico [3].

De la teoria de la relatividad es sabido que la masa y la energia tienen una
relaciéon de equivalencia. Por lo tanto, en el caso de la electrodinamica cuantica,
la autoenergia del electron es una correcciéon de la masa del electron debido a la

interaccién entre un electrén y la particula del campo electromagnético: el fotén [4].

La expresion para la autoenergia del electron en electrodindmica cuantica
(X(p)) es la siguiente:

44k i(p — K+ mol) —i
» — (s 2 i B .
iBle) = Geol i | Gt ik —me? e PR ke

(1.3)

Los fundamentos tedricos y la deduccion de esta expresion se revisaran a lo

largo de este trabajo. De inicio, basta saber que esta expresién toma en cuenta la
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existencia de campos cuantizados presentes en el espacio de Minkowski. La evaluacion
de la integral sobre las cuatro dimensiones del momento del fotén (k) lleva a un

resultado divergente, ya que la autoenergia del electrén resulta ser infinita.

Evidentemente, existe una discrepancia entre lo predicho por la electrodindmica
cuantica y el resultado experimental. Experimentalmente, un electrén no tiene una

masa (o energfa) infinita [3].

Es importante conocer la manera en la que la interaccion entre un electréon y el
campo electromagnético afecta a sus propiedades (masa y carga). La redefiniciéon de

estas propiedades permite realizar predicciones finitas en experimentos de dispersion.

1.2 MARCO TEORICO

En esta seccién se introducira el fundamento tedrico que permite explicar la
deduccion de la autoenergia del electréon de acuerdo con la electrodindamica cuantica
(1.3). Ademas, se introducira la técnica de regularizacién y el concepto de renorma-

lizacion para redefinir las propiedades fisicas de las particulas.

El orden de exposicion de los fundamentos necesarios sigue de cerca la notacion
y el esquema estandar usado en textos de teoria cudntica de campos, como el de

Mandl & Shaw [4], Peskin & Schroeder [5], Schwartz, M. [6] y Lancaster & Blundell

[7], complementado por otras referencias.

1.2.1 INTRODUCCION A LOS 4-VECTORES

Los 4-vectores son vectores que viven en el espacio de Minkowski, el cual es un
espacio vectorial de 4 dimensiones: 3 espaciales y 1 temporal. Los 4-vectores son de

uso comun y tienen una gran importancia en la teoria de la relatividad [4, §].



CAPITULO 1. INTRODUCCION 4

Un punto en el espacio-tiempo es representado por el 4-vector contravariante
de posicion

ot = (ct,x) = (2%, 2%, 2%, 2%) = (ct, 2,9, 2), (1.4)

donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio y por lo tanto 2° = ct representa
la coordenada temporal en dimensiones de longitud. Las coordenadas x!, 22 y a3
representan a las coordenadas espaciales: z, y y z. Ademas, x es el vector de posicion

en 3 dimensiones.

En relatividad, no solo se utilizan los vectores contravariantes, sino también
su vector dual: el vector covariante (z,). De esta manera, el vector covariante de

posicion se expresa de la siguiente manera:

o ct
ct T —x
2, = = = . (1.5)
—X T2 -y
T3 —Z

Tanto los vectores contravariantes como los covariantes tienen indices griegos
(1 y v) los cuales toman valores de 0, 1 , 2 o 3 para identificar al componente ubicado

en la posicion correspondiente.

El tensor métrico (g" o gm,) es un tensor de rango 2 que permite transformar
un 4-vector contravariante en uno covariante y viceversa. En el espacio de Minkowski,

el tensor métrico se expresa de la siguiente manera:

10 0 0
) 0 -1 0 0

A P (16)
00 0 -1

Es posible convertir vectores covariantes en contravariantes y viceversa de la
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siguiente manera:
3
— v __ v
Ty = Gl = § Guv®
v=0
; (1.7)
174 N4
m“:g“xyzgg‘ T,
v=0

A partir de este punto, se utilizara la convencion de indices de Einstein, donde
siempre que existan indices repetidos (en este caso v), esto expresa una sumatoria

sobre los valores (0,1, ... , N) que toma este indice.

Los 4-vectores pueden ser representados por su vector contravariante x*, por
su vector covariante x,, o simplemente expresado sin indices: x. El hecho de si o = z#

o x = x, depende de la posiciéon del 4-vector en la expresién que se desea evaluar.

Una operacién importante de los 4-vectores es el producto interno. Sean dos
4-vectores arbitrarios: a y b. Entonces, su producto interno se define de la siguiente
manera:

ab = a"b, = a,b" = g,,a"" = =a"b’ —a-b, (1.8)

donde a® y b° son los primeros componentes de los 4-vectores a y b, respectivamente.

Ademas, a- b es el producto punto de los tltimos 3 componentes de los 4-vectores a

y b.

En relatividad especial, es especialmente 1til el uso de las transformaciones de

4-vectores a otro marco inercial mediante las transformaciones de Lorentz.

Por ejemplo, supongamos que existe un marco inercial S en reposo y otro marco
inercial S’ con una velocidad constante (v) a lo largo de un solo eje respecto al marco

inercial S. La matriz de Lorentz que permite relacionar a ambos marcos inerciales es

¥y =By 00
- 0 0
o |7 , (1.9)
O 0 10
0O 0 01
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Por lo tanto, las transformaciones de los 4-vectores de posicion entre los marcos

inerciales S y S’ se expresan de la siguiente forma:
4
't = A" ¥

o = (AL, 2

=[N

I

, (1.10)

™ vV 7
x:(A) z
\ H pov

donde (A=")*, y (A™")”, son las matrices inversas de A¥, y A”, respectivamente.

Los 4-vectores tienen una caracteristica particular: su producto interno es in-

variante ante las transformaciones de Lorentz. Es decir,

), = at,. (1.11)

Ademas del 4-vector de posicién, es de especial interés el 4-vector de momento

(p) en la teorfa cudntica de campos:

= (£,p) =" ", 0%, ) = (£, ps. Dy, p2)
Po %
£ D1 —Da : (1.12)
p/”/ = — —
—p Do —py
L P3 —P:z

En esta ecuacion, E es la energia y p es el vector tridimensional de momento.

Ademas de la invariancia del producto interno del 4-vector de momento ante
transformaciones de Lorentz (p*p, = pFp,), el producto interno de diferentes 4-
vectores (por ejemplo, p*z) = ptz, o z'p|, = x¥p,) es también invariante ante

transformaciones de Lorentz.

Por 1ltimo, es importante hablar sobre las derivadas de funciones que dependen

de 4-vectores [4]. Sea ¢(z) una funcién del 4-vector de posicion x = z*. Entonces,
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su variacion se expresa de la siguiente manera:

—%(5“—%50—%%5:514-8@55132—1-{%(%3. (1.13)

0¢ = ozt v 00 v oxl 0x? ox3

La derivada de ¢ respecto a x* se expresarda en cualquiera de las siguientes

notaciones a partir de este punto:

00 _ o
B = w9 = (1.14)

La ecuacién (1.14) es un 4-vector covariante (nétese el subindice en ). También

existe la derivada de ¢ respecto a z,, el cual es un 4-vector contravariante:

0
a_i S —y (1.15)
De la misma manera que en el caso de x y p, el producto interno de las ecua-
ciones (1.14) y (1.15) es invariante ante transformaciones de Lorentz. Este operador
es muy comun en la teoria cuantica de campos y es conocido como el operador de
D’Alembert (O):
0"Op = Z 55 ~ Vvi=0, (1.16)

2_ 0 | 9 | &
donde V* = = + o2 T o2

1.2.2 TEORIA CLASICA DE CAMPOS

1.2.3 ;QUE ES UN CAMPO CLASICO?

Un campo clésico ¢,.(z) es una funcién que describe cémo una cantidad fisica
es distribuida a lo largo del espacio (o espacio-tiempo). Es decir, a cada punto del

espacio (o espacio-tiempo) se le asigna un determinado valor de la funcién de campo

[9]-
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Existen diversos tipos de campos clésicos, dependiendo de qué magnitud fisica
se desee representar. Los campos clasicos mayormente utilizados en la teoria cuantica

de campos son:

» Campo escalar real: Utilizado en el campo de Klein-Gordon para describir
particulas con spin y carga eléctrica igual a 0 (por ejemplo: bosones escalares

neutros).

= Campo escalar complejo: Utilizada en el campo de Klein-Gordon para des-
cribir particulas con spin 0, pero con carga eléctrica diferente de 0 (por ejemplo:

piones con carga eléctrica y sus respectivas antiparticulas).

= Campos vectoriales: Utilizado en la representacion del campo electromag-

nético. Es 1til para describir el comportamiento de fotones.

= Campos espinoriales: Utilizado en el campo de Dirac para describir parti-
culas con spin %4 y con carga eléctrica diferente de 0 (por ejemplo electrones

(e7) y positrones (e™)).

1.2.3.1 FORMALISMO LAGRANGIANO PARA CAMPOS

El formalismo lagrangiano para particulas fue desarrollado por Joseph-Louis
Lagrange en 1788 con el fin de modelar el comportamiento dindmico de particulas

de manera distinta al formalismo de Newton [10].

De manera analoga al formalismo lagrangiano para las particulas, existe el
formalismo lagrangiano para campos [4,7]. En esta tesis, este tltimo es de particular

importancia.

El formalismo lagrangiano de campos parte de la btisqueda de la minimizacion

(o maximizacién) de la accién S mediante técnicas de calculo variacional. En este
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formalismo, la accién (S) estd definida en una regién €2 de 4 dimensiones. Esta se

representa de la siguiente manera:

S(Q) = / Le.L (b, ). (1.17)

En donde .Z no es el lagrangiano, sino una densidad lagrangiana que es funcién
del campo ¢,(z) y de la derivada del campo respecto de las coordenadas espacio-
temporales ¢,,(z). El lagrangiano del campo (L) estéd relacionado con la densidad

lagrangiana del campo (-£) mediante la siguiente ecuacion:

ct) = / %L (616 r). (1.18)

Tras realizar la variacion de la accién S (ecuacién (1.17)) se encuentran las
ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange para campos (de una manera muy
similar a como se obtienen para particulas):

0% 0 (0%
35~ o (a%a)_o, r=1,...,N. (1.19)

Una vez conocida la densidad lagrangiana £ que describe la dinamica de N
campos, es posible obtener N ecuaciones de movimiento (una ecuaciéon de movimien-
to por cada campo existente) que describen en conjunto la dindmica de todos los

campos.

1.2.3.2 FORMALISMO HAMILTONIANO PARA CAMPOS

En 1835, William Rowan Hamilton establecié un nuevo formalismo para des-
cribir sistemas clasicos de particulas [10]. Este formalismo, al igual que el de Euler-

Lagrange, tiene una extension para campos [4,5,7].

Las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange para campos (dadas por la

ecuacion (1.19)) forman un conjunto de N ecuaciones diferenciales de segundo orden
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para describir la dindmica de N campos. En cambio, el formalismo Hamiltoniano
para campos utiliza 2N ecuaciones diferenciales de primer orden para describir la
dindmica de N campos. Es decir, para cada campo existen dos ecuaciones de movi-

miento.

Para establecer esto, se introduce la densidad de momento conjugado m.(x) de

la siguiente manera:

0Z

™) = @

. (1.20)

Para llevar a cabo la transicion del formalismo de Lagrange al de Hamilton, es
necesario encontrar una manera de cambiar las variables independientes. Es decir, en
el formalismo de Lagrange las variables independientes son ¢, y ¢,; mientras que en
el formalismo de Hamilton las variables independientes son ¢, y m,. Esta transicién

se logra al aplicar la Transformacion de Legendre al formalismo de Lagrange.

De esta manera, se obtiene una expresion analoga a la densidad lagrangiana,

la densidad Hamiltoniana #7:

H () = m() by (x) = L(¢r, dpa). (1.21)

La cual estd relacionada con el Hamiltoniano del campo H de la siguiente

manera:

H(b,, m] = /d3x H(¢y, Vo, T,). (1.22)

Una vez establecido el Hamiltoniano total H, que es un funcional de las fun-
ciones ¢,(x) y m.(x), es posible establecer las 2N ecuaciones de movimiento de la

siguiente manera:

i 5 ry T

ng(x) = %

' __57_[[@7%] parar=1,... N. (1.23)
(r) = ———————

0¢r(2)
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1.2.4 TEOREMA DE NOETHER

En la teoria de los campos clasicos de Lagrange, tanto los campos como las
densidades de momentos conjugados de los campos pueden ser sometidos a transfor-

maciones de la siguiente manera [4]:

6r(%) = 9(%) = B,(x) + 6, (x). (1.24)

Dichas transformaciones pueden ser de rotacién, traslacion, de Lorentz, etc.

Una vez conocida la forma matematica de la variacién del campo d¢, (x), es po-
sible calcular cualquier campo transformado ¢, (x) y a partir de éste calcular la den-
sidad lagrangiana con sus coordenadas generalizadas transformadas: £"(¢;, ¢/, ,).

Entonces, la variacion de la densidad lagrangiana debido a la transformacion de los

campos esta dada por la siguiente expresion:

0 = LD, ) — L(r, Drra). (1.25)

Por otro lado, es posible utilizar la regla de la cadena para calcular este mismo

término:
07 07
0. = 0y + =—— 0Ppq. 1.26
99, 0%t 54, 0¢ (1.26)
Ahora, se sustituye el término % de la ecuacién (1.19) en la ecuacién (1.26).

Ademas, se supone que la densidad lagrangiana .Z y los campos ¢, son funciones

bien portadas; por lo que se consideran validas las siguientes igualdades:

0 (gbr’a) =9 (aaQbT) = aa(5¢r)~ (1.27)

Tras el desarrollo del dlgebra mencionada, se obtiene la siguiente expresion [5]:

0.7 .
5.8 = 0, (Ma@) = 0, T°. (1.28)

Existe un caso especifico en el que al transformar un campo ¢, en el campo ¢/,

la diferencia entre la densidad lagrangiana original .Z (¢,, ¢,,) v la transformada
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L' (¢, ¢.,) esigual a cero:

0Z
(Sg = aa (mé(ﬁr) = 0 (129)

Sin embargo, el caso mas general estd dado por la ecuacién (1.28).

En ambos casos, la accién (dada por la ecuacion (1.17)) es conservada bajo la

transformacion ¢,(x) — ¢'.(x).

A partir del caso méas general dado por la ecuacién (1.28) se obtiene la siguiente

expresion:

0L
On | =00, — T ) =0, 1.30
<a¢r’a ¢ j ) ( )
donde se define a la corriente conservada 7 de la siguiente manera:
0L
= 0p, — J°. 1.31
=g 00 =T (1.31)

Esta corriente (j%) es integrada respecto a las 3 coordenadas espaciales para

obtener una nueva funcién:

J(t) = /d?’xjo‘(x, t). (1.32)

La cantidad conservada es precisamente el componente 0 de este 4-vector:

JO = /d3xj0(x, t). (1.33)

El teorema de Noether establece que conociendo el elemento diferencial de
una transformacién de campos d¢, es posible conocer la cantidad conservada que le

corresponde: JY.

Algunos ejemplos de cantidades conservadas bajo transformaciones son el mo-

mento lineal, el momento angular y la carga eléctrica.
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1.2.5 CUANTIZACION DE CAMPOS

Hasta el momento se ha hablado sobre campos clasicos. La electrodindmica
cuantica, asi como otras teorias, es una teoria cuantica de campos. Las teorias cuan-
ticas de campos permiten la creacién y aniquilaciéon de particulas para describir
diferentes procesos. Es necesario entonces dar el salto de una teoria clasica de cam-

pos a una teoria cudntica de campos [4, 6].

Para cuantizar la teoria, las funciones de los campos (¢,) deben ser promovidas

a operadores (¢, ).

La cuantizacién se obtiene explicitamente para campos libres al proponer re-
laciones de conmutacion (para bosones) o de anticonmutacién (para fermiones). Los
campos libres son identificados por un subindice 0 y reciben este nombre debido a
que estan «libres» de interacciones con cualquier otro tipo de campo. De aqui en
adelante, varios operadores de cantidades libres se escribiran con el correspondiente

subindice 0.

Ahora, cualquier expresion que dependa de un campo cudntico arbitrario ¢, es

también un operador; por ejemplo, la densidad lagrangiana libre (,?0) y por lo tanto

la densidad de momento conjugado (7, = %) son consideradas ahora operadores.
0

Las relaciones de conmutacién o anticonmutacion necesarias para cuantizar los

campos se mostraran en secciones posteriores.

1.2.6 LA ECUACION DE DIRAC

1.2.6.1 CAMPO CLASICO DE DIRAC

La ecuacion de Dirac es ttil para representar a particulas con un spin fraccio-

nario [4,5]. En este estudio, es de particular interés la aplicacién de esta ecuacién
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para representar al electréon y a su antiparticula: el positron.

De acuerdo con el principio de exclusion de Pauli, dos fermiones no pueden
ocupar un mismo estado cuantico, mientras los bosones si pueden hacerlo. Debido a
esto, Dirac desarrolld una nueva ecuacién relativista la cual pudiera describir ade-
cuadamente el comportamiento de particulas con spin fraccionario y ademas cumplir

con el principio de exclusion de Pauli.

Para cada campo de Dirac v,.(x), la ecuacién de Dirac puede ser representada

mediante dos formas equivalentes:

Yy
ih%—iqj) = [ca - (—ihV) + fmc?] P (z)
: (1.34)
ihy* %lx) _ mel,(x) =0
Ox
donde:
» = (Y, 47) = (B, fa?) son las matrices de Dirac,
1 000
0100
= f= ,
0010
0 001
» a=(a! 0% ad),
. aj . 0 0j ’
0 0
01 0 —1 1 0
» las matrices de Pauli son: o1 = , 09 = y o3 = ,
10 v 0 0 —1

h es la constante de Planck,

m es la masa de la particula,

I es una matriz identidad de tamano 4 x 4 en el espacio de Dirac,
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Uro
U
Ur2
Urs

" ¢T(x) =

En la ecuacién del campo cléasico de Dirac, los campos 1,.(x) son espinores, los
cuales son utilizados para representar particulas y antiparticulas con spin %. Estos

son representaciones con 4 componentes similares a los 4-vectores.

Los espinores son diferentes a los vectores de cuatro dimensiones debido a
que al rotar los componentes de los espinores por 27 radianes, no se obtienen los
mismos espinores; es necesario rotar los componentes por 4w radianes para obtener

los mismos componentes del espinor.

Los espinores que satisfacen la ecuacion de Dirac tienen un espinor adjunto,

() = ¢l ()7°. (1.35)

El cual satisface la ecuacion de Dirac adjunta,

@h&/’afT@w +mcl, (x) = 0. (1.36)

Una manera alternativa de llegar a la ecuaciéon (1.34) es partiendo de una

densidad lagrangiana £ dada de la siguiente manera:

L = i [cwr(x) (ihya% - mTcH) ¢T(x)} : (1.37)

Al evaluar esta densidad lagrangiana en la ecuacion de Euler-Lagrange para
campos (1.19) se obtiene una ecuacién de Dirac para cada uno de los N campos

fermionicos que se planteen.

De acuerdo con el formalismo lagrangiano para campos, es posible calcular las

densidades de momento conjugados para la densidad lagrangiana de Dirac (1.37).
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Estas ultimas se expresan de la siguiente manera:

0¥

71—7’(']:) =5 Zhw;r'u

oYy
) 9 (1.38)
Wr(x) = — =

o,

Con esto, es posible calcular el Hamiltoniano para el campo de Dirac:
N 9
_ 3 _ 3 - E g 2
H= /d xH = /d x % {wr(x) ( ihcy e +myc ]1) ¢T(x)} . (1.39)

Por otro lado, en las ecuaciones de campo de Dirac existen las siguientes trans-

formaciones continuas de simetria:
iq
6¢7‘ - _J:Lw'ra
iq
Sl = Ewia

las cuales dejan invariante a la densidad lagrangiana. De acuerdo con el Teorema de

(1.40)

Noether, a estas transformaciones continuas de simetria les corresponde una carga

conservada que se puede calcular mediante la ecuacién (1.33).

Al evaluar la ecuacién (1.33) para el caso de los campos fermibnicos 1,.(z)
y los campos fermi6nicos conjugados 1(x) se obtiene que la «carga conservaday
dictada por el Teorema de Noether es la carga eléctrica de las particulas fermiénicas

correspondientes a cada campo:

Q=g [ ExY [l ). (1.41)

Dicho esto, ahora es importante analizar cual es la forma de los campos espi-

noriales v,.(x) y ¥1(z) que satisfacen las ecuaciones de Dirac (1.34) y (1.36).

Para obtener esto, es necesario primeramente establecer un volumen de frontera
con condiciones periddicas para finalmente hacer tender el volumen hacia el infinito
con el fin de abarcar todo el espacio existente. Existen 4 espinores solucion de la

ecuacion de Dirac:

efipm/h eipx/h

Uy, 5(P) T vr,s(p)w, s=1,2. (1.42)
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En la ecuacién anterior aparecen los términos u, s (p) y v, s(p), los cuales
son espinores columna constantes con 4 componentes que satisfacen las siguientes
ecuaciones:

(p — myclu, (p) =0,

(p + mecl)v,, (p) = 0,

s=1,2.

A partir de este punto, se introduce la notaciéon con slash, la cual representa la
multiplicacién matricial de la matriz v# y un 4-vector arbitrario A,. Esto da como

resultado una matriz de tamano 4 x 4 en el espacio de Dirac:

A=7"A,. (1.43)

El espinor u, s (p) es considerado el espinor que representa a particulas, y el
espinor v, s (p) es el espinor que representa a las antiparticulas. Para cada uno de
los N espinores, existen dos soluciones correspondientes a s = 1 y s = 2. Estas
dos soluciones para cada espinor u, s (p) ¥ v, s (p) corresponden a su orientacién

respecto al vector de momento p.

De esta manera, existen soluciones que representan a particulas con spin pa-
ralelo y antiparalelo al momento p; existen también soluciones que representan a

antiparticulas con spin paralelo y antiparalelo al momento p.

Los cuatro espinores solucion . 1 (p), ur 2 (P), vr,1 (P) ¥ vy 2 (P) satisfacen las

siguientes relaciones de ortonormalidad:
T _ ot _ Eq,p(s 5
uq,s(p)ur,t<p) - 2]q,s(p)vr,t(p) - mo.c2 stYqr>
1 (1.44)

U; s(p)vr7 t(_p) = 07

By p = /mact + c?p*.

En este estudio se considerard tnicamente el caso donde existe un solo campo

donde:

fermidénico v junto con su respectivo campo conjugado 9, los cuales en conjunto

representan al electron y al positron.
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Entonces, la solucion de la ecuacion de Dirac puede expandirse con términos

lineales a los espinores solucion:
Y(x) =9 (2) + ¢ (2)

me2 1/2 } .
=S (1) o) uto)e " o) o) ),
p.s P

(1.45)

ch

VEp

1/2
en donde el término ( ) proviene de las condiciones de ortonormalidad.

De la misma manera, para el campo conjugado de Dirac 1 se tiene una expan-

sion en términos lineales de los espinores solucion:
_ _J’_ —_—
() =9 (z) +4¢ (z)
2\ 1/2 ' ‘ (1.46)
- (7)) [y mm e ) mp) .

_— VE,
donde:
— %0
Us = uly
(1.47)
Vg = vi’yo

1.2.6.2 CUANTIZACION DEL CAMPO DE DIRAC

Ya que se conocen las soluciones «clasicas» del campo de Dirac dadas por las
ecuaciones (1.45) y (1.46), es necesario estudiar la cuantizacion de estos campos [4].
Al cuantizar los campos, se promueven las constantes c;, df, d, y ¢l a operadores de
creacion y aniquilacion de electrones y positrones: ¢, dt, d, y él.

R

En este momento, las funciones de campo de Dirac se han convertido en ope-
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radores de campo libre de Dirac 1/30 y Qﬁgz

( ~

dolx) = 5 () + 95 ()

ES ~(+) ~ (=)
Yo =g (@) +¥y (@)

m()C 1/2 ~ ) '
B Z [ds(l)) To,s(p) e " + ¢l(p) Wo s (p) e”""”/h} ,
VEop

\

donde los operadores de campo libre ¢ y @bg describen a particulas con «masa
desnuda» mg. Ademas, los espinores solucion de la ecuacién de Dirac son ahora

considerados espinores soluciéon «desnudos»: ug s, Vo s, Vos Y Uo.s-

Un aspecto importante a considerar en la cuantizacion de los campos fermié-
nicos es que tras este proceso se respete el principio de exclusiéon de Pauli. El uso de
las relaciones de conmutaciéon utilizada con bosones violarian este principio. En su
lugar se deben usar relaciones de anticonmutacion para los operadores de creacién
y aniquilacion de electrones y positrones. Estas relaciones si son compatibles con el

principio de exclusién de Pauli:

A B, = AB + BA. (1.49)

El uso de los anticonmutadores [---,---]; permite establecer relaciones de
anticonmutacion a tiempos iguales para los componentes de los operadores de campos
espinoriales 7&07a(x, t)y zﬁg 5(y,t). Estas relaciones de anticonmutacién se expresan

de la siguiente manera [5]:

[2/;0,04 (X7 t)? &g,ﬁ(ya t)]+ = 6045 o (X - y)?
[&0,04 (X7 t)? @;O,ﬁ(yva t)]+ = 07 (150)
[%Z’(Jg,a (Xv t)v &g,ﬁ(b“ t)]+ =0.

Sustituyendo las expansiones de la ecuacién (1.48) para cada componente del

operador de campo espinorial en las relaciones de anticonmutacion a tiempos iguales
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dadas por la ecuacién (1.50), es posible obtener las relaciones de anticonmutacién

para los operadores de creacién ¢ y aniquilacién é de fermiones [4]:

[2s(p), & (P)]+ = [ds(p), d}(P')]+ = Sstpp,
[es, &y = [l élly = [d, di]y = [dI, dl] =0, (1.51)
[ésvdAt]-Q- = [687621]-% = [éi’dt]-i- = [élvdﬁ-&- = 0.

Ademas de estas relaciones de anticonmutacién, las siguientes propiedades de

los operadores de creacion y aniquilacion de electrones y positrones son de gran

importancia al momento de analizar el principio de exclusion de Pauli:

1.52
(Ao = (d)* =0, o

Con el uso de los operadores de creacion y aniquilacién de particulas, se pueden

establecer operadores nimero expresados de la siguiente forma:

A

Ni(p) = &l(p)és(p),  Na(p) = di(p)ds(p), (1.53)
los cuales admiten solamente los eigenvalores 0 y 1.

De esta manera, la creacién de un electrén con polarizacion s a partir del vacio

|0) se plantea de la siguiente manera:

1) = ¢t o). (1.54)
Para estados de dos electrones existen tinicamente dos opciones:

» Ambos electrones tienen polarizaciones diferentes (se encuentran en estados

cuanticos diferentes).

» Ambos electrones tienen polarizaciones iguales (se encuentran en el mismo

estado cudntico).
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Esto se representa mediante las siguientes ecuaciones:

11e) = éle] |0) = —¢fel |0) = — [1,L,), (¢ # s);
12,) = ()" [0) = 0.

S

(1.55)

La primera de estas ecuaciones muestra que es posible tener dos electrones a

ir del vacfo, si do 1 dores d i6n &y el 1
partir del vacio, siempre y cuando los operadores de creacion ¢! y ¢; no tengan la
misma polarizacién de spin (s # t). De esta manera, ambos electrones se encuen-
tran en estados cuanticos diferentes. Ademas, esta ecuacién plantea que el estado es

antisimétrico ante un intercambio de las etiquetas de las particulas (éle] = —éfél).

La ultima ecuaciéon plantea que cuando se aplican dos operadores de creacion
con la misma polarizacién s al ket de estado del vacio |0), el resultado es cero. Esto
garantiza que dos electrones no pueden compartir exactamente el mismo estado

cuantico, cumpliendo con el principio de exclusién de Pauli.

Estos mismos principios que se deducen a partir de las ecuaciones (1.55) se

cumplen también cuando se utilizan los operadores de creacién de positrones d.

A partir de los campos cudnticos de Dirac dados por la ecuacion (1.48), es
posible obtener las expresiones de otros operadores como el Hamiltoniano Ho o el
operador de carga eléctrica Q utilizando las ecuaciones (1.39) y (1.41), respectiva-

mente.

Al aplicar los operadores Ho y QO calculados de esta forma al ket de estado
del vacio |0), es posible calcular los eigenvalores de energia y de carga eléctrica de
cualquier estado. Sin embargo, al evaluar esto el resultado es infinito. Para poder
obtener resultados finitos en este tipo de calculos es necesario introducir el producto

normal de operadores N|---].

En el producto normal de operadores, todos los operadores de aniquilacion
de particulas ¢5 o dg son colocados a la derecha de los operadores de creacion de

particulas ¢l o CZL
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Por ejemplo, en el caso del producto normal de campos de Dirac, se obtiene el

siguiente resultado:

Nlo.athos) = N | (o + P50) (05 + G|

ey N S N
=Yoo = V0,800 T VouVos T Voabos

(1.56)

En este caso, los subindices o y 8 etiquetan a cualquiera de los 4 componentes

~

de un solo campo fermionico 1, evaluado en las siguientes coordenadas espacio-

temporales ﬁoya(x) y 1/30,5(3;), donde z =y oz #y.

Ademis, vale la pena recordar que los componentes ¥ (ecuacién (1.48)) son
proporcionales a operadores de aniquilacién de electrones ¢, y los componentes 1[10_
(ecuacién (1.48)) son proporcionales a operadores de creacién de positrones df. Por
esto, al aplicar el producto normal se busca que Q%F esté colocado a la derecha de
Yo -

El signo negativo en el término —1&0_7 ﬁzﬁaf ., proviene de la siguiente igualdad:

Voaos = ~Yo,%0as
la cual se deduce a partir de las reglas de anticonmutacién (1.51).

Utilizando el producto normal de operadores es posible obtener nuevamente los
operadores Hamiltoniano y de carga eléctrica en funcién de los operadores nimero
para los campos de Dirac (N;, Nj). De esta manera, el cdlculo de los eigenvalores

de estos operadores ya es finito:

~

Ho =D Fop |[No(p) + No(p)] . Qo= —co D [No(p) = No(p)] . (157)

Aqui, N es el operador niimero para los electrones y N, es el operador niimero

para los positrones.
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1.2.6.3 RELACIONES DE ANTICONMUTACION COVARIANTES

Hasta el momento, se han utilizado relaciones de anticonmutacién entre campos
evaluados en dos puntos distintos del espacio, pero ambos siendo evaluados en un
mismo tiempo ¢ = ¢'. En esta seccién se analizard el caso en donde el operador de
campo de Dirac @/AJO estd evaluado en tiempos distintos ¢ # ¢’ [4], esto se representa

evaluando a z@o en dos coordenadas espacio-temporales distintas: x y y.
ho(z) = g () + g (2),

) ) ] (1.58)
Yo(y) = Vg (y) + g (1)

Las relaciones de anticonmutacion para estos campos se expresan de la siguiente

manera:

o). Tolwls =i (in# 50 + 21) | s | [ g2 [H2] oo

donde [@ﬁo(x),ﬁo(y)h se obtuvo al expandir los operadores de campos g v @0 de

acuerdo con la ecuacién (1.58) de la siguiente manera:
(1.60)
Al calcular cada uno de estos cuatro anticonmutadores se obtiene:

([ (2), B )] = [ (), Wy ()] = O,

. ES .. 0  mye —ihc ABp  _se-w
+ — 1Y v = + —
G ) o 0L = (175 + 1) | | [ e 7 =5 =)

- o+ . 0 h d? ppE=y)
\ [¢O ([L’), ¢0 (y)]-‘r =1 (Z/yuaxu + mi:i)c]l) |:(2Zﬂ_;)3:| / 2E[fpe ( 4 ) = ZSO (ZE - y)7
(1.61)

en donde se definen las funciones matriciales Si(x) de la siguiente manera:

0 moc ihc 3 o
+ — 7 0 |y :Fz%
Sy (x) = (w pm + - ]1) [q:(27rh)3} /2E07p6 . (1.62)
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De acuerdo con las ecuaciones (1.60) y (1.61), el anticonmutador [t (), @O(y)]Jr

puede expresarse de la siguiente manera:

(o), Bo(y)]s =i [Si (x —y) + S (x —y)] . (1.63)

Ahora, es posible definir a la funcién Sy(z) de la siguiente manera:

So(z) = S (z) + Sy (). (1.64)
Con esto, se obtiene la forma final del anticonmutador [¢o(z)

ot ) [ B

Los componentes de la funciéon matricial Sy tienen una representacion equiva-

(1.65)

lente en el plano complejo de py, dada de la siguiente manera:

A ipz p + myocl
SE(z) = — dipe~n L———— 1.66
() @myltpehﬁ_my’ (1.66)

donde se utilizan los contornos de integraciéon mostrados en la figura 1.2.

1.2.6.4 PROPAGADOR DE DIRAC

En la teoria cuantica de campos, se presenta la creacién y la aniquilacién de
particulas a diferentes tiempos. Para describir este proceso en el espacio-tiempo, es

de gran utilidad el producto ordenado temporal T{...} [4,7].

El producto temporal entre un campo de Dirac zﬂo(x) y su adjunto t,(z)
evaluados en coordenadas espacio-temporales diferentes (z # z’) se expresa de la
siguiente manera:

- (1.67)

~

(2 } do(@)ola), sit >t
—o()iho() si ' > t.
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Im py

Plano complejo pg

Re Po

FiGUurA 1.2: Contornos para la representacion en el plano complejo pg de las fun-

ciones S5 (7). Reimpreso de Mandl, F.(2010).

Este producto de operadores permite que los operadores sean escritos cronolé-
gicamente de derecha a izquierda. Se puede definir de manera alternativa utilizando
la funcion escalon 6(t):

1, sit>0,
0(t) = (1.68)

0, sit<t.

Con lo cual T’ [ﬂo(x)io(x/ )} puede expresarse de la siguiente manera:

~
~ = ~

T [do(@)bo(@)] = 0t =) do(@)y(@’) = 0 (¢ = ) Bo(e)o(@).  (1.69)

Utilizando este producto temporal , es posible definir una funcién importante

en la electrodindmica cuantica conocida como el propagador fermionico libre:

iSrole — ') = (0|T [dhola)io(a")] 0). (1.70)
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El propagador libre del electrén Sgo(x) puede definirse en términos de las

funciones Sy (z) y Sy (z) de la siguiente manera:

Sro(z) = 0(t)SS (x) — 0(—1)Sy (). (1.71)

El propagador libre del electrén Spo(z — ') tiene el siguiente significado: un
electron es creado en un punto del espacio-tiempo = y viaja a través del espacio-
tiempo hasta un punto z’ en donde el electrén es aniquilado. De igual manera, puede
ser representado de modo que el electrén se haya creado en 2’ y sea aniquilado en
x. El propagador contiene la informacion del comportamiento de un electrén virtual

desde su creaciéon hasta su aniquilacion.

La funcién matricial Sgo(x) tiene también una representacién en el plano com-

plejo de py dada de la siguiente manera:

h ; + mycl
Spo(z) = ——— lim [ dpe~2/n y 0

1.72
(2mh)* e=ot p? — m3c® + i€’ (172)

en donde 7€ se agrega en el denominador para poder evaluar los polos més facilmente

al resolver la integral. En el resultado final se hace tender este término a cero.

Para evaluar la ecuacion (1.72) se utiliza el contorno de integracion establecido

en la figura 1.3.

Im py

A

B <E07p ) ) Plano py complejo
Po=—\— —1€

®
|
|
1 \ \ \ \
4 4 T 4 4
| Re po
|
°
E
po = =22 —ic

FicurA 1.3: Contorno para la representacion en el plano complejo p, del propagador

fermiénico Spo(z — 2’). Reimpreso de Mandl, F.(2010).



CAPITULO 1. INTRODUCCION 27

El propagador del electrén en la ecuacién (1.72) esta expresado como funcién
del vector de posicién z. Sin embargo, en muchos cédlculos es 1til su representacion
en funcion del 4-vector de momento p. Esto se logra al considerar las transformadas

de Fourier en 4 dimensiones:
1 ~ .
- - —ipz/h 14

(1.73)
f(p) = / f(z)e /s,

Comparando las ecuaciones (1.72) y (1.73), se observa muy facilmente que el

propagador del electron en términos del 4-momento p se expresa de la siguiente

manera:
p + moc]I
p? —m3c? +ie

gF,O(ﬁ) =h (1-74)

1.2.7 FORMULACION COVARIANTE DEL ELECTROMAGNETISMO

En la formulacion del campo electromagnético se utilizan 4-vectores covarian-

tes. El 4-vector de potencial electromagnético se expresa de la siguiente manera [4]:
AF = (¢, A), (1.75)
en donde ¢ es el potencial eléctrico, y A es el potencial magnético.

Ademas, también es ttil la definicién del tensor de campo antisimétrico F*”

en términos de los componentes F; v B; del campo eléctrico y magnético:

0 E, E, E.
~E, 0 B. -B,
P (z) = , (1.76)
~E, -B. 0 B,

~E. B, -B, 0

Por dltimo, también es 1til la densidad carga-corriente s#(x) dada de la si-

guiente manera:

s(x) = [ep(x), (2], (1.77)
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donde:

= p(z) es la carga encerrada por unidad de volumen espacial,

= j(x) es el vector de la densidad de corriente por unidad de drea transversal.

Teniendo todo esto en cuenta, es posible escribir las ecuaciones de Maxwell del
electromagnetismo en su forma tensorial:

0, P () = 2sh(z), (1.78)

c

O™ (x) + 0" F" (@) + 0" F M (x) = 0. (1.79)

El tensor de campo antisimétrico F'*” puede ser expresado en términos del

4-vector de potencial electromagnético A*:

Fr(z) = 8" A (z) — A (x). (1.80)

Evaluando la ecuacion (1.80) en la ecuacién (1.78) se obtiene la ecuacion del
campo electromagnético en funcion del 4-vector A*:

1
0"0,[A*(x)] — 0" [0, A" (x)] = Es“(x). (1.81)
La densidad lagrangiana propuesta por Fermi para describir el campo electro-

magnético se expresa de la siguiente manera:

1

Z = =5 (0,Au(2)) (0" A(2)) = —su(2) A" (2). (1.82)

1

2
Tras evaluar esta densidad lagrangiana en las ecuaciones de movimiento de

Euler-Lagrange para campos se obtiene la ecuacién del campo electromagnético:

1
0"0,[AH(x)] = —s*(x). (1.83)
c
Para que esta ecuaciéon de campo electromagnético sea concordante con las

ecuaciones de Maxwell (1.81), es necesario que se cumpla con la condicion 9, A" (z) =

0, o con una expresioén equivalente.
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Utilizando la densidad lagrangiana para el campo electromagnético propuesta

por Fermi, es posible calcular la densidad de momento conjugado:

0L 1.
™(z) = — = -5 A"(z). (1.84)
0A, c
Es necesario calcular el campo electromagnético libre, sin ninguna carga fuente
ni corrientes. Esta condicion se expresa de la siguiente manera: s* (x) = 0. Entonces,
a partir de la ecuacién (1.83) se obtiene la ecuaciéon del campo electromagnético

libre:
0"0,[A*(x)] = 0. (1.85)

Tras imponer condiciones de frontera periddicas, es posible obtener una solu-
cién general a esta ultima ecuacion diferencial. La solucién general se expresa de la

siguiente forma:

4

At (x) = Au(Jr)(x) + Au(f)(w)’

hCQ 1/2 ‘
W) =% () 9 aloet
Wk

)

(1.86)

donde:

V' es el volumen delimitado por las fronteras,

k es el vector de onda establecido por las condiciones de frontera,

wx = +clk|,

» k=2 es el 4-vector de onda.

x es el 4-vector de posicion.

as y al son constantes que dependen del momento k.
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El término € (k) merece especial atenciéon ya que tiene varias particularidades.
Este vector recibe el nombre de 4-vector de polarizacion. Este vector indica que para
cada vector solucién A* evaluado en un vector de onda especifico k, existen cuatro

estados de polarizaciéon identificados por el indice s = 0,1, 2, 3.

ES#(k) 6#(k> = _Csésta 57t = OJ 17 27 37

(1.87)
DGkl ei(k) = —¢g,
endonde o= —-1y G =G =C( =1
El 4-vector de polarizacion € (k) es definido de la siguiente forma:
eh(k) =n"= (1, 0, 0, 0),
’ (1.88)

(k) = (0, es(k)), s=1, 2, 3,

s

en donde el tercer vector de polarizacién tridimensional e3(k) es el vector unitario

de k; es decir, €3 (k) = ﬁ Todos los vectores €,(k) son perpendiculares entre si:

k-e(k)=0, s=1,2;
(1.89)
Es(k) . Gt(k> = (5315, S,t = 172,3.

Con esto, se tiene que los 4-vectores €] y €5 son vectores de polarizacion trans-
versal, €5 es el vector de polarizacién longitudinal y €} es el vector de polarizacién

escalar.

Con el desarrollo obtenido hasta el momento, se cuentan con las herramientas
necesarias para cuantizar el campo electromagnético. Primeramente, se promueven
las constantes a, y al a operadores de aniquilacién y creacién de particulas a, y al.
Con esto, los campos vectoriales A" se convierten en operadores de campo libre Aj:

( ~

Al(a) = AL (@) + A5 (),

. K2\ V2 -
Ag(ﬂ (z) = Z (szOk> e, (k) as (k) e,

(1.90)

sS

0w =3 (e )1/265<k>a1<k>ei’“.

QVWOyk

\ k,s
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Los fotones pertenecen a la familia de bosones, los cuales siguen la estadisti-
ca de Bose-Einstein. Al cuantizar los campos que cumplen con esta estadistica se
utilizan relaciones de conmutacion entre los operadores de un campo arbitrario QASOVT
y sus operadores de densidad conjugada 7. Estas relaciones de conmutaciéon son

conocidas como las «relaciones de conmutacion canénicay:

(o (X, 1), o4 (X, £)] = ih6,46(x — X'),

) ) (1.91)
[0 (X,1), dos(X',1)] = [For(x,1), Tos(x', )] = 0.

Aplicando estas relaciones de conmutacién utilizando los operadores de campo
electromagnético dados por la ecuacién (1.90) y promoviendo la densidad de mo-
mento conjugada dada por la ecuaciéon (1.84) a operador, se obtienen las relaciones

de conmutacién para el campo electromagnético:

[‘L}g(xv t)v f}g(x 7t)] = [AS(X, t)? AS(X 7t)] =0, (192)
[Af(x,1), Af (X', )] = —ihc® g"'6(x — X).

Al sustituir las expansiones del vector Af dadas por la ecuacién (1.86) en estas
relaciones de conmutacion, se obtienen relaciones de conmutacion de los operadores

de aniquilacién y creacion de fotones (a, y al):
(), 4} ()| = G 0 B

a.(). (k)] = |al(k), al(1)| = 0.

S

(1.93)

Las relaciones de conmutacion son idénticas a las de los bosones en la ecuacion
de Klein-Gordon para s = 1, 2, 3, ya que para estos valores de s, (; = 1. Sin embargo,
para s = 0, (; = —1, lo cual aparentemente hace que los operadores de aniquilacién
se conviertan en operadores de creacién y viceversa. Gupta y Bleuler resolvieron
este problema al establecer que a,(k) son operadores de aniquilacién y af(k) son

operadores de creacién de fotones para todos los valores de s.

El estado del vacio para el campo electromagnético se representa mediante el

ket de estado del vacio |0). Asi, al utilizar el operador de aniquilacién as (k) sobre
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el estado |0) se obtiene cero.

as(k)|0) =0, Vk, s=0,....3. (1.94)

De igual manera, un operador de creaciéon a! actuando sobre el ket de estado

del vacio |0) genera un estado con un fotén con polarizacién s y momento k:

1) = al(k) |0) . (1.95)

El operador niimero en término de los operadores de aniquilacion y creacion

de fotones esta dado de la siguiente manera:

N (k) = ¢l (k) (k). (1.96)

Para el caso de las variables observables como el caso del Hamiltoniano (energia
total), solamente los fotones transversales contribuyen al valor medido. Las contri-
buciones de los fotones longitudinales y escalares (s = 0y s = 3) a las variables
medibles se cancelan entre si, sumando 0. Entonces, la sumatoria en s solamente

toma los valores de 1 y 2:

2
Ho = hworCal(k)ag(k) =Y > hwoal(k)as(k). (1.97)

k,s k s=1
Los vectores que describen al campo electromagnético contienen componentes
reales. Por lo tanto, el operador de carga es igual a cero para la particula del campo

electromagnético: el foton.

1.2.8 PROPAGADOR DEL FOTON

Es posible establecer relaciones de conmutaciéon a tiempos distintos para el

campo electromagnético [4]. Estas se expresan de la siguiente forma:

~

Ab(z), A% (2")| = ihe DY (x — o), (1.98)
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en donde D} (x) = lim,,_0 [—g" A(x)].

El propagador libre del foton esté definido por el producto temporal de opera-

dores de campo electromagnético evaluado a tiempos distintos:

O] [Ag(x)fxg(x')} 0) = ihe D% (& — o). (1.99)

Tras evaluar el producto temporal, se obtiene la siguiente expresion para el

propagador libre del fotén:

, _guu ) d4k, e—ikx
D’ = ——1 _—. 1.100
ro(®) (2m)4 et / k2 + ie ( )

El propagador libre del fotén en término de los vectores de momento k se
obtiene al comparar la ecuacién (1.100) con las transformadas de Fourier dadas por
la ecuacién (1.73) y utilizando la igualdad p = hk. Al hacer todo esto, se identifica

la ecuacién del propagador del fotén en el espacio de momentos:

P () = =9 (1.101)
F0

1.2.9 UNIDADES NATURALES

En la teoria cuantica de campos, se utilizan unidades distintas al SI o al sistema
c.g.s. El uso de unidades naturales en la teoria cudntica de campos simplifica los

calculos hechos a mano [4,11,12].

En las unidades naturales, se establece que la constante de Planck A y la
velocidad de la luz en el vacio ¢ ambas tienen un valor de 1 (A = ¢ = 1). De esta

manera, en las unidades naturales no aparecen estas dos constantes.

Como consecuencia, las cantidades fisicas son expresadas en potencias de la

masa, la cual es expresada en términos de energia (keV, MeV, GeV, etc.).

En las unidades convencionales, ya sea en el SI (Sistema Internacional de Me-

didas) o en c.g.s, se asigna una dimension a la masa M, a la longitud L y al tiempo
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TABLA 1.1: Dimensiones en unidades SI y naturales. Adaptado de Mandl, L.(2010).

Cantidad fisica SI u.n.

Masa 1 0 0 1
Longitud 0 1 0 -1
Tiempo 0 O 1 —1
Densidades Lagrangianas o Hamiltonianas 1 -1 -2 4
Carga eléctrica % % -1 0
Campo electromagnético A*(x) s 3 -1 1
Campos de Dirac ¥(z) y () 0 -2 o g

T. Asi, las unidades de cualquier otra cantidad fisica como el momento, energia,
momento angular, etc. son expresados de la siguiente manera: MPLIT". Pero en
unidades naturales, las unidades de las cantidades fisicas son expresadas solo como
potencia de la masa, es decir:

M" = MPI (1.102)

Asi, las unidades naturales de las cantidades fisicas estdn identificadas por
el exponencial n. En la tabla 1.1 se muestran las unidades naturales de diferentes

cantidades fisicas.

1.2.10 CAPA DE MASA

Habiendo ya introducido las unidades naturales, es necesario expresar los pro-

pagadores libres del foton y del electron en dichas unidades ya que seran utilizadas
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al definir la autoenergia del electron. La tinica diferencia entre las expresiones ya co-
nocidas de los propagadores libres radica en que en unidades naturales se establece
que h = ¢ = 1. Los propagadores libres del electron y del foton que se utilizaran de

este punto en adelante [4] se expresan en la ecuacién (1.103) .

5 P+ mol 1
S p — - pr— . )

Fo(p) P —mi + ie P — moll + tel (1.103)
o —gh”

?,o(k) =

Los propagadores describen la creacion y aniquilacion de una particula y de su
respectiva antiparticula en diferentes puntos del espacio-tiempo. Las particulas (o

antiparticulas) descritas por el propagador son particulas virtuales.

Las particulas virtuales son aquellas que se encuentran fuera de la capa de
masa. La capa de masa consiste en un hiperboloide de 4 dimensiones que describe

el comportamiento de una particula con masa m [7].

Pensemos en una particula arbitraria con masa m y momento p. De acuerdo

con la relatividad general, su energia (en unidades naturales) esta dada por:

E = +/p?+m?.

Con esto, se puede establecer un 4-vector de momento que describe a esta

particula:
P =(E,p).
Se cumple con la siguiente relacion de dispersion:
P’ =p'p, = E*—p*=m (1.104)

Entonces, la capa de masa describe a las particulas que respeta la relacién entre

energia y masa dadas por la relatividad general: p? = m?.

Esto suele representarse graficamente con una figura tridimensional donde en

el eje z se grafican los valores del componente p° del 4-vector p* mientras que se
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F1GURA 1.4: Grafica tridimensional de la capa de masa (rojo) y el cono de luz (azul).

Reimpreso de Lancaster, T. & Blundell, S. (2014).

grafican dos de los tres componentes espaciales de p* (por ejemplo p' y p?) en los
ejes r v y. La capa de masa es graficada en la figura 1.4 como el hiperboloide rojo.
Por su parte, las particulas sin masa (como los fotones) viajan a la velocidad de la

luz y son descritas por el cono de luz (el cono azul de la figura 1.4).

Es necesario analizar con mayor detalle la estructura algebraica de los propaga-
dores [6] dados por la ecuacion (1.103). En el caso del propagador fermiénico, puede
observarse que éste tiene un polo en p? = m2. Esto quiere decir que este propagador
describe a un fermién (o antifermién) con una masa mg pero que se «mueve» fuera

de la capa de masa.

Analogamente, puede observarse que el propagador del fotén tiene un polo en
k? = 0. Por definicién, un fotén tiene una masa igual a 0. Por lo tanto, puede decirse
que el propagador del electron tiene también un polo evaluado en la masa de su
particula. El propagador del foton describe a un fotén que se «mueve» fuera del

cono de luz.

Las particulas que se mueven fuera de su respectiva capa de masa son llamadas
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particulas virtuales. Ahora vale la pena preguntarse [7], jcémo es que las particulas

virtuales pueden «moversey» fuera de la capa de masa?

Esto se explica mediante el concepto de la incertidumbre de tiempo-energia de

Heisenberg de la fisica cuantica:

AEAt ~ h.

De acuerdo con esto, es posible que existan desviaciones de la energia de la
particula E respecto a /p?+ m? siempre y cuando esto no suceda durante un

tiempo mayor a:

h
<
ALS =

Después de esta discusion, se obtienen dos conclusiones importantes:

= Las particulas virtuales existen durante un tiempo muy corto, ya que se mueven

fuera de la capa de masa.

» Los propagadores tienen un polo evaluado en la masa de la particula p? = m?.

1.2.11 LA MATRIZ Sp

Hasta el momento, se han expresado las densidades lagrangianas del campo de
Dirac y el campo electromagnético libres; es decir, sin considerar la interaccion entre

ellos.

En el caso de la interaccion entre un electrén y un fotén, ocurre una interaccion
[4,5,7] entre los campos fermiénicos libres vy (), 1} (z) y el campo electromagnético
Al (z). Estas interacciones son descritas por una densidad lagrangiana de interaccién

~

P,

La densidad lagrangiana que describe al sistema del campo electromagnético

y del electron estda dado por la suma de la densidad lagrangiana libre % del campo
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fermionico y electromagnético, asi como la ya mencionada densidad lagrangiana de
interaccion 77,

L =L+ 2L, (1.105)

donde:
o= Nl (19, = ma) n(e) = 5 (o) (0°25(0))

Ziy = N |eo () o(@)dolx) |

Estas densidades lagrangianas estan expresadas en unidades naturales.

De manera analoga a la densidad lagrangiana, la densidad hamiltoniana tam-
bién puede ser dividida en una densidad hamiltoniana libre Ay, y una densidad

hamiltoniana de interaccién %%.0 de la siguiente manera:
H = My + 4, (1.107)

en donde 74, es de gran utilidad en la definicién de la matriz Sy. Esta densidad

Hamiltoniana se expresa de la siguiente manera:

~
fa3 ~

Hi(w) = =2 (x) = —eo N |dho(w) Ao ()0 (x) | - (1.108)

La definicién de la matriz Sy proviene del uso de la teoria de perturbaciones
para calcular un estado final |f) a partir de un estado inicial |i). Para lograr esto, es
necesario definir la ecuaciéon de movimiento de vectores de estado en la representacién

de interaccion:

. d >
i 19(0) = Hio (1)|2(1), (1.109)

en donde el Hamiltoniano de interaccién esté dado por H =/ d3:c%210. Esta ecua-

cion describe la evolucién temporal de los kets de estado.

Es posible definir un vector ket de estado inicial |7}, el cual representa al estado

de un sistema evaluado en un tiempo muy lejano en el pasado (t; = —00):

i) = [®(t; = —00)). (1.110)
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De igual manera, se puede definir un vector ket de estado final, el cual repre-
senta al estado de un sistema evaluado en un tiempo muy lejano de la interaccién

en el futuro (¢t = o0):

) = [®(t; = o0)). (1.111)

La ecuacién (1.109) puede ser resuelta mediante la teoria de perturbaciones. La

expresion que describe un estado en un tiempo t se expresa de la siguiente manera:

B(0)) = i)+ (~0) [t (el
i (1.112)

0 /_ it /_ Aty (1) (£2)[®(12)).

Para calcular el estado final dado por (1.111), es necesario calcular el limite

cuando t — oo de la ecuacion (1.112):

[i (=) / diy / dts .. / Aty Hi, (b)) Hyy (t2) - Hiyy (02) ] [0)
= Soli).

(1.113)

>

En donde la matriz Sy transforma un ket de estado inicial |i) en uno final |f).
La matriz So puede ser representada también como suma de integrales de productos

ordenados temporales de la siguiente manera:

( [e%¢) t1 tn—1 R R R
S (i / it / dty- - / dt Fr (b)) F (t2) - - Fl (1),
70 —0o0 —00 —00

i(nl / dtl/ dty - / dt, T{H1,(t1)H1, (t2) - Hyo(£a) }-
o (1.114)

La matriz Sy también puede ser expresada en términos de las densidades Ha-

miltonianas de interaccion:

— i / /d4x d*zs - - nT{%zIO (331)%%0(352) e ,%%O(xn)} .
(1.115)
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1.2.12 TEOREMA DE WICK

Al observar la ecuacién (1.115) se observa que los integrandos estdn conforma-
dos por productos temporales (7 {--- }) de densidades Hamiltonianas de interaccién
(), dadas por la ecuacién (1.108). Las densidades Hamiltonianas de interaccion
en la electrodindmica cudntica son productos normales N {---} de los campos fer-

miénicos libres (¢ y ¥{) y el campo electromagnético libre (1;40 = A ,).

Asi, para la electrodinamica cudntica, la matriz Sy se expresa de la siguiente

manera:

T{N e it >} [w()(xz)Ao(xgwo(xz)]---N[Joun)%o(mnwo(xn)]}.
(1.116)

El teorema de Wick se desarrolld para evaluar productos temporales de pro-
ductos normales de operadores T {N [AB],, -+ N [Aé]xn} y expresarlos de manera
simplificada en términos de los componentes de creacién y aniquilacién de los campos

A o ~ 4 ~—
fermidnicos y electromagnético libres ¢ (z), ¥y (z), A, (x) y A, () [4,5,7].

Para explicar en qué consiste el teorema de Wick, es necesario generalizar el

producto normal:

NQR.. W] = (-)(QR...W). (1.117)

Donde P es el nimero de posiciones que se intercambiaron los operadores
fermionicos para que todos los operadores de creacion estén colocados a la derecha

y todos los de aniquilacion estén a la izquierda.

Si se consideran dos operadores arbitrarios (aniquilacién o creacién de particu-

las) A y B, entonces se obtiene la siguiente ecuacion al evaluar su producto y restarle



CAPITULO 1. INTRODUCCION 41

su producto normal:

o o [At,B~],, para dos campos fermiénicos;
AB - N(AB) = (1.118)

[AT,B~], en cualquier otro caso.

Es posible calcular el valor de expectacién del vacio de la ecuacién (1.118) para
ambos casos: fermiones y fotones. El producto de expectacién del vacio del término

N(AE) es igual a cero, por lo que resulta:

~ A

[AT,B~],, para dos campos fermi6nicos;

(0|AB10) = (1.119)

[AT,B~], en cualquier otro caso.

Con esto, la ecuacién (1.118) toma la siguiente forma:

~

AB = N(AB) + (0| AB|0). (1.120)

Ahora, es posible calcular el producto temporal de esta ecuacion:
T{A(21)B(2)} = N{A(21) B(x2)} + (0|T{A(21) B(w2)}|0), (1.121)

donde el segundo término a la derecha de (1.121) se define como la contraccion del

producto de operadores AB:

A(21)B(22) = (0| T{A(z1)B(x2) }|0). (1.122)

La contracciéon de dos operadores es distinta a cero tinicamente cuando estos
operadores describen la creacion y posterior desapariciéon de un mismo tipo de par-
ticula en tiempos distintos. Esto es justamente la definicién de los propagadores que

se han mencionado hasta el momento:

1 A
V0,a(71)Vg 5(72) = =g 5(22)V0,0(71) = iSFoas(z1 — 22) Dirac,
]! ]
Af(21) A (w2) = iDEy (11 — 72) Electromagnético.

(1.123)
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Ahora, es necesario observar el caso del producto normal con contracciones:

donde P es de igual manera nimero de posiciones que se intercambiaron los opera-

dores fermionicos para acomodar a los operadores contraidos del lado izquierdo.

Este producto normal con contracciones es util para la generalizacion del pro-
ducto temporal de mas de dos operadores, el cual se presenta en el integrando de la

ecuacion (1.115) y se expresa de la siguiente manera:

T(AB

. WXYZ)=N(ABCD.. WXYZ)

18

M
+N(ABCD.. WXYZ)+ N(ABCD .. WXYZ)+---+ N(ABCD ... WXYZ)  (1.125)
11 s U

+N(ABCD.. WXYZ)+ -+ N(ABCD... WXYZ) +---,
donde la primera linea del lado derecho evalia al producto normal de los operadores
ABCD---WXYZ sin ninguna contraccién. Posteriormente suma cada una de las
posibilidades de arreglos de productos normales una sola contraccion. Después se
lleva a cabo la misma accién pero sumando todos los arreglos de productos normales

con 2 contracciones, y asi sucesivamente hasta abarcar el mayor niimero posible de

contracciones.

1.2.13 EXPANSION DE LA MATRIZ S

La expresion de la matriz Sy dada por la ecuacién (1.115) no es en si un re-
sultado exacto, sino una aproximacién basada en la teoria de perturbaciones. Asi,
la matriz Sy se representa como una sumatoria de términos infinitos, cada uno agre-

gando una mayor precision al valor real de Sy [4,5,7].

En la electrodinamica cuantica, se estudian las interacciones de fermiones con
fotones. Esto se expresa matematicamente al utilizar la densidad Hamiltoniana de

interaccién brindada por la ecuacién (1.108) en (1.115).



CAPITULO 1. INTRODUCCION 43

Al expandir la matriz Sy se empieza con el término que corresponde a n = 0;
es decir: g(go). Al momento de calcular este término utilizando la ecuacién (1.116) se

observa que es igual al operador identidad 1.

Al momento de evaluar (f| S’(()O) i), se obtiene el siguiente resultado:

(F1S57 13y = (fI1]i) = o5

Esto significa que cuando los estados inicial |7) y final |f) son iguales (es decir
cuando no hubo ningtin evento de dispersién) se obtiene que (f| S” i) = 1, mientras

que si |i) # |f) (hubo un evento de dispersién) se obtiene que (f| S(()O) i) = 0.

. . a0 . . .

Ahora, se continuard con el término S(() ), donde n = 1. La densidad hamiltonia-

na de interaccién para la electrodinamica cuantica estéa dada por la ecuacion (1.108).
En ésta se cuenta con una expansion en series de Fourier del campo electromagnético

Al donde existen operadores de creacién al y aniquilacién a, de fotones.

Para procesos donde cualquiera de los estados |i) y |f) (o ambos al mismo
tiempo) no contienen ningtin fotén, el operador af o el operador G, se encargara de
aniquilar al vacio y hacer que (f| S'él) |i) = 0. En el caso en donde |i) y |f) contienen
ambos a un fotén, al calcular (f] S’él) i) se obtienen estados iniciales y finales con
distintos nimeros de fotones (por ejemplo; un estado |7) con 2 fotones y un estado
final | f) con 0 fotones o viceversa), los cuales son ortogonales entre si. Por lo tanto,

en este caso también se obtiene que: (f| SV [i) = 0.

Se concluye que en cualquier proceso de la electrodindmica cuantica, el término

g(()n de la matriz S, genera una amplitud de probabilidad igual a:

(F1S5V14) =o. (1.126)

Es necesario entonces continuar con el siguiente término (n = 2) en la teoria

de perturbaciones:

~(2 (2 A (2 ~(2 ~(2 ~(2 &(2
S8 = SO+ 8% + S5 + 88 + 8% + 55, (1.127)
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donde se utilizo la contraccion de Wick para expandir el producto temporal de la
ecuaciéon (1.115):

(.

2 2N A E- N
((]:212‘ = _% d4x1d4x2N[(&0‘A0w0>I1 (¢0A0¢0)m}>

52 _ € [ n s o2 o
2= =50 | dadaa{ Mo Agtio)a, (Yoot

+ NM(Wodotho)ar (lodoto))] |},

2

[ 1
N e ~ N N ~ A N
Sé% = —2—? d*z1d" TN (Vo™ Ao.ato)e: (V077 Ao s10) s |,

&(2) e 4. 4 n A lA T BA lA (1.128)
0D = —5 /d x1d $2{N[(¢0’Y&Ao,a¢o)x1 (wo’Y Ao,ﬁiﬁo)m}

| pp—

T R | Al
+ N[(@boWaAo,a@zo)ml (@ZOVﬁAO,B%)m] }v

 —

~ 2 a A ~ a oA ~
S(% = _% d4$1d4$2N[(¢0440@/}0)x1(%Ao%)m}7

) B ar———l
&(2) €0

é,F =35 d w1 d 2o NT (o™ Ao ato) e, (Wor” Ao o) 2 )

Aqui, es importante observar que todos los términos de la ecuacion (1.128)
: . . L a2
son directamente proporcionales a e3. Se dice entonces que el término Sé ) genera a
todas las contribuciones de la matriz Sy de orden €3. Esto se generaliza para términos

superiores S(()n) que son directamente proporcionales a eg.

Ahora, es importante introducir a la constante de estructura fina ag:

2
ap = 2. (1.129)
AT

Al observar que « 2 582 2 de deci 582 t

q 0 o< ey que Sy o e, puede decirse que S~ representa a

. . . A ~(4

las contribuciones de orden ag a la matriz Sy. De esta manera, los elementos S(() )

. ~(6 . ’

son correcciones de orden o2, los elementos S(() ) son correcciones de orden ad v asi

sucesivamente.
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Para que la Matriz Sy sea de utilidad en los calculos de la electrodindmica

cudntica, es necesario establecer estados iniciales |i) y finales |f).

Los estados iniciales y finales contienen la informaciéon acerca de qué particulas

contiene cada estado y cudl es su polarizacion.

Ejemplo 1.1 (Expansién a orden n = 2 para la dispersiéon de Compton).
Supodngase un evento denominado dispersion de Compton:

v+e — y+e . (1.130)

En este evento, es facil identificar los estados iniciales |i) = |e” (p, s);v(k, 1)) ¥y
finales |f) = e~ (p/, s'); v(K',t')). En estos estados, queda implicito que el nimero de
particulas distintas al electron y al foton es cero. Con la matriz 5’0, se busca calcular
la amplitud de probabilidad para que dado el estado inicial |i) se obtenga un estado

final |f) con exactamente las particulas, momentos y polarizacién indicados:

(e~ (1, 8"); (K, )| So le™ (p, s); v(k, 1)) - (1.131)

Ahora, sustituyendo la matriz Sy dada por la ecuacién (1.116) en la ecuacién
(1.131), queda por desarrollar la serie de la matriz Sy en términos infinitos de su
sumatoria de la siguiente manera: Sy = Yoo S'é") . Para efectos practicos, es posible

truncar la sumatoria a n = 2 con resultados razonables.

Anteriormente se discutio que en la expansién de la matriz Sy de la electrodina-

mica cuantica, los términos §éo) y g(()1) generan amplitudes de probabilidad igual a 0

para eventos de dispersién. Por lo tanto, se prosigue al evaluar el valor de expectacion
de 5’52):

(e (0, )i v (k) 5P e (p, 5);v(k, 1)) (1.132)

donde 5'(()2) se expresa en las ecuaciones (1.127) y (1.128).

Es importante en este punto recordar que tanto los espinores Qﬂo y 2/_10 como

los 4-vectores del campo electromagnético A, se descomponen en términos lineales
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a operadores de creacién y aniquilacién de particulas (Véase las ecuaciones (1.45),

(1.46) v (1.86)).

Cada uno de estos términos de creacién y aniquilaciéon de particulas actiian
sobre el ket de estado inicial |i) = |e”(p,s);y(k,t)). De esta manera, todos los
términos de 5’82) que contengan operadores de aniquilaciéon de particulas distintas
al electréon y al fotén tendran un valor de expectacién de cero. Por el contrario, los
términos de S’(()Q) que contengan simultdneamente a los operadores de aniquilacién

del foton y del electron presentes en el estado inicial seran distintos de cero.

Una vez que actuaron los operadores de aniquilacion adecuados sobre |i), se
obtiene que |i) = |0). En este punto, los términos de creacién de particulas tomaran
accion y solamente seran distintos de cero aquellos términos que logren crear el

estado |f) = |e” (p/, );v(K',t')) a partir del vacio |0).

/ . A(2 . / . . .
Para este proceso, en el término S(() ) existen 2 términos distintos que logran

aniquilar todas las particulas iniciales y crear todas las particulas finales:

(e (1, 8); vk )| (So + Sop) le™ (p, s); v(k, 1)), (1.133)
donde:

Sﬁ,a = —63/ d'zy d*zy zzo‘(a:l) v iSpo(z1 — 22) 7" Aa,a(xl) A(J{g(xz) 1&3@2)7

Sop = —6(2)/ d*zy d*xy iy (11) Y iSEo(21 — 12) Y7 A(Iﬁ(xg) Aafa(:zzl) O ().
(1.134)

Expresando ¢y (21), Ay, (21), flgﬁ(@), AEB(IQ) y A (1) en su serie de Fou-
rier y tras el manejo del algebra correspondiente se obtienen expresiones de la si-

guiente manera:

/ date W' K =p=k) (1.135)

donde se puede usar la transformada de Fourier expresada por la ecuacién (1.73)

para definir la delta de Dirac en 4 dimensiones:

/d% (i) — (2m) (g~ 3 ). (1.136)
f %
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Una vez que actuaron los operadores de aniquilacion y creacién para generar
el estado final, se obtiene un producto interno entre el bra y el ket del estado final,
el cual se reduce a una multiplicacién de términos delta de Kronecker que contraen

todas las sumatorias de las series de Fourier de los operadores de campo 1, (x1),

A&a(l‘l% Agﬁ(f@)a 1215,5(552) y A(T,a(ﬂ?l)i

(e=(p, 8 );v(K, ) e (p",8"); v (K", ")) = Opr prrOsr 51 Osr 1O g (1.137)

Utilizando las herramientas vistas hasta el momento junto con la ecuacion

(1.103) y desarrollando el algebra necesaria se obtiene la siguiente expresion:

(182 1i) = (F1(Soa + Soa)li) = [<2w>4 S+ K —p— k)

1/2 1/2 1/2 1/2
(VEP> (VEP’) (ZVWk) (2V(A)k/> :| (Mo’a + MO,b) ’

donde My, y My, son denominadas amplitudes invariantes. Estos términos consi-

(1.138)

deran que en los propagadores de las particulas se encuentra el desplazamiento de

los polos +i€ y el limite lim,. .9+ es evaluado en este término:

Moo == lim efan(p) ¢(K')i Sro(g=p+k)¢(k) uo(p) ,

Moy = = lime§iio(p) ¢(k) i Spolq = p = k)¢ (K) uo(p).

(1.139)

Estas amplitudes invariantes son las tinicas contribuciones de orden €3 (u orden

ap) de la matriz Sy a la dispersién de Compton. o

Ya que se reviso el procedimiento para obtener la expresion de la amplitud de
probabilidad para pasar de un estado inicial |i) a uno final |f) para la dispersién de

Compton, es necesario mostrar la expresién general para cualquier tipo de proceso:

A 1/2
(f1Soli) = 67; + <pr Zpl)H(QVEo)
) 1/2
H<2VE’ ) H(Qmo,e)l/zf\/lm
f 0 ¢

7f

(1.140)
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Los subindices 7 y f hacen referencia a los estados iniciales y finales, respecti-

vamente. Similarmente, la comilla en Ej , y p; hace referencia a estados finales.

Es importante mencionar que la delta de Kronecker dy; es igual a 1 si el estado

inicial es igual al final (no hubo ninguna transicién) y es igual a 0 en el caso contrario.

/2 1/2
Los términos [], <ﬁ> vy [1; (ﬁ) surgen de la normalizacién de los
i 0.1

campos fermioénicos y electromagnético.

Por otro lado, el término [],(2mg,)"/? surge de la generalizacién de procesos

con cualquier leptén (no solamente considerando al par electrén-positrén).

La expresion de la amplitud invariante My depende de las particulas iniciales
y finales del proceso en particular asi como de sus momentos y polarizaciones. Esta
expresion representa a las contribuciones de las correcciones a todos los ordenes

perturbativos de e,.

1.2.14 REGLAS Y DIAGRAMAS DE FEYNMAN

Richard Feynman estableci6 una manera de asociar a la expresion algebraica
de una amplitud invariante M, con una representacion pictérica conocida como

Diagramas de Feynman [4].

Los diagramas de Feynman son representaciones pictoéricas que describen a las
particulas iniciales y finales de un proceso cualquiera de la electrodindmica cuéntica,

asi como posibles caminos intermedios (por medio de particulas virtuales).

Las Reglas de Feynman permiten conectar las piezas que ya conocemos como
los propagadores (ZN?F,O y S’F,o ), espinores solucion (ug s(p), @o,s(P), Vo.s(P) ¥ %os(P))s
los vectores de polarizacion €., matrices gamma v y la carga eléctrica desnuda eq
de las particulas para poder escribir la expresion algebraica de la amplitud invariante

M a partir de un diagrama de Feynman especifico.
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En el apéndice A se encuentra una explicacion de todas las reglas de Feynman.

1.2.15 CORRECCIONES RADIATIVAS

La ecuacién diferencial que describe la evolucién temporal de un estado |®(t))
(ecuacién (1.109)) no tiene una solucién exacta. Es por esto por lo que se utiliza
la teoria de perturbaciones para resolver esta ecuacién diferencial [4,5]. Es en este

momento donde surge la matriz Sj.

La matriz Sy es util para calcular predicciones experimentales como la cross
section. En la electrodindmica cuantica, la expansion de la matriz Sy es una expansion
perturbativa respecto a ey que busca aproximar de mayor manera la solucién a la

ecuacion (1.109).

En cuanto mayor sea el orden perturbativo en el que se analice la matriz Sy,
mas certeras seran las predicciones respecto a las cantidades experimentales. Esto
hace que la electrodinamica cuantica sea la rama de la fisica que predice resultados

con mayor exactitud.

Al expandir la matriz Sy a érdenes n > 2 empiezan a surgir tres expresiones
particulares que divergen al evaluarlas. Estas expresiones son llamadas correcciones
radiativas y son las unicas responsables de cualquier divergencia que pueda presen-

tarse en la electrodindmica cudntica.
Ejemplo 1.2 (Expansién a orden n=4 para la dispersién de Compton).

Para visualizar de mejor manera la apariciéon de las 3 correcciones radiativas,
es necesario analizar la expansion a érdenes altos de la matriz Sy para un proceso
particular. En este caso, se retoma el proceso de la dispersiéon de Compton y se

expandira la matriz Sy hasta el orden n = 4.

En el ejemplo 1.1 se analiz6 la amplitud de probabilidad de la dispersion de
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Compton a orden n = 2:

(e (0, 8 )iy (K )] S5 e~ (p, s)i v (K, 1)) .

Estas cantidades estdn dadas por las ecuaciones (1.138) y (1.139).

Al aplicar las reglas de Feynman explicadas en el apéndice A a las amplitudes
invariantes dadas por la ecuacién (1.139) se obtienen los dos diagramas de Feynman

a nivel arbol para la dispersiéon de Compton.

Y
Y

Y

(a) (b)

Ficura 1.5: Diagramas de Feynman a nivel arbol para la dispersion Compton.

Ambos diagramas representan correcciones de orden €2 (u orden ag). Reimpreso de

F. Mandl & Shaw, G. (2010).

Ahora, se continiia con el término S(g?’). Al calcularse la amplitud de proba-
bilidad de esté término para el proceso de la dispersion de Compton, se obtiene
que:

(e (0, 8 )i (K )] S5 e (p, s)i v (K, 1)) = 0.

Por lo tanto, el término §83) no genera diagramas de Feynman de orden €3 para

la dispersion de Compton.

Se concluye calculando la amplitud de probabilidad generada por el término

S'é4> de la matriz Sp:

(e @, 8y (K, )| S5 e (p, )5 v(k, 1))

De este término se obtienen 14 diagramas de Feynman. En la figura 1.6, se

ilustran ocho de estos diagramas de Feynman.
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(a) (b)

\‘m\\\ . ’H,r’:;
> > >

(c) (d)

(8) (h)

F1GURA 1.6: Contribuciones de cuarto orden para la dispersiéon de Compton. Reim-

preso de F. Mandl & Shaw, G. (2010).

A partir de estos diagramas de Feynman, se pueden obtener sus respectivas
amplitudes invariantes al aplicar las reglas de Feynman. Al hacer esto, resulta que
las amplitudes invariantes que corresponden a los diagramas (a) — (d) de la figura 1.6
son divergentes. De hecho, dentro de estos 4 diagramas de Feynman se encuentran

las tres correcciones radiativas.

Las amplitudes invariantes correspondientes a los diagramas de Feynman (e) —
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(h) de la figura 1.6 son finitas y no contienen a ninguna correccién radiativa.

Para calcular la amplitud invariante M, a orden e§ (o a3), es necesario sumar
las amplitudes invariantes de orden e (o ag) dadas por la ecuacién (1.139) méas
las 14 amplitudes invariantes correspondientes a cada diagrama de Feynman que se

4 2
presentan a orden e; (0 o).

Al momento de hacer esta sumatoria, las amplitudes invariantes de los diagra-

mas de Feynman (g) y (h) se restan entre si, dando como resultado 0.

Esto no solo ocurre en este proceso, si no que ocurre cuando existen diagra-
mas de Feynman con loops fermiénicos que contienen un ntimero impar de lineas

fermionicas de acuerdo con el Teorema de Furry. o

Ahora, vale la pena identificar a las partes que generan las divergencias en

cualquier proceso de la electrodinamica cuantica: las correcciones radiativas.

F1cura 1.7: Correcciones radiativas. (a) Autoenergia del electron. (b) Autoenergia

del fotén. (c) Correccion al vértice. Reimpreso de F. Mandl & Shaw, G. (2010).

Cada una de las amplitudes de probabilidad de los diagramas de Feynman
ilustrados en la figura 1.7 es divergente. Estas divergencias se deben a que se al
calcular las amplitudes de probabilidad se utilizaron cantidades desnudas (mq, e,
1&0, etc.). Estas propiedades que describen a las particulas o a los campos deben de
ser redefinidas o renormalizadas para que las tres correcciones radiativas sean finitas

a cualquier orden («) de la teoria de perturbaciones.
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Al observar con detalle la figura 1.5 y compararla con los incisos (a) — (d) de
la figura 1.6, se observa que a partir de los diagramas de Feynman del proceso de
dispersion de Compton a orden €3 (u orden «y) se pueden obtener algunos de los
diagramas de 6rdenes perturbativos mayores (ej o mayor) realizando las sustituciones

ilustradas en la figura 1.8.

k
p P p—k p
(a)
q+p
AN\N\N\NANANANAN —
q q q

F1GURA 1.8: Sustituciones de diferentes piezas de los diagramas de Feynman a orden

e? por correcciones radiativas. Reimpreso de F. Mandl & Shaw, G. (2010).

Por ejemplo, a partir del diagrama de Feynman (a) de la figura 1.5 puede
obtenerse el diagrama de Feynman (a) de la figura 1.6 al realizar la sustituciéon (a)

de la figura 1.8 en la linea del electron entrante.

Con esto, es evidente la importancia de las tres correcciones radiativas, ya
que aparecen en los diagramas de Feynman de expansiones perturbativas de 6rdenes

altos.
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La teoria de perturbaciones busca aproximar con cada vez mayor precision las
mediciones experimentales mediante los calculos a érdenes perturbativos altos. Al
observar que los célculos de la matriz Sy a 6rdenes altos conlleva a la aparicion de
las correcciones radiativas (las cuales son divergentes), se observa un problema claro:

no se pueden hacer predicciones tedricas si las aproximaciones divergen.

La solucién a este problema es la renormalizacion, donde las propiedades de
las particulas y de los campos son redefinidas con el objetivo de eliminar las diver-
gencias que ocurren en las correcciones radiativas. Una vez aplicada correctamente
la renormalizacion de la electrodinamica cuantica, las predicciones tedricas de cual-
quier orden de la teoria de perturbaciones son siempre finitas y muy cercanas a los

resultados experimentales.

1.2.16 DIAGRAMA DE FEYNMAN PARA LA AUTOENERGIA DEL

ELECTRON

En la seccion anterior se analizo la aparicion de las tres correcciones radiativas.
Una de ellas es el objeto de estudio de esta tesis: la autoenergia del electron [9]. En

la figura 1.9 se muestra el diagrama de Feynman este proceso.

k

p p—k p

[
>

Ficura 1.9: Diagrama de Feynman de la autoenergia del electréon. Reimpreso de

Sakurai, J.J. (1967).

Dada la figura (1.9), es posible calcular su amplitud de probabilidad corres-
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pondiente [4]:

_ A1 — m
(e (p, )| Sole™(p, ') = 85 + | (2m) ' 69 (p — p) | Mo ()
VEyp
En este proceso, se considera que un electréon con un 4-momento p se divide
en un determinado punto del espacio-tiempo en dos particulas: un fotén virtual con
momento k£ y un electréon virtual con momento p — k. Debido a la conservacién

energia-momento, el 4-vector del electréon saliente es también igual a p.

La amplitud invariante de la autoenergia del electron se expresa de la siguiente

manera:

2

My == lim | d* [iDpo,, (k)] G(p) 7 [iSre(p — k)] 7* uo(p) .  (1.142)

(27)% o

Vale la pena analizar a detalle la estructura matematica de la ecuacién (1.142).

En esta ecuacion se encuentran términos con indices de Lorentz:

= Z.DF,OQ;M

(67

=T

-~

Se observa que los subindices a y § del propagador del foton se contraen con
los superindices a y [ de las matrices gamma. Por lo tanto, en lo que al espacio
de Lorentz respecta, la amplitud invariante M, dada por la ecuacién (1.142) es un

escalar.

Por otra parte, en el espacio de Dirac aparecen los siguientes objetos:

» Uo(p) es un vector de tamano 1 x 4,
= 7% es una matriz de tamafio 4 x 4,

. [igp7g(p — k)] es una matriz de tamafio 4 x 4,
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» v? es una matriz de tamaifio 4 x 4,

= up(p) es un vector de tamano 4 x 1.

La multiplicaciéon sucesiva de estos objetos corresponde a una contracciéon com-
pleta de los indices de Dirac, dando lugar a un objeto de tamafio 1 x 1; es decir,
un escalar. Por lo tanto, en cuanto al espacio de Dirac respecta, M, es también un

escalar.

Entonces, Mj es un objeto escalar y puede escribirse en términos de la auto-

energia del electron (X(p)):

Mo = tos(p) [{E(p)] uos(p)- (1.143)

Ahora, es necesario analizar la forma de la ecuacién (1.143). Hasta el momento
se sabe que M es un término escalar, @ s(p) es un vector fila de tamafnio 1 x 4 en
el espacio de Dirac y g s(p) es un vector columna de tamafio 4 x 1 (también en el

espacio de Dirac).

Para que la expresion anterior sea consistente con la estructura matricial en el

espacio de Dirac, el objeto i3(p) debe ser una matriz de tamano 4 x 4.

Tras realizar las sustituciones necesarias, se obtiene la expresion matemaética
de la autoenergia del electron X(p):

Ak i(p — ¥+ mol) —i
Y (p) = (ieg)? li A .
2(p) = (ieo) 5—1>I(§1+ (2#)47 (p— k)2 —mo? + ice e k2 + e

(1.144)

En donde la integraciéon sobre el vector de onda k del foton indica que en
la autoenergia del electron se consideran todos los momentos posibles que pueda
obtener el fotén virtual desde que es creado hasta que es aniquilado. Al integrar
sobre todos los valores posibles de k£ no solo se toman en cuenta todos los valores
posibles de energia-momento del fotén virtual, sino que también se consideran todos
los valores posibles de energia-momento del electrén virtual presente en el propagador

fermiénico con 4-momento p — k.
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La autoenergia del electron ¥(p) es una funcién tnicamente del 4-vector de
momento del electrén p. Es decir, una vez conocidos los componentes de p, es posible
obtener una expresién unica para X(p). Esta expresion es independiente del 4-vector
k, ya que la integral siempre se evaliia sobre todos los valores posibles de k y ésta

actila como una variable «muday.
Al evaluar el término X(p), se observa que éste contiene dos tipos de divergen-
cias:
» Divergencia ultravioleta: Se presenta cuando se evalian momentos k que tien-
den a oo (altamente energéticos),
» Divergencia infrarroja: Se presenta cuando se evalilan momentos k que tienden

a 0.

Las divergencias infrarrojas son eliminadas en cualquier proceso de la electro-
dindmica cudntica al calcular cantidades experimentales (como la cross section) y
considerar diagramas de Feynman adicionales donde se emite un fotén con energia

muy baja (proceso conocido como Soft Bremsstrahlung).

En cambio, las divergencias ultravioletas son eliminadas tras el proceso de

renormalizacion.

El estudio de la renormalizacion aplicada a la autoenergia del electron conlleva

a la renormalizacion de la masa desnuda del electréon my.

1.3 ANTECEDENTES

El primer intento de calcular la autoenergia del electron se realizé utilizando

el electromagnetismo clésico [3].

De acuerdo con el electromagnetismo clasico, el campo eléctrico de un electron
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es [1]:

i, (1.145)

donde:

E es el campo eléctrico,
= ¢y es la constante de permitividad del vacio,
= ¢ es la carga del electron,

r es la distancia desde el electréon hasta un punto arbitrario donde se mide del

campo eléctrico.

Mientras que la energia producida por un electrén, segtin la teoria electromag-

nética clasica [2], estd dada por:

W= %“/// (B[ + |BJ?) dr, (1.146)

donde:

= B es el campo magnético,
= dr7 es el elemento diferencial de volumen.
El caso mas simple es el de un electron que se encuentra en reposo. En esta

situacion, el campo magnético B es inexistente, y la ecuacion (1.146) se simplifica a

la siguiente expresion:

W:%O///EQCZT:%O/// (4736(])2(7%)2(17, (1.147)

donde se establece que W es la autoenergia de un electréon que permanece en reposo,

cuya Unica contribucién es su campo eléctrico. A continuacion, utilizando coordena-

das esféricas para evaluar la integral, el resultado es:

2 27 i o] 2
W:E—Oe—/ d<I>/ sin9d9/ dr_ < (1Y (1.148)
2 (4mep)? J, 0 T2 8meg \ 1o
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En este desarrollo se considera que el electron tiene un tamafno definido, el
cual es conocido como el “radio clasico del electron” con un valor aproximado de
ro ~ 2.8x 107! ¢m [13]. Sin embargo, el postulado de que el electrén tiene un tamafio
fijo no concuerda con las teorias modernas de la fisica que describen adecuadamente
el comportamiento de los fendémenos a escalas atomicas. De acuerdo con la mecénica
cuantica, el electrén es una particula puntual, con 7o = 0. Al evaluar la ecuacion

(1.148) considerando esto, se obtiene la siguiente expresion [2]:

2 27 s e’} 2 0
€0 e . d?” € 1
== — dd 0 do — = —-| = o0. 1.14
W= T, 0 | Hoo .

En esta expresion se encuentra el problema comentado anteriormente: el cadlculo

de la autoenergia del electron es divergente. Por esta razon, se buscaron alternativas

para calcular esta cantidad utilizando la ecuacién de Dirac.

En la primera década de 1900 se empezaba a formar una revolucién en la
comprension de la fisica. Todo surgié cuando Planck publicé su investigacién en
1901 acerca de la distribucién de la energia en la radiacién de cuerpo negro. Fue en
1905 cuando Albert Einstein analiz6 los resultados de Planck y les dié una nueva
interpretaciéon: la emision y absorcién de radiacién ocurria en paquetes discretos,

llamados fotones [13]. Esto sentarfa el inicio de la fisica cuantica.

En 1925, Erwin Schrodinger publico su investigacion donde planted la ecuacion
que describirfa los procesos cudnticos: la ecuacién de Schrodinger [13]. Es comuin que
la ecuacion de Schrodinger no tenga soluciones exactas para sistemas especificos. Pa-
ra solucionar esto, se desarrollé una técnica llamada teoria de perturbaciones donde
se obtiene una serie de términos convergentes. Mientras mas términos algebraicos se
consideren, mas cercana serd la aproximacion del cdlculo con valores experimenta-

les [14].

Por otro lado, en 1905 Albert Einstein realizé otra contribuciéon que revolucio-

naria la fisica: el descubrimiento de la relatividad especial [13].

Desde que surgi6 la ecuacion de Schrodinger, los fisicos buscaron unificar a la
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mecanica cudntica con la fisica, ya que la ecuaciéon de Schréodinger no es invariante
ante transformaciones de Lorentz [3]. En 1925 surgié la ecuacién de Klein-Gordon,
la cual marcé el inicio de la unificacion entre la relatividad especial y la mecéanica

cuantica. La ecuacién de Klein-Gordon modela particulas con spin 0 [5].

En 1928, Dirac publicé una nueva ecuacién que complementaba a la ecuacion
de Klein-Gordon para sentar las bases de la mecanica cuantica relativista. Esta

ecuacion diferencial modela particulas con spin % tal como el electrén [3].

En 1930, Waller analiz6 un desarrollo donde se utilizaba la ecuaciéon de Dirac
con el enfoque de la mecanica cuantica relativista para calcular la autoenergia del
electrén [3]. En la mecdnica cuantica relativista, se considera a particulas que via-
jan a velocidades relativistas, pero no contemplan la accién de los campos para la
creacién o aniquilacién de particulas [4]. En este desarrollo se utiliz6 la teoria de
perturbaciones de la mecanica cuantica para realizar este calculo. Se obtuvo como
resultado la siguiente expresién [3,15]:

0
szz‘m' 110)]

R 1.150
- E (1.150)

Esta expresion es proporcional a AW ~ [ % . Al integrar sobre el momento
del foton k, se obtiene una divergencia cuadratica al evaluar la integral en en infi-
nito. Por lo tanto, este enfoque falla al momento de buscar un valor finito para la

autoenergia del electron.

En la publicacion de Waller [15] se utilizé la ecuacién de Dirac; sin embargo, no
se contemplo la teoria del mar de electrones que en ese momento buscaba explicar
las soluciones con energias negativas a la ecuacién de Dirac [3]. En 1934, Victor
Weilkopt llevo a cabo el calculo de la autoenergia del electrén tomando esto en

cuenta, obteniendo la siguiente expresién [16]:

11 e? > dk m? E,+p o0 22 [
W:———pQ/ — —e? ln( P )/ dk — — kdk, 1.151
6 F, 0o k pE, E,—p)Jo E, Jo ( )

donde se observan integrales sobre el momento del foton k& que son logaritmica, lineal
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y cuadraticamente divergentes.

Durante este periodo surgieron mas problemas de divergencias en los calculos
de la electrodinamica cuantica. Con el comienzo de la segunda guerra mundial se
suspendieron los intentos por obtener resultados finitos en calculos de la electrodi-

namica cudntica [3].

Fue hasta terminada la segunda guerra mundial que entre 1947 y 1949 To-
monaga, Schwinger y Feynman construyeron una herramienta matematica capaz de
eliminar infinitos: la renormalizacion [3]. En esta técnica, las propiedades fisicas co-
mo la masa y la carga se redefinen como la masa fisica y la carga fisica de la particula.
Para esto, se utilizan términos divergentes llamados contratérminos para relacionar
a las propiedades fisicas (medibles) con las propiedades desnudas (myg, qo) que se han

considerado hasta el momento [6].

La expresion algebraica de los contratérminos depende del esquema de regula-

rizacion que se utilice. Los tres esquemas de regularizacion mas comunes son [6]:

» Regularizaciéon por corte
» Regularizacién de Pauli-Villars

» Regularizacion Dimensional

La regularizacion es una técnica que busca expresar una integral divergente en
términos de una suma de términos divergentes y términos divergentes. Al identificar
el término divergente, se identifica que éste es la tinica causa de la divergencia de la
integral. Todos los contratérminos en la electrodindmica cuantica son divergentes, y

pueden obtenerse a partir de cualquier esquema de reqularizacion.

En el primer ano de la construcciéon de esta teoria [17], Hans Bethe utiliz6 la
técnica de renormalizacion para aplicarlo al fenémeno del desplazamiento de Lamb
del d4tomo de hidrégeno. Este problema buscaba explicar por qué existe una di-

ferencia experimental entre la energia de los niveles cudnticos 25,/ y 2P /2 en el
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atomo de hidrogeno. La deduccién de esta expresion era divergente, y mediante la
técnica de renormalizacién se obtuvieron resultados finitos y concordantes con la

experimentacion.

En 1948, Schwinger realizé el célculo del momento magnético anémalo del

electrén utilizando la técnica de renormalizacién con resultados positivos [18].

Hasta el momento, se han reportado que otras correcciones radiativas tales
como la autoenergia del electrén, la autoenergia del fotén y la correccion al vértice
han sido resueltas satisfactoriamente utilizando la técnica de renormalizacién [4, 5,

6,7).

1.4 HIPOTESIS

El uso de la técnica de reqularizacion dimensional en el calculo de la autoenergia
del electron es suficiente para derivar una expresion analitica del contratérmino de

595 PRY que satisface las condiciones de renormalizacién en el esquema de

la masa (
la capa de masa (On-Shell), permitiendo la transicién de la masa «desnuday del

electrén mg a su masa fisica mp.

1.5 OBJETIVOS

1.5.1 GENERAL

Determinar la expresién analitica de 69%PF a 1-loop mediante el cdlculo de
la autoenergia del electron, empleando la técnica de regularizacion dimensional y

aplicando las condiciones de renormalizacién de la capa de masa (On-Shell).
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1.5.2 ESPECIFICOS

Revisar los fundamentos teéricos de la electrodindmica cudntica

Deducir la expresién de ¥(p) a 1-loop utilizando las Reglas de Feynman, ex-

presada en términos de las propiedades desnudas.
. Aplicar la técnica de reqularizacion dimensional a la autoenergia del electron.

Utilizar el esquema la capa de masa (On-Shell) para encontrar la relacién entre

0s 0S,DR |, DR
mg~, Mo, 5m y by (p)
Calcular el contratérmino de la masa 69°PE.

Obtener la expresiéon modificada del operador de la densidad lagrangiana %

de la electrodinamica cuantica debido a la renormalizacion completa.

A continuacién, se presenta la organizacién temporal del cumplimiento de los

presentes objetivos:

TABLA 1.2: Cronograma de actividades.

ACTIVIDADES

Ago-Dic 2024 | Ene-Jun 2025

TIEMPO (MESES)
12(13|14(15 16
Ago-Dic 2025

17 18|19 20(21|22
Ene-Jun 2026

[Eleccion del tema

1. Revisar teoria de la electrodindmica cudntica

2. Deducir X(p) con las reglas de Feynman

3. Aplicar regularizacién dimensional

4. Encontrar la relacién entre mg, mq, om y 2(p)

5. Calcular §95PR

6. Obtener la modificacién de la densidad lagrangiana Z

IRedaccion de tesis

IPresentacion
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1.6 JUSTIFICACION

La electrodinamica cuantica es una teoria desarrollada que ha demostrado te-
ner predicciones con un nivel muy alto de precision respecto a resultados experimen-
tales. Los inicios de esta teoria fueron algo complicados, debido a la presencia de

divergencias en algunos calculos, como las correcciones radiativas [3].

Evidentemente, la presencia de una divergencia en un modelo matematico que
busca reproducir un fenémeno que fisicamente es finito es un problema importante.

En el caso de la autoenergia del electrén ésta no es la excepcién [2].

La autoenergia del electrén, junto con las otras correcciones radiativas (au-
toenergia del fotén y correccion al vértice), permite calcular con mayor precision
fendmenos experimentales importantes como el desplazamiento de Lamb y el mo-

mento magnético anémalo del electrén [5].

Por otro lado, la técnica de la renormalizacién ha demostrado ser una herra-
mienta muy util para obtener cantidades finitas en célculos de correcciones radiati-

vas [6].

Este estudio busca aplicar conjuntamente la renormalizacion bajo el esquema
On-Shell y la regqularizacion dimensional para encontrar la expresion analitica que
relaciona a la masa desnuda del electrén mg con su masa renormalizada m%° me-
diante el contratérmino de la masa 69%P%. El uso de la masa fisica renormalizada

del electron mpg en la expansion perturbativa de la electrodindmica cuantica permite

realizar predicciones tedricas finitas y muy cercanas a resultados experimentales.

1.7 DELIMITACION DEL ESTUDIO

La presente investigacion se centra en el calculo del contratérmino de la masa

Om a 1-loop utilizando la regularizacion dimensional.
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Es necesario en este punto aclarar las delimitaciones de este estudio:

= Metodoldgicas: El analisis se restringe exclusivamente al esquema de regula-

rizacion dimensional. No se abordaran esquemas alternativos de regularizacion.

» Tematicas: El estudio se enfoca tunicamente en el andlisis de la autoener-
gia del electréon para calcular el contratérmino de la masa 9,,. Por lo tanto,
quedan fuera del alcance el andlisis de las correcciones radiativas asociadas a
la autoenergia del fotén y la correcciéon al vértice asi como el célculo de los

contratérminos que les corresponden a estos procesos.

s Tedricas: La investigacién no pretende realizar una descripcién exhaustiva de
la teoria completa de la renormalizacion de la electrodinamica cuantica. Por
lo tanto, no se hara uso de la identidad de Ward para relacionar las constantes

de renormalizacion Z; y Zs.
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METODOLOGIA

En este capitulo se describirdan de manera resumida los pasos necesarios para

lograr el objetivo general de esta tesis: obtener la expresién analitica de §95PF.

El contratérmino de la masa esta escrito en funcion de la autoenergia del elec-
trén X(p), dada por la ecuacion (1.144). Sin embargo, existe méas de una expresion

valida para el contratérmino de la masa d,, [6]. Esto se debe a:

» La elecciéon del esquema de regularizacion.

= La elecciéon del esquema de renormalizacion.

La regularizacién es una técnica matematica que permite «aislar» los infinitos.
Mientras que la renormalizacién redefine a los términos divergentes de la electrodi-
namica cuantica para relacionarlos con cantidades finitas llamadas cantidades «re-
normalizadas» mediante la introduccién de cantidades divergentes conocidas como

contratérminos.

En esta tesis se utilizara el esquema de renormalizacion On-Shell en conjunto

con el esquema de regularizacion dimensional para obtener el resultado deseado:

0S,DR
o )

De manera simplificada, la metodologfa para calcular §9°PF se resume en la

66
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figura 2.1.

En las siguientes secciones se presentard una metodologia més detallada de los
pasos intermedios necesarios para obtener el resultado final, asi como los motivos
que llevaron a la elecciéon del esquema de renormalizaciéon On-Shell en conjunto con

el uso del esquema de regularizaciéon dimensional en esta tesis.

Célculo de §9S-PR

Y
Calcular la amplitud

invariante Mg de la

figura 1.9

Y

Identificar i¥(p) en My

Y

. . , 4 i(p—k-+mol —i
/ Zz(p) = (7’60)2 lim, o+ f (gw];4 75 (p(—lbk)ié—mg—s—)iefyﬁ k2+ie /

Y
Seleccionar un esquema de regularizacion:

= Regularizaciéon por corte

= Regularizacion de Pauli-Villars

= Regularizacion Dimensional

l
@

FIGURA 2.1: Metodologfa general para el célculo de §95PF (Parte 1/2).
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Aplicar las técnicas de la

regularizacién dimensional

a X(p)

Y

inPR(p) = e { Lli_% (2) —vE + 1n(47r)] (p — 4mol) + (2mol — p)

T 16m2 €

-2 lim /1 [p(1 — Z) — 2moT] ln(m%Z +m3(1l—2)-p*Z(1— Z)>dZ}
0

my—0 /1,2

Y
Seleccionar un esquema de renormalizacion:

» On-Shell (OS)
» Sustraccién minima (MS)

» Sustraccién minima modificada (M S)

Y
Establecer la condicién de

renormalizacién On-Shell

5951 = —X(p)

Evaluar XP%(p) en §0°

Y
/ 5P = 20 fhim. o (2) = + In(dm) +In [ | + 4 /

Y

Fin

FIGURA 2.1: Metodologia general para el célculo de 6§95PF (Parte 2/2).
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2.1 INTEGRALES IMPORTANTES EN 4 DIMENSIONES

Antes de comenzar con la regularizacién dimensional, es necesario analizar con
detalle un conjunto de 6 integrales evaluadas en D = 4 dimensiones que aparecen

frecuentemente en cualquier esquema de regularizacion [4].

En la regularizacién dimensional de ¥(p) solamente se utilizan dos de estas seis
integrales (revisar apéndice C.3). Estas integrales aparecen en los calculos de regula-
rizacién después de haber aplicado la parametrizacion de Feynman a una correccion

radiativa:

lm / __d%
e—0t ) (k% —s+ie)"’
i [ o
e—0+ (k%2 — s +ie)™

Para resolver las integrales, es necesario plantear un elemento diferencial en

(2.1)

D = 4 dimensiones en el espacio-tiempo de Minkowski.

El espacio-tiempo de D = 4 dimensiones de Minkowski sigue la métrica de
Minkowski, la cual trata a la componente temporal con un signo contrario a las tres

componentes espaciales.

Para poder llevar a cabo la integracién analitica de manera més sencilla, se
utiliza una herramienta conocida como la «rotacion de Wicky, la cual cambia la
métrica del espacio-tiempo [5,6]. Tras aplicar esta técnica, las integrales ya no son
evaluadas dentro del espacio-tiempo de Minkowski de 4 dimensiones, sino que son

evaluadas ahora en un espacio euclidiano de 4 dimensiones.

Una vez que se hayan «trasladado» las integrales a un espacio-tiempo eucli-
diano de 4 dimensiones, es posible continuar con su resolucion eligiendo un sistema

coordenado para definir su elemento diferencial y los limites de integracién [6].

Los tres sistemas coordenados més utilizados en el cdlculo son [19]:
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» Sistema coordenado cartesiano
= Sistema coordenado polar

» Sistema coordenado esférico

La elecciéon del sistema coordenado esférico en D = 4 dimensiones simplifica el
calculo de estas integrales. Por esta razon, se utiliza este sistema coordenado para

su evaluacién [20].

Habiendo realizado las elecciones mencionadas hasta el momento, es posible
proceder directamente a evaluar ambas integrales utilizando las técnicas convencio-

nales del cédlculo integral.

Para obtener la forma final de las dos integrales, es necesario utilizar la siguiente

propiedad de las funciones gamma I'(n) [4]:

I'(n)=(n—1)(n—2)T'(n—2). (2.2)

En la figura 2.2 se ilustran los pasos generales para resolver ambas integrales.

Integrales importantes en 4 di@
s i f d*k
1m64)0+ (k2_3+ie)7L
, kP
| | hmei)o-k f d4km

FiGURA 2.2: Metodologia de la resolucién de dos integrales importantes en 4 dimen-

siones (Parte 1/2).
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Definir el elemento diferencial

d*k = dkodkidkodks

Y

Rotacion de Wick
dk‘o = idli()

Y

Integrar con coordenadas

esféricas en 4 dimensiones

Y

T(n) = (n—1)(n — 2)I(n — 2)

Utilizar la
propiedad de

funciones I'

d

| ll’me_>0+fm =

] lim6_>0+ fd4]€(

4k _ = iﬂQ(—l)nF(n_Q)

k =0, n>3

"stior — &

Y

Fin

F1GURA 2.2: Metodologia de la resolucion de dos integrales importantes en 4 dimen-

siones (Parte 2/2).

Estas integrales pueden ser generalizadas a un nimero D = 4 — ¢ de dimensio-

nes. Cuando se encuentran en esta forma son ampliamente utilizadas en la regulari-

zacion dimensional [4, 6].
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2.2 ESQUEMAS DE REGULARIZACION

La regularizacion es una técnica matematica que en un principio «deforma la
teorfa de la electrodindmica cuédntica [4,5,6]. Al «deformary la teorfa, la aplicacién
de una técnica de regularizaciéon hace que las integrales divergentes de la teoria sean
convergentes de manera momentanea. Existen diversos esquemas de regularizacién,

donde cada uno de ellos tiene sus propias reglas para «deformary la teoria.

Al finalizar el calculo de regularizacion, deben de revertirse las «deformacio-
nes» realizadas para representar adecuadamente a la teoria de la electrodinamica
cuantica. Tras evaluarse estos limites, las integrales que antes eran divergentes, otra

vez vuelven a serlo.

El objetivo de la regularizacion no es hacer que las integrales divergentes sean
convergentes. En su lugar, el objetivo principal es representar a las integrales diver-

gentes de la siguiente manera:

Integral divergente = Términos divergentes + Términos finitos.

Tras la regularizacion, las cantidades divergentes siguen siendo divergentes,
pero estas divergencias han han sido «aisladas». Es decir, se muestra de manera

explicita qué términos son los inicos responsables de la divergencia.

La regularizacion esta disenada para mostrar ambos tipos de divergencias:
ultravioletas e infrarrojas. Por ejemplo, la autoenergia del electréon Y(p) contiene

ambos tipos de divergencias.

Las divergencias infrarrojas son eliminadas al calcular observables y considerar
procesos donde se emite un fotén suave (conocido somo Soft Bremsstrahlung). La
eliminacion de las divergencias infrarrojas esta fuera del alcance de este estudio. Sin
embargo, es util que tras la regularizacion, se puedan identificar a ambos tipos de

divergencias.
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Algunos de los esquemas de regularizacion méas comunes son:

» Regularizacion por corte (cut-off).
s Regularizacién de Pauli-Villars.

= Regularizacién Dimensional.

A continuacion, se presentan las caracteristicas, ventajas y desventajas de cada

esquema de regularizacion.

2.2.1 REGULARIZACION POR CORTE (CUT-OFF)

La regularizacion por corte (cut-off) fue el primer esquema de regularizacion

propuesto y es el que fisicamente es més sencillo de explicar [4].

Este esquema de regularizacion busca hacer finitas las integrales que surgen
de los loops al modificar sus limites de integracion. Se propone que la integracién
sobre la coordenada «radial» sea desde 0 hasta un valor finito A, denominado «pa-
rametro de corte». De esta manera, se tienen limites finitos y las integrales no tienen

(momentédneamente) divergencias ultravioleta.

En este punto, la teoria de la electrodinamica cuantica ha sido modificada. Las
integrales ya no son evaluadas sobre todo el espacio 4-dimensional, si no que son
integradas hasta cierto limite. Esta «deformacién» de la teoria es temporal y debe
de ser revertida al finalizar el calculo. Para que sea revertida, debe de evaluarse el
limite cuando A — oco. En este momento, las integrales vuelven a ser divergentes.
Sin embargo, se observa que la divergencia se debe tnicamente a la evaluacion del
limite de los términos que contienen al «parametro de corte» A cuando éste tiende

a infinito.
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Este esquema de regularizaciéon tiene la ventaja de que es fisicamente intuitivo.

Sin embargo, tiene un par de desventajas:

= Rompe la invariancia de Lorentz

= Rompe la invariancia de gauge

2.2.2 REGULARIZACION DE PAULI-VILLARS

Esta técnica consiste en agregar una particula «fantasmay a la teoria por cada

particula existente [5,6].

Considerando a una particula perteneciente a la teoria de la electrodinamica
cuantica con masa m, la regularizaciéon de Pauli-Villars agrega a una particula «fan-
tasma» con masa A con la estadistica contraria (de Fermi o de Bose-Einstein) a la

particula original.

Es necesario aclarar que el pardmetro A en la regularizacién de Pauli-Villars

no esta relacionado con el pardmetro A en el esquema de regularizacién por corte.

La teoria de la electrodinamica cuéntica es modificada agregando estas nuevas
particulas. De esta manera, el operador de densidad lagrangiana .Z es modificado

agregandole términos con los campos relacionados con estas particulas.

Una vez habiendo modificado el operador de densidad Lagrangiana, es nece-
sario analizar la expansion de las amplitudes invariantes M. En estas amplitudes
invariantes, se presenta un propagador «mixto» que esta formado por la resta de los
propagadores de las particulas originales y las particulas «fantasma» de la siguiente

forma:

—

1 1 m2 — A2 _/A2 -1
Roml B-A (R-md)(-A%) . (B2
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Después de haber establecido los propagadores «mixtos» necesarios, debe de
aplicarse la rotacion de Wick y la integracion sobre coordenadas esféricas en 4-

dimensiones. Las integrales a 1-loop suelen ser convergentes utilizando la regulariza-

L

ciéon de Pauli-Villars, ya que el propagador «mixto» tiene la siguiente forma: ;.

Por el momento, la teoria de la electrodinamica cuantica ha sido modificada.
Al finalizar el calculo, es necesario revertir la modificacion. En el caso de la regula-
rizacién de Pauli-Villars esto se logra al evaluar el limite cuando las masas A de las

particulas «fantasmay tienden a infinito.

La regularizacion de Pauli-Villars ha sido ampliamente utilizada en la regula-
rizacién de la electrodindmica cuantica a 1 loop ya que es invariante local de gauge

y de Lorentz.

Sin embargo, esta técnica presenta una dificultad importante al realizar calculos
a mas de 1 loop: mientras mas loops se consideren es necesario agregar particulas

«fantasmay adicionales, lo cual hace que estos calculos sean mas largos y complejos.

2.2.3 REGULARIZACION DIMENSIONAL

La regularizacion dimensional es una técnica que consiste en modificar las
dimensiones del espacio de momentos en D = 4 dimensiones. Las integrales diver-

gentes en la electrodinamica cuantica «habitan» en el espacio de D = 4 dimensiones

de Minkowski [4, 5, 6].

Si se modifican las dimensiones del espacio D a un valor > 4, estas integrales
siguen siendo divergentes. Sin embargo, si se considera una dimension D < 4 estas

integrales se vuelven finitas.

Es por esto por lo que se modifican las dimensiones de las integrales de la
siguiente manera:

D=4—D=4—c¢,
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donde € es un pardmetro positivo arbitrariamente pequeno.
Esta «deformaciény de la teoria es revertida al evaluar el limite cuando € — 0.

Si bien la técnica de regularizaciéon dimensional no es fisicamente intuitiva, es

el esquema de regularizacion mayormente utilizado en la teoria cudntica de campos.

Esto se debe a que la regularizacion dimensional es invariante de gauge, de
Lorentz y ademas es mas facilmente aplicable en calculos de mas de 1 loop que la
técnica de renormalizacién de Pauli-Villars. Por estas razones, se ha elegido seguir
la metodologia de este esquema de regularizacién y aplicarlo a ¥(p) para calcular el

contratérmino de la masa 69°PR.

2.3 REGULARIZACION DIMENSIONAL DE %(p)

Ahora que se ha hecho la eleccion de aplicar la reqularizacion dimensional a

Y(p), es necesario establecer la metodologia para calcular SP%(p).

Una vez conocida la ecuacién de 3(p) a partir de las reglas de Feynman, dada
por la ecuacion (1.144), es necesario introducir una masa «ficticia» del fotén my

ubicada en el polo de su propagador [4].

Posteriormente, es necesario transformar las dimensiones del espacio-tiempo de

D =4a D =4 — ¢ junto con las modificaciones matematicas que esto conlleva [6].

Después de esto se aplica la ya mencionada parametrizacion de Feynman la
cual permite expresar a ¥(p) en términos de las ya conocidas integrales en D = 4 —¢

dimensiones mostradas en el resultado de la figura 2.2 [4].

Habiendo hecho esto, se puede obtener la expresién regularizada LP%(p) tras
llevar a cabo el desarrollo mateméatico resumido en la figura 2.3. Los pasos detallados

de este procedimiento se muestran en la seccion 3.4.
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@aeién dimensional de X(p)
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—1

(ieo)?lim o+ [ emi k) 2—mo2+ic

VB 21

/

Y

Modificar el propagador del fotén

_igaﬁ _igaﬁ
—
k2 + e k:2—m§\+ie

\4

Transformar las
dimensiones del espacio

D=4 — D =4-¢

\4

Multiplicar i=PR(p) por p=uf =1
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Retomar
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Y
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dimensiones

Metodologia de la regularizacién dimensional de ¥(p) (Parte 1/3).
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Utilizar contracciones
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Y
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Y
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Y
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]
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Y
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l
©

F1GURrA 2.3: Metodologia de la regularizacién dimensional de 3(p) (Parte 2/3).
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Sustituir integrales y

expansiones en serie en

ixPH(p)

Y

Integrar iXP%(p) respecto a z

Y
Evaluar los limites cuando

e = 0ymy — 0eniXPE(p)

Y

iwPR(p) = icg { [ifg% <2> —yE+ 1n(47r)] (p — 4mol) + (2mol — p)

1672 €
miZ +mi(l—2)—p*Z(1— Z))dZ}
112

1
—2 lim [p(1 — Z) — 2myl] ln<

m>\—>0 0

Y

Fin

F1cura 2.3: Metodologia de la regularizacién dimensional de 3(p) (Parte 3/3).

La expresion iXP%(p) es posteriormente utilizada al momento de calcular el

contratérmino §95PF,

2.4 RENORMALIZACION DE LA MASA

La técnica de renormalizacion consiste en redefinir los operadores de campo

desnudos lﬁg, /Alo,# junto con sus cantidades desnudas mg y qo. Estos 4 objetos son
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divergentes, y son redefinidos en cantidades renormalizadas ©r, Agr,, Mg y qr a

través de «contratérminos» [6].

Las cantidades desnudas y sus respectivos contratérminos son divergentes. Sin
embargo, ambos se combinan de tal manera que sus divergencias se cancelan entre

si y dan como resultado una cantidad finita, la cual se dice esta «renormalizaday.

En esta tesis, se analiza tnicamente la renormalizaciéon de la masa. La masa

renormalizada mp es una cantidad finita que se define de la siguiente manera:

mpr = mg + Om. (2.3)

No existe una tnica expresion para definir a la masa «renormalizada», ya que
su expresion algebraica depende de la eleccion del esquema de renormalizacion. Ca-
da esquema de renormalizacion da instrucciones precisas sobre como se definen los
contratérminos y cémo calcularlos. Existen tres principales esquemas de renormali-

zacion:

« On-Shell (OS).

» Sustraccion minima (M.S).

» Sustraccion minima modificada (MYS).

2.4.1 EsSQUEMA OS

es igual

En el esquema On-Shell se establece que la masa renormalizada m%

a la masa fisica del electrén mp [4,5,6,9].

La expresién algebraica del contratérmino de la masa bajo el esquema On-
Shell (69%) se deduce al calcular el polo de un propagador fermiénico efectivo, que

por definicion es igual a la masa fisica mp del electron. El propagador «efectivoy
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del electrén se obtiene al considerar una serie infinita de propagadores fermiénicos

«libresy» corregidos por la autoenergia del electrén X(p).

Bajo el esquema On-Shell, el contratérmino de la masa 69° estd relacionado

con la autoenergia del electron X(p) de la siguiente manera:

59°1 = —X(p) (2.4)

]b:mgs]l.

2.4.2 ESQUEMAS MS Y MS

En la teoria cuantica de campos es frecuente el uso de los esquemas de renorma-
lizacion MS y M.S debido a que su uso permite una mayor facilidad computacional

al calcular correcciones a 6rdenes perturbativos més altos [6].

2.4.2.1 ESQUEMA MS

En el esquema de renormalizacion M.S se establece que el contratérmino de la

masa 6279 est4 definido tinicamente por un término divergente [6].

2.4.2.2 ESQUEMA MS

En el esquema de renormalizacién M S, el contratérmino de la masa 625 in-

cluye, ademas del término divergente, a los términos constantes yg y In(4m) [6].
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2.5 RENORMALIZACION DE LA MASA BAJO EL

ESQUEMA ON-SHELL

Debido a la evidente relacién entre el esquema de renormalizacion On-Shell
y una cantidad fisica (mp), el desarrollo de la renormalizacién de la masa bajo
este esquema es fisicamente més intuitivo que la renormalizacién de la masa bajo
los esquemas MS y MS [4,5,6,9]. Por esta razén, en este estudio se analiza la

renormalizacion de la masa tnicamente bajo el esquema On-Shell.

El objetivo principal de esta tesis consiste en calcular el contratérmino de la
masa de acuerdo con la ecuacion (2.4). En este punto, se puede utilizar la expresién
de Y¥(p) bajo cualquier esquema de regularizacion. Por motivos mencionados ante-
riormente, el esquema de reqularizacion utilizado en esta tesis es la regularizacién
dimensional (DR). Al evaluar la autoenergia del electrén regularizada dimensio-
nalmente P%(p) en la ecuacién (2.4) es posible obtener el resultado final de este
estudio: §95PF La figura 2.4 resume el procedimiento para calcular esta cantidad y

el desarrollo matemaético se realiza en el capitulo 4.

@alizacién de la masa

Y
/ iSpo(p) = 3z§fmé]l+ie]l /

v

Expansién de Dyson de iSr(p)
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iSr(p) = m +

pfmg]LH'e]I [Zz(p)} yﬁfmé]IJrie]I + ..

v Serie Geométrica
1

Comparar ambas ecuaciones

Y

/ iSr(p) = ;Wz(p)weﬂ /

Y

Observar el polo del propagador efectivo del electrén

\4

/ p = mol — X(p)|p=mp = mpl /

Y
Imponer la condicién de re-

normalizacién On-Shell

m%s = mp
Y
/ mgszmoJr(;%S:mp /
Y
Comparar ambas ecuaciones <

FIGURA 2.4: Metodologia del célculo de §95PE (Parte 1/2).
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Truncar (p) a 1-loop
S(p) = DTP(p)

Y
Utilizar la forma regularizada de DR

. OS,.DR iX7"(p) /

iX(p) a 1-loop para calcular &, /

|

/ oo P = 220 e g (2) e + Indm) +In [ A ] + 4} /

Y

Fin

FIGURA 2.4: Metodologia del célculo de §95PF (Parte 2/2).
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REGULARIZACION DIMENSIONAL

En este capitulo se dard primeramente una introduccién a las herramientas
matemadticas necesarias para calcular XP%(p), para posteriormente desarrollar este

célculo paso por paso [4,6].

Primeramente, en la seccion 3.1 se estudia paso por paso la resolucién de las
integrales (2.1) en D = 4 dimensiones utilizando la rotacion de Wick y la integracién

en coordenadas esféricas en D = 4 dimensiones.

Posteriormente, en la seccion 3.2 se establecen los fundamentos de la parame-
trizacion de Feynman, la cual es fundamental para expresar 3(p) en términos de las

integrales (2.1).

En la seccion 3.3 se introducen los fundamentos de la reqularizacion dimensio-
nal junto con aspectos importantes que surgen al cambiar de un espacio-tiempo de

D = 4 dimensiones a un espacio-tiempo de D = 4 — ¢ dimensiones.

Finalmente, en la seccién 3.4 se aplican todas estas herramientas para calcular

SPE(p).

85
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3.1 INTEGRALES IMPORTANTES EN 4 DIMENSIONES

En esta seccién se analizardan por separado las soluciones de las integrales [4]

dadas por la ecuaciéon (2.1).

d*k
lfm [ % 1
B ] s (3.12)
tim [ dh— (3.1b)
50t (k2 — s+ i '

En estas integrales, la variable de integracion es un 4-momento que esta dentro
del espacio de 4 dimensiones de Minkowski. Su elemento diferencial estda dado de la
siguiente manera:

d*k = dkod’k = dkodk,dkydks. (3.2)

Como se mencion6 anteriormente, es conveniente transformar este elemento
diferencial que «habita» en el espacio-tiempo de Minkowski a un espacio euclidiano

de D = 4 dimensiones.

Para lograr esto, se utilizard la técnica de la rotacion de Wick [5,6]. Esto
permite simplificar significativamente la evaluacion de las integrales al aprovechar la

simetria rotacional del espacio euclidiano.

3.1.1 RoTACION DE WICK

En el analisis complejo, la variable compleja z se define de la siguiente manera
[21]:
z =+ 1y. (3.3)

Es necesario encontrar una manera de relacionar integrales de f(z) evaluadas

sobre el eje real con integrales de la misma funcién evaluadas sobre el eje imaginario
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6].

Las funciones complejas f(z) de que son de interés en esta tesis tienen dos polos,
cada uno desplazado por una cantidad infinitesimal ie. Para demostrar la validez de
la rotacion de Wick es necesario considerar un contorno C' que evite encerrar dichos

polos [6], el cual estd dado por la figura 3.1.

Considerando este contorno de integracién, y de acuerdo con el teorema de
Cauchy (revisar el apéndice B), la integral ciclica se expresa de la siguiente manera

[21]:

7{ f(z)dz = f(z)dz + f()dz+ [ f(z)dz+ f(z)dz=0. (3.4)
C Cq Co

CRr,2 Cr,1

En la teoria cudntica de campos, la integracion sobre la coordenada temporal
real se lleva a cabo sobre un intervalo desde —oo a co. Es por esto por lo que debe de

evaluarse el limite de la ecuaciéon 3.4 cuando el radio del arco circular en el contorno

(R) tiende a oo [6].

Im(z)
AN
Cra
\4 01
1 C
y) ; ’ > \
$ > Re(z)
° 2
Cr2
~

FicuraA 3.1: Contorno de integracion utilizado en la rotacién de Wick. Reimpreso

de Schwartz, M. (2014)

Las funciones f(z) de interés en esta tesis decrecen de forma rapida cuando
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|z| — oo. Tomando esto en cuenta esto, aplicando el limite cuando R — oo y
aplicando el Lema de Jordan (revisar el apéndice B) se obtiene [21]:
f(2)dz = f(z)dz = 0. (3.5)
Cr1 CRr,2

Sustituyendo la ecuacién 3.5 en la ecuacion 3.4, y teniendo en cuenta la eva-

luacion del limite cuando R — oo, se obtiene la siguiente ecuacién:

lim f(z)dz = — lim f(z)dz. (3.6)

R—o00 Cy R—o0 Cy

El camino C} en la figura 3.1 es paralelo al eje Re(z). Por lo tanto, en la integral
sobre este camino puede considerarse que la variable compleja z es igual a su parte

real x. Entonces, el integrando es funcion de una variable real f(x):

lim . f(z)dz = /_OO f(z)dx. (3.7)

R—o

Sucede algo analogo con la integral sobre el camino C. Este camino es paralelo
al eje I'm(z). Se considera que en la integral sobre este camino la variable compleja

z es igual a su parte imaginaria iy. Aqui, el integrando es funcién de una variable

compleja f(iy):

i [ ez =i | sy =i [~ sy (3.5)

R—o0

Sustituyendo las ecuaciones 3.7 y 3.8 en la ecuacion 3.6 se obtiene la siguiente

ecuacion:

| t@i=i [ sy (39
Esto es equivalente a establecer un cambio de variable de la siguiente manera:

X = 1y. (3.10)

Su elemento diferencial es:

dx = idy. (3.11)
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Tomando en cuenta las ecuaciones 3.10 y 3.11, la ecuacién 3.9 se escribe de

COIMO:

/Z flz)de = /Z F(x)dx. (3.12)

La ecuacién 3.12 representa a la rotacion de Wick y es ampliamente utilizada en
la teoria cuantica de campos para transformar las integrales evaluadas en el espacio

de 4 dimensiones de Minkowski a un espacio euclidiano de 4 dimensiones [5, 6].

3.1.2 TRANSFORMACION A ESPACIO EUCLIDIANO EN 4

DIMENSIONES
En la teoria cuantica de campos, suele preferirse el uso de integrales en el
espacio de momentos en 4 dimensiones [4].

Los 4-vectores de momento habitan en el espacio-tiempo de Minkowski y suelen

escribirse de la siguiente manera:

k= (KO, kY K2R,

(3.13)

k,u, = <k0> kl) k27 kS)

Frecuentemente aparece la siguiente expresion:
k= Kk, = k:g — |k (3.14)

Se observa que la coordenada temporal kg no es tratada de la misma manera

que las coordenadas espaciales ky, ko v k3 [6].

Esto cambia si se aplica la rotacion de Wick sobre el componente temporal k.

Se define entonces un componente imaginario de kg de manera analoga a la ecuacion
3.10:

ko = iKg. (3.15)
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Utilizando esta sustitucion, el 4-vector de momento euclidiano kg es definido

de la siguiente manera:

K = (iko, k', K% K?),

(3.16)
kg, = (iko, ki, ko, ks3).
El producto k? de la ecuacién 3.14 se escribe ahora como:
k= —kj — |k|? = —(k§ + Kk + k3 + k3) = —k7. (3.17)

Es evidente que ahora la nueva componente temporal kg es tratada matemati-

camente igual a las 3 componentes espaciales.

Ya que se conoce a un 4-vector euclidiano de momento kg, es necesario utilizarlo

para evaluar las integrales sobre el espacio de momentos.
Para esto, es necesario definir el elemento diferencial:

d*kp = drod’k. (3.18)

Este elemento diferencial d*kp se relaciona con el elemento diferencial del
espacio-tiempo de Minkowski d*k al sustituir la ecuacién 3.15 en la ecuacién 3.2
de la siguiente manera:

d*k = idrod’k = id*kp. (3.19)

El uso conjunto de las ecuaciones 3.16, 3.17 y 3.19 permite transformar integra-
les en el espacio-tiempo de Minkowski a integrales en un espacio-tiempo euclidiano

de 4 dimensiones.

Las integrales sobre el espacio-tiempo euclidiano seran evaluadas utilizando

coordenadas esféricas en D = 4 dimensiones por simplicidad computacional [20].
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3.1.3 RESOLUCION DE LAS INTEGRALES

Con las herramientas vistas hasta el momento, es posible resolver las integrales

2.1.

Ejemplo 3.1 (Integral 3.1a). Primeramente, se aplica la rotacion de Wick a la
ecuaciéon 3.1a [4]. Esto se logra al realizar las sustituciones dadas por las ecuaciones

3.17 y 3.19:

i d*k (—1)" 1 d*kg

im | ———F— =i(— im [ .

e—ot | (k2 —s+ie)” —0+ | (k% +s—ie)n

Después de haber transformado esta integral a un espacio euclidiano de mo-

mentos en 4 dimensiones, es necesario observar que la cantidad k% + s siempre es

mayor a 0. Entonces, no existe ninguna singularidad en este nuevo integrando.

Debido a que no hay singularidades, es posible evaluar el limite cuando € — 0

dentro del integrando. Es decir,

I d*k TR d*kp
m [ =i(-1)" lim |
e—ot | (k2 —s+ie)” e—0+ | (k% +s—ie)"

4
:i(—m/ lim "

e—0t (k% + s —ie)™

Por lo tanto,

lim d4—k — ’i(—l)n/&
o+ | (k2 —s+ie)n (k% + s)n

Ahora es el momento de introducir el cambio de coordenadas cartesianas a
esféricas en 4 dimensiones. En el apéndice C [20] se encuentra informacion importante

sobre la integracién sobre coordenadas esféricas en 4 dimensiones.
El elemento diferencial d*ky estd dado de la siguiente manera:

d*kp = |kp[* sin® 0, sin Ood|kp|d61dOsde = |kg|d|kE|dQy. (3.20)
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Con fines de notacién, se introdujo al elemento diferencial del angulo sélido en
4 dimensiones dfy:

dQ4 = sin2 91 sin 92d91d02d¢ (321)

En la dltima ecuacion, |kg| es un «radio» de 4 dimensiones en el espacio eucli-

diano de momentos definido de la siguiente manera:

kel = \/od + K2+ K + 2, (3.22)

Comparando las ecuaciones 3.22 y 3.17 se obtiene la siguiente igualdad:

k% = |kg|*. (3.23)
Utilizando las ecuaciones 3.20 y 3.23 e integrando sobre todo el espacio se

d*k ykEyS
Ii ds2 dk
30 (k2 — s +ie)n / 4/ (|kg|? + kel

en donde angulo sélido total €24 es igual a:

obtiene:

Oy = / dQy = 27, (3.24)

Por lo que se obtiene:

4 [os] 3
lim __:Uif_:u_nw%a/'( il
0

—0 ) (k? —s+ie)" \kg|? 4+ s)m kel

La integral respecto a |kg| puede ser evaluada utilizando las técnicas conven-

cionales del calculo integral.

Tras realizar todas las integraciones, se obtiene la siguiente ecuaciéon:

d'k 1
fm [ 20 (1) s

il T —— CETCE

Ahora, es posible utilizar la propiedad de las funciones I' dada por la ecuacion
(2.2):
I'(n)=(m-—-1)(n—2)I'(n—2). (3.25)
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De esta manera, se obtiene el resultado final de la integral 3.1a:

d*k ['(n—2)
I S —— g A s 3.26
dm [ r e VT Ty (3:26)
En las integrales de la teoria cuantica de campos, el exponente del denominador n

suele ser un numero entero.

Es importante analizar a la funcién I'. Para algin nimero entero n, la fun-
cién I'(n) converge para cualquier n > 0. Entonces, observando la ecuaciéon 3.26 se

concluye que ésta converge para los valores n > 3.

Ejemplo 3.2 (Integral 3.1b). De igual manera que en el ejemplo anterior, se co-
mienza aplicando la rotacidn de Wick a la integral [4]. Entonces, la integral 3.1b

queda expresada de la siguiente manera:

kM
lm [ —————d*k =i(-1)" h’m/

e—0t ) (k? —s+ie)n =0+

(i/zm kl? k27-k3) d4k
(k% + s —ie)”

E-

Ya que esta integral estd evaluada sobre un espacio euclidiano de 4 dimensiones,
se observa que k% + s siempre es mayor a 0. En este caso, no existe singularidad en
este integrando. Esto permite que sea posible evaluar el limite cuando ¢ — 0 dentro
del integrando:

: 1 1.2 1.3 : 1 1.2 1.3 ; 1 1.2 1.3
lim / (“zmk 7k 7‘k )d4l€E :/ lim (Z"zoak 7k 7‘k )d4l€E — / (Z'%va >k 7k )d4k/‘E
e—0t ) (ki +s—ie)" e—0t (ki + s —i€)" (k% + s)"

Entonces, la integral se puede expresar de la siguiente manera:

kM
lfm —)nd‘*k:i(—l)”/

e—ot ) (k2 — s+ e

(iko, k', k2, K3)

d*k.
(k2 + s)" s

Esta integral puede resolverse al utilizar coordenadas esféricas en 4 dimensio-
nes. Para esto, se utiliza el elemento diferencial expresado por la ecuacion 3.20, la
definici6én de la coordenada radial |kg| dada por la ecuacion 3.22 y la transformacién
de coordenadas cartesianas a esféricas dada por la ecuacion 3.27 (revisar apéndice
C) [20].

Ko = |kg|cos 0, (3.27a)
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k' = |kg|sin 0) cos 6, (3.27b)
k* = |kg|sin 0, sin Ocos6, (3.27¢)
k* = |kg|sin 0, sin 6, sin ¢. (3.27d)

Considerando esto, e integrando sobre todo el espacio-tiempo euclidiano, la

integral se expresa de la siguiente manera:

I W d*k =
50t (k% — s+ ie)" B

i(—l)"/ (1|kEg| cos by, |kg|sin 0y cos Oy, |kg| sin Oy sin 6, cos ¢, |k | sin 01 sin 6 sin @)
(|kg[> + s)

La integracién de cada uno de los componentes resulta en:

kM
Ii —  d*% =1(0,0,0,0).
o | (B2 — s +ie)n (0,0,0,0)

Lo cual puede expresarse finalmente como:

kH
i — = d*k=0. 3.28
s0r | (B2 — s +de)n (3.28)

Al llevar a cabo la integracion, aparece la misma integral radial que en el

ejemplo anterior:

kg IT(n—2) _
—d/{ i S n+2.
/o T+ el = 57 ry

Basandonos en el hecho de que el dominio de la funcién I'(n) es n > 0 para
cualquier 7 entero, entonces se deduce que la ecuacion 3.28 es valida también cuando

n > 3.

Entonces, se han deducido las soluciones de dos integrales en D = 4 dimen-

siones que seran particularmente ttiles en la regularizaciéon dimensional de X(p):

d'k ['(n—2)
1i " (=1 2\ 4] o—n+2 > 3. D)
M | gm e T gy 2 (3:29)
kM
Im [ ——————d'%k=0, n>3. (3.29b)

=0t | (k2 — s+ ie)?
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3.2 PARAMETRIZACION DE FEYNMAN

El objetivo de la parametrizacion de Feynman es manipular matematicamente
a las integrales presentes en la teoria cuantica de campos para darles la forma de las

integrales presentes en el apéndice C.3 [4].

En esta tesis, se aplicara la parametrizacion de Feynman con el objetivo de que
en la regularizacion de X(p) se obtengan las ecuaciones 3.29, cuyas soluciones son ya

conocidas.

Para lograr esto, se reexpresan las fracciones mediante una integral. Por ejem-

1 1 b dt
E — —b — a/a t_2 (330)

Ahora, se introduce el «Parametro de Feynman» Z mediante el siguiente cam-

plo:

bio de variable:

t=b+(a—b)Z, (3.31)

donde el elemento diferencial esta dado por:

dt = (a — b)dZ. (3.32)

Realizando la integracion respecto a Z con los limites de integracion adecuados,

la ecuacién 3.30 se convierte en:

1 ! dz
ab :/0 b+ (a— )22 (3.33)

Mediante las técnicas convencionales de calculo es sencillo demostrar la validez

de esta ecuacion.

Esta técnica puede aplicarse a multiplicaciones de mas de 2 términos en el

denominador. Para el caso de n términos en el denominador, se utiliza la siguiente
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ecuacion:

1 1 Z1 Zn—1
Tt [ iz [z [z,
dodadz 0 0 0 (3.34)
1

X

[CLO + (al - aO)Zl + (an - an—l)Zn]n+1 .

Es posible expresar igualdades de fracciones donde un término del denominador
tiene una potencia mayor a 1 al derivar ambos lados de la ecuaciéon respecto a ese
término. Por ejemplo, al derivar ambos lados de la ecuacion 3.33 respecto a a, se

obtiene lo siguiente:

! Z
%:2/0 ey (3.35)

Este tipo de igualdades son ampliamente usadas en la teoria cuantica de campos

al aplicar cualquier técnica de regularizacion.

3.3 FUNDAMENTOS DE LA REGULARIZACION

DIMENSIONAL

Las integrales presentes en la teoria cuantica de campos estan evaluadas sobre
el espacio de momentos en 4 dimensiones [4,6]. Tal es el caso de las integrales
divergentes en la electrodinamica cuantica, las cuales se encuentran en cualquiera de

las 3 correcciones radiativas.

Estas integrales son divergentes cuando se integran sobre un espacio de 4 di-
mensiones o mayor. Sin embargo, son convergentes para un nimero de dimensiones
D < 4. Entonces, la regularizacion dimensional cambia las dimensiones del espacio

tiempo de D =4 a D =4 — <. Donde ¢ es un elemento infinitesimal mayor a 0.

Algunos libros o articulos utilizan una convencién alternativa al transformar
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las dimensiones del espacio-tiempo:

D=4— D =4—2¢.

En este estudio se utilizard tinicamente la convencion con dimensiéon D = 4 —¢.

Al finalizar el calculo, debe de evaluarse el limite cuando € — 0, lo cual regresa
las divergencias. Si bien en este punto las integrales siguen siendo divergentes, es facil
identificar exactamente qué término (o términos) es el causante (o los causantes) de

la divergencia.

3.3.1 TRANSFORMACION DEL ESPACIODE D=4 A D=4—¢

DIMENSIONES

El primer paso de la regularizaciéon dimensional consiste en disminuir las dimen-
siones del espacio-tiempo de D =4 a D = 4 — ¢ dimensiones [4, 6]. La modificacién
de las dimensiones del espacio-tiempo redefine a diversos términos como el tensor

métrico g, 4-vectores k*, elementos diferenciales d*k, etc.

En un espacio-tiempo arbitrario de dimensién D, el tensor métrico esta definido

de la siguiente manera:

(3.36)
g =0, p#ur
El producto entre tensores métricos se expresa de la siguiente manera:
Guwg" = D. (3.37)

Las matrices v utilizadas en 4 dimensiones tienen ciertas particularidades cuan-

do se generalizan a una dimension D.
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En un espacio de D dimensiones existen D — 1 matrices 7:

’707 717 e a’yD_l' (338)

Estas matrices satisfacen las siguientes relaciones de anti-conmutacion:

YY)+ =YY A = 29" (3.39)

A partir de la ecuacion 3.39 se deducen las siguientes identidades importantes

de las matrices ~:

wy = DI, (3.40a)
MWy = —=(D = 207", (3.40D)
fy,\fyo"yﬁfy)‘ = (D — 4)y*~" + 4gaﬁ. (3.40c)

Si bien el significado y la existencia de matrices 7 con un nimero no entero de
dimensiones no esta claro, es de particular interés el limite donde D — 4 a partir

del cual se recuperan las relaciones de matrices v en 4 dimensiones.

Un vector k* en D dimensiones es expresado como:

k= (K% k', - EPTY). (3.41)

Por lo tanto, la expresién k? es igual a:

D—1
B =k k= (k)7 =) (k)% (3.42)

i=1
El elemento diferencial evaluado en D dimensiones se expresa de la siguiente

manera:

dPk = diOdk" - - - dkP. (3.43)

Las integrales evaluadas en D dimensiones tienen la siguiente solucion general:

k2adP;
et AR — LT ) U

=0+ ) (k2 — s+ ie)? sh—a—7% INQINCS

1 Ta+2Trb-—a-—2)

2

(3.44)
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Con la ayuda de la ecuacion 3.44 y aprovechando la simetria de los integrandos

impares, las ecuaciones 3.29 se transforman a D dimensiones de la siguiente manera:

lim deL =0, n> D, (3.45a)
0+ (k2 — s +ie)n 2’ '
dPk I'(n—D/2) 1 D
1t =Pl > = 3.45b
dm | e o Y TGy o M3 (3.45b)

Estas dos ecuaciones se utilizan directamente en la regularizacién dimensional

de la autoenergia del electréon y son véalidas para valores de n > %.

3.3.2 CONSTANTE DE ACOPLAMIENTO

Al modificar las dimensiones del espacio-tiempo de D =4 a D = 4 — ¢ no solo
se redefinen los objetos vistos en la seccion anterior, también lo hacen las unidades
de diversas cantidades [4,6]. En la tabla 3.1 se muestra una comparacién entre
las unidades naturales n de diversas cantidades en un espacio-tiempo de D =4y

D = 4 — ¢ dimensiones.

TABLA 3.1: Unidades naturales para espacio-tiempo de D =4y D = 4 — ¢ dimen-

siones.

Unidades Naturales (n)
Cantidad fisica

D=4 D=4—¢
Lagrangiano o Hamiltoniano 1 1
Densidades Lagrangianas o Hamiltonianas 4 4—c¢
Carga eléctrica 0 <
Campo de Klein-Gordon ¢(z) 1 1-=
Campo electromagnético A*(z) 1 1-£

Campos de Dirac ¥(z) y ()

[NV
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La capacidad de una teoria para que ésta pueda ser remormalizada ha sido
ampliamente estudiada. Se ha concluido que es requisito que la constante de aco-
plamiento de la teoria tenga unidades naturales n = 0 para que ésta pueda ser

renormalizable.

En el caso de la electrodindamica cuantica, la constante de acoplamiento (sobre
la que se hace la expansién perturbativa) es eyg. En un espacio tiempo de D = 4
dimensiones, la unidad natural de la carga eléctrica es de n = 0. Sin embargo, al
cambiar las dimensiones del espacio tiempo a D = 4 — ¢, la carga eléctrica tiene

unidades de n = %

Es importante el poder garantizar que, al aplicar la regularizacién dimensional
a la electrodindmica cuantica, la constante de acoplamiento si tenga unidades n = 0.

Para lograr esto, se realiza la siguiente sustitucion donde aparezca el término eg:

eo = p/%éy, (3.46)

—&/2

donde ey = pu~%/“¢ey es la nueva constante de acoplamiento y tiene unidades n = 0.

Se introdujo una constante de escala p, la cual tiene unidades de n =1y se le
puede asignar una magnitud arbitraria siempre y cuando sea diferente a los limites

pw— 00 pu— oo.

3.3.3 EXPANSIONES EN SERIE

Antes de proceder con la regularizaciéon dimensional de Y(p), es importante
mostrar dos expansiones en series de Taylor [4] que seran utiles en esta tesis. En el

apéndice D se presenta informacién importante sobre las series de Taylor.

Para un término x sin dimensiones en unidades naturales (n = 0), la expansién

€/2

en series de Taylor de la expresion z7%/* se expresa de la siguiente manera:

et =1 — gln(x) + - (3.47)
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Por otra parte, la expansion en series de Taylor de la funcién I'(¢/2) es parti-
cularmente 1util ya que permite identificar al término responsable de las divergencias
ultravioletas:

I'(e/2) = g v+, (3.48)

donde vg es la constante de Fuler-Mascheroni, la cual es aproximadamente igual a:

ve ~ 0.5772--- .

Con estas herramientas es posible comenzar a aplicar la regularizaciéon dimen-

sional a la autoenergia del electron.

3.4 REGULARIZACION DIMENSIONAL DE (p)

Para aplicar la regularizacién dimensional a X(p) es necesario retomar su expre-
sion a partir del diagrama de Feynman de la autoenergia del electron, la cual esta
dada por la ecuacién 1.144. Después de realizar manipulaciones algebraicas sobre
esta ecuacion, se obtiene la siguiente ecuacién [4]:

€ V(P — F+mol)y” g
Y(p) = lim ——2— [ d'k o0
ix(p) o (2m)* / (p — k)2 —mo? +ie k% +ie

Con el objetivo de mostrar explicitamente las divergencias ultravioletas e infra-
rrojas presentes en X(p), se introdujo una masa «ficticia» del fotén my. Al finalizar el
calculo se evaluara el limite cuando my — 0. Para incluir la masa m, en la ecuaciéon
1.144, es necesario realizar la siguiente sustitucion del propagador del fotén:

_igaﬁ _igaﬁ
— .
k? + ie k% —m3 + ie

De esta manera, >(p) se expresa como:

2 a(m— 4+ mel)~? N
iS(p) = lfm ——2 /dﬁﬂ P+ mal)y Job
0t (2m)* (p — k)2 —mo? +ie k2 —mj + e
my—
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En este punto, es necesario realizar el cambio de dimensién del espacio-tiempo
de D = 4 a D = 4 — ¢. Para realizar este cambio de dimensiones, es necesario
considerar las ecuaciones 3.36, 3.38, 3.41, 3.43 y 3.46. Tomando todo esto en cuenta,
se obtiene la siguiente expresion:

d* =k (P —E+mol)y”  gus
2m)4 (p — k)2 — md + ie k? — m3 + ie’

inPH(p) = lim —pE / (
Tﬁn)\ﬁo
e—0

donde el superindice DR en YPE(p) indica que estd por aplicarse la técnica de

reqularizacion dimensional a X(p).

El factor (;l;—:i proviene de la transformada de Fourier al espacio de momentos

en D = 4 — ¢ dimensiones.

Recordando la definicién de un vector con slash dada por la ecuacién 1.43 y

después de contraer el producto g,s7® se obtiene entonces la siguiente expresion:

1oEG / 1oep, P17 = k7" + molsy”
[(p = k)? = mf + ie](k* — m3 +ie)

Ahora pueden utilizarse las identidades de las matrices v dadas por la ecuacion
3.40. Simplificando, se obtiene:

R mad—ol- 2
/d T

p— k)2 —md + ie](k* — m3 +ie)

Ahora, es necesario aplicar la parametrizacién de Feynman (baséndonos en la
ecuacion 3.33) para expresar al integrando de la siguiente manera:
md I 2Pk
[(p— k)2 — m2 + ie] (k2 — m2 + ie)
1 mo(4 —e)l— (2—¢)(p —
[ == 2-p-P )
0 {2 = m3tie) +{[(p — k)2 — b +ie] — (B —m} + i)} 2}

Simplificando esta ecuacion se obtiene:

OGN R) [y, -l
[(p — k)2 — m3 + €] (k2 — m3 + ie) o Ak?—m3 +p*Z —2pkZ —m3Z +m3Z +ie}?




CAPITULO 3. REGULARIZACION DIMENSIONAL 103

Esta expresion se puede simplificar si se suma y se resta un término p*>Z? con
el objetivo de completar el cuadrado:

mo(4 —e)l - (2 —e)(p — §)

[(p— k)2 —m2 + i) (k — m2 +ie)

! mo(d =)l - (2= <)(p— )
/0 7

—m2 + P27 — 2pkZ — mEZ +m3Z + pPZ% — 272 + i€)?’

Tras un poco de desarrollo algebraico se obtiene la siguiente expresion:

mod == 2= )p—K)
(o= F)E = 3 + i€l (K2 — 3 + ie)

/le mo(4 —e)l — (2 —¢)(p — k)
o {k—=p2)?2—mdZ-m3i(1—-2)4+p*Z(1—2Z)+ie}?

Sustituyendo esta versién del integrando, la expresién de iXP%(p) resulta en:

€52 1
iSPR(p) = lim -0 / iz
0

4—
5—>g:r0 (27’(’)

e mo(d —e)l = (2 —¢)(p—§)
X/d k{(k:—pZ)2—m%Z—mi(l—Z)%—pzZ(l—Z)—l—ie}Q'

Para llevar a cabo la integracion sobre el vector k, es més préactico realizar un

cambio de variable:
q=Fk—pZ,
(3.49)
d'~cq=d"*Fk.
La integral sobre todo el momento k esta evaluada sobre todo el espacio tiempo
de Minkowski con dimension D = 4—e. Es decir, cada una de las 4—¢ componentes de
este vector son integradas desde —oo a co. Por lo tanto, tras el cambio de variable a g,

las componentes de este vector son evaluadas igualmente desde —oo a co. Realizando

este cambio de variable, la expresién de iXP%(p) se expresa como:

DR Naég !
» = lim — dz
=P = lim — i /0
my—0
e—0

y /d45qm0(4 —e)ll—(2- 5)(];) —q —pZ)

(¢> — s +ie€)?

?
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donde se establecio que:
s=miZ +mi(1—2Z)—p*Z(1 - 2). (3.50)

Es posible separar la integral sobre g en dos integrales de la siguiente manera:

x /0 1 {[m0(4 — )l — (2—e)p+ (2—e)pZ] lim g

e—0t ) (¢% — s+ i€)?

, ¢'d*~q
2 — | — % dZ.
+ &) 6_1}1(% (¢? — s +i€)? }

Se puede observar que las integrales que aparecen en este punto estan dadas
por la ecuacion 3.45 cuando n = 2 y D = 4 — . Sustituyendo estas ecuaciones se

obtiene:

SOR(Y — i — K € ! mo(d —e)l — (2 —¢ — ¢
i£2%p) = tim ~ S0 [ - 1= @ - op 2 p2]

] faz

Tras manipular esta ecuacion algebraicamente se obtiene la siguiente ecuacion:

I(

N

—

—~
O

~
V2
[SII0)

PR éi%o_lﬁ(;? 1;2;; /0 07 [mo(4 — )l — (2 — e)p(1 — 7)) (47;2)‘2.

S

Iz €S adimensional, ya que tanto s como p? tienen unidades

El término
de masa al cuadrado. Por lo tanto, este término puede expandirse en series de la

siguiente manera siguiendo la ecuacion 3.47:

S -3 1 € | S n
=1——=1In
4 p? 2 4 p?

Por otro lado, considerando las propiedades de las funciones gamma, I'(2) = 1y

tomando en cuenta la expansion de la funcion gamma expresada en la ecuacion 3.48,
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se sustituyen ambas expresiones en serie truncadas a dos términos en la expresion

de iXPE(p):

iSPR(p) = 1fm — -0 /0 [mo(4 — )L — (2 — )p(1 — 2)]

€ s 2
1— 21 Z_ oo\ dz.
<[-fm(am) ] Gowr )

Al realizar el producto entre las dos expansiones en series, es valido truncarlo

a los primeros tres términos. Aplicando ademas la propiedad de los logaritmos para

descomponer ln(ﬁ), se obtiene la siguiente ecuacion:

/0 [mo(4—e)l— (2 —e)p(1 — Z)]

S

x E — vg + In(47) — In (—QH dZ.

W

Realizando el producto del integrando, la integral se divide en 4 integrales de

la siguiente manera:

=2

iBR(p) = lim 1’66722 {(2 —e)p E — g+ 1n(47r)] /D 1(1 —2)dz
—(2—e)p /01(1 —Z) ln(%) ~ (4 — &)l E — g+ 1n(47r)] /01 iz

(4 — 5)11/01 ln(%)dZ} .

Resolviendo las integrales fol(l — Z)dZ y fol dZ, ademéas de simplificar la ex-

presion de ie2XPE(p) se obtiene la siguiente ecuacion:

o) = Jin 1?52 { E - 1n(47r)] [<2 _25)” - 5)11}

12

# [ mota =t = ap - 2))m( 2 )az .

Simplificando esta ecuacion se obtiene:

| @ (]2
i27(p) = Mm e { {5 T ID(M)} (P~ dmol)
e—0
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+[2 — eyg + e In(4m)] (moll — g) + /0 [4mol — 2p(1 — Z)] ln(%)dZ

—¢ /01 [p(1 = Z) — moT] m(%) dZ} .

Ahora es necesario evaluar los limites cuando ¢ — 0 y my — 0 en donde sea
posible para simplificar esta ecuacién. Ademas, es momento de retomar la expresion
de s dada por la ecuacion 3.50 para obtener finalmente la expresion de la autoenergia

del electron regularizada bajo el esquema de la regularizaciéon dimensional:

2
e

_ 4 { {l{_r)% (g) - ln(47r)] (p— dmol) + @mol —p)  (351)

ot [ [p(1 = Z) — 2my]] ln(m%Z+m§‘(1 —Z) —pZi- Z>>dZ}.

my—0 0 /ﬂ

X (p)




CAPITULO 4

RENORMALIZACION

En este capitulo se llevara a cabo el célculo del contratérmino de la masa bajo

el esquema On-Shell y utilizando regularizacién dimensional, §95P% [4,5.6,9].

En la seccién 4.1 se analizan las correcciones perturbativas al propagador fer-
miénico libre realizadas por la autoenergia del electrén (p). Esto permite definir a
un propagador «efectivo» que engloba estas correcciones a todos los érdenes pertur-

bativos.

En la seccion 4.2 se utiliza el hecho de que el polo del propagador fermiénico
«efectivoy estd evaluado en la masa fisica mp del electron para obtener la relacion
entre el contratérmino de la masa en el esquema On-Shell §9° y la autoenergia del

electron X(p).

En la seccién 4.3 se evaliia el contratérmino de la masa utilizando la autoenergia
del electrén regularizada dimensionalmente X%(p), obteniendo asi el resultado final

de esta tesis: §95PF,

Por otro lado, en la secciéon 4.4 se discute sobre la forma que toma el contra-

término de la masa bajo los esquemas de renormalizacion MS y M.S.

Por dltimo, en la seccion 4.5 se discute sobre el rol del contratérmino de la

masa sobre la renormalizacién completa de la electrodinamica, la cual esta descrita

107
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por el operador de densidad lagrangiana renormalizado.

4.1 EL PROPAGADOR EFECTIVO DEL ELECTRON z’S’F(p)

Al momento de expandir la matriz So para un proceso donde existan propa-
gadores fermionicos (como la dispersion de Compton mostrada en la figura 1.5), se
obtiene el siguiente propagador en el espacio de momentos a nivel arbol [4,5,9]:

i

S“, R
i5ro(p) P — mol + iel

(67

Y

ﬁ .

Al continuar la expansién de la matriz Sy con el siguiente orden perturbativo,
se obtiene un propagador modificado por la autoenergia del electron. Esto puede
observarse en el ejemplo de la Dispersion de Compton, especificamente en la figura
1.6 (b). Se dice que el propagador fermiénico en este orden de expansién contiene
1-loop de autoenergia:

[ 1
——— X)) = = ~
p—mo]H—ze]I[ <p>]p—mo]l+@e]l . ;'_p":m\w? : ,

[
>

A un orden mayor de la expansién de la matriz Sy se obtiene un diagrama de
Feynman con un propagador fermiénico que contiene 2-loops de la autoenergia del
electron:

1 1 i
— iX(p)] ————iX(p) ——— =
e gy a0l rpmpens s L UslClbrampens grap

a_._i:l»i::\’_»ﬁ'

Y asi sucesivamente. Este proceso se repite de manera infinita, agregando I-

loop adicional de autoenergia al considerar un orden perturbativo mayor.

Al momento de calcular la amplitud de probabilidad (f|Sy|i) de un determinado

proceso aparece su amplitud invariante M (véase la ecuacién 1.140). Esta cantidad



CAPITULO 4. RENORMALIZACION 109

se puede calcular al sumar las amplitudes de todos los diagramas de Feynman que

surgen de la expansion.

En realidad, existe una cantidad infinita de diagramas de Feynman al expandir
la matriz So. Sin embargo, en este estudio vale la pena enfocarse tinicamente en la
sumatoria de los diagramas de Feynman que tienen propagadores fermionicos. En el

caso de la Dispersion de Compton esto se expresa de la siguiente manera:

E%=fr+§>x:vf+

+$} g §+$> PN 3’+

F1GURA 4.1: Diagramas de Feynman de la dispersion de Compton con propagadores

modificados por la autoenergia.

En cualquier proceso de la electrodinamica cuantica que contenga a un propa-

gador fermiénico se presenta una suma de diagramas de Feynman de este tipo.

Entonces, es valido establecer que la figura 4.2 representa a un propagador
«efectivo» que considera a las correcciones de la autoenergia dentro del propagador

a todos los érdenes perturbativos.

iSp(p) =

FiGuraA 4.2: Propagador efectivo del electron

Esquematicamente, este propagador se ilustra de la siguiente manera:
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>~ —— Yy

MM T ™M da ™M

F1GURA 4.3: Propagador efectivo del electréon a todos los 6rdenes perturbativos.

Reimpreso de Mandl, F. (2010).

Aplicando las reglas de Feynman a la figura 4.3, se obtiene que el propagador

«efectivoy Sp(p) se expresa algebraicamente de la siguiente manera:

5 l ? ?
P N
Srp) = T T p—mo i P T

+p—m&+kﬂm@”p—m&+kﬂmwﬂp—m&+kﬂ .

+ ..

Ahora, es posible calcular el término Sp (p) al comparar la ecuacion 4.1 con la

serie de Neumann dada por la ecuacion 4.2:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 11

Factorizando una unidad imaginaria comin ¢ en ambos lados de la ecuacion

4.1 y estableciendo las siguientes igualdades:
A= p—mgl + i,
B = —X(p).

Es posible demostrar que el propagador «efectivo» iS r(p) que considera las
contribuciones de la autoenergia del electréon a todos los 6rdenes perturbativos tiene

la siguiente expresion algebraica.

iSr(p) = P — mol —I—ZZ(p) T

F1GURA 4.4: Expresion algebraica del propagador efectivo del electron
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4.2 EL CONTRATERMINO DE LA MASA 09

4.2.1 EL POLO DEL PROPAGADOR EFECTIVO z’SF(p)

El propagador efectivo del electron ya no tiene un polo en mgy como lo tiene el

del nivel arbol [4,6,7].

Al considerar las contribuciones de la autoenergia del electrén al propagador
fermiénico, se obtiene que el polo del propagador efectivo es desplazado por una

cantidad adicional —3i(p)|s=mp1. El polo de este propagador esta dado por:

P = mol = S(p)lymp,

donde el término ie estd dentro de X(p), ya que la autoenergia de una particula es

un numero complejo con una parte real y una imaginaria.

En general, la autoenergia X (p) de las particulas tiene una parte imaginaria
diferente a cero si la particula es inestable y decae después de un cierto tiempo. Esta

parte imaginaria esta relacionada con la vida media de la particula.

Experimentalmente, no se ha detectado que el electron sea una particula que
decaiga espontaneamente. Por lo tanto, se considera que toda la parte imaginaria de
Y(p) se anula debido a la estabilidad cinemaética del electrén. Entonces, el polo de

la particula se encuentra ubicado sobre el eje real.

De acuerdo con la teoria cuantica de campos, la masa fisica mp de una particula

esta definida por ser la parte real del polo del propagador de dicha particula.

Considerando esto, el polo del propagador efectivo del electréon se encuentra

en:

p = mol = S(p)lpoms = mpl (43)
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4.2.2 ESQUEMA DE RENORMALIZACION ON-SHELL (OS)

Algunos esquemas de renormalizacién comunes son On-Shell (OS) | sustraccion

minima (M S) y sustraccién minima modificada (M S) [6].

Para entender qué es un esquema de renormalizacion, es necesario diferenciar
entre la masa renormalizada de una particula mgr y la masa fisica de la particula

mp.

La masa renormalizada es un constructo teérico en donde la masa desnuda
mg es modificada por una cantidad §,, llamada el «contratérmino de la masa». La
masa renormalizada se expresa (bajo cualquier esquema de renormalizacién) de la
siguiente manera:

mpg = Mo + . (4.4)

La masa fisica mp es aquella que se ubica en el polo del propagador efecti-
vo (ecuacion 4.3) y coincide con las mediciones experimentales de la masa de las

particulas.

Cuando se utiliza la renormalizacién bajo esquema On-Shell, se define que la

masa renormalizada es igual a la masa fisica de la particula:

En otros esquemas de renormalizaciéon, la masa renormalizada mp es diferente

a la masa fisica de la particula mp. En esta tesis se calculara la masa renormalizada
m% y se discutird brevemente la masa renormalizada bajo los otros esquemas m®

MS
y mp”.

Bajo el esquema de renormalizaciéon On-Shell, la masa renormalizada se expresa

de la siguiente manera:

m9® =mg +09° = mp. (4.6)
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Al comparar las ecuaciones 4.3 y 4.6 es facil ver que el contratérmino de la

masa 9, se calcula de la siguiente manera:

5951 = —S(p)]y ot (4.7)

La ecuacién 4.7 relaciona al contratérmino de la masa con un término que ya

ha sido estudiado en esta tesis, la autoenergia del electrén X(p).

Para poder calcular el contratérmino de la masa 69° bajo el esquema On-Shell
se utiliza la funcién ¥(p) evaluada en un valor particular de p, el cual hace posible
que p =mpl = m@°T se cumpla. La evaluacién de Y(p) en este valor especifico de p

define a esta funcién de manera Unica.

Ahora, es valido preguntarse: ;Por qué al calcular 697, la autoenergia del elec-
tron debe de estar evaluada precisamente en este punto y no en otro? La razén de
esto es que cuando X(p) estd evaluada en este punto especifico, el denominador del
propagador «efectivo» se anula, generando una divergencia en el propagador «efec-

tivo». En otras palabras, el término Y(p) osy junto con la masa desnuda mg

|p=mpl=m
conforman el polo del propagador (revisar la ecuaciéon (4.3)). Entonces, la definicién
de 69 bajo el esquema On-Shell proviene precisamente de relacionar el polo del pro-
pagador «efectivo» del electron con la definicién de la masa renormalizada dada por
la ecuacién (4.6). La evaluacién de 3(p) en cualquier otro valor de p representaria a

un electron que se mueve fuera de la «capa de masa», lo cual significaria que ya no

se esta utilizando el esquema de renormalizacion On-Shell.

En la ecuacién 4.7, el término (p) representa a la sumatoria de los diagramas
de Feynman de autoenergia a todos los 6rdenes perturbativos. Conforme aumen-
tan los érdenes perturbativos, aumentan los loops en los diagramas de Feynman.

Entonces, ¥(p) en la ecuacién 4.7 estd dada en realidad de la siguiente manera:

S(p) = S (p) + S (p) 4 (48)

OS,DR
Orp

En la presente tesis se calcula el contratérmino a 1-loop (de orden e?).
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Por lo tanto, se trunca 3(p) de la siguiente manera:

S(p) = B (p). (4.9)

A partir de este punto, la autoenergia a 1-loop (de orden e2) puede calcularse
utilizando cualquier esquema de regularizaciéon. En esta tesis se emplea exclusiva-

mente regularizaciéon dimensional.

La autoenergia del electréon bajo el esquema de la regularizacién dimensional
YPE(p) esta dada por la ecuacién 3.51. Basta entonces con utilizar esta ecuaciéon

evaluada en p = m{°T para obtener el resultado final de esta tesis: 65°"F.

4.3 RENORMALIZACION DE LA MASA

El contratérmino de la masa bajo el esquema de renormalizaciéon On-Shell y
utilizando la técnica de regularizaciéon dimensional se calcula de la siguiente manera
[5,6]:

5OSDRL — _SPR(p)]_ oy (4.10)

Sustituyendo YP%(p) dado por la ecuacién 3.51, el contratérmino 4.10 se ex-
presa como:
2

e ) 2

1

—2 lim_ [ [p(1 = Z) — 2m,]] m(mgz (1 =2) —p 2= Z))dZ}‘ .
p:mgsﬂ

mx—0 0 l,[/z

Ademaés de realizar la evaluacion p = m@31, es necesario realizar la siguiente

sustitucion de acuerdo con la ecuacion 4.6:

my = mgs — 5,?15’DR.
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Tras sustituir y realizar simplificacién algebraica se obtiene la siguiente expre-
sion:
1672 =0 \ &

2 2
§OSPRT — G {(—3mgs) {h’m (—) —7e + 1n(47r)} I+ m$51

1
+2m%% lim [ dZ(Z +1)

m/\%o 0
. [(mgSV —pZ(1— Z) + m3(1 — Z) — 2m@S§OSPR7 4 (57?157131%)22} .
e

2 1
+4695PR {h'n(l) (—) — g+ 1n(47r)] I — 2095PR] — 4699PR Yim [ dz
e— IS

m—0 0

[ (802 P20 = 2) + (1 = 2) = 2mGEQIPRE + (695722 |
T '
También es necesario considerar que p? = m% = (m$%)? de acuerdo con las

ecuaciones 1.104 y 4.6. Teniendo esto en cuenta, el calculo se simplifica de la siguiente

manera:

2 2
SOSDPRT — _ i {(—Bmgs) [h’m (g) —VE + 111(47)] +mp?

1672 e—0

1
+2m%° lim [ dZ(Z +1)
0

my—0

o [P0 7)o a2
n
112

9 1
+4605PR {lim (—) —vp + 1n(47r)] — 2605PR — 4505PE 1im [ dZ
9

e—0 my—0 0

(5222 4+ m3(1 ~ Z) — 2m@P95 PR 4 (39527
X In e I.
Hasta el momento, parece haber un problema al calcular 695P% ya que la

ecuacion que permite calcularlo es trascendente.

Esto se soluciona al analizar la expansién en serie del término logaritmico. A
continuacion se analizard tinicamente este término y al finalizar se continuara con el

cdlculo de §95PR,

Mediante una manipulacién algebraica se obtiene la siguiente igualdad:

oS 2z2 2 1—2)=2 OS(SOS,DRZ 6OS,DR 2Z
In (mg”) + my ( ) MR o + (05 ) _ (4.11)

112
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In

(G222 4 m3(1 = 2)] || T —2m@SASORZ 4 (50507
2 (G2 + w3 (1~ 2)

Ahora si se establece que

_zmgs(;g&DRZ + (@25,/31%)22 { _ngs + 525,1:)1%
Tr = =

5OS,DRZ.
T = [ =)

Entonces el tltimo término de la ecuacion 4.11 toma la forma de la siguiente

expansion en series [22]:

= " r?
In(1+z)=>» (=1)" e M TRLLE (4.12)
n=1

La ecuacién 4.11 toma entonces la siguiente forma:
(2 i1 = 2) - o 7]
112
g2 4 w1 - 2) oGS + §9SPR
2 P27+ mi(1—2)
1 {[ —2m@® + 695D
(

In

:| (57?15’DRZ

2
|sgsonz) s

2 m@3)2722 + m3(1 — Z)
Esta expansién en serie estd expresada respecto a €2, ya que 695PF o €2
Entonces, el término logaritmico se expresa de la siguiente manera:
oS 222 2 1—=2)=2 OS(SOS,DRZ 6OS,DR QZ
1
oS 2z2 2 1-27
lIl |:(mR ) +2m)\( ):| + 0(6(2))
i
Sustituyendo la ecuacién 4.13 en el cdlculo de §9%PF se obtiene la siguiente
ecuacion:
SOSPRT = % (—3m%®) |lim 2 — g+ In(4r) | +m%®
n 1672 RS0\ e R
1 (o} ZZQ 2 1—-7
+2m$3 lim [ (Z+1) {m <(mR ) th( )> +(’)1(e§)} dz
a0 Jo M

2
+4595PR {h'n(l) (—) — Vg + 1n(47r)] — 2005 DR
e—> £
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1 0S\2 72 2 _
—4595PR im {m ((mR 27+ md Z)) + (92(63)} dZ} I.
0

my—0 ,u2

Simplificando, se obtiene la siguiente expresion:

2 2
39501 =~ { (-am@) i (2) = v+ am) | + g
1
+2m%* 1lfm (Z+1)In [

my—0 0

(m@°)°Z° + m3(1 — 2)
112

} dZ} I+ O(eg)L.

Debido a que 09%P% es un cdlculo perturbativo de orden €2, los términos de
orden perturbativo mayor como O(eg) no contribuyen a esta expresiéon. Entonces, el

contratérmino de la masa adopta la siguiente forma:s:

e2 2
A T AV .

e—0

L i 2)] gy

1
+2m%* lim (Z+1)In l e

m)—0 0

La integral puede resolverse mediante las técnicas convencionales del calculo
integral. El resultado de esta integral es:

1 oS 272 21 -7 oS 2
/(Z+1)1n (ms”) tmk( Naz—gm(Mal) _2__m
0 H H 22 2

4 2 2
LM ln(mk>— my [(m,\) +2} - mo)\s

20mg) " g™ ) nGEIR [(mg? 1P
mgS,DR iy
—T ) ( m - ngS‘DR)

X |arctan — arctan
OS8,DR m3 m?
2mp (/1 Tm35)? 1 Tmos)?

Evaluando el limite de esta integral cuando m) — 0, se obtiene:

1 0S\2 72 201 _ oS
lim [ (Z+1)n {(mR )z th(l Z)} dZ = 3In (m—R) “2 0 )
ma=0 Jo 0 p 2

Sustituyendo la ecuacién 4.15 en la ecuacién de §95PF y realizando simplifi-

caciones algebraicas, se obtiene el resultado del contratérmino de la masa.

3e2m9S (., (2 T 4
5725,DR]1 _ S 1067r§ {lli% (E) — g+ In(47) + In {(T”?:T)Z] + 5} I. (4.16)
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En la teoria completamente renormalizada de la electrodinamica cuantica, se
realizar una expansion perturbativa expresada en potencias de la carga renorma-
lizada €%, no respecto a la carga desnuda ey como se ha llevado a cabo hasta el

momento.

Con el fin de reportar el resultado del contratérmino de la masa tal como apa-
rece en la literatura estandar, el contratérmino de la masa se expresa de la siguiente

manera:

3(£05)2),08 ) 9 2 4
525,[)3 _ (e}”)*mpy {hm (_) — g + In(47) + In { %5)2} + 5} (4.17)

1672 c=0 \ €

Es comin que los contratérminos se expresen en términos de la constante de
estructura fina a©°, no de la carga renormalizada (e%”)?. Utilizando la ecuacién
1.129 en la ecuacién 4.17 se obtiene el siguiente resultado:

3a95mQS [ (2 p 4
oporn = 2 fug (2) —ow it +1n s 45 a9

En la electrodinamica cuantica suele definirse una constante de escala fi modi-
ficada:
[ = dme E 2, (4.19)

Utilizando la ecuacién 4.19 en la ecuacion 4.18, se obtiene la siguiente expresion

OS,DR.
de 9,7 "
0S,,05

3a%°m 2 > 4
08, pR _ PXR"MR" | .. [ 2 =
O = — i {}:1_1)]% (5) +1In [(mgsﬂ} + 3} . (4.20)

Utilizando las ecuaciones 4.6 y 4.20 se obtiene el resultado final de esta tesis:

la masa renormalizada bajo el esquema On-Shell.

309 m®° 2 i 4
os R MR |y
my” =mo + ym {hm (E) +1In [ %5)2} + g} (4.21)
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4.3.1 VALIDEZ DEL RESULTADO §9%-PF

Vale la pena confirmar que el resultado de esta tesis sea consistente con lo que

se ha reportado en la literatura.

Los resultados equivalentes de 69%PF dados por las ecuaciones 4.17, 4.18 y 4.20
han sido ya calculados y reportados. La tabla 4.1 muestra los resultados de §9%PF

encontrados en la literatura.

TABLA 4.1: Resultados de 69%P% en la literatura

Referencia Convencién de D Resultado
Michael I. Eides (2023) [23] D=4-¢ 605 PR = S [2 s+ In(dm) +In [t | + 4}
Howard E. Haber (2010) [24] D=4-—2¢ 0295 = % = 73%‘ {(471') I'(e) + +In [(mojg)z} }
Stephen G. Naculich (2017) [25] D=4-2¢ 099 PR — % [f —7e+In (ﬁ) + %]
Jorge Crispim Romao (2024) [26] D=4-¢ SOSPR — % {* — g +In(dr) — 1 = 2 [1de(1+2)In (M)}
M: . Thwar S _ 0s _ _ 5Pt _ e [ 3 3 @
latthew D. Schwartz (2014) [6,27] D=4—¢ 0Z5° = W =392 —3In wFr) 2

Todos los resultados mostrados en la tabla 4.1 coinciden con el calculado en

esta tesis.

4.4 OTROS ESQUEMAS DE RENORMALIZACION

El resultado de la ecuacion 4.18 fue obtenido al imponer las condiciones dadas

por el esquema de renormalizacién On-Shell.

En los célculos, es frecuente el uso de otros dos esquemas: de sustraccién mi-

nima M S y de sustraccion minima modificada M S [6].
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4.4.1 ESQUEMA DE RENORMALIZACION M S

En este esquema de renormalizacion, el contratérmino de la masa consiste en

tnicamente el término divergente en la ecuacién 4.18 [6]. Es decir,

MS MS
sMSDR _ SOR MR g (2) . (4.22)

4 e=0 \ £

La masa renormalizada bajo este esquema esta dada de la siguiente manera:

MS MS 2
mMS — g 4 SOB_TR g (-) . (4.23)

47 e—0 \ £

Esta masa renormalizada es evidentemente diferente a la masa fisica mp dada

por la ecuacion 4.21.

4.4.2 ESQUEMA DE RENORMALIZACION M S

En este esquema de renormalizacion, se considera tanto el término divergente en
la ecuacién 4.18 como también los términos finitos vg y In(47) [6]. El contratérmino
de la masa bajo este esquema es representado de la siguiente manera:

MS.DR __ Bagl Smy® [ (2
O ——— ¢ lim B —vg +1n(4m) ¢ . (4.24)

4 e—0

Y la masa renormalizada bajo este esquema se expresa de la siguiente forma:

3aMS MS 2
mdlS = g+ 228 TR {h’m <-) — g +1n (4@} : (4.25)
9

47 e—0

Evidentemente, la masa renormalizada bajo este esquema m%s es también

diferente a la masa fisica del electron mp dada por la ecuaciéon 4.21.
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4.5 MODIFICACION DEL OPERADOR DE DENSIDAD

LAGRANGIANA

En la electrodindmica cuantica, el operador de la densidad lagrangiana %

(ecuacién 1.105) estd en principio expresado por cantidades desnudas [4]:

P =N {@Zo(x) (78, — mol) () — % [aVAO,M(x)} [a%gw} (4.26)
reo o) o)l

En la renormalizacion, las cantidades desnudas son redefinidas o «renormali-
zadas». En la tabla 4.2 se muestran las cantidades renormalizadas en el operador de

densidad lagrangiana de la electrodindmica cuantica [6].

TABLA 4.2: Cantidades renormalizadas en la electrodindmica cuantica

Cantidad desnuda Cantidad renormalizada

?;0(93) @@0(1') = \/72@/;1%(575)
Ao (@) Aou(2) = VZsAp,u(@)
mo mo = ZmMmg

€0 €0 = Zeep

En la tabla 4.2, los coeficientes Zo, Z3, Z,, v Z. son los encargados de renormali-
zar a las cantidades de la electrodinamica cudntica a todos los ordenes perturbativos

respecto a eg.

Realizando las sustituciones dadas por la tabla 4.2 en el operador de densidad
lagrangiana de la electrodindmica cudntica (ecuacion 4.26), se obtiene la siguiente

expresion [4, 5, 6]:

P =N {ZJR(:U) (70 — Zomgl) Op(z) — %Zg [aUARN)} [avA;;(x)] (4.27)
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+Zien ) Anla)inte) |
donde se definié:

Zl = ZBZQ\/ Z . (428)

A nivel arbol, las cantidades desnudas son iguales a las renormalizadas. Confor-
ma se consideran expansiones a ordenes altos de eg empiezan a surgir las desviaciones
de las cantidades desnudas. Los coeficientes de renormalizacion 2y, Zs, Z3, Ze Y Zm

pueden ser expresados como una expansion en series de la siguiente manera:

Zi=1+462, (4.29a)
Zy =1+ 62, (4.29b)
Zs =1+ 062, (4.29¢)
Z,=1+6Z., (4.29d)
Ty =14 6. (4.29)

Los «contratérminosy 021,025,023, 0Z. y 0Z. son expansiones en serie que

empiezan en el orden perturbativo e%.

En la ecuacién 4.28, cada coeficiente puede expandirse en series. Apoyandose
en las ecuaciones 4.29 y en la ecuacion D.6 se obtiene el siguiente resultado para
0Z,:

62, =87y — 625 — %523 + O(e}). (4.30)

En este estudio, se analizan las correcciones hasta el orden perturbativo de 1
loop. Por lo tanto, de aqui en adelante se trunca a cada uno de los contratérminos

821,072,023, 6Z, y 0Z. para que sean estrictamente de orden €%.

Sustituyendo las expansiones dadas por las ecuaciones 4.29 en el operador de

densidad lagrangiana dado por la ecuacion 4.27, se obtiene la siguiente ecuacion de
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la densidad lagrangiana truncada a I-loop (se omiten los términos de orden e} o
mayor):

jl_loo]) = D?QED,R + jé—loop) (431)

donde:

Foeon = A { (o) ("0, — mal) due) — 5 [0 An,(0)] [ A500)] (432

rer $R<x>AR<x>z/SR<x>},
Pleow _ £ {—%523 [aVAR,u(x)] [avAf;{@)} + 02y (@) Oun(x)  (4.33)

02+ 8725) A (o) + €xd 21 (o) nle)nlo) .
Se observa que el término ,?Q ED,R ©s casi igual a la ecuacion 4.26 con la tnica

diferencia de que éste esta expresado en término de las cantidades renormalizadas.

, . 51-1 . , .
Por otra parte, el término £, " contiene a todos los contratérminos de la
electrodinamica cuantica. Cada uno de estos contratérminos es divergente. Estos
términos se encargan de cancelar las divergencias que surgen de las correcciones

radiativas al expandir la matriz S con la nueva densidad hamiltoniana de interaccion:

o= N { —eniao) AV ln(o) + 562 [0, Anu(0)] [ 50)] (30

—i5ZQ$R($)7M8MZ)R($> +(0Zm + 622) mRiR(x)WR(JJ) - €R5Z1$R($)AR($)@@R($)}’

En la electrodindmica cudntica existe una identidad llamada «Identidad de

Ward» que relaciona a los coeficientes de renormalizacion Z; y Zs:
Z = Zs. (4.35)

Esta ecuacion es valida a todos los 6rdenes perturbativos. Esta identidad lleva

a la siguiente igualdad de contratérminos:

521 = 62s. (4.36)
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Habiendo establecido todos los contratérminos de la electrodinamica cuéantica,

vale la pena analizar la renormalizacion de la masa bajo estas definiciones.

La masa desnuda se renormaliza de la siguiente manera:

Retomando la ecuacion 4.29e, se obtiene la siguiente relacién entre la masa

desnuda y la renormalizada:

mog = mpg + mR(SZm (438)

Comparando la ecuacion 4.38 con la ecuacién 4.4, se obtiene que:

0Ly, = —5—’”. (4.39)
mpg

En una amplia variedad de literatura de la electrodindmica cudntica se utiliza

el contratérmino de la masa 07, en lugar del calculado en esta tesis 9,,.

Tanto la ecuacion 4.37 como la ecuacion 4.39 es valida para cualquier esquema

de renormalizacién (On-Shell, M.S y MS).

La renormalizacién de la masa consistié entonces en la modificacion de la ma-
sa desnuda del electrén mg a través de un contratérmino de la masa. Naturalmente,
tanto la masa desnuda mg como el contratérmino de la masa (d,, o 6Z,,) son di-
vergentes. Sin embargo, se combinan de tal manera que los términos que causan las
divergencias en cada uno de ellos se cancelan entre si; logrando que la masa renor-
malizada mpg sea finita, y que en el caso del uso del esquema On-Shell sea también

igual a la masa fisica del electréon mp.



CAPITULO 5

CONCLUSIONES

En los capitulos anteriores, se han demostrado tanto los fundamentos tedricos
de la electrodinamica cuantica como el desarrollo paso a paso para poder calcular
el contratérmino de la masa bajo el esquema On-Shell y utilizando la técnica de

regularizacién dimensional: §95PF,

La necesidad de realizar este calculo radica en que el uso de las cantidades
desnudas en los calculos perturbativos de la electrodinamica cuantica lleva a diver-
gencias. Estas divergencias fueron la principal causa de que los inicios de la electro-
dindmica cudntica fueran tan complicados. Es evidente que una teoria que produce

predicciones infinitas de mediciones experimentales tiene un grave problema.

La solucién de estas divergencias en la electrodindmica cuantica es la renorma-
lizacion. La renormalizacion establecié que para obtener resultados finitos, es nece-
sario redefinir a los operadores de campos libres A, v 1y junto con sus cantidades

desnudas: mg y qo.

Todas estas cantidades son redefinidas a través de «contratérminos», los cuales
son correcciones divergentes a las cantidades desnudas. Las cantidades desnudas my

y qo son también divergentes.

Las cantidades desnudas y los contratérminos cancelan sus divergencias entre

125
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si y dan como resultado una cantidad finita que se considera esta ahora «renorma-
lizada». Al realizar calculos con cantidades «renormalizadas» se obtienen resultados
finitos. Las cantidades desnudas mg y qo de las particulas estan asociadas con sus
campos libres, los cuales se encuentran «aislados» y no tienen ninguna interaccién
entre si. Al momento de juntar dos o mas campos libres es posible la existencia de
interacciones entre campos, los cuales son descritos por la densidad lagrangiana de
interaccion 922[0. Es mediante estas interacciones que ha sido posible calcular cantida-

des observables en experimentos como las cross sections o los anchos de decaimiento.

De acuerdo con la renormalizacién, cuando un campo interactia con otros, las
propiedades de sus particulas cambian. Es decir, las particulas ya no tienen una masa
mg o carga eléctrica g, sino que ahora tienen una masa mpg y carga eléctrica eg, las
cuales son ambas finitas. La transicion de una particula con cantidades «desnudas»
a una particula «renormalizada» es establecida por las interacciones entre el campo

electromagnético y los campos fermionicos.

La teoria de la renormalizacién completa de la electrodindmica cuantica contie-
ne a 4 contratérminos distintos. En esta tesis se ha analizado a detalle inicamente el
contratérmino de la masa 9,, truncado a 1 loop. Si bien es posible el calculo de d,, a
6rdenes perturbativos mayores, se le ha dado preferencia a una explicacion didactica

del calculo sobre la complejidad computacional que ofrecen célculos a méas de 1 loop.

Al momento de calcular la expresion algebraica de 9,, nos encontramos que no
existe una unica forma de calcularlo, ya que deben de hacerse dos elecciones para
poder calcular su forma algebraica: la eleccion del esquema de reqularizacion y la

eleccién del esquema de renormalizacion.

En esta tesis se escogi6 a la regularizacion dimensional (DR) como esquema
de regularizacion debido a que su aplicacién da como resultado cantidades que son
invariantes de gauge y de Lorentz, ademas de ser el esquema que ofrece mayor

facilidad computacional a érdenes perturbativos altos.
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Ademas, se eligi6 el uso del esquema de regularizaciéon On-Shell. Si bien otros
esquemas de renormalizacién como el MS o MS permiten una mayor facilidad
computacional al realizar calculos a 6rdenes perturbativos altos, en esta tesis se
le ha dado preferencia a obtener las condiciones de renormalizacién de manera méas

intuitiva fisicamente, lo cual es posible tinicamente bajo el esquema On-Shell.

En el esquema On-Shell se ha aprovechado el hecho de que el polo del propa-
gador efectivo del electron es la masa fisica del electréon mp para poder calcular el
contratérmino de la masa §9°PE. Por definicién, se establece que la masa renorma-

lizada bajo este esquema m%° es igual a la masa fisica del electrén mp.

En este esquema se observo como al hacer la expansion perturbativa de procesos
de la electrodinamica cuantica, la autoenergia del electrén 3(p) corrige al propagador
fermionico libre. Al calcularse el propagador fermiénico «efectivo» es evidente un
corrimiento del polo respecto al del propagador fermiénico libre. Este corrimiento
del polo es divergente y quiere decir que la masa del propagador fermiénico «efectivoy
mp ya no es mas la masa del propagador fermionico libre mg, sino que se encuentra

desplazada por una cantidad % (p)|p=mp1-

Fisicamente, esto se ve como un electréon, el cual al tener la capacidad de
interactuar con el campo electromagnético, es rodeado por una «nube» de fotones
virtuales, descritos matematicamente por el loop foténico en ¥(p). Las interacciones
entre el electrén y esta nube de fotones virtuales cambian ambas propiedades del

electron: su masa y su carga eléctrica.

El resultado principal de esta tesis fue obtener ese corrimiento divergente de
la masa desnuda del electrén simbolizado por 69%PE. Este resultado estd dado por
la ecuacién (4.20) y coincide exactamente con resultados reportados en la literatura
estandar de la electrodinamica cuantica y articulos cientificos reportados en la tabla

4.1.

Si bien este resultado ha sido ampliamente estudiado y validado a lo largo de los
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afios, los principios bajo los que se ha calculado §9%P% (regularizaciéon dimensional y
condiciones de renormalizaciéon On-Shell) siguen siendo ampliamente utilizados bajo

dos enfoques distintos:

= Calcular el contratérmino 69° en electrodindmica cudntica a ordenes perturba-
tivos mayores (2 o mas loops), lo cual permite obtener resultados cada vez mas
precisos. Por ejemplo en los estudios hechos por Adkins, G. et.al (2001) [28] y
Duhr, C. et. al (2024) [29] se calculan los contratérminos en la electrodindmica

cuantica a 2 y 3 loops, respectivamente.

= Calcular el contratérmino de la masa §9° para otras particulas y bajo teorfas
diferentes. Por ejemplo: teorias no Abelianas como la cromodindmica cuantica
o teorias mas alld del modelo estandar. Por ejemplo en el libro escrito por
Strickland, M. (2026) [30] se estudia la renormalizacién completa de la cro-
modinamica cuantica y en el estudio realizado por Pelissetto, A. y Vicari, E.

(2015) [31] se analiza la renormalizacién de la teorfa ¢ en 2 y 3 dimensiones.

Histéricamente, la cancelacion de cantidades divergentes mediante la renor-
malizacion ha sido motivo de debate entre matematicos y fisicos. Por una parte,
a nivel algebraico la cancelacién de infinitos puede llegar a ser considerablemente
dudosa. Por otra parte, los cédlculos perturbativos en la electrodindmica cuantica
renormalizada han logrado tener la cercania mas grande entre predicciones tedricas

y experimentos jamas antes vista en una teoria de la fisica.

El extraordinario acuerdo entre las predicciones de la electrodinamica cuantica
renormalizada y los resultados experimentales ha consolidado a la renormalizacién
no solo como una herramienta matematica para eliminar divergencias, sino como un

principio fisico fundamental en teorias cuanticas de campos.



APENDICE A

REGLAS DE FEYNMAN

A continuacién, se muestran las reglas de Feynman [4], las cuales son ttiles para

relacionar a un diagrama de Feynman con su correspondiente amplitud invariante

M.

1. Vértice de interaccion. En cada vértice del diagrama, escribir el término:

1egy®. Cada vértice debe de tener un superindice griego diferente.

2. Linea interna de foton Para cada linea de un fotén interno identificado por

su momento k,

QA AANAAANANANN (3

k

Se utiliza la expresion:

e . Gap
D k)= — .
iDro.s (k) ! k2 + e

3. Linea interna de fermion. Para cada linea interna de fermiones identificados

por su momento p,

Ty

Se utiliza la expresion:

1 . ptmol

S, _ B
iSro(p) P —mol + el

(4 ;
p? —m + ie

129
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4. Lineas externas

Electréon entrante. Para cada electrén entrante con momento p,

«

p
Se utiliza el término: ug s(p).

= Electron saliente. Para cada electron saliente con momento p,

B

kel 4

Se utiliza el término: g s(p).

» Positron entrante. Para cada positrén entrante con momento p,

«

TA

Se utiliza el término: vy s(p).

= Positron saliente. Para cada positron saliente con momento p,

L
Se utiliza el término: vy s(p).

= Fotén entrante. Para cada foton entrante con momento k,

ANNANNNANNN Y

k

Se utiliza el término: ez, (k).
= Fotdn saliente. Para cada foton saliente con momento k,

[ AnAn~A~Annnn

k

Se utiliza el término: ez, (k).
Aqui, s representa a la polarizacion del fotén.

5. Las matrices gamma +, los espinores (ugs, Uos, Vos, Uos) v €l propagador

fermiénico Sgo deben de seguir un orden particular.
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Debe de empezarse desde el lado derecho del diagrama. Se empieza a recorrer
las lineas fermionicas en la direccion de sus flechas. Estos términos se escriben

en el orden de aparicion de acuerdo con estas flechas.

6. Para cada loop conformado con fermiones, es necesario calcular la traza del

loop y multiplicarlo por (—1).

7. En los vértices de los diagramas de Feynman se conserva la suma de los 4-
vectores de momento de ambos lados del vértice, y esta conservacion de mo-
mento se representa mediante la delta de Dirac: §®) (E P =2 pi>. En el
caso de los loops, no hay una delta de Dirac que fije la conservacién de energia-
momento, por lo que por cada loop debe de agregarse el término [ %, donde
q se calcula por la conservacién de energia-momento en cualquiera de los vér-

tices que conectan al loop.

8. Es necesario multiplicar la expresion por 1 o por —1 si se ocupa un numero
par o impar de permutaciones en el orden de operadores fermiénicos para
obtener el orden normal (operadores de creacion a la izquierda y operadores

de aniquilacién a la derecha).



APENDICE B

FUNDAMENTOS DE VARIABLE

COMPLEJA

En esta tesis se utiliza el andlisis complejo en la resolucién de integrales de 4
dimensiones. Por lo tanto, es importante analizar de manera resumida las bases de

la variable compleja [21].

B.1 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

Una variable compleja tiene la siguiente forma general:
2 =T+ 1y, (B.1)

donde z,y € R.

En la teoria cuantica de campos, suele definirse que el componente temporal
de un 4-vector (2%, p°) sea considerado una variable compleja. De esta manera, en la
teoria cuantica de campos suelen aparecer funciones de una variable compleja f(z).

Este tipo de funciones suelen escribirse de la siguiente manera:
f(2) = flz +iy) = u(z,y) +iv(z,y), (B.2)
donde u(x,y),v(z,y) € R.

132



APENDICE B. FUNDAMENTOS DE VARIABLE COMPLEJA 133

Es posible calcular la derivada de una funcién compleja de la siguiente manera:

Ay BT gy SR ) (B.3)

dz A0 Az A0 Az +iAy

f'(z)
En el estudio de la variable compleja son de particular importancia las funcio-

nes analiticas.

Se dice que una funcién de variable compleja es analitica dentro de una region

del plano complejo si su derivada f’(z) es tinica en cada punto dentro de esta region.

Una funcién compleja f(z) «es analitica en un punto z = a» si existe un ntimero
r > 0 tal que la funciéon f(z) sea derivable para todos los puntos dentro del disco

abierto |z —a| < 7.
Considerando que la funciéon compleja tiene la forma de la ecuacién B.2.

Se puede saber si la funcién es analitica si se cumplen las condiciones de

Cauchy-Riemann.

@_OU

or oy’

o (B.4)
or Oy

B.2 PoOLOS Y RESIDUOS

Supongamos que una funcién compleja f(z) es analitica en la regién anular [21]

dada por la figura B.1.
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Im(z)

R1 < |z — 20| < Rz

F1GUurA B.1: Regién anular entre discos |z| = R; y |z| = Rz en el plano complejo

de z.

En esta region anular del plano complejo, la funcién f(z) puede expandirse en

series de Laurent alrededor de zy de la siguiente manera:

f(Z) = Zan(z — Zo)n + Z (Z—b—nzo)"’

donde: . F(2)d
z)dz
n — 5 . N1 - 7]-727"'7
= o o (z — z)"t! (n=0 )
1
bn—ﬁ/cf(z)(z—zo)”_ldz, (n=0,1,2,---).

(B.5)

(B.6)

La sumatoria con los coeficientes b, en la ecuacién B.5 es llamada la parte

principal de la serie.

Si todos los coeficientes b, son iguales a 0, entonces la singularidad en z = 2z

es removible.

Si existe un entero r > 1 tal que b, # 0 y b, = 0 para todo n > r, se dice
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que la funcién f(z) tiene un polo de orden r en z = zy. En el caso r = 1, el polo es

llamado polo simple.

El coeficiente b; ubicado en la parte principal de la serie de Laurent es llamado

el residuo de la funcion f(z) en z = z.

Existen formas alternativas de encontrar el residuo b; de una funciéon compleja.

En el caso de los polos simples la ecuacion B.7 suele ser de utilidad:

by = lim (z — z0) f(2). (B.7)

Z—r20

B.3 INTEGRACION EN EL PLANO COMPLEJO

Con las herramientas vistas hasta el momento es posible calcular integrales en

el plano complejo una vez que se haya establecido un contorno de integracion [21].

Un contorno de integracion C' es un camino cerrado en el plano complejo con

un numero finito de esquinas y ademés que no se cruza consigo mismo.

Para realizar integrales de funciones complejas sobre un contorno de integracion

es necesario tomar en cuenta los siguientes teoremas:
Teorema B.1 (Teorema de Cauchy).

Si una funcién f(z) de una variable compleja z es analitica en una regién
simplemente conexa que contiene al contorno cerrado C, entonces la integral ciclica

alrededor de este contorno es igual a 0:

]{ f(z)dz =0. (B.8)
c
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Im(z)

C

> > Re(z)

FI1GUrRA B.2: Gréfica de una funcién analitica f(z) dentro del contorno C

En la figura B.2 se muestra un contorno C' que no encierra singularidades de
f(2). Dado que f(z) es analitica en toda la regién considerada, se cumple el teorema

de Cauchy y la integral ciclica es nula.

Ahora se analizard un segundo teorema importante en el analisis complejo.
Teorema B.2 (Férmula Integral de Cauchy).
Si una funcién f(z) es analitica en una regién simplemente conexa que contiene

al contorno cerrado C'y existe un punto a dentro del contorno C, el valor de f(a)

estd dado de la siguiente manera:

f(a) = Lj[CdZM (B.9)

2mi z—a

Ahora, se vera un lema importante en la evaluacion de integrales de variable

compleja:

Lema B.3 (Lema de Jordan).
Supongamos que:
1) Una funcién f(z) es analitica en todos los puntos I'm(z) > 0 del plano complejo
que estén fuera de un circulo |z| = Ry.

11) Existe un semicirculo Cg de radio R expresado matemdaticamente como z =

Re? donde 0 < § < 7. Ademds, se establece que R > Ry (ver figura B.3).
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Im(z)

Cr

Ficura B.3: Contorno de integracion utilizado en el Lema de Jordan.

1) Para todos los puntos z sobre Cg, existe una constante positiva Mg llamada

cota tal que |f(z)] < Mg. La cota cumple, ademas, con la siguiente condicién:

R—o00

Entonces, para una constante A > 0 se cumple que:

lim f(2)e?*dz = 0. (B.10)
R—o0 C
R
Es necesario considerar la integracién de funciones cuando el contorno de inte-
gracion C' encierra a n polos. A cada polo le corresponde un residuo por definicién.

Esto es aprovechado para calcular este tipo de integrales de acuerdo con el teorema

del residuo.

Teorema B.4 (Teorema del residuo).

Si una funcién compleja f(z) es analitica en y sobre un contorno cerrado C,
excepto por n polos identificados por los puntos z; (donde j = 1,--- ,n ), entonces

se cumple la siguiente ecuacion:
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jif(z)dz — 2 S (b);, (B.11)

j=

donde (by); es el residuo correspondiente al j-ésimo polo z;.

Ademas, es importante recalcar que la integral alrededor del contorno C' es
evaluada en el sentido contrario a las manecillas del reloj. Si se desea evaluar la

integral en sentido contrario, debe de cambiarse el signo de la integral.



APENDICE C

INTEGRACION EN 4 DIMENSIONES

En este apéndice se analizara la evaluacion de las integrales en 4 dimensiones

utilizando coordenadas esféricas en 4 dimensiones en un espacio euclidiano.

C.1 COORDENADAS CARTESIANAS

Primeramente, es necesario analizar con detalle las transformaciones de las
coordenadas cartesianas en 4 dimensiones a las coordenadas esféricas en 4 dimensio-

nes [20].

Las coordenadas cartesianas en 4 dimensiones pueden ser escritas como g, 21,
x9 vy x3. Cada coordenada representa a valores asignados a ejes que son ortonormales

entre si.

En teoria cuantica de campos, suelen evaluarse integrales sobre todo el espacio

de 4 dimensiones. Es decir, se integra sobre los siguientes valores de las coordenadas

139
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cartesianas:
(

—00 < xp < 00,
—00 < 71 < 00,

—00 < Ty < 00,

\—OO<.%'3<OO.

El elemento diferencial en el sistema coordenado cartesiano en 4 dimensiones

esta dado por la ecuacion C.1

d*r = dzodrdrydrs. (C.1)

C.2 COORDENADAS ESFERICAS

Al momento de utilizar coordenadas esféricas, se cambian las variables sobre
las que se realiza la integracion. En este caso en lugar de integrar sobre las variables

Tg, T1, To Y T3, se integra ahora sobre las nuevas coordenadas |x|, 01, 65 y & [20].

En las coordenadas esféricas en 4 dimensiones, |z| es el radio 4-dimensional, 6,

y 6 son angulos polares y ¢ es el angulo azimutal.

Cuando se integra sobre todo el espacio 4-dimensional, como es usual en la

teoria cudntica de campos, se integran las nuevas variables sobre los siguientes rangos:

.
0 < |z| < o0,
Ogelgﬂ-a
0§02§7T7

0<p<m.

El radio |z| estd relacionado con las 4 coordenadas cartesianas de la siguiente

manera:

x| = \/x%—l—x%—i—xg—i—:v%. (C.3)
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A continuacién, se muestran las transformaciones de las coordenadas cartesia-

nas en 4 dimensiones a coordenadas esféricas en 4 dimensiones:

xo = |z|cos by, (C.4a)

x1 = || sin by cos by, (C.4b)
xo = |z|sin b sin Oycoso, (C.4c)
x3 = |x| sin 6y sin O sin ¢. (C.4d)

La ecuacién C.3 se satisface automéaticamente al sustituir las ecuaciones C.4.

Ya que se conocen las ecuaciones de transformaciéon entre un sistema coorde-
nado cartesiano a uno esférico en 4 dimensiones, es necesario ahora analizar como se

transforma el elemento diferencial d*z.

De acuerdo con el calculo, el elemento diferencial en coordenadas esféricas esta

definido de la siguiente manera:
d*x = | det(J)|d|z|db,dbydg, (C.5)
donde |det(.J)] es el valor absoluto del determinante del Jacobiano.

El Jacobiano es una matriz que relaciona al cambio de un sistema coordenado
a otro. En el caso de la transformacién de un sistema coordenado cartesiano a uno

esférico en 4 dimensiones, éste esta dado por la siguiente ecuacion:

Ozg  Owg Ozg 9zo
dlz| 96, 06, B¢

Ox; Oz Odx1 9=
J= Olz| 961 002 (o0} ' (C6>

Ozy  Ozpy  Ozp  Oxp
olz| 961 90> 0

Oz Oxz Ozz Ozs
olz] 001 962 0

Al realizar las correspondientes derivadas, el Jacobiano obtiene la siguiente

forma:
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cos by —|z|sin 6y 0 0
S sin 0 cos 0, || cos 61 cos Oy — || sin 6; sin Oy 0 (C?)
sin 6 sin 6y cos ¢ |x| cosby sinbycosd |z|sinby cosbycosd —|z|sin by sin by sin ¢
sinf; sinfysing |x|cosf;sinfysing |x|sinf; cosbysing  |x|sin b sin b cos ¢
El determinante de esta matriz es igual a:
det(J) = |z|* sin® 6, sin 0s. (C.8)

Sustituyendo la ecuacién C.8 en la ecuacién C.5 se obtiene finalmente el ele-

mento diferencial d*z en coordenadas esféricas:
d*r = |z|*sin? 0, sin Oad|z|db,dOydp = |z|*d|z|dSLy, (C.9)
donde se definié al elemento diferencial del angulo solido como:

dQ4 = sin2 91 sin 92d91d92d¢ (010)

Ahora, es posible resolver integrales en 4 dimensiones utilizando coordenadas
esféricas si se toma en cuenta el elemento diferencial de la ecuacion C.9, la ecuaciéon

C.3 y los rangos de integracion sobre todo el espacio-tiempo dados por la ecuacion

C.2.

C.3 ALGUNAS INTEGRALES IMPORTANTES EN 4
DIMENSIONES
Se presentan seis integrales importantes evaluadas en 4 dimensiones que apare-

cen frecuentemente en la regularizacion de expresiones presentes en la teoria cuantica

de campos [4].

R e R S EL SR At
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/d4k(k:2—]z—#+ie)” =0, n>3 (C.11b)
/d‘*k% = mQ(_1)n+1Fng_(_n;’)i’fg, n >4 (C.11c¢)
s e = e 2 (C114)
/d4p an Qp;’: T _WF(;L(;)Q) ; _z‘;)n_z, n>3 (C.11e)
/ 1 prpt el =3) 0= 3)gte + (- q2)g“”]’ n> 4
(p? + 2pq + t + ie)” 2T (n) (t — q?)n—2

(C.11f)
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EXPANSION DE FUNCIONES EN SERIES

DE TAYLOR

En ocasiones resulta beneficioso utilizar una aproximacién de una funcién f(z)

en lugar de utilizar la funcién directamente.

D.1 SERIES DE TAYLOR

Una técnica comtn para realizar dichas aproximaciones es mediante la expan-

sion en series de Taylor [22].

Teorema D.1 (Expansién en series de Taylor). Sea f(z) una funcién continua e
infinitamente diferenciable (pertenece a C'™) sobre un intervalo I. Ademads, existe

un punto r = a perteneciente a [.

Entonces, para cualquier = perteneciente al intervalo I, la funcién f(z) puede

expresarse de la siguiente manera:

> £n) (g
fwzzf(kwmw (D.1)

n!

n=0

144
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D.2 EXPANSIONES EN SERIE UTILES

A continuacién, se muestran algunas expansiones en serie que resultan utiles

para este estudio [4,22]:

T 5/2—1—§1n(x)+ , (D.2)
[(e/2) = - =8+ (D.3)
| 1 1.1 1.1.1 1.1.1.1
_ it tipglpgt i tglipgtipt D.4
A_B AT APATAPAPA T AP atata Tt (D-4)
0 Jr11,71 I‘Q 3
n(ltz) =S (—pH? —p T v D5
(1 0) = Y e T 05)
1 x© /1 N )
5 2 _ o
(1+x)2 —Z(k):v 1—|—2x gLt (D.6)
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