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Resumen:

Se propone un marco tedrico que permite modelar y
estudiar la traduccion de proteinas por parte del complejo
molecular denominado polisoma. El modelo es muy
general y no incluye detalles especificos de la compleja
bioquimica realizada por el sistema. Partiendo de una
ecuacion estocastica para la funcion de probabilidad del
nimero de ribosomas a un tiempo dado, se calcula su
densidad como funcion de la longitud de la cadena de
ARNm. Se analiza ademas la dependencia en cadenas
con secuencias de codones iguales y diferentes. Se
estudian los efectos que se generan en la densidad de
ribosomas, cuando las distintas frecuencias de reaccion
muestran dependencia arménica y gausiana en el
tiempo. Los resultados muestran efectos que pueden ser
importantes para lograr una traduccion con velocidades
diferenciadas, lo cual eliminaria efectos de trafico en la
difusion de ribosomas.
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Introduccion

Los sistemas celulares son altamente complejos y
realizan una gran cantidad de funciones de forma
coordinada y eficiente. Uno de estos mecanismos es
la construccion de proteinas especificas a partir de la
informacion genética almacenada en la molécula de
ADN [1]. De forma esquematica todo el proceso de
traduccion es llevado a cabo en varias etapas, que son:
una etapa inicial en la que se copia la molécula de ADN,
que contiene la informacion para producir la proteina,
a una molécula llamada ARN mensajero (ARNm). Una
etapa de acoplamiento, a la cadena de ARNm, de dos
moléculas altamente especializadas que conforman
el agregado llamado ribosoma [1], al conjunto de
ribosomas sobre la cadena de ARNm se le conoce con
el nombre de polisoma. Finalmente se tiene una etapa
de difusion del ribosoma sobre la cadena de ARNm.
Asi, el ribosoma lee (en forma de codones o tripletes)
la informacién contenida en la secuencias del ARNm
y la traduce en el ensamblado especifico de diferentes
aminoacidos, los cuales en ultima instancian formaran
la proteina. Este proceso es altamente complejo y se
encuentra sujeto a todo un conjunto de interacciones
especificas y locales que se coordinan para generar el
ensamble final de la proteina [2].

Durante los ultimas décadas diferentes técnicas de
biologia molecular han permitido manipular el proceso de
traduccion a escala microscdpica [3], incorporando por
ejemplo, secuencias especificas en la cadena de ADN las
cuales expresan proteinas con nuevas propiedades; se ha
podido asi generar: insulina humana, cultivos resistentes
a parasitos, etc. Estos resultados muestran los grandes
avances que se han logrado en la manipulacién y control
del proceso de traduccion y expresion de genes, asi como
de la clonacion de secuencias de ADN. Pero es s6lo en
fechas recientes que se ha empezado a estudiar el proceso
desde una perspectiva analitica y tedrica, tratando de
generar modelos matematicos cuantitativos que permitan
controlar o conocer parametros individuales del proceso
de traduccion [2,4, 10 -13]. Para establecer estos modelos
se puede partir de una visén microscopica tratando de
establecer todas las interacciones presentes en el sistema
a escala atomica, esto ha resultado muy complicado
de establecer y ha tenido resultados parciales so6lo con
el uso de sistemas de super-computo. Sin embargo
podemos adoptar una escala de campo medio, donde la
estructura atomica y molecular del sistema es eliminada,
al tomar en cuenta solo potenciales de interaccion
promediados y despreciar cualquier correlacion entre
los distintos elementos del sistema. Este punto de vista,
sumado al hecho de que el sistema es en realidad una
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coleccion de muchos cuerpos: moléculas de agua, iones
cargados, distintos tipos de proteinas, moléculas de
aminoacidos, etc; permite utilizar las herramientas de la
fisica de sistemas estocasticos y dinamicos para modelar
y comprender diversos procesos que el sistema realiza.

Para el sistema de traduccion de proteinas se ha
determinado que el nimero de ribosomas en la cadena
de ARNm es una funcion que varia en el tiempo y en la
posicion a lo largo de la cadena [1,4]. Este hecho permite
estudiar el sistema desde una perspectiva probabilistica,
donde el célculo de la distribucion de los ribosomas
a lo largo de la cadena de ARNm, el flujo neto de
ribosomas en la cadena, y las velocidades de difusion de
ribosomas, son piezas clave en el modelado del proceso
de traduccion. Estas cantidades pueden ser calculadas
analiticamente por medio de un modelo estocastico
para los sistemas fuera del equilibrio termodinamico.
Otra pieza importante del sistema de traduccion es el
acoplamiento de moléculas de degradacion en cualquier
etapa del proceso, las cuales interrumpen el proceso
de traduccion (ver Figura 1). Asi, un modelo tedrico
del proceso de traduccion permitiria, en principio,
caracterizar estos parametros y nos brindaria de un
marco de trabajo para abordar problemas mas complejos,
los cuales comprenden la interaccion de procesos que se
llevan a cabo a diferentes escalas; caracteristica principal
de los procesos celulares implicados en el proceso de
traduccion.

Marco teorico

Se considera un ensamble de cadenas de ARNm, el cual
se encuentra en una solucién de moléculas de ribosomas
y de factores de degradacion a una densidad en bulto
que permanece constante [4,10, 11]. Se establece que la
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Figura 1. Representacion esquematica del proceso de
traduccion por parte del complejo ribosoma-cadena de
ARNm. Se indican las diferentes frecuencias de reaccion
que se usan para estudiar la dinamica del sistema.
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transcripcion inicia a una frecuencia wEn, cuando una
molécula de Ribosoma se une a la cadena de ARNm, y
puede ser interrumpida espontaneamente con una tasa
wTe, los factores de degradacion actian a una frecuencia
wde, (ver Figura 1). Las constantes anteriores se suponen
dependientes de tiempo, lo cual permite modelar una
cadena de ARNm no uniforme (dependiente de la
secuencia). La densidad de moléculas de ribosoma se
asume pequeiia, con la intencion de evitar que entren en
contacto entre si. La dinamica del proceso de traduccion
se puede modelar como un proceso de Markov [4, 14],
en forma de una ecuacion maestra, de la forma:

@ 0 (OB, (1) + ¥, (D), () (o0, () + 0, ()P (1)
e

donde P (?) es la probabilidad de que un nimero n de
ribosomas se encuentre sobre la cadena al tiempo t. Los
dos primeros términos del lado derecho de la ecuacion,
representan la probabilidad de generar un estado n
partiendo de un estado anterior n-/ y un estado posterior
n+1 ver Figura 1, el tltimo termino es la probabilidad de
no sufrir cambio. A esta ecuacion diferencial de primer
orden se le imponen las condiciones de frontera

RO)=1.  B>1,)=P) 1)

donde L es la longitud de la cadena de ARNm y ¢, =L/
es el tiempo total estimado del proceso de traduccion,
el cual depende de la longitud de la cadena de ARNm
y de su velocidad v promedio. Este parametro v no se
encuentra bien definido para el sistema, y para efectos de
simplificar el modelo se entiende solamente como una
velocidad media del todo el proceso [13]. Un analisis
mas riguroso de la dindamica del sistema podria; por
ejemplo, establecer una velocidad dependiente de la
etapa de traduccion en la cadena de ARNm. Utilizando la
ecuacion maestra y la condicion de normalizacion sobre
P (1) es posible calcular el valor de expectacion para el
nimero total de ribosomas en la cadena M(z)=<n(t)>, el
cual evoluciona en el tiempo de acuerdo con:

= 30, (1) — Wy, ()M(1)

th(!) para:t<t,

2

M(1)=M(1,) para:t =1,
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la segunda ecuacion establece un limite superior en
donde el sistema llega a una situacion de equilibrio
estacionario, si las condiciones del medio permaneces
sin cambio, y los parametros L, v y las frecuencias de
reaccion son constantes. La solucion a esta ecuacion
diferencial depende de la forma funcional de las
variables w, (1) y w, (1), que se analizan en los tres casos
siguientes.

Casos de estudio

Caso A: Frecuencias de acoplamiento independientes
del tiempo w, ()= w, y wle(t) = w, Es decir una
situacion ideal que modela reacciones bioquimicas entre
las diferentes moléculas que llevan a cabo la traduccion,
poco sensibles a la interaccion con el medio, a los
cambios de densidad, a las distintas configuraciones
geométricas y a sus posibles correlaciones. Para este
caso la solucion a la ecuacion (2) es:

M(t)= W (1= Exp[—w,1]) para t<i,
L™

Te 3)
W,
A — B Fypl—w L oy
M(t)= 1I-:.-‘. (1- Exp[-w,, /]) para:t>1,

Lagraficade la Figura 3 (linea negra) muestra como
el numero de ribosomas se incrementa de forma continua
en el tiempo hasta alcanzar un valor constante de 22.5
para t=t,.. Los valores usados para evaluar los distintos
parametros libres de las ecuaciones son: la longitud de
las cadenas de ARNm es variable en un rango de 10 a
2000 codones, el tiempo estimado que toma el proceso
de traduccién es de entre dos a cinco minutos [5], asi
el tiempo estimado para frecuencia de degradacion
w,, = 0.286; por otra parte la velocidad v es fuertemente
dependiente de las condiciones ambientales del medio,
con un valor estimado de v = 600 codones/min [6]. La
frecuencia de termino total del proceso de traduccion
es aproximadamente estimada en w,, = 0.24 min ' [7],
mientras que la frecuencia de pegado es estimada en
w,= 10 rb/min [8, 9]. Estos valores se usaron para
generar todas las graficas del presente trabajo, como
valores de referencia constantes.

Caso B: Se asume una dependencia armoénica para las
frecuencias de acoplamiento de la forma:

w,, (t) =w,, —aSen|kt]

4)

w,, (£)=w,,
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Es decir la frecuencia de avance del ribosoma
depende del lugar que ocupa en la cadena de ARNm.
De esta forma se intenta modelar un avance dependiente
del la secuencia de traduccidon, se sabe que esta
secuencia es aleatoria en cadenas pequeiias [10, 12] y
esta determinada por los tripletes que se encuentran en
la cadena de ARNm, los cuales determinan el tipo de
aminoacido que se agrega a la proteina. Para el sistema
se asume una secuencia armoénica que depende del valor
k elegido, la Figura 2 muestra w, (¢) para los valores de
la frecuencias k=1.0 (linea continua roja) y k=4.0 (linea
discontinua roja) a una amplitud fija @=4.0. Con esto se
tiene una cadena de ARNm de secuencias ordenadas (el
caso de secuencias aleatorias se esta estudiando). La
solucion general es entonces:

M= Wl + k2 (wy,Senfkt] - kCostkt] + k Exp[-wt]) () Figura 2. Dependencia funcional de w_ (t) para los dos
W ' casos estudiados. Lineas rojas caso B, ecuacion (4), y
+ = (1= Exp[-w,t]) lineas azules caso C, ecuacioén (6)
W

Te

Para ¢<t, y una expresion para ¢ > ¢, evaluando la
ecuacion (5) para el tiempo ¢=t,. La Figura 3 muestra
como el caso k=1.0 genera un valor de M(?) mayor que
el caso de frecuencias constantes, mientras que para el
valor k=4 se genera un valor con pequenas oscilaciones
alrededor del caso con frecuencia constantes. Notamos
entonces que modular la frecuencia de oscilacion de la
funcion w, (¢) tiene un efecto importante sobre el calculo
de M(t) cuando se elige un periodo de oscilacion grande
y un efecto que se aproxima al valor con wEn constante
cuando el periodo de w, () es pequefio. Por tanto un
valor de k pequefio indicaria, mas que un efecto local y
especifico de la cadena de ARNm, un efecto global de
todas las interacciones que se presentan sobre la cadena.

Caso C: Se asume una dependencia para las frecuencias
de acoplamiento en forma de campana gausiana de la
forma:

Wen (f) = ‘pf;'n't Exp[_bf]

(6)
w, (1) =w, ,
Figura 3. Valor de expectacion M(t) para numero total de
. . ., ribosomas en la cadena de ARNm en funcion del tiempo.
Es decir, en los primeros pasos de la traduccion Linea negra es para el caso A, de frecuencias constantes.
tenemos una alta frecuencia de reaccion que disminuye a Lineas rojas el caso B de frecuencias arménicas, con
medida que la traduccion avanza. Esto dado que el inicio amplitud fija a=4.0. Lineas azules el caso C, de frecuencias

del proceso de traduccion es la etapa critica del sistema, en forma de “campana”.

ya que requiere de la sincronizacion y acoplamientos de
una diversidad de procesos moleculares que deben de
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trabajar de forma secuencial y coordinada, lo cual genera
una alta susceptibilidad de fracaso. Con la intencion
de compensar este efecto se induce una frecuencia de
reaccion alta w, para tiempos pequefios. Mientras que,
cuando la traduccion ya ha iniciado y la nueva proteina
esta siendo sintetizada, el proceso es mas estable, por lo
que en este caso se propone una tasa de frecuencia w,,
menor. Estas dos tendencias estan representadas por la
ecuacion (6) para w, (?), e ilustradas en la Figura 2 para
el caso con h=0.5 (linea azul continua) y 5=1.0 (linea
azul discontinua). La solucion a la ecuacion diferencial
(2) con las funciones (6) es:

Wi, EXpl =ty ]

M) = -
1) (w,, — hy”

(14 Exp[t(wy, = D))(tOwy, =b)=1))  (7)

Nuevamente valida para 1<¢,, y una expresion para
t > t, evaluando la ecuacion (7) para el tiempo ¢=¢,. La
Figura 3 muestra la evaluacion de M(?) para el valor de
la constante h=0.5 (linea azul constante) y b=1.0 (linea
azul discontinua). Su valor es creciente y menor que el
de los dos casos anteriormente analizados para el todo
valor de ¢. La figura muestra ademas que los valores
estacionarios para los tres casos analizados de M(t=t,)
son diferentes entre si (con un rango de diferencia entre
el menor y el mayor de aproximadamente 3/.0), con la
excepcion del caso A y el caso B para una modulacion
de k=4.0. Estos valores generan una tasa constante de
producciéon de proteinas, que en principio puede ser

Figura 4. Densidad media de ribosomas calculada a
partir de la ecuacion (8) para los tres casos analizados.
La notacién usada es la misma a la de la figura 3. Para

el caso C, la escala de valores en L pequefos se ajusto
para efectos de poder comparar con las demas graficas.
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medido experimentalmente, lo cual permitiria discernir
el tipo de interaccion a utilizar en la definicion de las
frecuencias de reaccion.

Distribucion para de <M>

El valor de M(t) calculado en las expresiones anteriores
depende de la edad y de la longitud de la cadena de
ARNm. Con la intencién de eliminar su dependencia
temporal, promediamos sobre una poblaciéon de cadenas
de ARNm, las cuales se encuentran en diferentes
etapas del proceso de traduccidon, mediante la siguiente
expresion:

(M) = [ M@g(0)d ®)

donde ¢(?) es la densidad de probabilidad de cadenas de
ARNmMm a una edad determinada (funcion de peso), y es
dada por:

¢(t)=w,, Exp[-w,f] ©)

con w, la frecuencia de degradacion de cadenas de
ARNm, la cual se asume constante, ver Figura 1.
Utilizando esta definicion para los casos estudiados
anteriormente, obtenemos la funcion de distribucién de
ribosomas sobre la cadena de ARNm. Para el caso A la
integral (8) es facilmente calculada:

(M) W, X L
LI . N—y [ Y Y] P — 10
Lo (w, ‘+‘“’ru)ﬂ(l Expl-(wge +7.) 1’]) (10)

La Figura 4 muestra que <M>/L decae suavemente
conforme la longitud de la cadena aumenta (linea negra).
Para el caso B, ecuacion (5), obtenemos una expresion
mas complicada y con mayor dependencia funcional de
sus parametros:

L w4k

(M) __ 4« [ _ ! . ][( w, —w, )k’ Sen[kt, |-
wy +k° R )
a [ w, k ]+ (1 1)

wo, HkS L wy, +wy,

- 4 - M (uw.r..k — wonw:, — k:w,..J_}
wr, +kT )\ w, +wy, -

Exp[=(w,, +w, ), |+ W

W, + W

(w,w, + Kk cos[kr, |1+
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Si en esta expresion tomamos los pardmetros k=0'y
a=0, recuperamos la ecuacion (10). La Figura 4, muestra
la grafica para el caso con constantes k=1.0 (linea roja
continua) y k=4.0 (linea roja discontinua) las cuales no
difieren mucho de la aproximacion con w, constante
(caso A: linea negra). El caso con k=4.0 muestra que
se puede llegar a tener una traduccion modulada por el
lugar que ocupa el ribosoma en la cadena del ARNm,
este mecanismo puede ser importante para evitar efectos
de trafico (contacto) entre los diferentes ribosomas
presentes en la cadena de ARNm. Finalmente para el
caso C tenemos:

(:M( > — Wete Wiy (1 2)
L (b+w,) (w, +wp,)L

Nuevamente la Figura 4 muestra la grafica para los
mismos parametros estudiados en la Figura 2, b=0.5
(linea azul continua) y b=1.0 (linea azul discontinua).
Sin embargo, para este caso la situaciéon parece poco
realista ya que para distancias pequefias se tiene un valor
<M> muy grande (divergente, no mostrado en la figura
para efectos de claridad) que decae a un valor cercano
a cero en el caso de k=1.0 Por lo que es dificil esperar
que se generen valores estacionarios y de equilibrio de
produccién de proteinas con esta dependencia funcional
de las frecuencias de reaccion.

Conclusiones

Utilizando un modelo matematico simplificado
para estudiar la dindmica de traduccion proteinas
por parte del complejo formado por Ribosomas y
cadenas de ARNm, se ha caracterizado la difusion del
ribosoma sobre la cadena de RNAm para casos en los
que las frecuencias de reaccion son constantes [10-
13] y dependientes del tiempo. Se determind que para
el caso de una dependencia en forma de campana, el
sistema es inestable y genera una difusion asintotica para
tiempos pequefios y tiempos grandes, lo cual es poco
probable que esté presente en el sistema de traduccion.
Se podrian eliminar estas divergencias si se propone un
reescalamiento y se desplaza el origen de coordenadas
en las ecuacion (6).

El caso de una dependencia armoénica para las
frecuencias de reaccion w, (7), muestra una dindmica
que puede ser modulada por medio de la frecuencia k de
oscilacion, esto introduce un parametro externo que es
controlado de manera autoconsistente por el complejo.
Este acoplamiento puede representar, por ejemplo, el
efecto de una cadena que no es homogénea, efectos
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de trafico en la difusién de la molécula del ribosoma,
disponibilidad de moléculas para la produccion de
la proteina, etc. El modelo ha permitido asi el célculo
de valores promedio de cantidades que pueden ser
importantes en el proceso de traduccion; sin embargo,
la inclusion de frecuencias cambiantes en el tiempo
requiere de un analisis fino de las escalas de interaccion
y de los tiempos diferenciados del proceso, hecho que
experimentalmente no se ha estudiado en detalle. El
presente estudio es entonces un punto de partida para
analisis mas especificos y completo del proceso de
traduccion.

En el desarrollo de este trabajo han colaborado los
miembros del Cuerpo Académico Sistemas Complejos:
Teoria y Simulacién, en particular han sido muy
productivas las discusiones con Héctor R. Flores Cantu
y F. Javier Almaguer Martinez. El trabajo conto con
el apoyo del Programa de Fortalecimiento de Cuerpos
Académicos SEP-PROMEP 2012-2013.
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