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RESUMEN

Francisco Rodriguez Ramirez Fecha de graduacion: Mayo 2014

Titulo del estudio: “Identificacion Y Control De Sistemas No Lineales Por
Medio De Redes Neuronales Recurrentes Adaptables”

Propodsito y método de estudio

En esta tesis doctoral se presenta un nuevo campo de aplicacién de las
redes neuronales dinamicas para control no lineal robusto; esto es, se
desarrolla un andlisis sistematico para estabilizacion, identificacion y
seguimiento de trayectorias de plantas no lineales por medio de redes
neuronales recurrentes, para el caso deterministico. A diferencia del control
adaptable tradicional, en este trabajo se presenta una nueva forma de modelar
en linea plantas no lineales por medio de redes neuronales de pesos variables
en el tiempo, con el objetivo que la planta siga a una sefnal de referencia dada.
Para esto se obtienen leyes de control y leyes de adaptacion de pesos en la
red neuronal, las cuales garantizan en conjunto que la planta siga dicha senal
de referencia. La herramienta principal utilizada para este analisis esta basada
en la metodologia de analisis de estabilidad de Lyapunov.
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CAPITULO 1 INTRODUCCION

Los problemas de control automatico que surgen en una amplia variedad de
campos de la ingenieria, son caracterizados esencialmente por medios
ambientes inciertos y por ser no lineales. Resultados recientes [1], [2], [3], [4]
muestran que las redes neuronales son una herramienta muy efectiva, para
aproximar e identificar una amplia clase de sistemas no lineales complejos
cuando la informacion del modelo matematico es incompleta; por lo tanto,
desde su aparicion las redes neuronales presentan un creciente interés debido
a su capacidad, al menos teorica, de aproximacion de funciones no lineales.

La aplicacion de redes neuronales a control automatico es
principalmente para construir un modelo de la planta (es un sistema no lineal el
cual queremos controlar), y con base en este modelo se disefian leyes o
acciones de control con el propédsito de lograr un comportamiento especifico.
Las redes neuronales que se usaran en esta tesis son redes neuronales
dinamicas descritas por ecuaciones diferenciales.

Un problema fundamental en control automatico de sistemas no lineales
es el seguimiento de trayectorias. Desde el articulo seminal [3], ha existido un
interés creciente en aplicar redes neuronales a la identificacién y control de
sistemas no lineales. Muchas de estas estructuras usan redes estéticas
(lamadas también pre-alimentadas) [5], [6]. Recientemente el uso de redes
recurrentes se ha incrementado [7]. Las primeras aplicaciones de redes
neuronales en sistemas de control realimentado no incluian analisis rigurosos o
métodos de disefio. Actualmente, el control neuronal es una técnica bien
establecida, basada en analisis bien fundamentados, como se ejemplifica en
[5], para redes estéticas, y en [8], [9] para las recurrentes. Recientemente, una
tendencia notable en control neuronal es integrar redes neuronales recurrentes,
con técnicas efectivas de control no lineal. Dentro de este marco se sitda la
presente tesis.

En esta tesis doctoral se presenta un nuevo campo de aplicacion de las
redes neuronales dinamicas para control no lineal robusto; esto es, se
desarrolla un analisis sistematico para estabilizacion, identificacion vy
seguimiento de trayectorias de plantas no lineales por medio de redes
neuronales recurrentes, para el caso deterministico. A diferencia del control
adaptable tradicional, en este trabajo se presenta una nueva forma de modelar
en linea plantas no lineales por medio de redes neuronales de pesos variables
en el tiempo, con el objetivo que la planta siga a una sefnal de referencia dada.
Para esto se obtienen leyes de control y leyes de adaptacion de pesos en la
red neuronal, las cuales garantizan en conjunto que la planta siga dicha senal
de referencia. La herramienta principal utilizada para este analisis esta basada
en la metodologia de analisis de estabilidad de Lyapunov.



Las redes neuronales artificiales son ampliamente usadas en
aplicaciones de ingenieria debido a su habilidad para estimar la relacion entre
las entradas y salidas dentro de su proceso de aprendizaje. Motivados por el
articulo seminal [3], existe un gran interés en la aplicacién de redes neuronales
para la identificacién y control de sistemas no lineales. Muchas de estas
aplicaciones utilizan estructuras de retroalimentacion.

Actualmente las redes neurales recurrentes estan siendo desarrolladas
como una extensién de redes neuronales estaticas capaces de aproximar
funciones no lineales, las redes neuronales recurrentes pueden aproximar
sistemas no lineales, lo que les facilita que el modelado sea mas eficiente para
los sistemas dinamicos subyacentes.

Esta tesis se organiza de la siguiente manera

En el capitulo 2, se presentan los conceptos basicos con los cuales
trabajaremos a lo largo de la tesis. Se describen los sistemas dinamicos,
estado de equilibrio y funciones de Lyapunov.

En el capitulo 3, se describe la unidad neuronal, las funciones
sigmoidales no lineales, las redes neuronales dindmicas en tiempo continuo,
las condiciones para los puntos de equilibrio de las redes neuronales
dinamicas.

En el capitulo 4, en este primer trabajo se obtiene la accion de control
para el seguimiento de trayectorias de un sistema no lineal de una red
genética.

En el capitulo 5 y en capitulo 6, se presenta el andlisis para la
aplicacién de una red neural adaptable basada en una red neuronal dinamica,
para el seguimiento de trayectorias de plantas no lineales desconocidas. La
principal metodologia esta basada en las redes neurales recurrentes, funciones
de Lyapunov y control Proporcional-Integral (Pl). EI nuevo esquema de control
es aplicado a la sincronizacién del caos y los resultados son ilustrados por
medio de una simulacién con un software apropiado.

Finalmente en capitulo 7 se presentan las conclusiones y trabajo a
futuro.



CAPITULO 2 HERRAMIENTAS MATEMATICAS

En este capitulo se presentan los conceptos basicos para el estudio de la tesis.
Se describen los sistemas dinamicos, por medio de los cuales las plantas
pueden ser modeladas.

2.1 Sistema Dinamico

Un sistema dinamico sintetiza una descripcion funcional de la solucién de un
problema fisico o de un modelo matematico describiendo un problema fisico.
Las siguientes definiciones son tomadas de [10], [11],[12], [13] y [14]

Definicion 1 Un sistema dinamico en E es una funcion ¢ : Rx E — E de clase
C! donde E es un subconjunto abierto de R™ y si ¢.(x) = ¢(t,x) entonces ¢
satisface.

i) ¢o = x,paratodax € E
ii) ¢:0 ¢s = Piis(x)para todas,t € E.

“_n

En ii) de la definicién anterior, el operador “o” significa el operador composicion,
esto es

¢t0¢s(x) = ¢(¢s(x)) = ¢t+s(x)'

Considere el sistema deterministico no autbnomo

x=f(x1t) (2.1)
donde f : Rt - R" es localmente Lipschitz en x y continua a trozos en t.

En la siguiente definicién, se denota el maximo intervalo de existencia (a, )
de la solucién ¢(t, x,) del problema de valor inicial

x = f(x)

x(0) = x, (2:2)

por I(x,), puesto que los extremos del intervalo («, 8) dependen por lo general
de la condicién inicial x,, esto es I(x,) = (a, B).

Definicion 2 Sea E un subconjunto abierto de R™ y sea f € C'(E). Para
x, € E sea ¢(t,x,) la solucion del problema de valor inicial (2.2) definida en su
maximo intervalo de existencia I(x,). Entonces, parat € I(x,), el conjunto de
mapeos ¢,, definida por

$e(x0) = P(t,x0)

Es llamado el flujo de la ecuacion diferencial (2.1) o el flujo definido por la
ecuacion (2.1); ¢, es también referido como el flujo del campo vectorial f (x).

3



2.2 Estado de Equilibrio
El origen x = 0 es un estado de equilibrio de (2.1) si

f(0,t) =0,vt =0 (2.3)

A lo largo de este trabajo hablaremos indistintamente de estado de equilibrio o
punto de equilibrio del sistema. Sin pérdida de generalidad supondremos que el
estado de equilibrio de (2.1) es x = 0, puesto que, si dicho sistema tiene un
estado de equilibrio x* # 0, esto es f(x*,t) = 0,Vt = 0, entonces el siguiente
cambio de coordenadas y = x — x* hace que el sistema (2.1) en las nuevas
coordenadas tenga a y = 0 como estado de equilibrio.

Definicion 3 Estabilidad en el sentido de Lyapunov. El estado de equilibrio
x =0 es llamado un estado de equilibrio estable de (2.1) si, para todo t, >
0y e > 0 existe §(ty, €) tal que

lIx0ll < 8(to,8) = lIx(OIl <e&,Vt =2t

Definicion 4 Funcién Clase K. Una funcion continua a« : R* - R* se dice que
pertenece a la clase K, si es estrictamente creciente y a(0) = 0. Ademas, se
dice que pertenece a la clase K, sia € K y a(r) = o cuandor — oo.

Definicion 5 Funcion clase K L. Una funcion continua B : R* x Rt - R* se
dice que pertenece a la clase K L, si para cada s fijo el mapeo [(r, s) pertenece
a la clase k., con respecto a r y para cada r fijo el mapeo B(r,s) es
decreciente con respecto as y f(r,s) — 0 cuando s — .

La siguiente definicién caracteriza los estados de equilibrio de (2.1).
Definicion 6 E/ estado de equilibrio de (2.1) es:

e Global uniformemente estable, si existe una funcion y(-) clase K, tal que
lx(O < y(x()D, VE=t, =0, Vx(t,) €R" (2.4)

e Global uniformemente asintéticamente estable, si existe una funcion
B(-") clase K L tal que

lx(®)] < B(x(t)], t —ty), Vt=t, =0, Vx(t,) €R" (2.5)

e Globalmente exponencialmente estable, si (2.5) es satisfecha con

B(r,s) = kre *5, k>0, a > 0.



Definicion 7 Un campo vectorial f en un subconjunto abierto U de R"es una
funcion que asigna a cada x € U un vector columna f(x) € R", lo cual
denotaremos como f : U - R™, U c R"

Definicion 8 Dado un campo vectorial f € C* (infinitamente diferenciable) en
R™ y un campo escalarh € C* enR", se define la derivada de Lie de h con
respecto f como

Leh 2 (dh, f)

donde (-,) denota el producto interno de dh y f, esto es:

= oh
(dhf) =) ==f,

Definicion 9 Una funcion V : R™ x Rt > R conV(0) =0 vVt € RT, se dice
ser radialmente no acotada, si existe una funcion ¢ clase K L, tal que V(t,x) >
o(lx]) Vx € R"yt € R .

2.3 Funcion de Lyapunov

Definicion 10 Una funcion continuamente diferenciable V : R™ — R* se dice
definida positiva en una region U de R™ que contiene al origen si: 1) V(0) =0 y
2) V(x)>0,vxeUyx+#0. V se dice semidefinida positiva si V(x) =0,
vx e Uyx # 0. Si la condicion 2) de la definicion anterior se reemplaza por
V(x) <0, entonces decimos queV es definida negativa, y se dice queV es
semidefinida negativa si V(x) <0. Decimos que V es continuamente
diferenciable si su derivada V es continua.

Teorema 1 Considere el sistema (2.1) y suponga queV : R™ x Rt - R* es
una funcion continuamente diferenciable tal que.

ya(llxll) < V) < pa(lxl (2.6)
V=242 (x,0) < — y(llxl) (2.7)

vVt >0, Vx € R", donde y, y vy, son funciones clase K., y ys; es una funcion
clase K. Entonces el estado de equilibrio x = 0 es globalmente uniformemente
asintéticamente estable, y V es llamada funcion de Lyapunov, para su
demostracion puede consultarse libro de Khalil [11]



2.4 Funcion de Lyapunov de Control

Un tépico muy importante que se desarrolla en esta tesis en la
estabilizacion de Redes Neuronales, por lo que consideraremos una clase
general de sistemas afin en el control u € R™ e invariante en el tiempo:

x=f(x)+g@u (2.8)
Consideremos la derivada en el tiempo de una funcién candidata de Lyapunov
V(x) para el sistema (2.8):

% av .
V= af(x) +ag(x)u 2 LV + LgVu (2.9)

L¢V + LyV son las derivadas de Lie usuales de V con respecto a fy g
respectivamente.

El objetivo es encontrar una ley de control u = a(x) que haga de V una
funcion definida negativa en x; lo anterior llevd a los autores [13] a enunciar la
siguiente definicién:

Definicion 11 Una funcion suave definida positiva y radialmente no acotada
V(x) es llamada una funcion Lyapunov de control (clf, por sus siglas en inglés)
[13] si:

inf {L;V + LyVu} < 0,vx # 0

ueRM

El siguiente Lema es de ayuda para encontrar la ley de control u = a(x) que
haga de V una funcién definida negativa.

Lema 2 Una funcién suave definida positiva y radialmente no acotada V(x)
esunaclfsi LV =0 = LV <0,vx # 0 [13].

Definicion 12 Una clf V(x) se dice satisfacer la propiedad del control pequerio
(scp, por sus siglas en inglés) si existe una ley u = a.(x) continua en ‘R™ tal
que

LeV(x) + LyV(x)ac(x) <0, Vx+#0

Teorema 3 (Sontag) E/ sistema (2.8) es estabilizable por un control de
retroalimentacion continuo en el origen y suave fuera de €él, si y solo si existe clf
con la propiedad del control pequerio [28].

2.5 Sistema Estable Entrada Estado (ISS)

Considere el sistema no lineal

x=f(et)+g,(xt)d (2.11)



donde x € R™ es el estado, d € R" es una perturbacion, f(0,t) = 0.

Definicion 13 Decimos que el sistema (2.11) es entrada estado estable (ISS)
si existen funciones BEKL y y €K tales que, para cada condicion inicial
x(ty) dada y para cada entrada d(-) continua en [0, ), la solucion existe para
cadat = 0 y satisface:

Ix(O) < B(|x(toy|, t — to) + x sUPLy<rer d(T) (2.12)

Paratodo t,yt talque 0 <t, <t.

Considere el sistema, el que ademas de la perturbacién d tiene la accion de
control u:

X =f(x)+9:1(0)d + g, ()u (2.13)

Donde ue®R"* y f(0)=0

Definicion 14 Se dice que el sistema (2.13) es entrada estado estabilizable, si
existe una ley de control u = a(x) continua enR", con «(0) = 0, y tal que el
sistema en lazo cerrado es ISS con respecto a d.

Definicion 15 Una funcién suave definida positiva y radialmente no acotada
V:R"x R > RY  es llamada una funcién Lyapunov de control-ISS (iss-clf)
para (2.13) si existe una funcion p clase K, tal que la siguiente implicacion es
satisfecha para toda x + 0 y toda d € R" [28]:

x| = p(d) = supyesn{L;V + Ly Vd + LyVu} < 0 (2.14)

A lo largo de esta tesis se empleara la siguiente desigualdad matricial
XTY +YTX < XTAX +YTA™ 'Y

La cual se satisface para todas las matrices X,Y € R"™**y A € R



CAPITULO 3 REDES NEURONALES

En este capitulo se presenta el concepto de red neuronal que para
propésito de esta tesis sera considerado como un sistema con estados en valor
continuos y ecuaciones de movimiento expresados por ecuaciones
diferenciales. Las fuentes consultadas principalmente son [14], [15], [16], [17]
[18], [19], [20], [21] y [22].

3.1 Procesamiento De Informacion Neuronal

El cerebro humano tiene mas de 10 billones de células neuronales, las
cuales tiene interconexiones complicadas, y estas neuronas constituyen una
red neuronal de procesamiento de sefal y memoria a gran escala. El estudio
matematico de un modelo neuronal individual es el primer paso en el disefo de
una red neuronal compleja.

Un modelo neuronal simple es presentado en la figura 3.1. En términos
de procesamiento de informacion, una neurona individual con dendritas como
terminales de entrada multiple y un axén como una sola terminal de salida
podria ser considerada como un sistema multiple-entrada/unica salida (MISO).
Las funciones de procesamiento de este sistema neuronal pueden ser divididas
en las siguientes cuatro categorias:

1. Dendritas. Consisten en un arbol de fibras sumamente ramificado, y
actuan como puntos de entrada para el cuerpo principal de la neurona.
En promedio, hay de 10%a 10* dendritas por neurona, que forman una
superficie receptiva las sefnales de entrada a las neuronas.

2. Sinapsis. Es un area de almacenamiento de la experiencia pasada (base
del conocimiento). Proporciona la memoria a largo plazo a la experiencia
acumulada pasada. Recibe informacion a partir de sensores y otras
neuronas, y proporciona las salidas a través de los axones.

3. Soma: es el cuerpo celular de la neurona. Es grande y redondo. Recibe
la informacién sindptica y realiza un procesamiento mas de la
informacion. Casi todas las funciones légicas de la neurona se llevan a
cabo en el soma.

4. Axon. La linea de salida neuronal es llamada axén. La salida aparece en
la forma de un potencial de acciéon que es transmitida a otras neuronas
para un procesamiento mas.
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Figura 3.1 Un modelo neuronal simple como un procesador con multiples entradas (dendritas)
y una sola salida (axon)

Cada neurona actua como un procesador en paralelo debido a que
recibe potenciales de accién en paralelo a partir de sus neuronas vecinas y
transmite pulsos en paralelo a otras sinapsis vecinas. En términos de
procesamiento de informacién, la sinapsis también realiza un cambio en la
frecuencia y voltaje de un impulso.

3.2 Operaciones Matematicas Neuronales

Una neurona contiene un umbral de sensibilidad, amplificacion o
atenuacién de sefal ajustable en cada sinapsis, y una estructura interna que
permite que las senales nerviosas entrantes sean integradas a espacio y
tiempo. Desde un punto de vista matematico, se puede concluir que el
procesamiento de informacidn dentro de una neurona implica las siguientes dos
operaciones matematicas distintas:

1. Operacion Singptica. La fuerza (peso) de la sinapsis es una
representacién de almacenamiento de conocimiento y por consecuencia
de la memoria para el conocimiento previo. La operacién sinptica
asigna un peso relativo (significativo) a cada sefnal entrante de acuerdo
con la experiencia pasada (conocimiento) almacenada en la sinapsis.

2. Operacion somatica. La operacibn somatica proporciona varias
operaciones matematicas tales como la agregacion, umbralizacién,
activacion no lineal, y procesamiento dinamico a las entradas sinapticas.
Si la agregacion ponderada de las entradas neuronales excede un cierto
umbral, la soma producird una senal de salida a su axoén.

Una representacién simplificada de las operaciones neuronales arriba
mencionadas para una neurona se muestra en la figura 3.2.
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Figura 3.2 Operaciones sindpticas y somaticas en un modelo simple de una neurona

Observaciones experimentales y de analisis matematico han indicado que las
células neuronales pueden transmitir informacién fiable si son suficientemente
sobrantes en numero. Sin embargo, en general una neurona biolégica es un
mecanismo imprevisible para el procesamiento de la informacién. Por
consiguiente se postula que la actividad colectiva generada por un gran numero
de neuronas localmente sobrante es mas significante que la actividad generada
por una sola neurona.

3.3 Caracteristicas Dinamicas

Los procesos neuronales dinamicos forman la base que dan lugar a las
propiedades de alto orden de los sistemas neuronales. A continuacion se
describen brevemente algunas de las caracteristicas mas importantes de los
procesos de informacién neuronales dinamicos.

1. Proceso distribuido y Paralelo. La informacién neuronal accedida a
través de varios sensores bioldgicos se distribuye a través de neuronas
multiples. Mas aun, los procesos de informacién neuronal parecen incluir
la activacion de neuronas multiples que no solo reciben y transmiten
informacion en paralelo sino que también incorporan paralelismo y
mecanismos de actualizacién distribuida con una capacidad adaptativa
para aprender, reconocer, generalizar y diferenciar. De hecho, hay dos
sistemas de distribucién sensoriales en el cerebro; uno es el sistema
especifico sensorial talamo-cortical, y el otro es un sistema no especifico
usado para la concentraciéon y el impulso. Estas estructuras verifican la
importancia y plausibilidad del conocimiento distribuido paralelo en el
cerebro.

2. Capacidad de Codificacion Temporal. La informacién de estimulo
recibido por las neuronas se codifica como los trenes de potenciales de
accion (spike trains). Un axdén determinado tendra tipicamente una
amplitud de picos constante, pero su frecuencia de respuesta llevara el
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contenido de la informacion. Por lo general, la informacién se codifica en
forma de modulacién de frecuencia y se almacena en el cerebro como
memoria a corto plazo o memoria de largo plazo.

La funcion de la Inhibicion Lateral. La inhibicion lateral introduce el
intercambio de informacién de neurona a neurona y afectando una al
momento de bloquear la accion de la otra. Este mecanismo de inhibicidon
existe comunmente, y puede ser generalizada en todo el sistema
nervioso. Sin embargo, la inhibicion lateral es un mecanismo de
interaccidén neuronal local, y da lugar a importantes propiedades
globales. Desde el punto de vista de la informacién, la inhibicién lateral
proporciona informacién sobre los cambios de la misma. Por lo tanto, la
inhibicién lateral puede ser vista simultdneamente como un principio
biolégico y como una descripcion matematica de un sistema neuronal
bioldgico.

Procesamiento de Prealimentacion y Realimentacion. Parece que el
cerebro utiliza lazos circulares o de reverbero para procesar informacion.
Este lazo se produce cuando una parte del cerebro procesa una entrada
y pasa la informacién a otra area, donde se procesa y se pasa
directamente a tras de la ubicacién de origen, o través de otros lugares
intermedios para y una actualizacion adicional. Al final, la informacion se
devuelve a través del area del cerebro original para reverberar de nuevo
a través de las estructuras. Este proceso implica, obviamente lazos de
Prealimentacion y de realimentacibn con alguna transformacion
dinamica. Este proceso dinamico causado por realimentacion
proporciona algunas caracteristicas robustas en el procesamiento de la
informacioén.

3.4 Unidades Neuronales

La base de una red neuronal artificial es tener muchas unidades de

procesamiento interconectadas. Cada unidad en la red est4d basada en el
concepto de una neurona idealizada. Se asume que una neurona ideal
responde Optimamente a las entradas aplicadas. Una red neuronal es un
conjunto combinado de tales unidades neuronales, conectadas por medio de
las conexiones sinapticas complejas caracterizadas por coeficientes de peso,
donde cada una hace su contribucién a las propiedades de calculo del sistema
entero.

Una red neuronal artificial tiene similitudes con el cerebro tales como:

Conocimiento adquirido a través de un proceso de aprendizaje.

2. Una conectividad interna de la unidad neuronal conocida como los pesos

sinapticos los cuales son usados para guardar el conocimiento.

El procedimiento para el proceso de aprendizaje es conocido como
algoritmo de aprendizaje. Su funcién es modificar los pesos sinapticos de
las redes para lograr un objetivo especifico. La modificacién de los pesos
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proporciona un método tradicional para el disefio e implementacién de
redes neuronales.

La neurona o unidad neuronal es la unidad fundamental para el
funcionamiento de una red neuronal y consiste en tres elementos basicos:

1. Un conjunto de enlaces sinapticos, donde cada uno esta
caracterizado por su propio peso.

2. Una sumatoria para los componentes de las senales de entrada,
multiplicadas por el peso sinaptico respectivo.

3. Una funcién de activacion no lineal que transforma la suma de salida
en la salida de la neurona.

Se aplica también un umbral externo para reducir la entrada de la
funcion de activacion.

En términos matematicos la i-ésima neurona puede ser descrita como:

n
j=1
yi=o(; — Wij) (3.2)
donde:
x; eslaj-ésima componente de la entrada,

w;; es el peso que conecta la j-ésima componente de la entrada a la neurona i,

v; es la salida de la sumatoria,
o(+) es lafuncion de activacion no lineal,
y; eslasalida de la neuronai.

La figura 3.3 muestra un esquema de la neurona i.

.

-
Salida neuronal

.',,1 ;

Funcion de activacion

T,

Fntradas neuronales

Figura 3.3 Modelo no lineal de la neurona
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En general una neurona individual realiza una suma de sus entradas
ponderadas y proporciona una salida a través de una funcion de activacién no
lineal con un umbral.

3.5 Funciones De Activacion

La funcién de activacion neuronal no lineal o(-) en estructuras
neuronales adaptables mapea el estado neuronal x € R"* a un espacio de
salida neuronal acotado, esto es, () € [-1,1]. Para modelos neuronales de
tiempo continuo, la funcién de activacion neuronal no lineal o () puede elegirse
como una funcién sigmoide no lineal continua y diferenciable que satisface las
siguientes condiciones:

o(x) » +1 cuando x - +oo.

o(x) esta acotada por el limite superior 1 y el limite inferior -1.

o(x) = 0 en un unico punto, x = 0.

o' (x)>0y d'(x) » 0 cuando x » t+o. (Mondétonamente creciente).
o'(x) tiene un valor maximo global

Un ejemplo tipico de la funcién a(x) es:

B A

X _g—CX
X 4o—CX

e€ .
o(x) = tanh(cx) = — donde ¢ > 0y es una constante que determina la
pendiente de la funcidon o(x) que es la ganancia de activacién. La figura 3.4
muestra una funcion de activacion neuronal para distintos valores de c y la

figura 3.5 muestra su derivada.

1 ; ; : ! T
LT ST
= --frllll'f ."f/- .
éil',-“" —e=15 |
0.5 Ty ET." i
—e=23 |'I.-"
—e=3 S
0 —e=T5 =L i
—e=10 i
)
' |
e
A0
- il
-1 e .—/_:i'lﬁf |

Figura 3.4 o(x) = tanh(cx)
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Figura 3.5 ¢’(x) = csech?(cx)

3.6 Redes Neuronales Dinamicas En Tiempo Continuo

Una definicion universal de un modelo de red neuronal no existe. Para
propositos de analisis teorico, en este trabajo se limita a considerar las redes
neuronales como sistemas que tienen estados en valor continuo y ecuaciones
de movimiento que pueden ser expresadas por ecuaciones diferenciales.

Una red neuronal consiste de muchas unidades de procesamiento
simples interconectadas llamadas neuronas, las cuales forman configuraciones
a capas. Una neurona individual agrega sus entradas ponderadas vy
proporciona una salida a través de una funcién de activaciéon no lineal con un
umbral. En una red neuronal artificial existen tres tipos diferentes de
conexiones: intralayer(dentro-capa), interlayer(entre-capa) y conexiones
recurrentes. Las conexiones dentro-capa, llamadas también conexiones
laterales o conexiones cruzadas, estdn unidas entre neuronas de una misma
capa de la red. Las conexiones entre-capa estan unidas entre neuronas de
diferentes capas. Las conexiones recurrentes proporcionan uniones de auto-
realimentacién. En las conexiones entre-capa, las sefnales son transformadas
en prealimentacién o en realimentacion.

Considere la forma generalizada de una red neuronal dinamica en
tiempo continuo definida como:

x = f(x(t),ut),w) (3.3)
y(@) = h(x(t),w)

Donde x € R™ representa el vector de estado, u € R™ es el vector de
entrada externa y w € R' es el vector de parametros neuronal, el cual
contiene los pesos de conexion sinapticos y los parametros operacionales
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somaticos; f(-) es una funcion que representa la estructura de la red neuronal,
y h(-) es una funcién que representa la relacion entre el vector de estado x(t) y
el vector de salida y(t) € RP.

3.7 Forma General De Una Red Neuronal Dinamica De Hopfield
Un modelo en tiempo continuo de una red neuronal puede ser descrito
por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales:

n
xl(t) = —q Xl(t) + Z Wi y](t) + u;, i=12,..,n (34)
j=1

yl(t) = 0; (X'i(t)), i=12,..,n (35)

Donde x; representa el estado de la i-ésima neurona, y; es la salida de la i-
ésima neurona, w;; es el peso de conexion sindptico que va desde la i-ésima
neurona a la j-ésima neurona, u; €s una entrada externa constante, o; es una
constante positiva y o; () es una funcién sigmoidal monétona.

El modelo anterior es conocido como una red neuronal dindmica de
Hopfield y consiste en una Unica capa de neuronas que estan totalmente
interconectadas por medio de conexiones recurrentes y conexiones dentro-
capa. En la figura 3.6 se muestra la estructura descrita por las ecuaciones (3.4)

y (3.5).
Conexdn recarrenls ___A.n..::-.--n-.'.xin::.'u
L8] T
U [l: T w

Conexiomes
dentro-capm
& P

Figura 3.6 Estructura de una red neuronal dindmica
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Cada neurona recibe tres tipos de entradas:
u;(t): una senal de entrada externa para su procesamiento dinamico,
x;(t): una auto-conexién, una senal de realimentacién de estado,

y;(t): conexiones dentro-capa, una sefial de salida proveniente de cada
neurona incluyendo la i-ésima neurona.

Los dos tipos de conexiones (recurrente y dentro de capa) presentes en
esta red, involucran las operaciones sinapticas. Notese que esta red neuronal
dinamica es un sistema dindmico no lineal deterministico continuo y en la figura
3.7 se muestra su diagrama de bloque.

Una forma vectorial del sistema dado por las ecuaciones (3.4) y (3.5) se
puede expresar como:

x(t) =—Ax(t) + Wo(x(t)) +u (3.6)

y(@) = o(x(t)) (3.7)

Donde x(t) = (xq,%5,..,x,)T es el vector de estado de la red, u(t) =
(uy, Uy, ..., uy)" es el vector de entrada, y = o(x) = (01(x1), 62 (x3), ..., o, (x,))T
es el vector de salida,A = diag(ay, a, ..., )T, ¥y

W11 0 Win
W = : . :
Wni *° Wnn
es la matriz de peso sinaptica.

El diagrama de bloque del sistema neuronal de la ecuacién (3.6) y (3.7) se
muestra en la figura 3.7.

ol-)

] + = F o= 4| = & ¥
l'\;-/' l\"?'.-" 4 A
' |
4]

Figura 3.7 Diagrama de bloque de una red neuronal dinamica de Hopfield

16



(]
bE : ={-)
El_“‘t. <, .,.,:—,\ I e
; T {5 | i i I
E N L=y Wy T | Priamera
: n = LT
fis
v HJE ]
y:
¥ Wiys By \
s [ |
7‘\, +;.,_-.‘\ [ ] T 3 L]
i _'.f'l Sy I ¥ Segunda
A = EEarn
e :l—/ '—lJm
Wiy e
s
D la tercerm a la (/-0 j=isma reuaron
b Wer ", \
Y - + | 7{-)
iWas . +| _ : . Y
e i | Fi Tl I Ll
I‘-».‘;‘,/' L & Fmd L
+ - [E=SEH R
Won
——
¥a

Figura 3.8 Diagrama de bloque de una estructura de una red neuronal dindmica en tiempo

continuo

3.8 Condiciones Para Los Puntos De Equilibrio De Una Red Neuronal

Dinamica

Considere la red neuronal dinamica descrita por la ecuacion (3.6)

x(t) = —Ax(t) + Wo(x(t)) +u
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Dado un conjunto de vectores diferentes de cero {x',x?, .., x™} = {x'}
que representan alguna informacion especifica, se estudia las condiciones para
las cuales los vectores {x'} son los puntos de equilibrio de la red neuronal
dinamica (3.8). Asuma la entradau = 0y que {xl} son los puntos de equilibrio
del sistema (3.8). Entonces cada vector x' en los puntos de equilibrio, satisface
x' = 0 y entonces la siguiente igualdad se satisface.

0=—Ax'+Wo(x) (3.9)
Esto es
AGxY x?, ., x™) = W(o(xh), .., o(x™)) (3.10)
La cual se escribe como
AX =WX (3.11)

Donde X = (x%,x%,..,x™) y X = (o(xY), ..., o(x™)). Ademas asuma que m = n
y rank(o(x?), ..., o(x™)) = n, donde n es el nimero de neuronas.

Entonces (3.11) nos lleva

w=AxzT(zs7) " (3.12)

Debido a que W es una matriz simétrica, la parte derecha de esta ecuacion es
igual a la traspuesta de si misma, esto es

AXZT(ZZT)_l _ (AXZT(ZZT)_I)T (3.13)
De donde obtenemos
S3TAXST = 3xTASST (3.14)
La ecuacién anterior se satisface si
STAX=XTAY (3.15)

Esto es

(o(x), .., ox™)" A (x4, 22, ., x™) = (x4, 22, .., ™) A (o(xh), ..., o(x™))(3.16)
O lo que es lo mismo
T (x)Axi= T (x)Ax), i,j=12,..,m (3.17)

En consecuencia, (3.17) es una condicion suficiente para que el conjunto
de vectores diferentes de cero {x!,x2,...,x™} sean los puntos de equilibrio del
sistema (8.8) para la funcién vectorial no lineal o(>).
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De hecho la condicién suficiente en (3.17) es también necesaria para
toda m.

Para verificar esto, usando (3.10) y (3.17), se obtiene

() Axt = T (x) W xJ (3.18)
Luego la simetria de la matriz W nos lleva a
o (x) Wol x) = o (x') Wo( x/) (3.19)
Por lo tanto
d(x)Axt= F(x)Ax), i,j=12,..,m (3.20)

Estos resultados se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 4 Seau = 0 en el sistema descrito por (3.8) y sea {x',x?,...,x™} un
conjunto de vectores constantes diferentes de cero en R™. Entonces

1. La condicién dada por (3.10) es necesaria para que x',x?,...,x™ sean
los puntos de equilibrio del sistema (3.8).

2. Sim=ny rank(g(xl), s G(xm)) =n, la condicion (3.10) es también
suficiente para que x1, x?, ..., x™ sean los puntos de equilibrio del sistema
(3.8)

Demostracién: Se tiene que m>ny rank(a(xl), ...,a(xm)) =n, entonces
debera existir una matriz simétrica W tal que x1,x?,...,x™ sean los puntos de
equilibrio del sistema (3.8). Sea

w ={(o(x?), .., ox™) (o(x?), ..., o(xm))T}_1 (o(x1), ..., o(x™) (&, ..., x™)T A
w=(z5") " 3x74A (3.21)

Luego usando la condicion (3.12), es féacil verificar que W es una matriz
simétrica. Multiplicando ambos lados de la igualdad anterior por X =
(o(x?), ..., o(x™)) se llega a las condiciones de equilibrio

Wy = (257) X TAs = (557) ' srTAX = AX (3.22)
Esto es
W (o(xD), ., ox™) = A (xL, 22, .., &™) (3.23)

Asi entonces x1,x2, ..., x™ son los puntos de equilibrio de (3.8)
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CAPITULO 4 INTRODUCCION A LAS REDES NEURONALES
RECURRENTES

En este capitulo se estudia el problema de seguimiento de trayectorias,
por medio de una red neuronal recurrente a una red genética, descrita por un
modelo dindmico no lineal. En base a la teoria de Lyapunov se obtiene una ley
de control que logra la estabilidad asintética global del error de seguimiento.

4.1 Descripcion Matematica De Una Red Neuronal Recurrente

Se considera una red neuronal recurrente descrita por:

x=Ax+Wo(x)+u x,u€ R" AW e Rmm (4.1)

Donde x(t) = (x4, x5, ...,x,)T es el vector de estado, u es la entrada, A es una
matriz de nxn de la que sin pérdida de generalidad se puede considerar como
A =—A1, Aes una constante positiva, W es la matriz de peso y o(x) es una
funcion sigmoide.

4.2 Red Genética

En una red genética con perturbacion real, las ecuaciones que describen
la regulacién dinamica del gen son siempre no lineales, ademas son descritas
por la siguiente ecuacién estocastica no lineal de Langevin [23], [24]:

dx,(t) = fr(x-(©) dt + h,(x,(£)) dw,.(t) (4.2)

Donde x,(t) = (x;1,%r2, .., X,n)T  denota el vector de concentracién de n
genes, w,(t) es un proceso de Wiener estandar o movimiento Browniano. El
primer término del lado derecho de (4.2) denota la interaccion no lineal nominal
de la red genética, mientras que el segundo término denota el efecto de las
fluctuaciones moleculares intrinsecas de la red genética, el cual es dependiente
del estado e influird la estabilidad de la red genética nominal. Como parte de
este trabajo se considerara h,.(x,(t))=0. Entonces (4.2) se puede escribir
como:

5 = f(x®) x.f € R (4.3)

4.3 Analisis De Estabilidad Del Error De Seguimiento
El error de seguimiento se define por:

e=X—Xr (4.4)
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Para que el sistema (4.1) siga al sistema (4.3), la siguiente suposicion es
necesaria (ver [13] para una explicacion detallada):

Suposicién 4.1 Existen funciones p(t) y a(t) tales que

p(t) =Ap(t) + Wa(p(t)) + a(t) (4.5)
p(t) = x,(¢)
De (4.5) y (4.3) se tiene que:
Ax,Wo(x,.(D) + a(t) = £,(t) (4.6)
De (4.4) tenemos
ée=x—Xx

La cual se puede escribir como:
é = Ae +W(a(x(t)) — a(x-(1))) + (u — a(t)) (4.7)
Si se introducen las siguientes funciones:
0,() = a(x(@®) — a(x-(t))
i=u—a() (4.8)
La ecuacion (4.7) se puede escribir como:
é= Ae+ W0, (t) + U (4.9)

De esta manera el problema de seguimiento se convierte en un problema de
estabilizacion del sistema (4.9). Consideremos la siguiente funcién de
Lyapunov para el andlisis del error.

Vo) = 5 llell? “19
Cuya derivada a lo largo de las trayectorias de (4.9) es
Vie)= —Allell* + e™W@,(t) + eT1 (4.11)
Dicha ecuacion satisface la siguiente desigualdad:
(4.12)

. 1
Vie) s —Allell* +3 llell* + 0", (OW W, (6) + €'

De la ecuacién (4.8) tenemos que ||0,(t)|l < Lylle(t)]|, al aplicarlo al tercer
término del lado derecho de (4.12) se obtiene

T, (OWTWE,() < (L)? W% |lell® (4.13)
Donde L, es la constante de Lipschitz de @, por lo que (4.12) se reduce a:

. 1
V(e) < ~Allell® +5 llell® + Lo)* [WI? llell? + e"a (4.14)
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De donde se propone la siguiente ley de control
i=-1+2LH*IWI*)e (4.15)
Sustituyendo (4.15) en (4.14) se llega a:

. 1
V() < (2 +5+ @ IWI) flell? (419

Claramente V(e) < 0 para toda e # 0, esto significa que la ley de control
propuesta en (4.15) estabiliza global y asintéticamente al sistema (4.9),
asegurando asi el seguimiento de trayectorias (4.1) y (4.3).

Finalmente de (4.6), (4.8) y (4.15) obtenemos la siguiente accion de
control para la red neuronal.

u=—(1+2L)* IWII*) e+ fr(x)) —Ax, =W o (x-(0)) (4.17)

4.4 Ejemplo

Los mecanismos en cascada son encontrados en diversas areas de la
bioquimica y fisiologia, incluyendo control hormonal, regulacién genética,
inmunologia, coagulado de sangre y excitacién visual [25]. En este trabajo se
presenta el sistema que describe una red de regulacion genética en cascada
con dos pasos y dos retroalimentaciones [26], con condiciones iniciales como
se muestra a continuacion:

1 8P — 4 XXy — 4xY
Xro _ 4 xgisx;21 - 2x£25 — 2%y
9:Cr3 2x00 — 2x%P
Xra 2xr2 - 2x1945
x(0)=025 2 2 2) (4.18)

Para ilustrar la aplicacion del resultado anterior, consideremos para la red
neuronal:

X -1 0 0 0
_ | X2 (0 -1 0 0
=gl 45lo o0 -1 o0
X4 0 0 0 -1
tanh(xrl) 1 2 0 0
_ [ tanh(x;2) (-3 4 0 0
o) = tanhixry P W=l o 2 3 0
tanh(x,4) 0 0 0 1
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Los dos sistemas, la red neuronal recurrente y la red de regulacion
genética evolucionan independientemente en los primeros cinco segundos de
simulacion; en ese instante se introduce la ley de control (4.17) logrando con
esto el seguimiento deseado como se muestra en las figuras 4.1- 4.4.
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CAPITULO 5 SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS PARA
SINCRONIZACION DE CAOS USANDO LEYES DE CONTROL P!
ENTRE LOS SISTEMAS CAOTICOS DE CHEN Y ROOSLER

5.1 Introduccion

Las redes neuronales artificiales son ampliamente usadas en
aplicaciones de ingenieria debido a su habilidad para estimar la relacion entre
las entradas y salidas dentro de su proceso de aprendizaje. Existe un gran
interés en la aplicacién de redes neuronales para la identificacion y control de
sistemas no lineales. Muchas de estas aplicaciones utilizan estructuras de
retroalimentacion. Para verificar los resultados analiticos, un ejemplo de red
dinamica es simulado y un teorema es propuesto para asegurar el seguimiento
de un sistema no lineal. En esta simulacion se hace primero que la planta
desconocida sea el atractor caético de Chen y la referencia sea el atractor de
Roosler y luego el atractor de Roosler la planta y el atractor de Chen la
referencia.

Figura 5.1 Gradfica representativa de estados

5.2 Modelado de la Planta
Una planta no lineal desconocida estéd dada por:

iy = By (xp, 1) = f () + 1 (3p) (5.1)

Donde x,, f, € R",u €R™ y g, € R™™. Ambas f, y g, son desconocidas, y
se propone modelar la ecuacién (5.1) por la siguiente red neuronal

x=Ax+ W o(x)+ Qu , mas un término de error de modelado.
Se define el error de modelado entre la red neuronal y la planta por:

Wper = X — Xp (5.2)
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Figura5.2 Grafica representativa del error de modelado
La cual satisface la siguiente hipétesis:

Hipétesis 1. (Objetivo de modelacién): ElI error de modelado es
exponencialmente estable, esto es:

Wper = —K Wper (5.3)

En este trabajo se considera k = 1 y entonces ahora tenemos de la ecuacion
(5.2)

Wper =X — X, dedonde x, =X+ wpe,
La planta desconocida, puede ser modelada como

Xp =X + Wper = Ax + W 0(x) + Wper + Qu (5.4)

Donde W* son los pesos fijjos pero desconocidos de la red neuronal, los
cuales minimizan el error de modelado.

Usando (5.2) y (5.4) vemos que X, — X = Wy, O bien Wy = —wp,, pOr lo que
el modelo de la planta satisface la hipétesis 1.

5.3 Analisis de Seguimiento
Se procede ahora, a analizar el error de seguimiento entre la planta
desconocida modelada por (5.4) y una sefal de referencia definida por

X = fr(x,,u,.), donde x, y u, € R" (5.5)

donde x, es el estado, u, es la entrada a la seial de referencia y f, es una
funcién no lineal..
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Para este propésito, se define el error de seguimiento entre la planta y la sefal
de referencia por

e=x,— Xy (5.6)
Cuya derivada en el tiempo es

Sustituyendo tenemos

é= Ax+ W”* o(x) + Wper + Qu — fr.(x,u,) (5.7)

Sumando y restando, al lado derecho de (5.7) los términos

W o(x,),Qa,(t, W) y tomando en cuenta que wy,. =x—x,, se tiene la
siguiente expresion.

é= Ax+ W*o(x) +x —x, + Qu — f,(x,,u,) + W o(x,) — W o(x,) + Qa,. (¢, W)
—Qar(t,W)

La cual podemos escribir como

é=W"o(x)+Qu— f,(x,,u) + W o(x,) + Qa,. (¢, W) — W o(x,) — Qa,.(t, W) +
A(x+ x, — %) +x — xp (5.8)

La cual escribimos como

é=Ax, + W o(x,)+ x, — x, + Q. (t, W) — f(xp,u,) — Axy + W* o(x) + Qu
- W o(x,) — Qar(t, VT/)— Xy +x+ Ax

En esta parte se considera la siguiente suposicion, la red neuronal seguira la
sefnal de referencia dada, aun con la presencia de perturbaciones si:

frGerouy) = Axy + W o(x,)+x, — xp, + Qa, (¢, W)
de donde

‘Qar(t’ W) = fr(xr’ur) - Axr - WO'(XT)—XT + Xp (59)

La ecuacién (5.8) la podemos escribir entonces
é=—Ax, + W o(x) + Qu—W o(x,;) — Qa,.(t, W)— x, + x + Ax
Reescribiéndola tenemos

é= W*o(x) — W o(x,) + (A+ D(x—x,) + Qu — a,(t, W)) (5.10)
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donde W es la aproximacion de W*.

Ahora si sumamos y restamos en la ecuacion (5.10) el término W o(x)

Tenemos ahora la siguiente ecuacion

e = (W* — W)O'(x) + W(o(x) — o(xr)) +A+Dx—x)+ Qu— ar(t, W))
(5.11)

Si ahora se define

N

W=w—-W y i=u—a/(t,W) (5.12)

Sustituyendo (5.12) en (5.11) obtenemos la siguiente ecuacién

é= Wolx) + W (o(x) — o(x;)) + (A+ D(x — x,) + Qi

e = Wolx) + W (o(x) — o(xp) + o(xp) — o(x,)) + (A+ D(x —x,) + Q. (5.13)

Si ahora hacemos

La ecuacién (5.13) la podemos escribir

é = Wo(x) + W (o(x) — o(x,) + o(xp) — o(x,)) + (A + D(x — x,+x, — x;)
+ Quq + Qu,

reacomodando tenemos

¢ = Wolx) + W (o(x) — o(x,)) + W (o) — o)) + (A + D (x - x,,)
+ A+ D(x, — %) + Quy + Quy

Se define entonces

Qu, = -W (a(x) - a(xp)) —(A+D(x—x,)
Entonces la ecuacién (5.13) se reduce a
6= Wolx) + W (a(xp) - a(xr)) +(A+D(x, —x) + Quy

Teniendo en cuenta que e = x, — x,, la ecuacion anterior se puede escribir
como
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e = (A+I)e+VI~/0(x)+M7(o(e+xr)—o(xr))+ Qu, (5.15)

Sihacemos ¢(e) = o(e + x,) — o(x,) tenemos entonces

é=(A+De+Wo(x)+ W ¢p(e) + Qu, (5.16)

Ahora se necesita encontrar una ley de control para Qu, la cual estabilizara el
sistema dado por la ecuacion (5.16). Dicha ley de control se obtendra utilizando
la metodologia de Lyapunov.

5.4 Estabilizacion del Error de Seguimiento

Una vez que la dinamica del error se ha obtenido, se procede a su
estabilizacion. Notese que (e, W) = 0, es un punto de equilibrio asintéticamente
estable del sistema auténomo (A= —Al y 41> 0). Para el analisis de su
estabilidad, se propone la siguiente ley de control PI:

t 1 1,2,
Qu, = K”HK"L e(r)dr—Y(E+§”W” L¢)e (5.17)

Los parametros K, y k; seran determinados mas adelante y Lf,j es la constante

de Lipschitzde ¢,con Y, L, > 0

¢

Ahora mostraremos que el sistema de retroalimentacion es asintéticamente
estable.

Reemplazando (5.17) en (5.16) se tiene

¢ =(A+De+Wolx) + W p(e)+Kpe + K; [y e(dr—Y (3 +1|W|12)e (5.18)

. -~ = t 1 1512

¢=—(A—1-Ky)e+Wolx) + Wle) + K f, e(ddr — ¥ (5+5|| W] L3) e
(5.19)

Si hacemos w = K; fote(r)dr entonces w = K; e  podemos reescribir
(5.19) como

_ _ 11,
e=—(A1-1-Ky)e+Wolx) + W¢p(e) +w—Y (E t3 ||W||2L§> ¢ (5.20)

Ahora se mostrara que el nuevo estado (e,w)” es asintéticamente estable y
que el punto de equilibrio es (e,w)T = (0,0)7, cuando W(x) = 0, se considera
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como una perturbacion externa al sistema de la dinamica del error de
seguimiento.

Para el analisis de estabilidad se propone la siguiente funcién candidata de
Lyapunov.

1 1 IS
— T T T _ T
V= 2(e wh)(e,w) +2tr{W W} (5.21)
Cuya derivada en el tiempo de (21) a lo largo de las trayectorias de (20) es:
V=_(eT,wh(e,w)T + tr{ WTW} =ele+wlw+ tr{ VT/TW} (5.22)
: _ _ 1 1, 2
V= eT<—(/”t— 1 —Kp)e+Wa(x)+W¢(e)+W—Y<§+E||W|| L¢>e> (
+ wTK;e + tr{ I/T/TVT/}

5.23)

Aqui se propone la ley de aprendizaje para la red neuronal de los pesos fijos
como

tr{ I/T/TVT/} = —e"Wo(x) (5.24)
Entonces (5.23) se puede reducir a

_ _ 11,
V=—(A-1-K,)eTe+e™W p(e) + 1 + K)e"w —Y (E +5 ||W||2L§,) ele

(5.25)

Ahora se aplica la siguiente desigualdad en el segundo término del lado
derecho

1 1
xTy < ExTx + EyTy 5(.26)
Vs—(A-1-K,)eTe+ GeTe + % ||W||2Lfﬁ) eTe+(1+K)eTw—Y G +

2|W°13) e (5.27)
Simplificando tenemos

Vs—(A-1-Ky)eTe— (Y —1) (% +%||VT/||2L2¢) ele (5.28)
En esta ecuacion siA—1—K, >0y Y—1>0entonces V<0 ,Vew W
0, por lo que el error es asintéticamente estable y converge a cero para
cualquier e # 0 esto significa que la planta sigue asintéticamente a la
referencia. Finalmente la ley de control la cual entra a la planta y a la red
neuronal esta dada por:
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u=u; +uy +a.(t, W)

u=Qt[-Ww (a(x) - a(xp)) —(A+D(x—x,) +Kye + K; fote(r)dr—

—~ 112 —
Y G + % Il Lfﬁ) e+ fr(xp, up) — Axy — W o(x,)—x, + %] (5.29)
Observacion 1: Q* es la pseudoinversa en el sentido de Moore-Penrose

Esta ley de control nos garantiza la estabilidad asintética de la dindmica del
error y por lo tanto asegura el seguimiento entre la planta y la senal de
referencia. Finalmente estos resultados obtenidos se pueden resumir en el
siguiente teorema.

Teorema: Para el sistema no lineal desconocido modelado por la ecuacion
(5.4), se tiene la ley de aprendizaje dada por la ecuacién (5.24) y la ley de
control dada por la ecuacion (5.29), ambas garantizan el seguimiento de
trayectoria entre la planta y la sefial de referencia no lineal x, = f,-(x,, u,)

Observacion 2: De la ecuacion (5.28) tenemos
. 1 1 1 1,2 —
T 2 T
V< —5(1—1—Kp)e e—E(Y—l)(E+E||W|| L¢)e e<0, Ve+0 VW
donde V' es decreciente y esta acotada por V(0) y entonces
1 1 o
V= 3 T, wh(e,w)T + 5 tr{WwTw}

Se concluye que e, W < L,; esto significa que los pesos permanecen acotados.

5.5 Simulaciéon
Con el fin de demostrar la aplicabilidad del esquema de control
adaptativo propuesto, con el siguiente ejemplo se prueba.

En este ejemplo, el atractor caoético de Chen es descrito por el siguiente
sistema:

D'Cpl = 35xp2 - 35xp1, xpl(O) =-10
5Cp2 = =7Xp1 — Xp1 Xp3 + 28xp2: Xp2 0)=0 (5.30)
xpg = xplxpz - 3xp3, Xp3(0) =37

Y el atractor cadético de Roosler viene dado por el siguiente sistema:

xrl = TXr2 T X3, Xr1 (O) =01
xrz = xrl + O.Zer, xrz(O) - 0 (531)
xrg = xrlxrg - O.er3 + 0.2, xr3 (O) = 0
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En las simulaciones, la siguiente red neuronal dinamica fue utilizada:

x=Ax)+ W o(x)+ Qu (5.32)
-5 0 0 150 tanh(0.5x;)
con A=|l0 -5 0 ] o(x) = |150 tanh(0.5x5,)
0 0 =5 150 tanh(0.5x3)

W* es estimada por medio de la ley de aprendizaje dada por la ecuacién (5.24),
y u es calculada usando la ecuacion (5.29).

Los resultados de las simulaciones se muestran en las siguientes figuras 5.3-
5.8, donde se presentan la evolucion temporal de los estados y en las figuras
5.9 y 5.10 se muestra el espacio fase de los sistemas de Chen y Roosler
respectivamente.
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Donde podemos ver que el controlador neuronal recurrente asegura una
rapida convergencia para el seguimiento de la trayectoria de la referencia. El
controlador es robusto en presencia de perturbaciones aplicadas al sistema.
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CAPITULO 6 SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIA PARA EL
PENDULO CAOTICO USANDO LEYES DE CONTROL PI

6.1 Introduccion

Un sistema de péndulo doble esta compuesto por dos péndulos, con el
segundo colgando del primero, como se muestra en la figura 6.1. Es un sistema
fisico que exhibe un comportamiento caético.

Como en el capitulo anterior lo que hacemos es simular que la planta,
en este caso el péndulo cadtico siga la sefial de referencia del sistema cadtico
definido por la ecuacién cadtica de Duffing.

Figura 6.1 Sistema Dindmico Cadtico

Consideremos un péndulo doble inmerso en un campo gravitacional,
donde las masas m; y m, estan sujetas a cables rigidos con masas
despreciables y de longitud [; y l,, con enlaces q; y q, respectivamente. El
sistema no lineal que describe la dinamica del péndulo cadtico se llamara la
Planta. El objetivo de este trabajo es forzar que el sistema siga una referencia
no lineal llamada la Referencia. Se propone una ley de control Pl para
garantizar que el seguimiento de error entre la Planta y la Referencia tienda a
cero cuando t —» oo. Se verifica esto utilizando una funcion de Lyapunov. La ley
de control Pl fue desarrollada para un péndulo caotico para permitir que la
trayectoria del seguimiento entre la planta y la referencia descrita por la
ecuacion cadtica de Duffing. Esto se logra analizando directamente vy
describiendo el comportamiento del sistema en términos de parametros
relevantes, como son las masas y las longitudes de los péndulos. Para cada
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caso se analizan las gréficas, donde estan muestran que los angulos son
funciones del tiempo. Las figuras presentadas para lapsos de 200 segundos
muestran las trayectorias seguidas por cada péndulo.

6.2 Modelado de la Planta
Una planta no lineal desconocida esta dada por:

Xp = Fp(xp'u) = fp(xp) + gp(xp) u (6.1)

Donde x,, f, E R",u € R™ y g, € R™™. Ambas f, y g, son desconocidas, y
se propone modelar la ecuacién (6.1) por la siguiente red neuronal

x=Ax)+ W* o(x) + Qu , mas un término de error de modelado.
Se define el error de modelado entre la red neuronal y la planta por:

Wper = X — Xp (6.2)

La cual satisface la siguiente hipétesis.
Hipotesis 1. (Objetivo de modelacién):
El error de modelado es exponencialmente estable, esto es:

Wper = —k Wper (6.3)

En este trabajo se considera k = 1y entonces ahora tenemos de la ecuacion
(6.2)

Wper =X — X, dedonde x, =X+ wpe,

La planta desconocida, puede ser modelada como

Xp =X+ Wper = Ax + W o(x) + Wper + Qu (6.4)

Donde W* son los pesos fijos pero desconocidos de la red neuronal, los
cuales minimizan el error de modelado.

Usando (6.2) y (6.4) vemos que X, — X = Wy, 0 bien W, = —w,,,, por lo que
el modelo de la planta satisface la hipotesis 1.
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6.3 Analisis de Seguimiento
Teorema 1 El sistema no lineal desconocido (6.1) modelado por (6.4) y con
ley de aprendizaje

tr { VT/'TVT/} = —eTWo(x)

y la ley de control
u=Q [-Ww (O'(x) - a(xp)) —(A+D(x - xp) + K,e + K; fote(r)dz'—
Y (G+2IWN°L3) e + £ (e ) — Axy = W o(2) 2, + 3]

Juntos garantizan el seguimiento de trayectorias entre la planta y la sefal de
referencia no lineal x, = f,.(x,, u;)

Observacion: Q% es la pseudoinversa en el sentido de Moore-Penrose.
Demostracion:

Se procede ahora, a analizar el error de seguimiento entre la planta
desconocida modelada por (6.4) y una sefal de referencia definida por

X = fr(x,,u,.), donde x, y u, € R" (6.5)

donde x, es el estado, u, es la entrada a la seial de referencia y f, es una
funcién no lineal.

Para este propésito, se define el error de seguimiento entre la planta y la sefal
de referencia por

e=x,— X (6.6)
Cuya derivada en el tiempo es
é=x,— %
é= Ax+ W”* o(x) + wper + Qu — fr(xr,u;) (6.7)

Sumando y restando, al lado derecho de (6.7) los términos

W o(x,), a.(t, W) y tomando en cuenta que w,,, = x — x,, se tiene la siguiente
expresion.

é=Ax+ W o(x) +x—xp, + Qu — f.(x,,u,) + W o(x,) — W o(x,) + Qar(t,W)
— Qa,(t, W)
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La cual escribimos como

é=W*o(x)+Qu— f.(x,u.) + W o(x,) + Qar(t, VT/) — W o(x,) — Qar(t, W)
+ A(x+ x, — %) + x — x,

Reescribiendo tenemos

é=Ax, +W olx,)+x, — x, + Qa, (6, W) = f.(xpuy) — Axy + W* o(x) + Qu —
W o(x,) — Qa, (6, W)—x, + x + Ax (6.8)

En esta parte se considera la siguiente suposicion, la red neuronal seguira la
sefal de referencia dada, aun con la presencia de perturbaciones si:

frOerouy) = Axy + W o, (x) 4%, — xp + Qa, (¢, W)
de donde
Qa.(t, W) = fr(xp,up) — Axp — W 0,(x,) =%, + x, (6.9)
La ecuacion (6.8) la podemos escribir entonces
é=—Ax, + W o(x) + Qu—W o(x,) — Qa,.(t, W)— x, + x + Ax
Simplificando tenemos
é= W*o(x) — W o(x,) + (A+ D(x—x,) + Qu — a,(t, W)) (6.10)
donde W es la aproximacion de W*.
Ahora si sumamos y restamos en la ecuacion (10) el término W o(x)
Tenemos ahora la siguiente ecuacion
e = (W* — W)o(x) + W(o{x) — a(xr)) +A+Dx—x)+ Qu-— ar(t, VT/))
(6.11)
Si ahora se define
W=w—-W y fi=u—a/(t,W) (6.12)
Sustituyendo (6.12) en (6.11) obtenemos la siguiente ecuacién
ée= Wo(x) + W(o(x) — O'(xr)) +A+D(x—x)+ Qi
La cual es equivalente a

é = Wo(x) + W (o(x) — o(xp) + o(xp) — o(x,)) + (A+ D(x —x,) + Qi (6.13)
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Desarrollando y haciendo

ﬁ=u1+u2

é = Wo(x) + W (o(x) — o(x,) + o(xp) — o(x,)) + (A + D(x — x,+x, — x;)
+ Quq + Qu,

reacomodando términos tenemos
ée=Wo(x)+W (O'(x) — a(xp)) + W (o(xp) — O'(xr)) +(A+ I)(x — xp) +
(A+D(xp —x,) + Qug + Quy (6.14)

Se define entonces
Qu, = -W (G(x) - a(xp)) —A+D(x—x,)
Entonces la ecuacién (6.14) se reduce a
é= Wolx) + W (a(xp) —o(x)) + A+ D(x, —x,) + u,  (615)

Teniendo en cuenta que e =x, —x,, la ecuacion (6.15) se puede escribir
como

é=(A+NDe+Wo(x) + W (ole + x,) — o(x,)) + Qu,

Sihacemos ¢(e) = o,(e + x,.) — 0,(x,,) tenemos entonces

é=(A+De+Wo,(x) + W ¢p(e) + Qu, (6.16)

Ahora se necesita encontrar una ley de control para Qu, la cual estabilizara el
sistema dado por la ecuacion (6.16). Dicha ley de control se obtendra utilizando
la metodologia de Lyapunov. En la préxima seccién se continuara con la
demostracién del teorema 1

6.4 Estabilizacion del Error de Seguimiento

Una vez que la dinamica del error se ha obtenido, se procede a su
estabilizacion. Notese que (e, W) = 0, es un punto de equilibrio asintéticamente
estable del sistema auténomo (A= —-AI y A >0). Para el andlisis de su
estabilidad, se propone la siguiente ley de control PI:

¢ 1 1,2
G, = Ko + K, [ eDde=1 (5 +5W]83) e 6.17)

0
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Los parametros K, 'y k;  seran determinados méas adelante y Lfé es la

constante de Lipschitz de ¢, con Y, L, > 0.

Ahora mostraremos que el sistema de retroalimentacion es asintéticamente
estable.

Reemplazando (6.17) en (6.16) se tiene

é=(A+De+Wolx) + W p(e)+Kye + K; [, e(ddr—Y G + % ||VT/||2L2¢) e (6.18)

¢=-(A—1-K)e+Wolx) + W p(e) + K; [y e(ddz — ¥ (S +3||W||°12) e
(6.19)

Si hacemos w = K; fote(r)dr entonces w = K;(7) podemos reescribir
(6.19) como

¢=—(A—1-K)e+Wol) + W(e) +w—7 5+ [|W["13) e (6.20)

Ahora se mostrara que el nuevo estado (e,w)T es asintéticamente estable y
que el punto de equilibrio es (e,w)T = (0,0)7, cuando Wao(x) =0, de una
perturbacién externa.

Para el andlisis de estabilidad se propone la siguiente funcién de Lyapunov
como candidata.

1 1
I T T T _ T
V= > (e’ ,whH(e,w)" + 2tr{W W} (6.21)
Cuya derivada en el tiempo de (6.21) a lo largo de las trayectorias de (6.20) es:

V= (e, wh)(e,w)" + tr{ WTw} — oTé 4wl + tr { WTW} (6.22)

V= e (= 1= Kp)e + Woa) + W ge) 4w =¥ (2+H|WIEZ) ) +
wTK;e + tr {WT VT/} (6:23)
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Aqui se propone la ley de aprendizaje para la red neuronal de los pesos fijos
como

tr { VT/TVT/} = —e"Wo(x) (6.24)
Entonces (6.23) se puede reducir a
V=—(—-1-K,)eTe+e"W p(e) + (1 + K)eTw —Y G + % ||VI7||2L§) ele (6.25)
Ahora se aplica la siguiente desigualdad en el segundo término del lado

derecho

1 1

Ty < 24T - T
X y_zx x+2y y (6.26)

Vs—(2-1-Ky)e"e + (SeTe +||W[|°12) e"e + (1 + K)eTw — ¥ (3 +
2|W°13) e (6.27)
Simplificando tenemos

Vs-(2-1-Ky)e"e— (Y = 1) (3+1|W|°L3) eTe (6.28)

En esta ecuaciéon siA—1—-K,>0y Y—1>0 entonces V<0 ,Ve,w, W #
0, el error es asintéticamente estable y converge a cero para cualquier
e # 0, # 0. Esto significa que la planta sigue asintéticamente a la referencia.
Finalmente la ley de control la cual entra a la planta y a la red neuronal esta
dada por:

u=1u;+u, +ar(t,VT/)

u=QH-W (0,(0) = 0, (x,)) = (A + D(x = x,) + Kpe + K; [ e(Dd -
Y G+ IWI°L3) e + £ (e ) — Axy = W 0, () 2, + 3] (6.29)

Esta ley de control da estabilidad asintética de la dinamica del error y por lo
tanto asegura el seguimiento entre la planta y la senal de referencia.

Los resultados obtenidos se verifican por medio de una simulaciéon y se
mostrara en la siguiente seccion.

De la ecuacién (6.28) tenemos
: 1 1, o _
V< —(ﬂ—l—Kp)eTe—(Y—l)(§+§||W|| L¢)eTe<O Ve#0 VW

Donde V es decreciente y esta acotada porV(0) y
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1 1 o~
V= 5 e, whH(e,w)T + > tr{WTw}

Se concluye que e, W & L,; esto significa que los pesos permanecen acotados.

6.5 Simulacién

La red neuronal es modelada por la ecuacion diferencial: x = Ax + W*o(x) +
Qu con A=—-A,IeR*™ y 1 =20, W* es estimada usando la ley de
aprendizaje dada por la ecuacion (6.24),

o(x) = (tanh(x,), tanh(x,), tanh(x3) tanh(x,))7,

T
1= 0 0 1)

Y u es calculada por medio de la ecuacién (6.29)

La planta esta dada por:

(my + my)l, [9'1 + mzlzéz cos(6; — 6,) + mzlzézzsen(el —6,)+ (m; +
m,) g senf; =0

myl; 04 cos(8; — 0,) + myl,0, — myl,02sen(8, — 6,) + mygsenh, = 0
La sefal de referencia es descrita por la ecuacion de Duffing
¥ —x+x3=0.114 cos(1.1t) con x(0) =1, x(0) = 0.114 (6.30)

En la figura 6.2 el plano fase para la planta (péndulo cadtico) es
mostrada en color azul. El plano fase para la referencia (ecuacion de Duffing)
es mostrada en color negro.

El tiempo de evolucién para los angulos y el torque aplicado se muestran
en las figuras 6.3-6.8.

En las figuras 6.3-6.6 las trayectorias descritas estan en color azul para
el péndulo cadtico y en color negro para la ecuacién dinamica de Duffing.

Fig. 2 Plant and Reference phase portrait for trajectory of Duffing
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Figura 6.2 plano fase de la planta y la sefial de referencia para la trayectoria de la ecuacién de
Duffing
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Fig. 3 Time evolution for state 1

Figura 6.3 Evolucién en el tiempo para la posicidn angular 6
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Figura 6.4 Evolucion en el tiempo para la posicidn angular 6,
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Fig. 5 Time evolution for state 3

Figura 6.5 Evolucién en el tiempo para la velocidad angular del eslabén 1 (rad/seg)
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Figura 6.6 Evolucion en el tiempo para la velocidad angular del eslabdn 2 (rad/seg)
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Figura 6.7 Torque aplicado al eslabdn 1
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Figura 6.8 Torque aplicado al eslabdn 2
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CAPITULO 7 CONCLUSIONES Y TRABAJO A FUTURO

Una de las principales contribuciones de esta investigacion es el analisis
de estabilidad asintética del error de seguimiento entre sistemas no lineales
cuyo modelo matematico se desconoce y sefiales de referencia generadas por
ecuaciones diferenciales no lineales. Para garantizar el seguimiento de
trayectorias se propone una ley de control Pl y se obtienen leyes de adaptacién
de pesos en la red neuronal, obtenidas mediante el analisis de estabilidad de
Lyapunov, el sistema no lineal es identificado por una red neuronal recurrente
de pesos variables.

El objetivo es que el sistema desconocido siga una sefal de referencia
dada, este problema es muy importante en control automatico, el cual se
reduce a determinar una accién de control que garantice la estabilizacién de la
dinamica del error de seguimiento entre la planta y la sefal de referencia.

La estabilidad para el error de seguimiento es analizada con funciones
de control de Lyapunov y la ley de control Pl. Los resultados son alentadores y
son ilustrados via simulacién como puede verse, se obtiene un seguimiento de
trayectorias satisfactorio y la convergencia del error de seguimiento es muy
rapida.

Otro punto importante de este trabajo es que en otros enfoques de
control, dichos controles son indirectos, es decir primero la red neural identifica
la planta desconocida y cuando el error de identificacion es pequeno, se aplica
el control. En nuestro enfoque el control es directo, es decir, las leyes de
aprendizaje para las redes neuronales dependen explicitamente del error de
seguimiento, en lugar del error de identificacion, esto da como resultado una
respuesta mas rapida del sistema.

La investigaciébn en esta linea continua para que en un futuro se
implementen los algoritmos de control en tiempo real y con retardo en el
tiempo, en aplicaciones muy diversas como: militares, industriales, comerciales,
etc.
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