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Resumen

En la a
tualidad existen diversas tareas que realizan robots manipuladores en la industria, tales


omo: ensamble, soldadura, pintura, movimiento de sustan
ias quími
as o radioa
tivas, e in
luso

en áreas más deli
adas 
omo la industria alimentaria y 
irugías quirúrgi
as.

Sin embargo, a pesar de existir una gran diversidad de tareas industriales, en la mayoría de

éstas sólo se usa una estru
tura de robot, la 
ual es el robot serial de 6 grados de libertad (tipo

angular o antropomór�
o). Existen otras estru
turas de robots, así 
omo una gran 
antidad

de dimensionamientos de 
ada estru
tura que hipotéti
amente podrían eje
utar las diferentes

tareas de manera más e�
iente.

Debido a lo anterior en este trabajo se presenta una metodología de diseño en la 
ual se 
onsideran

índi
es de desempeño 
inetostáti
os y dinámi
os, 
on el objetivo de analizar la estru
tura del

robot (
inemáti
a, dinámi
a y dimensiones) que realiza mejor una a
tividad espe
í�
a.

Este enfoque da la ventaja que se optimi
e el diseño de un robot para una tarea espe
í�
a,

espe
ializándolo 
on el �n de que reali
e mejor la tarea que algún otro arbitrariamente elegido,


omo la 
on�gura
ión angular, SCARA, 
ilíndri
o, et
étera, así 
omo un dimensionamiento

óptimo lo optimizan para la realiza
ión de la tarea.

El objetivo de este trabajo es la genera
ión de di
ha metodología en un algoritmo que pueda

realizar todo el pro
eso, y que al eje
utarlo no sea ne
esario realizar ex
esivos 
ál
ulos analíti
os

o numéri
os, los 
uales pueden ser muy árduos y lentos.

v



Símbolos y nota
ión

ẋ, ẏ El punto es utilizado para denotar la derivada 
on respe
to del tiempo.

AT , xT
La transpuesta de la matriz A y el ve
tor x.

R El 
ampo de los números reales.

C El 
ampo de los números 
omplejos.

∈ Elemento

∞ In�nito.

, Igual por de�ni
ión.

≈ Aproximadamente igual.

≡ Idénti
o.

dist{x, y} La distan
ia entre los puntos x y y, en algún espa
io de�nido.

‖x‖ Una norma de x.
A−1

Inversa de A.

j Unidad de los números imaginarios, j =
√
−1.

∂F/∂x Derivada par
ial de la fun
ión F 
on respe
to a la variable x.
tr(A) Traza de A

P Ve
tor de Trasla
ión

R Matriz de rota
ión

qi Variable de desplazamiento o rota
ión de la arti
ula
ión i
µ Rota
ión ejer
ida sobre el eje x

β Rota
ión ejer
ida sobre el eje y

γ Rota
ión ejer
iada sobre el eje z

A1
i−1 Matriz de transforma
ion homogénea

θi Variable de rota
ión de metodología DH

di Variable de trasla
ión de metodología DH

ai Variable de trasla
ión de metodología DH

αi Variable de rota
ión de metodología DH

J Matriz Ja
obiana

τ Ve
tor de fuerzas o torques

M(q) Matriz de iner
ias

C(q, q̇) Matriz de 
oriolis

G(q) Matriz de efe
tos por gravedad

CN Índi
e de desempeño: número de 
ondi
ión

FM Índi
e de desempeño: manipulabilidad de fuerza

KM Índi
e de desempeño: manipulabilidad 
inemáti
a

SV Índi
e de desempeño: valores singulares

Wd Índi
e de desempeño: manipulabilidad dinámi
a

WI Índi
e de desempeño: isotropia dina �mi
a
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Capítulo 1

Introdu

ión

1.1 Ante
edentes

En la a
tualidad existen diversas tareas que realizan los robots manipuladores en la industria,

tales 
omo ensamble de 
omponentes ele
tróni
os, ensamble automotriz, soldadura, pintado

de piezas, trabajo de metales e industria alimentaria, y en años re
ientes más allá del se
tor

industrial en 
irugías quirúrgi
as, lo 
ual requiere de un alto nivel de pre
isión y exa
titud en la

tarea que realiza.

En la industria, las prin
ipales tareas que realizan los manipuladores se pueden 
lasi�
ar en

los siguientes puntos [4℄:

• Manipula
ión de objetos (transporte, paletizado, opera
iones para el me
anizado de metal

y moldeado de plásti
o).

• Opera
iones 
on máquina y herramienta (
orte, perfora
iones, pulido). Soldadura por

puntos y soldadura de ar
o).

• Ensamble (�ja
ión, prensa de montaje, insertando, desmontaje).

• A
tividades de dispensa
ión (pintura, en
olado, la apli
a
ión de adhesivo, pulveriza
ión).

1
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Para realizar estas a
tividades, las estru
turas de manipuladores que se utilizan en la a
tu-

alidad están distribuidas de la siguiente manera [2℄:

• Angular o arti
ulado (89.7 %)

• SCARA (7.7 %)

• Paralela (1.7 %)

• Cartesiano (0.7 %)

• Otros (0.2 %)

Sin embargo, para 
iertas tareas es intuitivo que el tipo de robot utilizado no es el más

ade
uado, esto debido a que no existe una metodología �rme de diseño que determine 
laramente

que estru
tura de robot sele

ionar, no poder sele

ionar 
laramente la estru
tura del robot trae


omo 
onse
uen
ia que la sele

ion del tipo de manipuladores en la industria se base solamente en

la demanda de ventas, pro
esos empíri
os, en indi
adores de produ

ión, seguridad industrial;

esto signi�
a que no se explota un método de diseño o sele

ión basado en indi
adores del

desempeño para realizar tareas más e�
ientemente, lo 
ual generaría estru
turas me
áni
as de

manipuladores para mejorar su desempeño.

1.2 Motiva
ión

La 
ausa prin
ipal por la que se de
idió realizar este tema, es poder 
ontar 
on una metodología

de sele

ión de manipulador el 
ual pueda resolver la tarea que se bus
a que desempeñe de forma

mas e�
iente.

La evalua
ión sería mediante índi
es de desempeño 
inetostáti
os y dinámi
os, los 
uales

miden la 
alidad 
on que el robot eje
uta la tarea. Además un algoritmo que proponga el
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"mejor" robot que realiza la a
tividad, y obtener los parámetros de diseño del robot. De esta

manera, el robot estaría diseñado optimamente para la realiza
ión de la tarea.

1.3 Planteamiento del problema

El objetivo de este trabajo es obtener un método de diseño que mejore el desempeño de los

manipuladores, 
on esta �nalidad, se propone que 
ada manipulador analizado sea representado

por modelos 
inemáti
os y dinámi
os, los 
uales rela
ionan el 
omportamiento del robot. Sin

embargo di
has e
ua
iones son difí
iles de manejar ya que son muy extensas 
uando se in
re-

mentan los grados de libertad del robot. Esto 
ompli
ando aún más los 
riterios de sele

ión del

manipulador mas ade
uado para la a
tividad.

Denavit y Hartenberg [2℄ propusieron en 1955 un método matri
ial que permite estable
er de

manera sistemáti
a un sistema de 
oordenadas ligado a 
ada eslabón de una 
adena arti
ulada,

pudiéndose determinar a 
ontinua
ión las e
ua
iones 
inemáti
as de la 
adena 
ompleta. El

método Newton-Euler propone la determina
ión de las fuerzas que deben ser apli
adas en las

arti
ula
iones para 
onseguir determinadas posi
iones velo
idades y a
elera
iones [3℄.

Entre los índi
es de desempeño, están:

• Índi
es de desempeño 
inetostáti
o (Elipsoide de velo
idad, número de 
ondi
ión, mínimo

valor singular, manipulabilidad),

• Índi
es de desempeño dinámi
o (Matriz de iner
ia generalizada, manipulabilidad dinámi
a,

maximiza
ión del volumen y uniformidad del hiperparalepípedo de a
elera
ión, 
ondi-


ionamiento dinámi
o) ,

• Índi
es de límites arti
ulares (Límite de la arti
ula
ión, evita
ión de límites arti
ulares),

disponibilidad de movilidad arti
ular, índi
es de�nidos sobre el espa
io de trabajo,
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• Índi
es de espa
io de trabajo (Tipos de espa
ios de trabajo, global de 
ondi
ionamiento,

global de manipulabilidad, radio de a
elera
ión ).

1.4 Organiza
ión y al
an
es del trabajo

El 
ontenido de este trabajo está organizado de la siguiente forma: En el 
apítulo 2 se introdu
e

el análisis 
inemáti
o y los índi
es de desempeño 
inetostáti
os. Después se presenta el análisis

dinámi
o del robot, así 
omo los índi
es de desempeño dinámi
o.

En el 
apítulo 3 se presenta la metodología que se utilizó para la genera
ión del robot mediante

un algoritmo de optimiza
ión, la 
ual se baso en algoritmos evolutivos. Así 
omo el algoritmo

de evalua
ión de manipuladores.

Posteriormente en el 
apítulo 4 se presentan los resultados obtenidos mediante 
asos de

estudio, 
on los 
uales se muestra 
ómo se sele

ionaron y generaron robots para a
tividades

espe
í�
as, así 
omo el desempeño que mostraron, y las 
on
lusiones de 
ompara
ión.

Por último en el 
apítulo 5, se dan las 
on
lusiones de este trabajo, re
omenda
iones, así


omo se plantean trabajos futuros.



Capítulo 2

Análisis de manipuladores

2.1 Objetivo

El análisis del robot manipulador 
onsiste en la 
ara
teriza
ión del movimiento de manipuladores

seriales mediante sus modelos 
inemáti
os y dinámi
os. Aunado a esto el análisis mediante in-

di
es de desempeño 
inemáti
os y dinámi
os los 
uales están basados en los modelos 
inemáti
os

y dinámi
os.

En base al resultado que muestran los indi
es de desempeño que evaluan al robot realizando

una tarea, se podrá saber que tan 
ali�
ado es el robot para realizar di
ha tarea.

2.2 Cinemáti
a de manipuladores

Para lo
alizar un 
uerpo rígido en el espa
io es ne
esario 
ontar 
on una herramienta matemáti
a


on la 
ual se pueda representar tanto la posi
ión espa
ial, así 
omo su orienta
ión 
on respe
to

a un sistema de referen
ia.

Para poder resolver el problema de representar tanto la posi
ión y la orienta
ión 
onjunta-

mente por un sólo método[3℄ se introdujeron las 
oordenadas homogéneas . Esta se de�ne 
omo

5
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matriz de transforma
ión T a la matriz de 4x4 que representa la transforma
ión de un ve
tor de


oordenadas de un sistema a otro.

Estas matri
es 
onstan de 
uatro elementos los 
uales son:

T =

[

R3×3 p3×1

f1×3 w1×1

]

,=

[

Rotación Traslación
Perspectiva Escalado

]

Una matriz homogénea se en
uentra 
ompuesta por 
uatro submatri
es de distinto tamaño:

R3×3 Matriz de rota
ión, p3×1 Matriz de trasla
ión, f1×3 Matriz de perspe
tiva, w1×1 Matriz de

es
alamiento.

Estos son elementos de la matriz de transforma
ión homogénea:

P =





x
y
z



 , R =





x1 · x2 x1 · y2 x1 · z2
y1 · x2 y1 · y2 y1 · z2
z1 · x2 z1 · y2 z1 · z2



 , f =
[

f1 f2 f3
]

, w =
[

w
]

,

En robóti
a generalmente sólo interesa 
ono
er el valor de R3×3 y de f1×3 , 
onsiderando

f1×3 = 0 y w1×1 = 1.

2.2.1 Metodología Denavit - Hartenberg

La resolu
ión del problema 
inemáti
o dire
to 
onsiste en en
ontrar las rela
iones que permiten


ono
er la lo
aliza
ión espa
ial del extremo del robot a partir de los valores de sus 
oordenadas

arti
ulares qi [3℄.

Se han es
ogido 
oordenadas 
artesianas [Px Py Pz]
T ∈ R

3
y ángulos RPY (Roll-Pit
h-Yaw)

de Euler [µ β γ]T ∈ R
3
para representar la posi
ión y orienta
ión del extremo de un robot de n
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grados de libertad, la solu
ión al problema 
inemáti
o dire
to vendrá dada por las rela
iones:

Px = fx(q1, q2, ..., qn)
Py = fy(q1, q2, ..., qn)
Pz = fz(q1, q2, ..., qn)
µ = fα(q1, q2, ..., qn)
β = fβ(q1, q2, ..., qn)
γ = fγ(q1, q2, ..., qn)

En general, un robot manipulador serial de n grados de libertad está formado por n es-

labones unidos por n arti
ula
iones, de forma que 
ada par de arti
ula
ión - eslabón 
onstituye

un grado de libertad. A 
ada eslabón se le puede aso
iar un sistema de referen
ia solidario a él

y, utilizando transforma
iones homogéneas, es posible representar las rota
iones y trasla
iones

relativas entre los distintos eslabones que 
omponen al robot. Denomínese A1
i−1 a la matriz de

transforma
ión homogénea que representa la posi
ión (Px, Py, Pz) y orienta
ión (µ, β, γ) relativa

entre los sistemas aso
iados a dos eslabones 
onse
utivos del robot. De tal modo que la trans-

forma
ión homogénea del origen al sistema 
oordenado solidario al efe
tor �nal se obtiene por la


omposi
ión de 
ada transforma
ión entre dos sistemas 
oordenados de eslabónes 
onse
utivos,

es de
ir:

An
0 = A1

0A
2
1...A

n
n−1

Para des
ribir la rela
ión que existe entre dos elementos 
ontiguos se suele utilizar en robóti
a

la representa
ión de Denavit - Hartenberg (DH) que 
onsiste en un método matri
ial que per-

mite estable
er de manera sistemáti
a un sistema de 
oordenadas ligado a 
ada eslabón i de

una 
adena arti
ulada, pudiéndose determinar a 
ontinua
ión las e
ua
iones 
inemáti
as de la


adena 
ompleta. Según la representa
ión de DH, es
ogiendo ade
uadamente los sistemas de


oordenadas aso
iados a 
ada eslabón, es posible pasar de uno al siguiente mediante 4 trans-

forma
iones bási
as que dependen ex
lusivamente de las 
ara
terísti
as geométri
as del eslabón.

Estas transforma
iones bási
as 
onsisten en una su
esión de rota
iones y trasla
iones que per-

miten rela
ionar el sistema de referen
ia del elemento i 
on el sistema del elemento i− 1 .
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Algoritmo de Denavit - Hartenberg [3℄

El algoritmo Denavit - Hartenberg se utiliza para la determina
ión de los sistemas 
oordenados

aso
iados a 
ada eslabón, el 
ual depende de 4 transforma
iones bási
as las 
uales se 
al
ulan


on el siguiente algoritmo:

1. Numerar los eslabones 
omenzando 
on 1 (primer eslabón móvil de la 
adena) y a
abando


on n (último eslabón móvil ). Se enumerará 
omo eslabón 0 a la base �ja del robot.

2. Numerar 
ada arti
ula
ión 
omenzando por 1 (la 
orrespondiente al primer grado de lib-

ertad) y a
abando en n.

3. Lo
alizar el eje de 
ada arti
ula
ión. Si ésta es rotativa, el eje será su propio eje de giro.

Si es prismáti
a, será el eje a lo largo del 
ual se produ
e el desplazamiento.

4. Para i de 0 a n− 1 situar el eje zi sobre el eje de la arti
ula
ión i+ 1.

5. Situar el origen del sistema de la base S0 en 
ualquier punto del eje z0. Los ejes x0 e y0 se

situarán de modo que formen un sistema dextrógiro 
on x0.

6. Para i de 1 a n− 1, situar el sistema Si (solidario al eslabón i) en la interse

ión del eje zi


on la línea normal 
omún a zi−1 y zi. Si ambos ejes se 
ortasen se situaría Si en el punto

de 
orte. Si fuesen paralelos Si se situaría en la arti
ula
ión i+ 1.

7. Situar xi en la línea normal 
omún a xi−1 y zi.

8. Situar yi de modo que forme un sistema dextrógiro 
on xi 
on xi y zi.

9. Situar el sistema Sn en el extremo del robot de modo que zn 
oin
ida 
on la dire

ión de

zn−1 y xn sea normal a zn−1 y zn.

10. Obtener θi 
omo el ángulo que hay que girar en torno a zi−1, para que xi−1 y xi queden

paralelos.
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11. Obtener di 
omo la distan
ia, medida a lo largo de zi−1, que habría que desplazar Si−1

para que xi y xi−1 quedasen alineados.

12. Obtener ai 
omo la distan
ia medida a lo largo de xi (que ahora 
oin
idiría 
on xi−1) que

habría que desplazar el nuevo Si−1.

13. Obtener αi 
omo el ángulo que habría que girar entorno a xi (que ahora 
oin
idiría 
on

xi−1), para que el nuevo Si−1 
oin
idiese totalmente 
on Si

14. Obtener las matri
es de transforma
ión Ai
i−1:

Ai
i−1 = T(z, θi)T(0, 0, d)T(ai, 0, 0)T(x, αi)

Lo 
ual realizando el produ
to entre matri
es resulta:

Ai
i−1 =









Cθi −Sθi 0 0
Sθi Cθi 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

















1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 di
0 0 0 1

















1 0 0 ai
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

















1 0 0 0
0 Cαi −Sαi 0
0 Sαi Cαi 1
0 0 0 1









=

Ai
i−1 =









Cθi −CαiSθi SαiSθi aiCθi
Sθi CαiCθi −SαiCθi aiSθi
0 Sαi Cαi di
0 0 0 1









(2.2.1)

Donde Cw y Sw representan la fun
ión cos(w) y sin(w) respe
tivamente.

15. Obtener la matriz de transforma
ión que rela
iona el sistema de la base 
on el del extremo

del robot T = A1
0A

2
1...A

n
n−1.

16. La matriz T de�ne la orienta
ión (submatriz de rota
ión) y posi
ión (submatriz de trasla
ión)

del extremo referido a la base en fun
ión de las n 
oordenadas arti
ulares.

Los 
uatro parámetros de DH (θi, di, ai, αi) dependen úni
amente de las 
ara
terísti
as ge-

ométri
as de 
ada eslabón y de las arti
ula
iones que le unen 
on el anterior y siguiente. En


on
reto y 
omo se apre
ia en la �gura 2.1, estos parámetros representan:
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Figura 2.1: Parámetros DH para un eslabón giratorio.

θi El ángulo que forman los ejes xi−1 y xi medido en un plano perpendi
ular al eje

zi−1, utilizando la regla de la mano dere
ha. Se trata de un parámetro variable en

arti
ula
iones giratorias.

di La distan
ia a lo largo del eje zi−1 desde el origen del sistema de 
oordenadas (i− 1) -
ésimo hasta la interse

ión del eje zi−1 
on el eje xi. Se trata de un parámetro variable

en arti
ula
iones prismáti
as.

ai La distan
ia a lo largo del eje xi que va desde la interse

ión del eje zi−1 hasta el origen

del sistema i-ésimo, en el 
aso de arti
ula
iones giratorias. En el 
aso de arti
ula
iones

prismáti
as, se 
al
ula 
omo la distan
ia más 
orta entre los ejes zi−1 y zi.
αi El ángulo de separa
ión del eje zi−1 y el eje zi, medido en un plano perpendi
ular al

eje xi, utilizando la regla de la mano dere
ha.

Finalmente, 
on la matriz de transforma
ión obtenemos las posi
ión y rota
ión del efe
tor

�nal del robot.

T =









T1,1 T1,2 T1,3 T1,4

T2,1 T2,2 T2,3 T2,4

T3,1 T3,2 T3,3 T3,4

T4,1 T4,2 T4,3 T4,4









Px = T1,4, Py = T2,4, Pz = T3,4,

µ = atan

(

T3,2cos(β)

T3,3cos(β)

)

, β = atan





−T3,1
√

T 2
1,1 + T 2

2,1



 , γ = atan

(

T2,1cos(µ)

(T1,1cos(µ)

)
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2.2.2 Cinemáti
a inversa

La 
inemáti
a inversa 
onsiste en en
ontrar los valores que deben adoptar las 
oordenadas ar-

ti
ulares del robot q = q1, q2, ..., qn
T
para que su extremo se posi
ione y oriente según una

determinada lo
aliza
ión espa
ial.

Existen mu
hos métodos para la solu
ión de la 
inemáti
a inversa, entre ellos:

• Métodos geométri
os

• Solu
ión a partir de matriz de transforma
ión homogénea

• Desa
oplo 
inemáti
o

• Métodos númeri
os

• Algoritmos evolutivos

En el 
aso de este trabajo se sele

ionó la utiliza
ión de algoritmos evolutivos 
omo solu
ión

al problema inverso, ya que este presenta la posibilidad de poder en
ontrar múltiples solu
iones

al problema inverso a demás de que son 
ompletamente estru
turables al grado de que se puede

programar 
ompletamente, 
aso que no su
ede 
on los otros métodos no númeri
os. Se utilizó

espe
í�
amente el algoritmo EvoNorm el 
ual es expli
ado en el 
apitulo 3.Lo que se realizó

fue la optimiza
ión del error de posi
ión del robot utilizando el algoritmo evolutivo, utilizando


inemáti
a dire
ta.
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2.2.3 Modelo 
inemáti
o de velo
idad

El modelado 
inemáti
o de un robot bus
a las rela
iones entre las variables arti
ulares: La

posi
ión y orienta
ión del extremo del robot, sin embargo, también se requiere 
ono
er la rela
ión

entre las velo
idades arti
ulares y las velo
idad del extremo del robot en el espa
io 
artesiano,

a lo 
ual se denomina modelo 
inemáti
o diferen
ial o de velo
idad.

El modelo 
inemáti
o diferen
ial se obtiene [3℄ a través de la denominada matriz ja
obiana,

la 
ual permite 
ono
er las velo
idades del extremo del robot a partir de los valores de las

velo
idades de 
ada arti
ula
ión, y a su vez la matriz ja
obiana inversa permitirá 
ono
er las

velo
idades arti
ulares ne
esarias para obtener unas velo
idades determinadas en el extremo del

robot.

El método más dire
to para obtener la rela
ión entre velo
idades arti
ulares y del extremo

del robot 
onsiste en diferen
iar las e
ua
iones 
orrespondientes al modelo 
inemáti
o dire
to.

Así dadas las e
ua
iones que resuelven el problema 
inemáti
o dire
to de un robot de n GDL

x = fx(q1, ..., qn)
y = fy(q1, ..., qn)
z = fz(q1, ..., qn)
µ = fµ(q1, ..., qn)
β = fβ(q1, ..., qn)
γ = fγ(q1, ..., qn)

(2.2.2)

Si se derivan 
on respe
to al tiempo ambos miembros del 
onjunto de e
ua
iones anteriores,

se tendrá
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ẋ =
∑n

1

∂fx
∂qi

q̇i

ẏ =
∑n

1

∂fy
∂qi

q̇i

ż =
∑n

1

∂fz
∂qi

q̇i

µ̇ =
∑n

1

∂fµ
∂qi

q̇i

β̇ =
∑n

1

∂fβ
∂qi

q̇i

γ̇ =
∑n

1

∂fγ
∂qi

q̇i

(2.2.3)

El modelo 
inemáti
o diferen
ial 2.2.3 se expresa en forma matri
ial 
omo

















ẋ
ẏ
ż
µ̇

β̇
γ̇

















= J











q̇1
q̇2
.

.

.

q̇n











, con J =





























∂fx
∂q1

∂fx
∂q2

. . .
∂fx
∂qn

∂fy
∂q1

∂fy
∂q2

.

.

.

∂fy
∂qn

.

.

.

.

.

.

.

.

.

∂fγ
∂q1

∂fγ
∂q2

. . .
∂fγ
∂qn





























(2.2.4)

Donde J se denomina matriz Ja
obiana. Puesto que el valor numéri
o de 
ada uno de los

elementos del Ja
obiano dependerá de los valores instantáneos de las 
oordenadas arti
ulares qi,

el valor del Ja
obiano será diferente en 
ada uno de los puntos del espa
io arti
ular.

2.2.4 Modelo 
inemáti
o de velo
idad inverso

Así 
omo es posible obtener la rela
ión dire
ta que 
al
ula las velo
idades del extremo a partir

de las velo
idades arti
ulares [3℄, puede obtenerse la rela
ión inversa que permite 
al
ular las

velo
idades arti
ulares en fun
ión de las del extremo. Esto debido a la rela
ión que tiene uno


on el otro, di
ha rela
ión se en
uentra representada en el ja
obiano, apli
ando algebra lineal se

puede llegar a la obten
ión de las velo
idades arti
ulares:
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









q̇1
q̇2
.

.

.

q̇n











= J−1

















ẋ
ẏ
ż
µ̇

β̇
γ̇

















(2.2.5)

Existen distintas formas de 
al
ular la matriz Ja
obiana inversa, entre las que se en
uentran:

1. Cál
ulo de la inversa simbóli
amente a partir de la matriz Ja
obiana (La desventaja de

este método que es es difí
il realizarlo analíti
amente debido a que 
uenta 
on fun
iones

trigonométri
as; la ventaja es que una vez 
al
ulado se puede apli
ar 
uantas ve
es se

desee).

2. Evalua
ión numéri
a de la matriz J para una postura 
on
reta del robot, e invirtiendo

numéri
amente esta matriz se en
uentra la rela
ión inversa válida de la misma (La desven-

taja de este método es que tiene que evaluarse e invertirse para 
ada posi
ión del robot;

la ventaja es que el pro
eso no es muy 
ompli
ado de realizar, sin embargo se depende del

método númeri
o que se este utilizando).

3. Repitiendo el pro
edimiento seguido para la obten
ión del Ja
obiano dire
to, pero ahora

partiendo del modelo 
inemáti
o inverso (La desventaja es que este pro
edimiento es alge-

brai
amente 
ompli
ado debido a que se 
uenta 
on fun
iones trigonométri
as).

4. Si la matriz ja
obiana no sea 
uadrada, en general se 
al
ula la pseudoinversa (La desven-

taja es que en 
aso de que el robot se en
uentre en una 
on�gura
ión singular, no se puede

per
atar de lo mismo por este método).

Extendiendo un po
o el pro
edimiento donde se presenta una 
on�gura
ión singular (aquella

en que el determinante de la ja
obiana se ha
e 
ero), lo que se realiza en ese 
aso es:

1. Identi�
ar la arti
ula
ión 
orrespondiente al grado de libertad perdido (
ausante de que el

determinante se anule).
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2. Eliminar la �la de la Ja
obiana 
orrespondiente al grado de libertad perdido y la 
olumna


orrespondiente a la arti
ula
ión 
ausante.

3. Con el nuevo Ja
obiano redu
ido, 
al
ular las velo
idades de todas las arti
ula
iones, a

ex
ep
ión de la eliminada, ne
esarias para 
onseguir las velo
idades 
artesianas deseadas.

La velo
idad de la arti
ula
ión eliminada se mantendrá en 
ero.
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2.2.5 Homogeniza
ión de la matriz ja
obiana

Los índi
es de desempeño 
inetostáti
o en general, y algunos de los índi
es de desempeño

dinámi
o, están de�nidos en fun
ión de la matriz Ja
obiana y la matriz de iner
ia. Cuando

el manipulador es de más de tres grados de libertad o sus arti
ula
iones no son del mismo tipo,

las unidades de los elementos de estas matri
es no son homogéneas, y esta situa
ión di�
ulta la

evalua
ión de los índi
es de desempeño que están de�nidos en fun
ión de ellas para propósitos

de 
ompara
ión.

Para que los índi
es de desempeño basados en la matriz Ja
obiana puedan ser evaluados

de manera 
onsistente, los elementos de la matriz Ja
obiana deben ser dimensionalmente ho-

mogéneos [8℄. En la literatura 
ientí�
a se ha advertido que el uso de índi
es de desempeño

de una matriz Ja
obiana 
uyos elementos no sean dimensionalmente homogéneos puede 
ausar

problemas importantes en el diseño y el 
ontrol de un manipulador [5℄.

Algunos autores han sugerido que se divida el estudio de los índi
es de desempeño para

manipuladores 
on Ja
obianas homogéneas y no homogéneas. Para los manipuladores 
uya

Ja
obiana es homogénea, es de
ir, aquellos manipuladores de 2 o 3 grados de libertad 
uyas

arti
ula
iones son del mismo tipo, los índi
es presentados anteriormente tiene apli
a
ión dire
ta

y ofre
en informa
ión a nivel teóri
o y prá
ti
o. Por otro lado, en el 
aso de manipuladores


uya matriz no es homogénea, es de
ir aquellos manipuladores 
on arti
ula
iones prismáti
as y

rota
ionales de 3 o más grados de libertad, se han propuesto diversas formas de solu
ionar este

problema, una de ellas se basa en la apli
a
ión de la longitud 
ara
terísti
a.

Longitud 
ara
terísti
a

La longitud 
ara
terísti
a de�nida por Angeles[1℄, tiene la fun
ión de adimen
ionar los valores

de longitud y a su vez normalizar la matriz Ja
obiana dado un índi
e de desempeño espe
í�
o.

La longitud 
ara
terísti
a es aquella que genera un valor más isotrópi
o (o uno muy 
er
ano) en
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la matriz Ja
obiana.

J̄ ≡

























































∂fx
∂q1

1

L
. . .

∂fx
∂qn

1

L

∂fy
∂q1

1

L
. . .

∂fy
∂qn

1

L

∂fz
∂q1

1

L
. . .

∂fz
∂qn

1

L

∂fµ
∂q1

. . .
∂fµ
∂qn

∂fβ
∂q1

. . .
∂fβ
∂qn

∂fγ
∂q1

. . .
∂fγ
∂qn

























































La obten
ión de la longitud 
ara
terísti
a es un problema de minimiza
ión muy 
ompli
ado

ya que 
ada uno de los elementos del ja
obiano son sumamente no lineales y 
on fun
iones

tras
endentales. Sin embargo existen varios métodos de obtenerla, entre éstos se en
uentran:

• Obten
ión de forma simbóli
a de la longitud 
ara
terísti
a. Este método sólo puede ser us-

ado 
on robots manipuladores de po
os grados de libertad, y a pesar de esto, es 
ompli
ado

obtenerla y en algunos 
asos prá
ti
amente imposible su obten
ión.

• La evalua
ión numéri
a de la matriz J para todos los posibles valores de posi
ión del

robot, utilizando un rango de longitudes 
ara
terísti
as, y de estas solu
iones es
oger la

que minimi
e el índi
e de desempeño deseado. La desventaja de este método es que ne
esita

mu
ho tiempo, debido a que la 
antidad de evalua
iones aumenta de forma exponen
ial a

medida que aumentan los grados de libertad del robot.

• Utiliza
ión de algoritmos de minimiza
ión numéri
os, los 
uales bus
an minimizar el valor

en base a un 
riterio deseado. Este método tiene la desventaja de que mu
hos algoritmos

de minimiza
ión presentan 
onvergen
ia prematura o son engañados 
on mínimos lo
ales

de las fun
iones a minimizar.



18

• Algoritmos de inteligen
ia arti�
ial (soft
omputing), estos algoritmos fun
ionan de manera

similar a los algoritmos de minimiza
ion numéri
os, sin embargo presentan resisten
ia a

mínimos lo
ales de algunas fun
iones, y normalmente en
uentran un valor muy 
er
ano al

mínimo real.
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2.3 Dinámi
a de manipuladores

La dinámi
a se o
upa de la rela
ión entre las fuerzas que a
túan sobre un 
uerpo y el movimiento

que en él se origina. Por lo tanto el modelo dinámi
o de un robot tiene por objeto 
ono
er la

rela
ión entre el movimiento de las arti
ula
iones del robot y las fuerzas impli
adas en ellas

matemáti
amente:

1. La lo
aliza
ión del robot de�nida por sus variables arti
ulares o por las 
oordenadas de

lo
aliza
ión de su extremo, y sus derivadas, velo
idad y a
elera
ión.

2. Las fuerzas y pares apli
ados en las arti
ula
iones (o en el extremo del robot).

3. Los parámetros dimensionales del robot, 
omo longitud, masas e iner
ias de sus elementos.

El problema de obtener el modelo dinámi
o de un robot se 
ompli
a a medida que se in-


rementan los grados de libertad del mismo, sin embargo el modelo dinámi
o es impres
indible

para 
onseguir:

1. Simula
ión del movimiento del robot.

2. Diseño y evalua
ión de la estru
tura me
áni
a del robot.

3. Dimensionamiento de los a
tuadores.

4. Diseño y evalua
ión del 
ontrol dinámi
o del robot.

Este último �n es evidentemente de gran importan
ia, pues de la 
alidad del 
ontrol dinámi
o

del robot depende la pre
isión y velo
idad de sus movimientos. Entre los métodos que existen

desta
an:

• Metodología Euler-Lagrange
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• Metodología Newton-Euler

El modelo que se utiliza es limitado, ya que no se toma en 
uenta fri

ión, in
ertidumbres

paramétri
as y a
tuadores.

La obten
ión del modelo dinámi
o de un robot a partir de la formula
ión lagrangiana 
ondu
e

a un algoritmo 
on un 
osto 
omputa
ional de orden O(n4), es de
ir, el número de opera
iones a

realizar 
re
e 
on la poten
ia 
uarta del número de grados de libertad, mientras que el algoritmo

Newton-Euler tiene un 
osto 
omputa
ional de orden O(n). En nuestro 
aso utilizaremos la

metodología Newton-Euler debido a que este requiere de menos opera
iones para obtener el

modelo di«ami
o.

2.3.1 Metodología Newton-Euler

La formula
ión de Newton-Euler parte del equilibrio de fuerzas y pares:

∑

F = mv̇,
∑

τ = I · ω + ω × (I · ω)

Un ade
uado desarrollo de estas e
ua
iones 
ondu
e a una formula
ión re
ursiva en la que se

obtienen la posi
ión, velo
idad y a
elera
ión del eslabón i referidos a la base del robot a partir

de los 
orrespondientes del eslabón i − 1 y del movimiento relativo de la arti
ula
ión i. Este

algoritmo se basa en opera
iones ve
toriales (
on produ
tos es
alares y ve
toriales entre mag-

nitudes ve
toriales, y produ
tos de matri
es 
on ve
tores) siendo más e�
iente en 
ompara
ión


on las opera
iones matri
iales aso
iadas a la formula
ión Lagrangiana. De he
ho, el orden de


omplejidad 
omputa
ional de la formula
ión re
ursiva Newton-Euler es O(n) lo que indi
a que

depende dire
tamente del número de grados de libertad [3℄.

Algoritmo para el modelado dinámi
o por Newton-Euler [3℄

1. Asignar a 
ada eslabón un sistema de referen
ia de a
uerdo 
on las reglas de Denavit-

Hartenberg
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2. Obtener las matri
es de rota
ión Ri
i−1 y sus inversas Ri−1

i , siendo:

Ri
i−1 =





cos θi − cosαi sin θi sinαi sin θi
sin θi cosαi cos θi − sinαi cos θi
0 sinαi cosαi





3. Estable
er las 
ondi
iones ini
iales. Para el sistema de la base {S0} :

0ω0 : velo
idad

angular = [0, 0, 0]T

0ω̇0 : a
elera
ión angular = [0, 0, 0]T

0V0 : velo
idad lineal = [0, 0, 0]T

0V̇0 : velo
idad lineal = [0, 0, 0]T

0ω0,
0ω̇0,

0V0 son típi
amente nulos salvo que la base del robot esté en movimiento. Para el

extremo del robot se 
ono
erá la fuerza y el par ejer
idos externamente

n+1Fn+1 y
n+1nn+1

z0 = [0, 0, 0]T

ipi = Coordenadas del origen del sistema {Si} respe
to a {Si−1} = [ai, diSi, diCi]

isi = Coordenadas del 
entro de masas del eslabón i respe
to del sistema {Si}
iIi = Matriz de iner
ia del eslabón i respe
to de su 
entro de masas expresado en {Si}

Para i = 1, ..., n realizar los pasos 4 a 7:

4. Obtener la velo
idad angular del sistema {Si}.

iωi =







Ri−1
i (i−1ωi−1 + z0q̇i) si el eslabón i es de rota
ión

Ri−1
i (i−1ωi−1) si el eslabón i es de trasla
ión

5. Obtener la a
elera
ión angular del sistema {Si}.

iω̇i =







Ri−1
i (i−1ω̇i−1 + z0q̈i) +

i−1ωi−1 × z0q̇i) si el eslabón i es de rota
ión

Ri−1
i (i−1ω̇i−1) si el eslabón i es de trasla
ión
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6. Obtener la a
elera
ión lineal del sistema i :

iv̇i =































iω̇i × ipi +
iωi × (iωi × ipi) +Ri−1

i (i−1v̇i−1) si el eslabón i es de rota
ión

Ri−1
i (z0q̈i +

i−1v̇i−1) +
iω̇i × ipi + 2iωi ×Ri−1

i z0q̇i+ si el eslabón i es de trasla
ión

+iωi × (iωi × ipi)

7. Obtener la a
elera
ión lineal del 
entro de gravedad del eslabón i :

iai =
iω̇ × iSi +

iωi × (iωi × isi) +
iv̇i

Para i = n...1 realizar los pasos 8 a 10

8. Obtener la fuerza ejer
ida sobre el eslabón i:

ifi = Ri−1
i (i+1fi+1) +mi

iai

9. Obtener la fuerza o par apli
ado a la arti
ula
ión i:

ini = Ri−1
i [i+1ni + (Ri

i−1
ip)× i+1fi+1] + (ipi +

isi)×mi
iai +

iIi
iω̇ + iωi × (iIi

iωi)

10. Obtener la fuerza o par apli
ado a la arti
ula
ión i:

τi =







inT
i R

i−1
i z0 si el eslabón i es de rota
ión

ifTi R
i−1
i z0 si el eslabón i es de trasla
ión

Donde τ es el par o fuerza efe
tivo (par motor menos pares de rozamiento o perturba
ión).

Ya obtenido este modelo, se puede 
ambiar a su representa
ion en forma 
ompa
ta:

τ = M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q)

donde las matri
es son 
ono
idad 
omo:

• M(q) = Matriz de iner
ias.

• C(q, q̇) = Matriz de 
oriolis .

• G(q) = Matriz de efe
tos por gravedad.
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2.4 Índi
es de desempeño

Un índi
e de desempeño de un robot es una 
antidad es
alar que permite evaluar el fun-


ionamiento de un robot a partir de un 
riterio de�nido. Los índi
es de desempeño son impor-

tantes instrumentos para la plani�
a
ión de movimientos y el diseño de robots manipuladores.

En la plani�
a
ión de movimientos un índi
e de desempeño ayuda a optimizar la opera
ión del

robot (en este 
aso se habla de índi
es dependientes de la postura).

En la etapa de diseño, un índi
e de desempeño permite orientar el pro
eso de 
ál
ulo de

los parámetros geométri
os e iner
iales que de�nen la arquite
tura del robot (en este 
aso se

requiere de índi
es independientes de la postura).

Se han propuesto varios índi
es de desempeño en las últimas dé
adas [11℄. El interés por

estos índi
es se generó debido a la ne
esidad de 
riterios o herramientas para evaluar el diseño

de robots manipuladores, una tarea que dependía de la experien
ia de los diseñadores y el uso

de herramientas CAD.

Este interés por los índi
es de desempeño ha 
ontinuado en las dé
adas posteriores, en las


uales diversos autores han propuesto 
riterios que permiten evaluar la 
apa
idad del robot para

realizar tareas de manipula
ión desde una perspe
tiva global, hasta otros que permiten evaluar

algún aspe
to en parti
ular de la tarea de interés.

Entre los índi
es de desempeño [11℄, los prin
ipales son:

• Índi
es de desempeño 
inetostáti
o (Número de 
ondi
ión, manipulabilidad, mínimo valor

singular),

• Índi
es de desempeño dinámi
o (Matriz de iner
ia generalizada, manipulabilidad dinámi
a,

maximiza
ión del volumen y uniformidad del hiperparalepípedo de a
elera
ión, 
ondi-


ionamiento dinámi
o),
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• Índi
es de límites arti
ulares (Límite de la arti
ula
ión, disponibilidad de movilidad arti
-

ular, evita
ión de límites arti
ulares), índi
es de�nidos sobre el espa
io de trabajo,

• Índi
es de espa
io de trabajo (Tipos de espa
ios de trabajo, global de 
ondi
ionamiento,

global de manipulabilidad, radio de a
elera
ión ).

2.4.1 Índi
es de desempeño 
inetostáti
o

Los índi
es de desempeño 
inetostáti
o permiten evaluar la 
apa
idad del manipulador para

transformar las velo
idades o fuerzas en los a
tuadores, en velo
idades o fuerzas en el efe
tor �nal.

La mayoría de estos índi
es están de�nidos en fun
ión de la matriz Ja
obiana del manipulador,

la 
ual estable
e las rela
iones de velo
idad y fuerza entre las arti
ula
iones y el efe
tor �nal.

Los elementos de la matriz Ja
obiana dependen úni
amente de la geometría del manipulador

y su 
on�gura
ión. Los índi
es presentados en esta se

ión son dependientes de la postura

y pueden ser utilizados en la plani�
a
ión de traye
torias de tal manera que el robot a
oja


on�gura
iones en las 
uales su 
apa
idad para generar velo
idades y fuerzas, ó la exa
titud en

el 
ontrol, sea optimizada.

Elipsoide de Velo
idad

Un 
on
epto que ayuda a visualizar la de�ni
ión de los índi
es de desempeño presentados en

esta se

ión es el elipsoide de velo
idad [17℄. Para 
omenzar 
onsidérese el modelo de velo
idad

de un robot manipulador:

ẋ = Jq̇

donde ẋ es el ve
tor de velo
idades del efe
tor �nal, q̇ es el ve
tor de velo
idades arti
ulares,

y J es la matriz Ja
obiana. El elipsoide de velo
idad está dado por el 
onjunto de todas las

velo
idades del efe
tor �nal que son realizables para las velo
idades arti
ulares que satisfa
en
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que ||q̇|| ≤ 1. Dado que

||q̇||2 = q̇T q̇ = ẋTJTJẋ

se tiene que las velo
idades que forman parte del elipsoide de velo
idad son aquellas que satisfa
en

la siguiente 
ondi
ión:

ẋTJTJẋ ≤ 1

Del elipsoide de velo
idad se puede observar que el robot tiene la 
apa
idad de moverse a

mayor velo
idad 
uanto mayor sea el volumen del elipsoide. Para las velo
idades en el espa
io

arti
ular que 
umplan 
on ||q̇|| ≤ 1, las mayores velo
idades que efe
tor �nal puede al
anzar, se

obtienen sobre el semieje mayor del elipsoide.

Por el 
ontrario, el efe
tor �nal del robot se moverá 
on más baja velo
idad en dire

ión

del semieje menor del elipsoide. Por otro lado, si la forma del elipsoide se aproxima a la esfera,

enton
es el efe
tor �nal se puede mover uniformemente en todas dire

iones.

Mediante la des
omposi
ión de la matriz Ja
obiana en valores singulares se puede demostrar

que los valores singulares σ1, σ2, ..., σn, 
orresponden a las magnitudes de los ejes prin
ipales del

elipsoide de velo
idad. Los valores singulares, las raí
es 
uadradas de los valores propios de la

matriz JTJ.

Cuando la matriz Ja
obiana es singular, al menos uno de los valores singulares es igual a


ero. Aquellas 
on�gura
iones en las 
uales la matriz J es singular, se llaman 
on�gura
iones

singulares. Cuando un manipulador serial se en
uentra en una 
on�gura
ión singular, pierde al

menos un grado de libertad, es de
ir que pierde la 
apa
idad de generar movimiento en 
iertas

dire

iones.

A 
ontinua
ión se presentan algunos índi
es de desempeño que permiten evaluar las 
on�g-

ura
iones desde el punto de vista 
inetostáti
o. Estos índi
es se pueden 
al
ular dire
ta o indi-

re
tamente a partir de los valores singulares de la matriz Ja
obiana. Por este motivo, además de

sus 
ara
terísti
as propias, se han 
onsiderado 
omo medidas de alejamiento a 
on�gura
iones
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singulares.

Número de 
ondi
ión

Este índi
e fue propuesto por Salisbury y Craig [12℄ para el diseño de los dedos de una mano

robóti
a. El número de 
ondi
ión k de una matriz Ja
obiana J esta de�nido de la siguiente

manera:

CN = k(J) = ||J|| × ||J−1||

donde las normas que normalmente se utilizan son:

• La norma 2, de�nida 
omo la raíz 
uadrada del mayor eigenvalor de la matriz J−TJ−1
.

• La norma eu
lidiana o Frobenius de�nida 
omo ||A|| =
√

∑m

i

∑n

i |aij |2. Donde n es la


antidad de renglones que 
uenta la matriz A, y m la 
antidad de 
olumnas.

Las prin
ipales 
ara
terísti
as que denota el valor del número de 
ondi
ión de un robot son:

• La pre
isión / destreza de un robot.

• La 
er
anía de una posi
ión singular. En general, no es posible de�nir una distan
ia

matemáti
a a una singularidad para los robots 
uyos GDL es una mez
la, por lo que el

uso del número de 
ondi
ión es válida 
omo un índi
e 
uando se utilizan arti
ula
iones

prismáti
as y rota
ionales.

• Como un 
riterio de rendimiento para optimizar el diseño y la 
ompara
ión robots.

• Como un 
riterio para determinar el área de trabajo útil de un robot.

La de�ni
ión del número de 
ondi
ión deja 
laro que puede 
al
ular su forma analíti
a 
omo una

fun
ión del robot de forma muy simple. Pero evaluando el Ja
obiano en un punto espe
í�
o se

puede obtener numéri
amente el valor de di
ho índi
e.
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Sin embargo, para un robot que tiene tanto la trasla
ión y la orienta
ión, hay un in
onveniente

importante del número de 
ondi
ión: La matriz involu
rada en su 
ál
ulo no es homogénea en

términos de unidades. Por lo tanto, el valor del número de 
ondi
ión para un robot dado


ambiará de a
uerdo 
on la ele

ión unidad, mientras que 
laramente la pre
isión 
inemáti
a es


onstante.

Para ha
er frente a este problema se ha sugerido para de�nir una normaliza
ión de matriz

Ja
obiana inversa dividiendo los elementos de trasla
ión de la matriz de una longitud tal 
omo

la longitud de los enla
es en una posi
ión isotropi
a, la longitud 
ara
terísti
a se de�ne 
omo

aquella que minimiza la 
ondi
ión en toda su área de trabajo.

Manipulabilidad 
inemáti
a

El índi
e de la manipulabilidad w fue propuesto por Yoshikawa [17℄. El propósito de este índi
e

es medir la 
apa
idad de un robot, en 
ierta 
on�gura
ión, para generar velo
idades en el efe
tor

�nal. Este índi
e de desempeño es propor
ional al volumen del elipsoide de velo
idad. Para el


aso general (in
luyendo robots redundantes) la manipulabilidad esta de�nida de la siguiente

manera:

KM = w =

√

det(JJT )

A mayores valores de la manipulabilidad w el robot tiene una mayor 
apa
idad de realizar

movimientos en el efe
tor �nal. En el 
aso de que la manipulabilidad sea igual a 
ero enton
es

el robot se en
uentra en una 
on�gura
ión singular. En esta 
on�gura
ión el robot pierde la


apa
idad de realizar movimientos en 
iertas dire

iones.

Por otro lado, Yoshikawa presentó además el 
on
epto de la manipulabilidad de fuerza wf .

Este índi
e trata de medir la 
apa
idad del robot, en una 
on�gura
ión dada, para ejer
er fuerzas

sobre un objeto en reposo a través de su efe
tor �nal.

Al igual que en el 
aso anterior, se puede generar un elipsoide de fuerza. Para generar el
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elipsoide de fuerza se utiliza el modelo estáti
o del robot, i.e., la rela
ión que existe entre el

ve
tor de fuerzas en los a
tuadores, τ , y el ve
tor de fuerzas generadas en el efe
tor �nal, f . El

modelo estáti
o de un manipulador es el siguiente:

τ = JT f

De esta forma, el 
onjunto de todos los ve
tores f que son realizables por una τ tal que

||τ || ≤ 1 forman un elipsoide en el espa
io eu
lidiano m dimensional, dado por

fTJJT f ≤ 1

El volumen del elipsoide de fuerza es inversamente propor
ional a la manipulabilidad (de

velo
idad). Por lo tanto la manipulabilidad de fuerza es:

FM = wf =
1

√

det(JJT )

Esto signi�
a que la dire

ión en la que el efe
tor �nal puede ejer
er mayor fuerza, es aquella

en donde se puede generar menos velo
idad.

Mínimo Valor Singular

El mínimo valor singular fue propuesto por Klein [7℄, 
omo índi
e de desempeño. Naturalmente

este valor permite medir la 
er
anía de la 
on�gura
ión del robot a una 
on�gura
ión singular,

ya que dire
tamente indi
a si la magnitud de alguno de los ejes prin
ipales del elipsoide esta

apunto de anularse. En el 
aso del número de 
ondi
ión y la manipulabilidad, esta situa
ión

(la 
er
anía a una singularidad) en algunos 
asos puede ser impre
isa ya que su valor también

depende de otros valores singulares y la disminu
ión en un valor singular puede ser 
ompensada

por un in
remento o de
remento en otro valor singular. El volumen del elipsoide de velo
idad

será mayor 
uando el valor de este índi
e sea mayor.
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2.4.2 Índi
es de desempeño dinámi
o

Los robots manipuladores están sujetos a fuerzas y pares no lineales 
omo lo son: Las fuerzas

iner
iales, fuerzas 
entrífugas y de 
oriolis, y las fuerzas de la gravedad. Los índi
es de desempeño

dinámi
o sirven para evaluar la 
apa
idad de efe
tuar fuerzas de un robot manipulador, el 
ual

se en
uentra en movimiento.

En esta se

ión se presentan, algunos 
on
eptos e índi
es que se han propuesto para evaluar

la dinámi
a de un manipulador.

Entre los distintos índi
es de desempeño que se 
ono
en, en este desarrollo se men
ionan dos

índi
es:

• Manipulabilidad Dinámi
a

• Índi
e de Condi
ionamiento Dinámi
o

Manipulabilidad Dinámi
a

Este índi
e, de�nido por Yoshikawa [16℄, mide la 
apa
idad de un robot para generar a
elera
iones

en el efe
tor �nal, dado un 
onjunto de fuerzas en los a
tuadores, todo esto 
onsiderando la

dinámi
a del robot.

Esto se logra a partir de:

v = J(q)q̇

Se deriva y se obtiene:

v̇ = J(q̈) + ar(q, q̇) ar(q, q̇) = J̇ q̇

Introdu
iendo los ve
tores:

τ̃ = τ − h(q, q̇)− g(q) (2.4.1)
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ṽ = v̇ − ar(q, q̇) (2.4.2)

A partir de la e
ua
ión dinámi
a generalizada (2.4.1) y de la e
ua
ión (2.4.2), se obtiene:

ṽ = JM−1J̃

La idea en la que se fundamenta este índi
e es en 
uanti�
ar el grado de arbitrariedad


on la que puede 
ambiar la a
elera
ión bajo 
iertas restri

iones de la fuerza motriz de las

arti
ula
iones. Obteniendo la de�ni
ión [16℄:

Wd =
√

det[J(MTM)−1JT ]

Otra forma de obtenerlo es utilizando des
omposi
ión de valores singulares, 
onsiderando:

JM−1 = UΣV T

Obteniendo los valores singulares de Σ los 
uales son dados por el ve
tor valores singulares

σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σm ≥ 0 
on los 
uales se obtiene el valor del índi
e:

Wd = σ1σ2 · · · σm

Isotropía dinámi
a

Este índi
e fue de�nido por Angeles [9℄ y según sus autores su propósito es servir 
omo medida

de la distan
ia que existe entre la matriz de iner
ia del manipulador y una matriz de iner
ia

isotrópi
a.

Este índi
e se basa en el he
ho de que si la matriz de iner
ia generalizada de un manipulador

es isotrópi
a, enton
es, el manipulador se di
e que esta en una 
on�gura
ión dinámi
a isotropi
a.

Y lo que se bus
a saber, es qué tan lejos se en
uentra 
ierta posi
ión del manipulador de una

posi
ión isotrópi
a.
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El índi
e de isotropia dinámi
a se de�ne 
omo:

WI =
1

2
eTWe

donde e está de�nido 
omo un ve
tor 
ompuesto de la matriz triangular superior de la

siguiente matriz de error:

E(q) =
1

σ
(I(q)− σ1)

y a su vez σ está de�nido 
omo:

σ =
tr(I2)

tr(I)

2.5 Con
lusiones del 
apítulo

En este 
apítulo se presentaron las metodologías de análisis de robots 
inemáti
os seriales, así


omo todo el pro
eso que impli
a la obten
ión de los modelos mediante di
has metodologías.

Entre las metodologías que se estudiaron fueron la de Denavit-Hartenberg, la 
ual se usa

para la obten
ión del modelo 
inemáti
o; Newton-Euler para la obten
ión del modelo dinámi
o;

así 
omo la obten
ión de los índi
es de desempeño y sus respe
tivas e
ua
iones.



Capítulo 3

Diseño iterativo de manipuladores

3.1 Introdu

ión

Una amplia variedad de 
asos en la ingeniería, la industria, y otros 
ampos, impli
an la opti-

miza
ión simultánea de varios objetivos. En mu
hos 
asos, los objetivos se de�nen en unidades

in
omparables, y presentan 
ompromisos de diseño, 
on un 
ierto grado de 
on�i
to entre el-

los (es de
ir, uno de los objetivos no se puede mejorar sin deterioro de al menos otro de los

objetivos). Estos problemas se llaman problemas de optimiza
ión multiobjetivo (MOP).

En la optimiza
ión de un sólo objetivo, es posible determinar entre 
ualquier par dado de

solu
iones si una es mejor que el otra. Como resultado de ello, por lo general obtenemos una úni
a

solu
ión óptima. Sin embargo, en la optimiza
ión multiobjetivo no existe un método sen
illo

para determinar si una solu
ión es mejor que otra. El método de optimiza
ión multiobjetivo más

utilizado para 
omparar solu
iones es la llamada rela
ión de dominan
ia de Pareto, que, en lugar

de una úni
a solu
ión óptima, da lugar a un 
onjunto de alternativas 
on diferentes solu
iones

de 
ompromiso entre los objetivos. Sin embargo presenta la desventaja de que existen múltiples

solu
iones óptimas de Pareto, en la prá
ti
a, sólo una solu
ión tiene que ser sele

ionada para

la apli
a
ión.

32
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Se pueden distinguir dos enfoques prin
ipales para resolver problemas de optimiza
ión multi-

objetivo. El primero se llama la De
isión Multi-Criterios (MCDM), en la mayoría de los métodos

del MCDM la toma de de
isiones juega un papel importante en el suministro de informa
ión para


onstruir un modelo de referen
ia que es explotado por el método de programa
ión matemáti
a

para en
ontrar las solu
iones que mejor se ajustan al modelo de referen
ia del DM. Optimiza
ión

Multiobjetivo Evolutiva (EMO) [6℄ es otro método útil para resolver problemas de optimiza
ión

multiobjetivo. Dado que los algoritmos evolutivos utilizan un enfoque basado en la pobla
ión,

generalmente en
uentran una aproxima
ión a la solu
ión el 
ual respeta la fun
ión objetivo que

se desee. Aunque en los EMO la tarea de toma de de
isiones no ha re
ibido mu
ha aten
ión en

el pasado, en re
ientes años un número 
onsiderable de obras se han o
upado de la in
orpora
ión

de las preferen
ias en Algoritmos Evolutivos Multi-Objetivo (MOEAs).

Sin embargo, las té
ni
as de programa
ión matemáti
a presentan la desventaja que son prob-

lemas de optimiza
ión muy no lineales, generalmente tienden a obtener solu
iones lo
ales, las


uales no se desean si se bus
a resolver un problema de la forma mas 
er
ana a la solu
ión

mínima global.

Considerando las desventajas men
ionadas, se utiliza el uso de algoritmos evolutivos multi-

objetivo, para resolver el diseño de robots para que reali
e tareas en espe
í�
o, optimizándolo

de a
uerdo a los índi
es de desempeño 
inetostáti
os y dinámi
os presentados en el 
apítulo 2.

3.2 Algoritmos evolutivos multiobjetivo

Los Algoritmos Evolutivos (AE) [15℄ son algoritmos iterativos de pobla
iones de solu
iones

basados en métodos de optimiza
ión metaheurísti
os que utilizan me
anismos inspirados en

la biología, 
omo muta
ión, 
ru
e, sele

ión natural y superviven
ia del más fuerte, a �n de

perfe

ionar un 
onjunto de solu
iones 
andidatas.
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La 
ara
terísti
a de los algoritmos evolutivos en 
ompara
ión 
on otros métodos de opti-

miza
ión es su "
aja negra", 
ará
ter que ha
e sólo unas suposi
iones sobre las fun
iones objetivo

subya
entes. Por otra parte, la de�ni
ión de fun
iones objetivo por lo general requiere menor

visión de la estru
tura del espa
io del problema para la 
onstru

ión de una heurísti
a admisible.

Por lo tanto, AE se desempeña 
onsistentemente bien en diferentes 
ategorías de problemas.

Lo que se bus
a en un algoritmo evolutivo multiobjetivo es la optimiza
ión global, la 
ual 
on-

siste en en
ontrar los mejores elementos posibles x∗
de a
uerdo a un 
riterio F = {f1, f2, ..., fn}.

Estos 
riterios se expresan 
omo fun
iones matemáti
as, las 
uales denominamos fun
iones ob-

jetivo.

Una fun
ión objetivo (fun
ión de evalua
ión) f : X 7→ Y 
on Y ⊆ R es la fun
ión que

se bus
a optimizar. El dominio X de f se llama espa
io del problema y puede representar


ualquier tipo de elementos 
omo números, listas, planos de 
onstru

ión, y así su
esivamente.

Se elige de a
uerdo 
on el problema a optimizar. Las fun
iones objetivo no son ne
esariamente

expresiones matemáti
as simples, sino que pueden ser algoritmos 
omplejos que, por ejemplo,

impli
an múltiples simula
iones. La Optimiza
ión Global 
omprende las té
ni
as para en
ontrar

los mejores elementos x∗
en todo X 
on respe
to a los 
riterios f ∈ F .

3.2.1 Clasi�
a
ión de algoritmos evolutivos

Existe una gran 
antidad de algoritmos evolutivos, sin embargo todos ellos tienen en 
omún

que bus
an (o se en
uentran basados en) imitar los me
anismos biológi
os de la teoría de la

evolu
ion, los 
uales 
onstan de:

• Sele

ión

• Evalua
ión

• Reprodu

ión
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Sin embargo, a pesar de estar basados en la misma estru
tura, existen distintos algorit-

mos evolutivos [10℄ dentro de la familia de 
omputa
ión evolutiva, entre los más 
ono
idos se

en
uentran:

• Algoritmos genéti
os simples

� Genes reales

� Programa
ión geneti
a

� Dominan
ia

� Premuta
ión

� Multimodal

• Inteligen
ia 
ole
tiva

� Colonia de hormigas

� Cúmulo de partí
ulas (PSO)

• Estrategias evolutivas

� Evolu
ión diferen
iada

• Estima
ión de distribu
iones

� EvoNorm

� Adapta
ión de la matriz de 
ovarianza (CAMES)

Cada uno de los algoritmos mostrados, tienen 
ara
terísti
as inherentes al fun
ionamiento

que lo de�ne. En el 
aso estudiado en este trabajo se requiere un algoritmo que 
umpla 
on las

siquientes 
ara
terísti
as:

• Tiempo de eje
u
ión 
orto,
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• Robusto ante un gran número de variables,

• Basado en metodologías 
on
retas (Esto quiere de
ir que se basa en 
riterios matemáti
os

o estadísti
os),

• Se garanti
e o al menos se tengan ante
edentes de optimiza
ión multiobjetivo 
on tal

algoritmo.

Teniendo en 
uenta estas 
ara
terísti
as o requisitos, se sele

ionó al algoritmo EvoNorm,

el 
ual tiene un tiempo de eje
u
ion muy 
orto, fun
iona muy bien 
on grandes (y pequeñas)


antidades de variables, está basado en 
riterios estadísti
os (estima
ión de distribu
iones), ya

se han realizado estudios multiobjetivo 
on este algoritmo.

3.2.2 EvoNorm

EvoNrom [14℄[13℄ utiliza variables aleatorias 
on distribu
ión normal, 
on las 
uales se des
riben

mu
hos de los fenómenos que o
urren en la vida diaria. En este algoritmo es simulado usando

dos 
riterios estadísti
os: La media (la 
ual es la medida numéri
a de la tenden
ia 
entral en la

que o
urre una variable), y la desvia
ión estándar (la 
ual mide la disper
ión 
on la que o
urre

una variable de a
uerdo a su media). La distribu
ion normal puede usarse para representar un


onjunto de posibles valores a evaluar en las variables de una e
ua
ión

N(µ, σ) = µ+ σ
∑

i

U (3.2.1)

donde, µ es la media , σ es la desvia
ión estándar, y U es el valor aleatorio generado por

una distribu
ión uniforme. El algortimo EvoNorm tiene el mismo fun
ionamiento que los otros

algoritmos evolutivos, ya que 
onsta de los pro
esos de evalua
ión, sele

ión y reprodu

ión o

muta
ión, pero este último es substituido por nuevos pro
edimientos en los 
uales se 
al
ulan
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los parámetros en base al resultado de la fun
ión de evalua
ión de a
uerdo a los valores de las

variables.

EvoNorm evolu
iona los valores generando un nuevo ve
tor de números reales 
omo valores a

utilizar. Estos valores son evaluados y el mejor de ellos es sele

ionado para 
al
ular los nuevos

parámetros de distribu
ión 
on los 
uales se genera una nueva pobla
ión . Este pro
eso se repite

por un número estable
ido de genera
iones.

El pseudo
ódigo de EvoNorm es:

1. Genera
ión aleatoria de la pobla
ión,

2. Evalua
ión de los individuos (NTI),

3. Sele

ión de los n mejores individuos ,

4. Cal
ulo de la media µ y desvia
ión estándar σ dados por:

µ(pr) =
n

∑

i

PS(pr, i)

n
(3.2.2)

y

σ(pr) =

√

√

√

√

n
∑

i

(PS(pr, i)− µ(pr))2 (3.2.3)

donde pr representa la variable de de
isión, PS representa el individuo sele

ionado,

n representa el número de individuos sele

ionados. PS es una matriz de tamaño de

NTPr × NTI (donde NTPr es el número total de parámetros y NTI es el número total

de individuos).

5. Genera
ión de una nueva pobla
ión de tamaño m utilizando los parámetros obtenidos de

la media y desvia
ión estándar, sin embargo se agrega un paso extra el 
ual 
onsiste en

utilizar la µ y σ del mejor individuo en el 50 % de los 
asos.

Pi =

{

N(µpr, σpr) U() > 0.5
N(µbest, σbest) U() ≤ 0.5
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6. Reevaluar si el 
riterio (fun
ión objetivo a optimizar) no a sido estable
ido.

3.3 Algoritmo generador de parámetros para robots

Como se expli
ó al ini
io de este 
apítulo los algoritmos evolutivos 
onstan de tres me
anismos

prin
ipales: Genera
ión, Evalua
ión y Reprodu

ión. En las siguientes se

iones se expli
ará

más a detalle 
ómo se elabora 
ada uno de estos pro
esos, espe
í�
amente para el algoritmo

EvoNorm 
on el �n de generar robots para tareas espe
í�
as.

3.3.1 Genera
ión de pobla
ión

A 
ada uno de los segmentos del 
onjunto de parámetros generados 
on los 
uales se evaluará o

generará un robot se le llama individuo, los 
uales son 
onsiderados 
ada uno 
omo una solu
ión


andidata, re
ordando que para modelar un robot se ne
esitan sus valores de Denavit-Hartenberg

así 
omo los valores de masa y 
entros de masa, en el algoritmo 
ada parámetro generado para el

individuo representa un valor de la matriz de Denavit-Hartenberg, así 
omo los valores de masa

del robot.

A todo el 
onjunto de individuos se le llama pobla
ión la 
ual es todo el 
onjunto de posibles

solu
iones, de 
antidad �nita y a
otada de individuos. Los individuos de la pobla
ión ini
ial,

se generan por la fun
ión aleatoria uniformemente distribuida U , 
onsiderando 
otas máximas

y mínimas de�nidas. Después de este pro
eso se efe
túa la genera
ión de la tabla de Denavit-

Hartenberg y las distan
ias al 
entro de masa y sus respe
tivas masas, 
on los valores generados.

El avan
e de una genera
ión es el pro
eso de evaluar los individuos de una genera
ión y

generar una nueva pobla
ión, el total de genera
iones es un valor asignado n.

Para generar la nueva pobla
ión, el algoritmo ne
esita los siguientes datos:
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• Tipo de arti
ula
ión (Rota
ión o trasla
ión)

• Cotas máximas y mínimas de las dimensiones y masas del eslabón.

• Tamaño de pobla
ión de individuos NTI

• Genera
iones totales a realizar NTG

El tipo de arti
ula
ión es ne
esario para de�nir la estru
tura del robot serial, y en base

a esta estru
tura se generan los valores de 
ada parámetro 
onsiderando las 
otas máximas y

mínimas. Este pro
eso se repite hasta generar el total de individuos dado por el tamaño de

la pobla
ión asignada. Para 
ada individuo, el algoritmo 
al
ula simbóli
amente su modelo


inemáti
o dire
to, matriz ja
obiana y modelo dinámi
o.

Sembrado

El sembrado es un pro
eso que se agrega al algoritmo, que este 
onsiste en asignar las dimensiones

y pesos de un individuo 
ono
ido previamente 
omo una buena solu
ión y 
on esto el algoritmo

evolutivo rápidamente distinguiría si este individuo es uno ade
uado para la tarea y empezará a

evolu
ionar a partir de los valores de este robot, para optimizarlos.

3.3.2 Fun
ión de evalua
ión

Una parte 
ríti
a de un algoritmo evolutivo es una 
orre
ta fun
ión de evalua
ión, ya que ésta

mide o 
ali�
a el desempeño del individuo. En este trabajo se sele

ionó una fun
ión multiob-

jetivo por 
onsiderar simultáneamente varios 
riterios de evalua
ión, dados por los índi
es de

desempeño 
inetostáti
os y dinámi
os de la se

ión 2.4

1. Error 
uadráti
o de posi
ión y rota
ión del efe
tor �nal (QEP )

2. Número de 
ondi
ión (NCfreu)
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3. Manipulabilidad 
inemáti
a (MC)

4. Manipulabilidad de fuerza (MF )

5. Mínimo valor singular (MSV )

6. Manipulabilidad dinámi
a (DM)

7. Isotropía dinámi
a (DI)

Método de dis
riminantes

El método de dis
riminantes es muy utilizado en los algoritmos evolutivos multiobjetivos, este

pro
eso 
onsiste en guardar los valores de 
ada 
riteirio de evalua
ión del mejor individuo hasta el

momento, y en base a esto realizar una 
ompara
ión 
on otro individuo, si el siguiente individuo


onsta de peor índi
e, se le añade un valor de error espe
í�
o al individuo. Realizando esto para

todos los 
riterios que se de�nieron. La e
ua
ión para el método de dis
riminantes se de�ne:

MetDisc(ErrorV alue, BV,AV ) =

{

ErrorV alue si BV >= AV
0 si BV < AV

(3.3.1)

donde BV es el mejor valor hasta el momento (desde pobla
ión en genera
ión ini
ial hasta

a
tual); AV el valor a
tual; y ErrorV alue el valor de error en 
aso que no se 
umpla la 
ondi
ión

que BV ≥ AV .

Tomando 
omo base el método de dis
riminantes se plantea la fun
ión, la 
ual se sele

ionó


on el 
on
epto de que se mejore la posi
ión �nal así 
omo los índi
es de desempeño de estas

posi
iones. Esta e
ua
ión esta de�nida por:
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fe = QEP +MetDisc(
QEP

6
, NCfreuBV , NCfreuAV ) +MetDisc(

QEP

6
,MCBV ,MCAV )+

MetDisc(
QEP

6
, ,MFBV ,MFAV ) +MetDisc(

QEP

6
,MSVBV ,MSVAV )+

MetDisc(
QEP

6
,MDBV ,MDAV ) +MetDisc(

QEP

6
, DIBV , DIAV )

(3.3.2)

donde QEP es el error 
uadráti
o de posi
ión del efe
tor �nal, el 
ual se obtiene a partir de

la posi
ión a
tual del robot y por la tarea que se desea realizar.

En la fun
ión de evalua
ión se le dió la misma prioridad a los índi
es que a la posi
ión �nal

debido a que si se evalúa de otra manera los índi
es de desempeño mejora pero 
omprometían

la posi
ión de la tarea a realizar en
ontrada por el algoritmo.

3.3.3 Pro
eso de reprodu

ión

El pro
eso de reprodu

ión del algoritmo se divide en 
uatro etapas:

• Sele

ión de los mejores indiviuos,

• Obten
ión de la media µ y desvia
ión estándar σ de los mejores individuos,

• Búsqueda del mejor individuo de la pobla
ión Ibest,

• Genera
ión de nuevos individuos.

La sele

ión de mejores individuos 
onsiste en 
omparar los valores de la fun
ión de evalua
ión

de 
ada individuo de la pobla
ión de robots, y en sele

ionar los mejores de la pobla
ión. La


antidad a sele

ionar es un por
entaje asignado, de la pobla
ión este 
aso utilizamos el 25%.

La media y desvia
ión estándar de 
ada parámetro 
al
ulan el 
onjunto valores que 
ontiene


ada individuo.
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La búsqueda del mejor individuo de la pobla
ión 
onsiste en bus
ar el individuo que obtuvo

mejor resultado de la fun
ión de evalua
ión. A este individuo se le dará mas prioridad para la

genera
ión de nuevos individuos, esto no quiere de
ir que todos los individuos van a ser generados

en base al mejor individuo, sino que tambien se utilizarán a los demás del 25% de los mejores

individuos, sólo que se le dará más al mejor individuo.

En 
aso que se generara toda la pobla
ión en base a este mejor individuo el algoritmo muy

probablemente obtenga una 
onvergen
ia prematura, es de
ir que obtenga un mínimo lo
al, lo


ual no se desea. Sino que se bus
a el mínimo global, o en otras palabras el robot que reali
e

mejor la tarea que se espe
i�
ó en el problema a solu
ionar.

La genera
ión de una nueva pobla
ión se realiza generando un valor aleatorio entre 0 y 1;

y sele

ionando a un individuo de la pobla
ion de mejores, si queda abajo de 0.5 o al mejor si

queda arriba del valor 0.5 (una moneda virtual), 
ada individuo generado se 
rea a partir de

la distribu
ión normal de 
ada parámetro y 
on esto se generan los individuos "hijos" de los

mejores.

3.4 Con
lusiones de Capítulo

En este 
apítulo se expli
ó brevemente los diferentes tipos de algoritmos de optimiza
ión mul-

tiobjetivo, dentro de todos ellos, se enfo
ó espe
ialmente al algoritmo Evonorm el 
ual es un

algoritmo evolutivo, y se programó en Matlab para nuestro 
aso, la optimiza
ión de los parámet-

ros de diseño del robot, para optimizar la realiza
ión o eje
u
ión de una tarea. Cali�
ando al

robot mediante los índi
es de desempeño que fueron expli
ados en el 
apítulo anterior, los 
uales

a su vez requieren par
ialmente del modelo 
inemáti
o y dinámi
o del robot.



Capítulo 4

Casos de estudio

4.1 Introdu

ión

En este 
apítulo se muestran experimentos en 
asos de estudio para veri�
ar los resultados

obtenidos en este trabajo. Estos experimentos 
onsisten en asignar tareas representadas por

las posi
iones 
artesianas del efe
tor �nal del robot, luego se 
al
ula el modelo 
inemáti
o,

Ja
obiano de velo
idad, y modelo dinámi
o, mediante el algoritmo propuesto en este trabajo, de

manipuladores que reali
en las tareas asignadas. Posteriormente se evalua su desempeño bajo

los índi
es des
ritos en la Se

ión 2.4 al realizar la tarea asignada.

Por otro lado, se realizan experimentos en los que el algoritmo evolutivo modi�
a las 
ara
-

terísti
as del manipulador generando parámetriza
ión de nuevos manipuladores.

A 
ontinua
ión se presentan los 
asos de estudio planteados, estos son:

• Caso de 
ompara
ión y sele

ión de manipuladores predeterminados.

• Caso de evolu
ión de manipuladores para obtener un mejor desempeño para alguna tarea.
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4.2 Compara
ión y sele

ión de manipuladores predetermi-

nados

En este 
aso de estudio lo que se bus
a es que el extremo del manipulador pase por la línea

trazada en una pla
a horizontal que mide 2, 000mm x 2, 000mm,la 
ual está separada por 
ada

lado a 1, 000mm de los ejes x y y por 
ada lado y a una altura de 2, 000mm sobre el suelo, tal

y 
omo se muestra en la Figura 4.1.

Las 
oordenadas 
artesianas de las posi
iones del extremo del manipulador para realizar la

tarea están dadas en la tabla 4.2.1.

x (mm) y (mm) z (mm)
3,000 1,000 2,000

2,500 1,500 2,000

2,000 2,000 2,000

1,500 2,500 2,000

1,000 3,000 2,000

Tabla 4.2.1: Tabla de posi
iones 
artesianas por las que debe pasar el efe
tor �nal del robot.

El algoritmo propuesto en este trabajo para modelado y evalua
ión de desempeño sólo re-

quiere la matriz de parámetros de Denavit-Hartenberg, así 
omo el valor de las masas de eslabones

y distan
ias de 
entros de masa.

Se 
omparar tres manipuladores seriales: El primero de 
on�gura
ión angular 
on orienta
ión

libre del extremo �nal del manipulador mostrado en la Figura 4.1 de tres grados de libertad,
uyos

parámetros de Denavit-Hartenberg de 
ada eslabón están dados en la Tabla 4.2.2, el segundo

de 
on�gura
ión angular de 6 GDL, mostrado en la Figura 4.2, 
uyos parámetros de Denavit-

Hartenberg de 
ada eslabón están dados en la Tabla 4.2.4, el ter
ero de 
on�gura
ión SCARA,

mostrado en la Figura 4.3 , 
uyos parámetros de Denavit-Hartenberg de 
ada eslabón están

dados en la Tabla 4.2.3.
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Figura 4.1: Caso de soldadora sobre pla
a 
uadrada 
on orienta
ión libre del extremo �nal del

manipulador.

θ(rad) d(mm) a(mm) α(rad) mx(mm) my(mm) mz(mm) m(kg)
q1 0 0 −π/2 0 0 0 0
q2 0 3, 000 0 3, 000/2 0 0 1
q3 0 3, 000 0 3, 000/2 0 0 1

Tabla 4.2.2: Parámetros del manipulador angular 3 GDL.

θ(rad) d(mm) a(mm) α(rad) mx(mm) my(mm) mz(mm) m(kg)
q1 0 3, 000 0 3, 000/2 0 0 1
q2 0 3, 000 π 3, 000/2 0 0 1
−q3 0 0 0 0 0 0 0
0 q4 0 0 0 0 q4/2 1

Tabla 4.2.3: Parámetros del manipulador SCARA.
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Figura 4.2: Caso de soldadora sobre pla
a 
uadrada 
on robot de 6GDL.

θ(rad) d(mm) a(mm) α(rad) mx(mm) my(mm) mz(mm) m(kg)
q1 0 0 −π/2 0 0 0 1
q2 3, 000 0 π/2 0 0 350 1

q3 − π/2 −100 π/2 0 0 0 −50 1
q4 3, 000 0 −π/2 0 0 320 1
q5 0 0 π/2 0 0 0 1
q6 200 0 0 0 0 50 1

Tabla 4.2.4: Parámetros del manipulador de 6 GDL.

4.2.1 Desempeño de robot angular de 3 grados de libertad

A 
ontinua
ión se muestran los modelos 
inemáti
o y dinámi
o, así 
omo los índi
es de desem-

peño 
al
ulados por el algoritmo para el manipulador angular serial de 3 GDL de la Figura

4.1:

Modelo 
inemáti
o dire
to de posi
ión y orienta
ión del extremo �nal del manipulador, tal


omo se mostró en la Se

ión 2.2.2:
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Figura 4.3: Caso de soldadora sobre pla
a 
uadrada 
on robot SCARA.

Px = 3 ∗ cos(q1) ∗ cos(q2) + 3 ∗ cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ cos(q3)− 3 ∗ cos(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3)
Py = 3 ∗ cos(q2) ∗ sin(q1)− 3 ∗ sin(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3) + 3 ∗ cos(q2) ∗ cos(q3) ∗ sin(q1)
Pz = −3 ∗ sin(q2)− 3 ∗ cos(q2) ∗ sin(q3)− 3 ∗ cos(q3) ∗ sin(q2)
µ = pi/2
β = atan2((cos(q2) ∗ sin(q3) + cos(q3) ∗ sin(q2))/((cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ cos(q3)− cos(q1)∗

sin(q2) ∗ sin(q3))2 + (sin(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3)− cos(q2) ∗ cos(q3) ∗ sin(q1))2)(1/2)
γ = −atan2((sin(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3)− cos(q2) ∗ cos(q3) ∗ sin(q1))/(cos(q1) ∗ cos(q2)∗

cos(q3)− cos(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3)))

Elementos de la matriz ja
obiana:

J(1, 1) = 3 ∗ sin(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3)− 3 ∗ cos(q2) ∗ sin(q1)− 3 ∗ cos(q2) ∗ cos(q3) ∗ sin(q1)
J(1, 2) = −3 ∗ cos(q1) ∗ sin(q2)− 3 ∗ cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ sin(q3)− 3 ∗ cos(q1) ∗ cos(q3) ∗ sin(q2)
J(1, 3) = −3 ∗ cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ sin(q3)− 3 ∗ cos(q1) ∗ cos(q3) ∗ sin(q2)
J(2, 1) = 3 ∗ cos(q1) ∗ cos(q2) + 3 ∗ cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ cos(q3)− 3 ∗ cos(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3)
J(2, 2) = −3 ∗ sin(q1) ∗ sin(q2)− 3 ∗ cos(q2) ∗ sin(q1) ∗ sin(q3)− 3 ∗ cos(q3) ∗ sin(q1) ∗ sin(q2)
J(2, 3) = −3 ∗ cos(q2) ∗ sin(q1) ∗ sin(q3)− 3 ∗ cos(q3) ∗ sin(q1) ∗ sin(q2)
J(3, 1) = J(4, 1) = J(4, 2) = J(4, 3) = J(5, 1) = J(6, 2) = J(6, 3) = 0
J(3, 2) = 3 ∗ sin(q2) ∗ sin(q3)− 3 ∗ cos(q2) ∗ cos(q3)− 3 ∗ cos(q2)
J(3, 3) = 3 ∗ sin(q2) ∗ sin(q3)− 3 ∗ cos(q2) ∗ cos(q3)
J(5, 2) = (3 ∗ cos(q2/2 + q3/2)2 + cos((3 ∗ q2)/2 + (3 ∗ q3)/2)2 − 2)/(2 ∗ (cos(q2 + q3)2)(3/2))
J(5, 3) = (3 ∗ cos(q2/2 + q3/2)2 + cos((3 ∗ q2)/2 + (3 ∗ q3)/2)2 − 2)/(2 ∗ (cos(q2 + q3)2)(3/2))
J(6, 1) = 1
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Matriz de iner
ia de su modelo dinámi
o:

M(1, 1) = (81 ∗m2 ∗ cos(q2)2)/4− 27 ∗m3 + 9 ∗m3 ∗ cos(q2)2 + 27 ∗m3 ∗ cos(q2 + q3/2)2+
27 ∗m3 ∗ cos(q3/2)2 + (81 ∗m3 ∗ cos(q2 + q3)2)/4

M(1, 2) = M(1, 3) = M(2, 1) = M(3, 1) = 0
M(2, 2) = (81 ∗m2)/4 + (117 ∗m3)/4 + 27 ∗m3 ∗ cos(q3)
M(2, 3) = (27 ∗m3 ∗ (2 ∗ cos(q3) + 3))/4
M(3, 2) = (27 ∗m3 ∗ (2 ∗ cos(q3) + 3))/4
M(3, 3) = (81 ∗m3)/4

El modelo dinámi
o 
ompleto se muestra en el Apéndi
e A.1.

La 
inemáti
a inversa se obtienen numéri
amente para 
ada posi
ión 
artesiana del extremo

�nal, los resultados se muestran en la tabla 4.2.5. Estos obtenidos utilizando el algoritmo

evolutivo EVONORM, 
on el 
ual se puede ver que el error de posi
ión es muy pequeño.

i q1 q2 q3 Error Pos

1 18.435 321.1057 112.8854 3.1020e−7

2 30.96 319.84 118.17 2.351e−7

3 45 319.47 120 1.5758e−7

4 59.0362 319.8425 118.1786 4.0029e−7

5 71.565 73.9911 247.1146 3.1259e−7

Tabla 4.2.5: Cinemáti
a inversa del manipulador angular de 3 GDL.

Luego de la obten
ión de los modelos 
inemáti
os y dinámi
os mostrados, se 
al
ula el índi
e

de desempeño del manipulador para 
ada posi
ión 
artesiana indi
ada en la Tabla 4.2.1 . Los

resultados de la evalua
ión se muestran en la tabla 4.2.6.
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i CNmin FMmax KMmax SVmax Wdmax WImin

1 0.5708 2.027e−7 0.584 0.3372 0.0021 1.0928
2 0.5556 2.2985e−7

0.5711 0.3376 0.0021 1.1024

3 0.5516 2.4115e−7
0.5666 0.3376 0.0021 1.1055

4 0.5556 2.2985e−7
0.5711 0.3376 0.0021 1.1024

5 0.5708 2.027e−7
0.5841 0.3372 0.0026 1.0414

Tabla 4.2.6: Resultados de índi
es de desempeño del manipulador angular de 3 GDL.

4.2.2 Desempeño de robot serial SCARA de 4 grados de libertad

El mismo pro
eso es repetido 
on el robot SCARA, 
uyos parámetros son mostrados en la Tabla

4.2, del 
ual se obtienen del algoritmo los siguientes resultados :

Modelo 
inemáti
o dire
to de posi
ión y orienta
ión del extremo �nal del manipulador:

Px = 3 ∗ cos(q1) + 3 ∗ cos(q1) ∗ cos(q2)− 3 ∗ sin(q1) ∗ sin(q2)
Py = 3 ∗ sin(q1) + 3 ∗ cos(q1) ∗ sin(q2) + 3 ∗ cos(q2) ∗ sin(q1)
Pz = −q4
Rx = Ry = 0
Rz = atan2((cos(q3) ∗ (cos(q1) ∗ sin(q2) + cos(q2) ∗ sin(q1)) + sin(q3) ∗ (cos(q1) ∗ cos(q2)−

sin(q1) ∗ sin(q2)))/(cos(q3) ∗ (cos(q1) ∗ cos(q2)− sin(q1) ∗ sin(q2))− sin(q3) ∗ (cos(q1)
∗ sin(q2) + cos(q2) ∗ sin(q1))))

Elementos de la matriz Ja
obiana:

J(1, 1) = −3 ∗ sin(q1)− 3 ∗ cos(q1) ∗ sin(q2)− 3 ∗ cos(q2) ∗ sin(q1)
J(1, 2) = −3 ∗ cos(q1) ∗ sin(q2)− 3 ∗ cos(q2) ∗ sin(q1)
J(2, 1) = 3 ∗ cos(q1) + 3 ∗ cos(q1) ∗ cos(q2)− 3 ∗ sin(q1) ∗ sin(q2)
J(2, 2) = 3 ∗ cos(q1) ∗ cos(q2)− 3 ∗ sin(q1) ∗ sin(q2)
J(3, 4) = −1
J(6, 1) = J(6, 2) = J(6, 3) = 1
J(1, 3) = J(1, 4) = J(2, 3) = J(2, 4) = J(3, 1) = J(3, 2) = J(3, 3) = J(4, 1) = J(4, 2) = 0
J(4, 3) = J(4, 4) = J(5, 1) = J(5, 2) = J(5, 3) = J(5, 4) = J(6, 4) = 0
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Matriz de iner
ia de su modelo dinámi
o:

M(1, 1) = (81 ∗m1)/4 + (9 ∗m2)/4 + 54 ∗m2 ∗ cos(q2/2)2 + 36 ∗m3 ∗ cos(q2/2)2 + 36∗
m4 ∗ cos(q2/2)2

M(1, 2) = (27 ∗m2)/4 + 27 ∗m2 ∗ cos(q2/2)2 + 18 ∗m3 ∗ cos(q2/2)2 + 18 ∗m4 ∗ cos(q2/2)2
M(2, 1) = (27 ∗m2)/4 + 27 ∗m2 ∗ cos(q2/2)2 + 18 ∗m3 ∗ cos(q2/2)2 + 18 ∗m4 ∗ cos(q2/2)2
M(2, 2) = (81 ∗m2)/4 + 9 ∗m3 + 9 ∗m4
M(4, 4) = m4
M(1, 3) = M(1, 4) = M(2, 3) = M(2, 4) = M(3, 1) = M(3, 2) = M(3, 3) = 0
M(3, 4) = M(4, 1) = M(4, 2) = M(4, 3) = 0

El modelo dinámi
o 
ompleto se muestra en el Apéndi
e A.2.

La 
inemáti
a inversa se obtienen numéri
amente para 
ada posi
ión 
artesiana del extremo

�nal, los resultados se muestran en la Tabla 4.2.7. Estos obtenidos utilizando el algoritmo

evolutivo EVONORM, 
on el 
ual se puede ver que el error de posi
ión es muy pequeño.

i q1 q2 q3 q4 Error Pos

1 76.628 243.6122 63.054 1m 2.137e−7

2 91.89 238.14 217.45 1m 2.52e−7

3 106.87 236.25 352.31 1m 1.941e−7

4 119.96 238.14 349.16 1m 1.3347e−7

5 129.75 243.61 215.03 1m 2.434e−7

Tabla 4.2.7: Cinemáti
a inversa de manipulador SCARA.

Luego de la obten
ión de los modelos 
inemáti
os y dinámi
os mostrados, se 
al
ula el índi
e

de desempeño del manipulador para 
ada posi
ión 
artesiana indi
ada en la Tabla 4.2.1 . Los

resultados de la evalua
ión se muestran en la Tabla 4.2.8.
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i CNmin FMmax KMmax SVmax Wdmax WImin

1 1.1878 6.594e−7 0.6057 0.763 0.0084 0.7089
2 1.158 9.954e−7 0.0636 0.198 0.0084 0.738
3 1.148 7.104e−7 0.0719 0.289 0.0084 0.749
4 1.158 6.954e−7 0.433 0.1592 0.0084 0.738
5 1.187 6.594e−7 7.798 0.3042 0.0084 0.7089

Tabla 4.2.8: Resultados de índi
es de desempeño del manipulador SCARA.

4.2.3 Desempeño de robot angular de 6 grados de libertad

El mismo pro
eso es repetido 
on el robot angular de 6 GDL, 
uyos parámetros son mostrados

en la Tabla 4.2, del 
ual se obtienen del algoritmo los siguientes resultados :

Modelo 
inemáti
o dire
to de posi
ión y orienta
ión del extremo �nal del manipulador:

Px = 3 ∗ sin(q1) ∗ sin(q3)− (cos(q3) ∗ sin(q1))/10− 3 ∗ sin(q1)− 3 ∗ cos(q1) ∗ cos(q2)∗
cos(q3)− (cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ sin(q3))/10 + (cos(q5) ∗ sin(q1) ∗ sin(q3))/5− (cos(q1)∗
cos(q2) ∗ cos(q3) ∗ cos(q5))/5 + (cos(q3) ∗ cos(q4) ∗ sin(q1) ∗ sin(q5))/5 + (cos(q1)∗
sin(q2) ∗ sin(q4) ∗ sin(q5))/5 + (cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ cos(q4) ∗ sin(q3) ∗ sin(q5))/5

Py = 3 ∗ cos(q1) + (cos(q1) ∗ cos(q3))/10− 3 ∗ cos(q1) ∗ sin(q3)− 3 ∗ cos(q2) ∗ cos(q3)∗
sin(q1)− (cos(q1) ∗ cos(q5) ∗ sin(q3))/5− (cos(q2) ∗ sin(q1) ∗ sin(q3))/10− (cos(q2)∗
cos(q3) ∗ cos(q5) ∗ sin(q1))/5− (cos(q1) ∗ cos(q3) ∗ cos(q4) ∗ sin(q5))/5 + (sin(q1)∗
sin(q2) ∗ sin(q4) ∗ sin(q5))/5 + (cos(q2) ∗ cos(q4) ∗ sin(q1) ∗ sin(q3) ∗ sin(q5))/5

Pz = 3 ∗ cos(q3) ∗ sin(q2) + (sin(q2) ∗ sin(q3))/10 + (cos(q3) ∗ cos(q5) ∗ sin(q2))/5 + (cos(q2)∗
sin(q4) ∗ sin(q5))/5− (cos(q4) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3) ∗ sin(q5))/5

µ = −atan((sin(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2))+
sin(q2) ∗ sin(q5) ∗ sin(q3− pi/2))− cos(q6) ∗ (cos(q2) ∗ cos(q4) + cos(q3− pi/2)∗
sin(q2) ∗ sin(q4)))/(sin(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2))−
cos(q5) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3− pi/2)))

β = −atan((cos(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2))
+ sin(q2) ∗ sin(q5) ∗ sin(q3 − pi/2)) + sin(q6) ∗ (cos(q2) ∗ cos(q4) + cos(q3− pi/2)∗
sin(q2) ∗ sin(q4)))/((sin(q6) ∗ (sin(q4) ∗ (sin(q1) ∗ sin(q3− pi/2)− cos(q1)∗
cos(q2) ∗ cos(q3− pi/2)) + cos(q1) ∗ cos(q4) ∗ sin(q2))− cos(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q4)∗
(sin(q1) ∗ sin(q3− pi/2)− cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ cos(q3− pi/2))− cos(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q4))+
sin(q5) ∗ (cos(q3− pi/2) ∗ sin(q1) + cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ sin(q3− pi/2))))2 + (sin(q6)∗
(sin(q4) ∗ (cos(q1) ∗ sin(q3 − pi/2) + cos(q2) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q1))− cos(q4) ∗ sin(q1)∗
sin(q2))− cos(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q4) ∗ (cos(q1) ∗ sin(q3− pi/2) + cos(q2) ∗ cos(q3−
pi/2) ∗ sin(q1)) + sin(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q4)) + sin(q5) ∗ (cos(q1) ∗ cos(q3− pi/2)−
cos(q2) ∗ sin(q1) ∗ sin(q3− pi/2))))2)(1/2))
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γ = −atan((sin(q6) ∗ (sin(q4) ∗ (cos(q1) ∗ sin(q3 − pi/2) + cos(q2) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q1))−
cos(q4) ∗ sin(q1) ∗ sin(q2))− cos(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q4) ∗ (cos(q1) ∗ sin(q3− pi/2)+
cos(q2) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q1)) + sin(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q4)) + sin(q5) ∗ (cos(q1)∗
cos(q3− pi/2)− cos(q2) ∗ sin(q1) ∗ sin(q3− pi/2))))/(sin(q6) ∗ (sin(q4) ∗ (sin(q1)∗
sin(q3− pi/2)− cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ cos(q3− pi/2)) + cos(q1) ∗ cos(q4) ∗ sin(q2))−
cos(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q4) ∗ (sin(q1) ∗ sin(q3− pi/2)− cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ cos(q3−
pi/2))− cos(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q4)) + sin(q5) ∗ (cos(q3− pi/2) ∗ sin(q1) + cos(q1)∗
cos(q2) ∗ sin(q3− pi/2)))))

La matriz ja
obiana se muestra en el Apéndi
e A.3.

La 
inemáti
a inversa se obtiene numéri
amente para 
ada posi
ión 
artesiana del extremo

�nal, los resultados se muestran en la Tabla 4.2.9. Estos obtenidos utilizando el algoritmo

evolutivo EVONORM, 
on el 
ual se puede ver que el error de posi
ión es muy pequeño.

i q1 q2 q3 q4 q5 q6 Error Pos

1 237.071 337.103 20.412 16.82 136.49 0 5.519e−7

2 353.4604 23.378 156.13 188.58 179.707 334.599 7.191e−7

3 252.34 158.48 150.7 171.6 17.74 359.8 8.86e−7

4 267.39 158.59 152.61 4.46 340.05 2.01 6.6081e−7

5 285.12 155.70 156.69 290.09 66.78 122.8 5.909e−7

Tabla 4.2.9: Matriz 
on resultados de 
inemáti
a inversa de la tarea.

Luego de la obten
ión de los modelos 
inemáti
os y dinámi
os mostrados, se 
al
ula el índi
e

de desempeño del manipulador para 
ada posi
ión 
artesiana indi
ada en la Tabla 4.2.1 . Los

resultados de la evalua
ión se muestran en la Tabla 4.2.10.
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i CN FM KM SV Wd WI
1 1.7743 3.4464e−7 0.0622 0.1876 2.9127e−21 1.017
2 179.98 4.7765e−5 4.48e−4 0.0015 4.7497e−21 0.9558
3 3.691 9.3985e−7 0.0235 0.0926 5.62e−21 0.9214
4 3.519 7.571e−7 0.0409 0.2221 8.557e−21 0.9534
5 1.88 1.89e−7 0.203 0.2615 4.57e−22 1.117

Tabla 4.2.10: Matriz 
on resultados de índi
es de desempeño del manipulador angular de 6 GDL.

4.2.4 Compara
ión y sele

ión de manipuladores

A 
ontinua
ión se muestra la tabla 
omparativa de los índi
es de desempeño de los robots

mostrados anteriormente, en la 
ual se muestran 
on números resaltados los resultados del mejor

robot para 
ada posi
ión de la tarea. Los subíndi
es min y max representan que di
ho índi
e se

debe de minimizar o maximizar respe
tivamente.

R Pos NC(Min) MF(Max) MC(Max) MV S(Max) DM(Max) DI(Min)

A 1 0.570 2.02e−7 0.584 0.337 0.002 1.092
N 2 0.555 2.29e−7 0.571 0.337 0.002 1.102
G 3 0.551 2.41e−7 0.566 0.337 0.002 1.105
3 4 0.555 2.29e−7 0.571 0.337 0.002 1.102
D 5 0.570 2.02e−7 0.584 0.337 0.002 1.041

S 1 1.187 6.59e−7 0.605 0.763 0.008 0.708
C 2 1.158 9.95e−7 0.063 0.198 0.008 0.738
A 3 1.148 7.10e−7 0.071 0.289 0.008 0.749
R 4 1.158 6.95e−7 0.433 0.159 0.008 0.738
A 5 1.187 6.59e−7 7.798 0.304 0.008 0.708

A 1 1.774 3.44e−7 0.062 0.187 2.912e−21 1.017
N 2 179.9 4.77e−5 4.48e−4 0.001 4.749e−21 0.9558
G 3 3.691 9.39e−7 0.0235 0.0926 5.62e−21 0.9214
6 4 3.519 7.57e−7 0.0409 0.2221 8.557e−21 0.9534
D 5 1.88 1.89e−7 0.203 0.2615 4.57e−22 1.117

Tabla 4.2.11: Tabla 
omparando el desempeño de los robots en las posi
iones asignadas de la

tarea por el usuario.
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En esta tabla se puede apre
iar que el robot angular de 3 grados de libertad tiene mejores

valores en la mayoría de sus índi
es 
inetostáti
os, y en 
ambio el robot SCARA presenta mejor

valor en los índi
es dinámi
os.

Con estos resultados, si en la tarea a realizar, no es ne
esaria el ejer
er fuerzas en el efe
tor

�nal, es re
omendable el robot SCARA, sin embargo, si no es ne
esario apli
ar esfuerzos, se

re
omienda el robot angular de 3 grados de libertad.

4.3 Manipulador diseñado para optimizar los índi
es de de-

sempeño en una tarea propuesta

En esta se

ión se plantea un es
enario en el que el algoritmo evolutivo mutiobejtivo modi�
a o

genera los parámetros di, θ, α, a, que 
orresponden a nuevos manipuladores 
on 
ara
terísti
as o

parámetros hipotéti
os y se evalúa su desempeño.

Este algoritmo realiza un pro
eso evolutivo hasta en
ontrar los parámetros di, θ, α, a que

maximizan u optimizan los índi
es de la se

ión anterior, y por tanto esos son los parámetros

que 
orresponden a un nuevo manipulador diseño para realizar optimamente la tarea espe
í�
a

analizada bajo los índi
ies de desempeño 
onsiderados.

4.3.1 Dimensionamiento de manipulador angular de 3 grados de lib-

ertad generado por algoritmo evolutivo

Después de probar los robots predeterminados 
ono
idos por el usuario, se generaron los parámet-

ros del robot, los 
uales optimizan el índi
e de desempeño multiobjetivo de la E
ua
ión 3.3.2.

En la Tabla 4.3.12 se muestran los parámetros generados por el algoritmo:
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θ d(mm) a(mm) α mx(mm) my(mm) mz(mm) m(kg)
q1 1, 000 1, 316.9 1.9951 650 0 500 2
q2 2, 604.8 1, 547.5 2.4079 770 0 1, 300 3
−q3 2, 047 1, 896 0 2, 394.4 940 1, 000 1.76

Tabla 4.3.12: Parámetros del manipulador de 3 GDL Evolutivo.

Correspondiente a los parámetros anteriores se obtuvo la 
inemáti
a inversa 
on los mejores

índi
es de desempeño, estos se muestran en la Tabla 4.3.13.

i q1 q2 q3 Error Pos

1 38.17 50.78 145.89 1.4454e−4

2 49.7786 48.71 152.01 1.3542e−4

3 26.7686 306.2058 302.7681 1.275e−4

4 41.8145 308.53 304.3838 2.4298e−4

5 57.11 314.98 309.471 1.3487e−4

Tabla 4.3.13: Resultados de 
inemáti
a inversa manipulador angular de 3DOF.

Así 
omo sus respe
tivos índi
es de desempeño que se obtienen para 
ada posi
ión:

i CN FM KM SV Wd WI
1 0.5224 5.101e−7 3.1498 0.7656 2.4394e−4 0.5638
2 0.5307 5.6427e−7 1.8641 0.6994 1.5803e−4 0.5638
3 0.6150 4.7368e−7 0.6956 0.4453 1.805e−4 0.5638
4 0.6243 4.5438e−7 0.6858 0.4349 1.7874e−4 0.5638
5 0.6548 4.0812e−7 0.6551 0.4019 1.7199e−4 0.5638

Tabla 4.3.14: Resultados de índi
es de desempeño del manipulador angular de 3 GDL.
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4.3.2 Dimensionamiento de robot SCARA generado por algoritmo

evolutivo

Ya obtenidos los resultados del manipulador angular de 3 GDL, se prosiguió a realizar el mismo

pro
edimiento 
on el manipulador SCARA, en la Tabla 4.3.15 se muestran los parámetros gen-

erados por el algoritmo:

θ d(mm) a(mm) α mx(mm) my(mm) mz(mm) m(kg)
q1 1, 542.6 2, 412 2.06 1, 200 0 770 2.56
q2 2, 460 1, 302.6 1.667 650 0 1, 230 3
−q3 1, 049 1, 542.7 2.16 770 0 770 1.72
3 q4 1, 125.2 2.82 560 0 q4/2 3

Tabla 4.3.15: Matriz de datos robot SCARA.

Correspondiente a los parámetros anteriores se obtuvo la 
inemáti
a inversa 
on los mejores

índi
es de desempeño, estos se muestran en la Tabla 4.3.16.

i q1 q2 q3 q4 Error Pos

1 76.628 243.6122 63.054 1m 2.137e−7

2 91.89 238.14 217.45 1m 2.52e−7

3 106.87 236.25 352.31 1m 1.941e−7

4 119.96 238.14 349.16 1m 1.3347e−7

5 129.75 243.61 215.03 1m 2.434e−7

Tabla 4.3.16: Resultados de 
inemáti
a inversa manipulador SCARA.

Así 
omo sus respe
tivos índi
es de desempeño que se obtienen para 
ada posi
ión:
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i CN FM KM SV Wd WI
1 1.653 9.129e−7 0.1325 0.763 0.0084 0.7089
2 1.158 9.954e−7 0.0636 0.198 0.0084 0.738
3 1.148 7.104e−7 0.0719 0.289 0.0084 0.749
4 1.158 6.954e−7 0.433 0.1592 0.0084 0.738
5 1.187 6.594e−7 7.798 0.3042 0.0084 0.7089

Tabla 4.3.17: Resultados de índi
es de desempeño del manipulador SCARA.

4.3.3 Dimensionamiento de robot 6DOF generado por algoritmo evo-

lutivo

Ya obtenidos los resultados del robot angular de 3 GDL y SCARA, se prosiguió a realizar

el mismo pro
edimiento 
on el manipulador de 6 GDL, en la Tabla 4.3.18 se muestran los

parámetros generados por el algoritmo:

θ d(mm) a(mm) α mx(mm) my(mm) mz(mm) m(kg)
q1 1, 206 2, 270 2.26 1, 110 0 600 1.6
q2 2, 752 1, 887 1.986 950 0 1, 350 2.25
q3 2, 260 1, 496 1.02 740 0 1, 130 1.22
q4 1, 000 1, 000 1.25 500 0 500 2.25
q5 1, 677 1, 995 1.558 990 0 830 1.22
q6 3, 000 1, 119 1.540 550 0 1, 500 2.01

Tabla 4.3.18: Parámetros del manipulador 6 GDL.

Correspondiente a los parámetros anteriores se obtuvo la 
inemáti
a inversa 
on los mejores

índi
es de desempeño, estos se muestran en la Tabla 4.3.19.
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i q1 q2 q3 q4 q5 q6 Error Pos

1 97.1794 112.1164 3.0023 355.79 284.4907 4.2628 6.1173e−4

2 55.4050 357.4053 250.3138 51.0162 254.7313 272.9686 5.7294e−−4

3 89.7366 353.0394 152.4412 353.9791 316.6394 287.0347 5.820e−−4

4 49.4405 306.1600 1.0256 359.5196 280.3368 203.4860 5.96e−−4

3 94.6297 37.9241 336.9794 0.3037 251.4483 336.3033 5.3480e−−4

Tabla 4.3.19: Resultados de 
inemáti
a inversa manipulador 6 GDL.

Así 
omo sus respe
tivos índi
es de desempeño que se obtienen para 
ada posi
ión:

i CN FM KM SV Wd WI
1 3.0209 3.5133e−7 0.0610 0.1991 1.1618e−9 0.5821
2 4.397 7.8033e−7 4.7379 0.2104 1.304e−9 0.5821
3 4.0072 1.081e−6 24.14 0.0983 1.06e−9 0.5821
4 1.7735 2.2462e−7 0.0954 0.5891 1.5101e−9 0.5821
5 2.7449 1.9311e−7 0.111 0.6849 1.6307e−9 0.5821

Tabla 4.3.20: Resultado de índi
es de desempeño manipulador angular 6 GDL.

4.3.4 Compara
ión y sele

ión de manipuladores

A 
ontinua
ión se muestra la tabla 
omparativa de los índi
es de desempeño de los robots

mostrados anteriormente, en la 
ual se muestran 
on números resaltados los resultados del mejor

robot para 
ada posi
ión de la tarea. Los subíndi
es min y max representan que di
ho indi
e se

debe de minimizar o maximizar respe
tivamente.
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R Pos NC(Min) MC(Max) MF(Max) MV S(Max) DM(Max) DI(Min)

A 1 0.674 1.98e−6 0.727 0.486 0.065 0.552
N 2 0.712 2.1e−6 0.612 0.409 0.080 0.552
G 3 0.693 2.16e−6 0.641 0.432 0.082 0.552
3 4 0.702 2.11e−6 0.623 0.418 0.060 0.552
D 5 0.672 1.98e−6 0.727 0.486 0.065 0.552

S 1 1.2572 6.534e−7 0.057 0.156 0.005 0.518
C 2 1.2793 7.841e−7 0.057 0.156 0.005 0.518
A 3 1.0997 4.875−7 0.076 0.157 0.005 0.518
R 4 1.2302 7.093e−7 0.055 0.156 0.005 0.518
A 5 1.2551 6.497e−7 0.058 0.156 0.002 0.518

A 1 3.0209 3.5133e−7 0.0610 0.1991 1.1618e−9 0.5821
N 2 4.397 7.8033e−7 4.7379 0.2104 1.304e−9 0.5821
G 3 4.0072 1.081e−6 24.14 0.0983 1.06e−9 0.5821
6 4 1.7735 2.2462e−7 0.0954 0.5891 1.5101e−9 0.5821
D 5 2.7449 1.9311e−7 0.111 0.6849 1.6307e−9 0.5821

Tabla 4.3.21: Tabla 
omparativa de índi
es de desempeño entre manipuladores.

Como se puede apre
iar en la tabla mostrada anterior, el mejor manipulador generado por

el algoritmo es el manipulador angular 3 GDL, el 
ual gana en prá
ti
amente todos los índi
es.

Este diseño 
abe re
ordar que fue realizado de forma automatizada por el algoritmo, solo se

muestran en la tabla anterior sus resultados.

Este robot resultante sobresale tanto en a
tividades que no involu
ran mu
ha fuerza, así


omo en tareas que también involu
ran fuerzas.

4.4 Manipulador para soldadura en super�
ies de tubulares

En este 
aso se presenta un manipulador soldador que suelda sobre un tubo metáli
o, di
ho

robot se 
ompara 
on uno generado por el algoritmo generador de robots.

La tarea a realizar 
onsiste en que los robots lleguen a las siguientes posi
iones 
oordenadas
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(Tabla 4.4.22 ) las 
uales representan la posi
ión �nal en el efe
tor �nal del robot, y se pueden

ver más 
laramente en la Figura 4.4.

x(mm) y(mm) z(mm) µ β γ
600.00 0 302.50 0

◦
89

◦
0

◦

598.23 0 301.76 0

◦
45

◦
0

◦

597.50 0 300.00 0

◦
0

◦
0

◦

598.23 0 298.23 0

◦
-45

◦
0

◦

600.00 0 297.50 0

◦
-89

◦
0

◦

Tabla 4.4.22: Tabla de posi
iones en el plano 
artesiano por las que debe pasar el efe
tor �nal

del robot.

Figura 4.4: Caso de robot soldador en super�
ie tubular.

En esta tarea se 
omparan los resultados entre un robot FANUC Ar
 Mate 100; y un robot el


ual fue generado por el algoritmo, el 
ual fue diseñado 
on el objetivo de tener mejor desempeño

en esta tarea.
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Los parámetros Denavit-Hartenberg así 
omo los 
entros de masa de 
ada robot evaluado se

muestran en la Tabla 4.4.23.

θ d(mm) a(mm) α mx(mm) my(mm) mz(mm) m(kg)
q1 450 150 π/2 50 0 150 7.23

q2 + π/2 0 600 0 200 0 0 7.23
q3 − π/2 0 50 −π/2 17 0 0 2.4

q4 0 640 π/2 215 0 0 7.1
q5 0 100 0 35 0 0 1.2
0 0 1 q6 − π/2 0 0 0.05 1.2

Tabla 4.4.23: Parámetros del manipulador 6 GDL Fanu
.

Así 
omo los parámetros del manipulador de 6 GDL generado por el algoritmo desarrollado,

los datos son mostrados en la Tabla 4.4.24.

θ d(mm) a(mm) α mx(mm) my(mm) mz(mm) m(kg)
q1 0 300 π/2 0 0 150 1
q2 0 250 0 83.3 0 0 5
q3 0 20 −π/2 17 0 6.6 2.2
q4 0 220 π/2 215 0 73.3 3
q5 0 10 0 35 0 3.33 0.5
0 0 0 q6 0 0 0 0.5

Tabla 4.4.24: Parámetros del manipulador 6 GDL generado por algoritmo.

Posteriormente se muestran los valores de la 
inemáti
a inversa 
on los 
uales se obtienen los

mejores índi
es de desempeño para el robot Fanu
 en la Tabla 4.4.25 y para el robot generado

por el algoritmo en la Tabla 4.4.26.
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i q1 q2 q3 q4 q5 q6 Error Pos

1 360.0008 183.2147 229.8535 360.0008 217.936 360.0008 0.0213
2 360.0008 172.4145 236.1388 360.0008 266.4426 360.0008 0.0275
3 360.0008 333.2265 303.1978 360.0008 83.5716 360.0008 0.0249
4 360.0008 321.1887 308.9331 360.0008 134.8800 360.0008 0.0215
5 360.0008 164.5363 223.6369 360.0008 60.8424 359.9951 0.0278

Tabla 4.4.25: Resultados de 
inemáti
a inversa manipulador 6 GDL.

i q1 q2 q3 q4 q5 q6 Error Pos

1 360.0008 18.9101 74.6567 0.0012 89.0057 359.9965 0.1889
2 360.015 17.3756 77.3480 359.9995 45.0036 359.9938 1.2170e−4

3 360.0073 14.9375 78.9626 0.0012 359.9998 359.9991 0.0017
4 0.00087 12.9216 78.5874 0.00122 315.0001 359.9943 2.2087e−4

5 359.9965 12.4893 76.5701 0.0012 271.9935 359.99936 6.8311e−5

Tabla 4.4.26: Resultados de 
inemáti
a inversa manipulador 6 GDL generado por algoritmo.

Así 
omo sus respe
tivos índi
es de desempeño que se para obtienen di
has posi
iones en la

Tabla 4.4.27 para el robot Fanu
, y para el robot generado por el algoritmo en la Tabla 4.4.28.

i CN FM KM SV Wd WI
1 55.5151 7.2261e−16 2.9661e7 0.7095 3.6194e−33 1.1855
2 72.0705 3.3583e−14 8.7694e5 0.5859 1.2295e−33 1.1867
3 79.6260 4.0141e−14 5.3396e5 0.5197 1.8644e−33 1.3629
4 53.7017 1.7520e−14 1.3404e6 0.7583 3.0149e−33 1.4126
5 59.5371 1.0869e−15 1.9720e7 0.7033 3.7201e−33 1.1313

Tabla 4.4.27: Resultado de índi
es de desempeño manipulador angular 6 GDL Fanu
.
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i CN FM KM SV Wd WI
1 42.4552 3.2280e−15 6.6399e6 0.7186 2.0870e−13 1.0650
2 44.3262 1.5337e−13 1.5641e5 0.5935 3.8987e−15 1.0797
3 74.0444 9.1670e−13 2.3381e4 0.5237 6.1000e−16 1.0968
4 52.1371 2.0412e−13 1.1824e5 0.4261 2.8767e−15 1.1055
5 44.3514 2.9547e−14 2.7150e7 0.7060 2.0381e−13 1.1010

Tabla 4.4.28: Resultado de índi
es de desempeño manipulador angular 6 GDL generado por

algoritmo.

Ya teniendo las dos evalua
iones, pasamos a 
omparar 
ada uno de los dos manipuladores en

la Tabla 4.4.29 .

Pos NC(Min) MC(Max) MF(Max) MV S(Max) DM(Max) DI(Min)

1 55.5151 7.2261e−16 2.9661e7 0.7095 3.6194e−33 1.1855
2 72.0705 3.3583e−14 8.7694e5 0.5859 1.2295e−33 1.1867
3 79.6260 4.0141e−14 5.3396e5 0.5197 1.8644e−33 1.3629
4 53.7017 1.7520e−14 1.3404e6 0.7583 3.0149e−33 1.4126
5 59.5371 1.0869e−15 1.9720e7 0.7033 3.7201e−33 1.1313

1 42.4552 3.2280e−15 6.6399e6 0.7186 2.0870e−13 1.0650
2 44.3262 1.5337e−13 1.5641e5 0.5935 3.8987e−15 1.0797
3 74.0444 9.1670e−13 2.3381e4 0.5237 6.1000e−16 1.0968
4 52.1371 2.0412e−13 1.1824e5 0.4261 2.8767e−15 1.1055
5 44.3514 2.9547e−14 2.7150e7 0.7060 2.0381e−13 1.1010

Tabla 4.4.29: Tabla 
omparativa de índi
es de desempeño entre manipuladores.

En la Tabla 4.4.29 se puede observar que el robot que mejores índi
es de desempeño obtuvo es

el manipulador generado por el algoritmo evolutivo, el 
ual sobresale en 
in
o de los seis índi
es

que evaluamos.
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4.5 Con
lusiones de Capítulo

En este 
apítulo se presentaron 2 
asos de estudio, en el 
ual se revisa que tan bien realizan la

tarea una serie de robots asignados, y de los 
uales se realizan las observa
iones de 
ual es el

robot que se 
onsidera mejor a utilizar, de a
uerdo a los resultados obtenidos.

Así mismo también se muestra que 
on el algoritmo obtenido, se genera las fun
iones simbóli-


as del modelo 
inemáti
o y dinámi
o de los robots. Las 
uales se generan de forma automáti
a

por el algoritmo.

Entre los prin
ipales resultados desta
an que en los dos 
asos de estudio los manipuladores

generados por el algoritmo superan en la mayoría de los índi
es de desempeño, lo 
ual 
omprueba

que el algoritmo realmente optimiza para la tarea que se esta realizando.



Con
lusiones y problemas abiertos

En este trabajo de investiga
ión se ha propuesto un esquema de diseño de manipuladores seriales

basado en índi
es de desempeño 
inetostáti
os y dinámi
os así 
omo en un algoritmo evolutivo,


on los 
uales se bus
a optimizar sus parámetros de diseño para que estos valores sean los idóneos

para realizar di
ha tarea.

La prin
ipal ventaja es que el algoritmo sólo requiere 
omo datos de entrada el total de grados

de libertad, y espe
i�
a
ión entre arti
ula
ión rotativa o prismáti
a, así 
omo los posi
iones del

efe
tor �nal del robot en la tarea que se desea realizar.

El algoritmo genera la siguiente informa
ión:

• Modelo 
inemáti
o dire
to de posi
ión y orienta
ión (simbóli
o).

• Modelo 
inemáti
o inverso (numéri
o).

• Modelo 
inemáti
o diferen
ial o de velo
idad (simbóli
o).

• Modelo dinámi
o inverso(simbóli
o).

• Valores de parámetros de diseño del manipulador óptimo.

La metodología y algoritmo propuestos en este trabajo puede usarse o modi�
arse para apli-


a
iones, tales 
omo: Sele

ión de robots, diseño de robots, análisis de movimiento y dinámi
a,

logísti
a en manufa
tura robóti
a, entre otros.

65
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Como trabajos futuros, será 
onveniente estudiar los siguientes 
asos no resueltos en este

trabajo:

• Genera
ión de los modelos 
inemáti
os y dinámi
os de robots paralelos.

• Optimiza
ión del 
ódigo .- Mejora del tiempo de eje
u
ión.

• Diseño del robot sin una estru
tura espe
í�
a.- Omitir la ne
esidad de que se sele

ione

manualmente que tipo de estru
tura se desee que se genere.

• Migra
ión de 
ódigo a un lenguaje libre (open sour
e).- Migrar 
ódigo a lenguaje de progra-

ma
ión que sea abierto y gratuito, el 
ual mantenga la propiedad de ser multiplataforma.

• Utilizar índi
es de desempeño de espa
io de trabajo.- In
luir más indi
es de desempeño en

el algoritmo 
on los que se puedan analizar otras propiedades de la tarea.

• In
luir los efe
tos del 
ontrolador en el análisis presentado.
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Apéndi
e A

Modelo dinámi
o y 
inemáti
o de

manipuladores utilizados en experimentos

A.1 Manipulador angular serial de 3 grados de libertad

E
ua
iones dinámi
as del robot:

τ(1) = (45 ∗m2 ∗ diff(q1(t), t, t))/8 + (63 ∗m3 ∗ diff(q1(t), t, t))/8 + (27 ∗m3 ∗ cos(q2− q3)

∗ diff(q1(t), t, t))/4 + (9 ∗m3 ∗ cos(q2− 2 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t, t))/2 + (27 ∗m3 ∗ cos(3 ∗ q2
+ q3) ∗ diff(q1(t), t, t))/4 + (9 ∗m2 ∗ cos(2 ∗ q2) ∗ diff(q1(t), t, t))/8 + (9 ∗m2 ∗ cos(3 ∗ q2)∗
diff(q1(t), t, t))/2 + (9 ∗m2 ∗ cos(4 ∗ q2) ∗ diff(q1(t), t, t))/2 + (27 ∗m3 ∗ cos(2 ∗ q2 + 2∗
q3) ∗ diff(q1(t), t, t))/8 + 9 ∗m3 ∗ cos(2 ∗ q2 + 3 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t, t) + (9 ∗m3 ∗ cos(3∗
q2 + 2 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t, t))/2 + (9 ∗m3 ∗ cos(2 ∗ q2 + 4 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t, t))/2 + (9∗
m2 ∗ cos(q2) ∗ diff(q1(t), t, t))/2 + 9 ∗m3 ∗ cos(q3) ∗ diff(q1(t), t, t) + (9 ∗m2 ∗ sin(q2)∗
diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/2 + (63 ∗m3 ∗ sin(q2) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/8 + (9∗
m3 ∗ sin(q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/4 + (27 ∗m3 ∗ sin(q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q3(t)
, t))/8− (9 ∗m3 ∗ sin(q2− 2 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/2− (27 ∗m3 ∗ sin(q2 + 2∗
q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/8− (27 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q2 + q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t),
t))/4− (27 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q2 + q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q3(t), t))/8− 9 ∗m3 ∗ sin(q2 + 3 ∗ q3)∗
diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t)− (27 ∗m3 ∗ sin(3 ∗ q2 + q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/4−
(9 ∗m3 ∗ sin(q2 + 4 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/2− (27 ∗m2 ∗ sin(2 ∗ q2) ∗ diff
(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/8− 9 ∗m2 ∗ sin(3 ∗ q2) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t)− (9 ∗m2∗
sin(4 ∗ q2) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/2 + (9 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff
(q2(t), t))/2 + (9 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q3(t), t))/4− (63 ∗m3 ∗ sin(2∗
q2 + 2 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/8− (99 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q2 + 2 ∗ q3) ∗ diff(q1(t),
t) ∗ diff(q3(t), t))/8− 9 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q2 + 3 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t)− (9 ∗m3∗
sin(3 ∗ q2 + 2 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/2− (27 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q2 + 3 ∗ q3)∗
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diff(q1(t), t) ∗ diff(q3(t), t))/2− (9 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q2 + 4 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/2−
(9 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q2 + 4q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q3(t), t))/2 + (9 ∗m3 ∗ sin(q2 + q3)∗
diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/4

τ(2) = (45 ∗m2 ∗ diff(q1(t), t, t))/8 + (63 ∗m3 ∗ diff(q1(t), t, t))/8 + (27 ∗m3 ∗ cos(q2− q3)∗
diff(q1(t), t, t))/4 + (9 ∗m3 ∗ cos(q2− 2 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t, t))/2 + (27 ∗m3 ∗ cos(3 ∗ q2+
q3) ∗ diff(q1(t), t, t))/4 + (9 ∗m2 ∗ cos(2 ∗ q2) ∗ diff(q1(t), t, t))/8 + (9 ∗m2 ∗ cos(3 ∗ q2)∗
diff(q1(t), t, t))/2 + (9 ∗m2 ∗ cos(4 ∗ q2) ∗ diff(q1(t), t, t))/2 + (27 ∗m3 ∗ cos(2 ∗ q2 + 2 ∗ q3)
∗ diff(q1(t), t, t))/8 + 9 ∗m3 ∗ cos(2 ∗ q2 + 3 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t, t) + (9 ∗m3 ∗ cos(3 ∗ q2 + 2∗
q3) ∗ diff(q1(t), t, t))/2 + (9 ∗m3 ∗ cos(2 ∗ q2 + 4 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t, t))/2 + (9 ∗m2 ∗ cos(q2)∗
diff(q1(t), t, t))/2 + 9 ∗m3 ∗ cos(q3) ∗ diff(q1(t), t, t) + (9 ∗m2 ∗ sin(q2) ∗ diff(q1(t), t)∗
diff(q2(t), t))/2 + (63 ∗m3 ∗ sin(q2) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/8 + (9 ∗m3 ∗ sin(q3)∗
diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/4 + (27 ∗m3 ∗ sin(q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q3(t), t))/8− (9∗
m3 ∗ sin(q2 − 2 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/2− (27 ∗m3 ∗ sin(q2 + 2 ∗ q3) ∗ diff
(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/8− (27 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q2 + q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/4−
(27 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q2 + q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q3(t), t))/8− 9 ∗m3 ∗ sin(q2 + 3 ∗ q3)∗
diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t)− (27 ∗m3 ∗ sin(3 ∗ q2 + q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/
4− (9 ∗m3 ∗ sin(q2 + 4 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/2− (27 ∗m2 ∗ sin(2 ∗ q2)∗
diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/8− 9 ∗m2 ∗ sin(3 ∗ q2) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t)− (9 ∗m2

∗ sin(4 ∗ q2) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/2 + (9 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t)∗
diff(q2(t), t))/2 + (9 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q3(t), t))/4− (63 ∗m3 ∗ sin
(2 ∗ q2 + 2 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/8− (99 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q2 + 2 ∗ q3) ∗ diff
(q1(t), t) ∗ diff(q3(t), t))/8− 9 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q2 + 3 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t)−
(9 ∗m3 ∗ sin(3 ∗ q2 + 2 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/2− (27 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q2 + 3∗
q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q3(t), t))/2− (9 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q2 + 4 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff
(q2(t), t))/2− (9 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q2 + 4 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q3(t), t))/2 + (9 ∗m3∗
sin(q2 + q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/4
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τ(3) = (45 ∗m3 ∗ diff(q2(t), t, t))/4 + (45 ∗m3 ∗ diff(q3(t), t, t))/4 + (9 ∗m3 ∗ cos(q2− q3)∗
diff(q2(t), t, t))/2 + 9 ∗m3 ∗ cos(q2− 2 ∗ q3) ∗ diff(q2(t), t, t) + 3 ∗ g ∗m3 ∗ cos(q2 + 2∗
q3) + (9 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q2 + 2 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t)2)/8 + (9 ∗m3 ∗ sin(2 ∗ q2 + 3 ∗ q3)∗
diff(q1(t), t)2)/2 + (9 ∗m3 ∗ sin(3 ∗ q2 + 2 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t)2)/2 + (9 ∗m3 ∗ sin(2∗
q2 + 4 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t)2)/2 + 9 ∗m3 ∗ cos(q3) ∗ diff(q2(t), t, t) + 9 ∗m3 ∗ cos(q3)∗
diff(q3(t), t, t) + (3 ∗ g ∗m3 ∗ cos(q2 + q3))/2− (9 ∗m3 ∗ sin(q2− q3) ∗ diff(q1(t), t)2)/4−
(9 ∗m3 ∗ sin(q2− q3) ∗ diff(q2(t), t)2)/2− (9 ∗m3 ∗ sin(q2− 2 ∗ q3) ∗ diff(q1(t), t)2)/2−
9 ∗m3 ∗ sin(q2− 2 ∗ q3) ∗ diff(q2(t), t)2 + (9 ∗m3 ∗ sin(3 ∗ q2 + q3) ∗ diff(q1(t), t)2)/4
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A.2 Manipulador SCARA de 4 grados de libertad

E
ua
iones dinámi
as del robot:

τ(1) = (45 ∗m1 ∗ diff(q1(t), t, t))/4 + (63 ∗m2 ∗ diff(q1(t), t, t))/4 + (63 ∗m2 ∗ diff(q2(t), t, t))/4
+ (31 ∗m3 ∗ diff(q1(t), t, t))/100 + (31 ∗m3 ∗ diff(q2(t), t, t))/100− (31 ∗m3 ∗ diff(q3(t), t,
t))/100 + (27 ∗m2 ∗ cos(q1− q2) ∗ diff(q1(t), t, t))/2 + 9 ∗m3 ∗ cos(q1− q2) ∗ diff(q1(t), t, t)+
diff(q1(t), t)2)/10 + (93 ∗m3 ∗ sin(q2 + q3) ∗ diff(q2(t), t)2)/10 + 9 ∗m4 ∗ sin(q2 + q3)∗
diff(q1(t), t)2 + 9 ∗m4 ∗ sin(q2 + q3) ∗ diff(q2(t), t)2 + (93 ∗m3 ∗ cos(q2 + q3)∗
diff(q1(t), t, t))/10 + (93 ∗m3 ∗ cos(q2 + q3) ∗ diff(q2(t), t, t))/10 + 9 ∗m4 ∗ cos(q2 + q3)∗
diff(q1(t), t, t) + 9 ∗m4 ∗ cos(q2 + q3) ∗ diff(q2(t), t, t)− 9 ∗m2 ∗ sin(q1) ∗ diff(q1(t), t)2+
9 ∗m2 ∗ sin(q2) ∗ diff(q1(t), t)2 + 9 ∗m2 ∗ sin(q2) ∗ diff(q2(t), t)2 + 9 ∗m3 ∗ sin(q2)∗
diff(q1(t), t)2 + 9 ∗m3 ∗ sin(q2) ∗ diff(q2(t), t)2 − (3 ∗m3 ∗ sin(q3) ∗ diff(q1(t), t)2)/10+
9 ∗m4 ∗ sin(q2) ∗ diff(q1(t), t)2 − (3 ∗m3 ∗ sin(q3) ∗ diff(q2(t), t)2)/10 + 9 ∗m4 ∗ sin(q2)∗
diff(q2(t), t)2 − (3 ∗m3 ∗ sin(q3) ∗ diff(q3(t), t)2)/10− (93 ∗m3 ∗ sin(q1− q2− q3)∗
diff(q1(t), t)2)/10− 9 ∗m4 ∗ sin(q1− q2− q3) ∗ diff(q1(t), t)2 + 9 ∗m1 ∗ cos(q1)∗
diff(q1(t), t, t) + 9 ∗m2 ∗ cos(q1) ∗ diff(q1(t), t, t) + 18 ∗m2 ∗ cos(q2) ∗ diff(q1(t), t, t)+
18 ∗m2 ∗ cos(q2) ∗ diff(q2(t), t, t) + 9 ∗m3 ∗ cos(q2) ∗ diff(q1(t), t, t) + 9 ∗m3 ∗ cos(q2)∗
diff(q2(t), t, t) + (3 ∗m3 ∗ cos(q3) ∗ diff(q1(t), t, t))/10 + 9 ∗m4 ∗ cos(q2) ∗ diff(q1(t), t, t)+
(3 ∗m3 ∗ cos(q3) ∗ diff(q2(t), t, t))/10 + 9 ∗m4 ∗ cos(q2) ∗ diff(q2(t), t, t)− (3 ∗m3 ∗ cos(q3)∗
diff(q3(t), t, t))/10 + (93 ∗m3 ∗ cos(q1− q2− q3) ∗ diff(q1(t), t, t))/10 + 9 ∗m4 ∗ cos(q1− q2

− q3) ∗ diff(q1(t), t, t)− (27 ∗m2 ∗ sin(q1− q2) ∗ diff(q1(t), t)2)/2− 9 ∗m3 ∗ sin(q1− q2)∗
diff(q1(t), t)2 − 9 ∗m4 ∗ sin(q1 − q2) ∗ diff(q1(t), t)2 + 18 ∗m2 ∗ sin(q2) ∗ diff(q1(t), t)∗
diff(q2(t), t) + 18 ∗m3 ∗ sin(q2) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t)− (3 ∗m3 ∗ sin(q3)∗
diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/5 + 18 ∗m4 ∗ sin(q2) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t) + (3 ∗m3∗
sin(q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q3(t), t))/5 + (3 ∗m3 ∗ sin(q3) ∗ diff(q2(t), t) ∗ diff(q3(t), t))/5
+ (93 ∗m3 ∗ sin(q2 + q3) ∗ diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t))/5 + 18 ∗m4 ∗ sin(q2 + q3)∗
diff(q1(t), t) ∗ diff(q2(t), t)
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τ(2) = (m3 ∗ (cos(q3) ∗ (sin(q2) ∗ (3 ∗ cos(q1) ∗ diff(q1(t), t)2 + 3 ∗ sin(q1) ∗ diff(q1(t), t, t))−
cos(q2) ∗ (3 ∗ sin(q1) ∗ diff(q1(t), t)2 − 3 ∗ cos(q1) ∗ diff(q1(t), t, t)) + 3 ∗ sin(q2)∗
(diff(q1(t), t) + diff(q2(t), t))2 + 3 ∗ cos(q2) ∗ (diff(q1(t), t, t) + diff(q2(t), t, t))) + sin(q3)∗
(cos(q2) ∗ (3 ∗ cos(q1) ∗ diff(q1(t), t)2 + 3 ∗ sin(q1) ∗ diff(q1(t), t, t))− 3 ∗ sin(q2)∗
(diff(q1(t), t, t) + diff(q2(t), t, t)) + sin(q2) ∗ (3 ∗ sin(q1) ∗ diff(q1(t), t)2 − 3 ∗ cos(q1)∗
diff(q1(t), t, t)) + 3 ∗ cos(q2) ∗ (diff(q1(t), t) + diff(q2(t), t))2) + diff(q1(t), t, t)/10+

diff(q2(t), t, t)/10− diff(q3(t), t, t)/10))/10 + (3 ∗ cos(q2)2 + 3 ∗ sin(q2)2) ∗ (m3 ∗ (cos(q3)∗
(sin(q2) ∗ (3 ∗ cos(q1) ∗ diff(q1(t), t)2 + 3 ∗ sin(q1) ∗ diff(q1(t), t, t))− cos(q2) ∗ (3 ∗ sin(q1)∗
diff(q1(t), t)2 − 3 ∗ cos(q1) ∗ diff(q1(t), t, t)) + 3 ∗ sin(q2) ∗ (diff(q1(t), t) + diff(q2(t), t))2+

3 ∗ cos(q2) ∗ (diff(q1(t), t, t) + diff(q2(t), t, t))) + sin(q3) ∗ (cos(q2) ∗ (3 ∗ cos(q1) ∗+
diff(q1(t), t)23 ∗ sin(q1) ∗ diff(q1(t), t, t))− 3 ∗ sin(q2) ∗ (diff(q1(t), t, t) + diff(q2(t), t, t))+

sin(q2) ∗ (3 ∗ sin(q1) ∗ diff(q1(t), t)2 − 3 ∗ cos(q1) ∗ diff(q1(t), t, t)) + 3 ∗ cos(q2)∗
(diff(q1(t), t) + diff(q2(t), t))2) + diff(q1(t), t, t)/10 + diff(q2(t), t, t)/10−
diff(q3(t), t, t)/10) +m4 ∗ (cos(q3) ∗ (sin(q2) ∗ (3 ∗ cos(q1) ∗ diff(q1(t), t)2 + 3 ∗ sin(q1)∗
diff(q1(t), t, t))− cos(q2) ∗ (3 ∗ sin(q1) ∗ diff(q1(t), t)2 − 3 ∗ cos(q1) ∗ diff(q1(t), t, t)) + 3∗
sin(q2) ∗ (diff(q1(t), t) + diff(q2(t), t))2 + 3 ∗ cos(q2) ∗ (diff(q1(t), t, t) + diff(q2(t), t, t)))+

sin(q3) ∗ (cos(q2) ∗ (3 ∗ cos(q1) ∗ diff(q1(t), t)2 + 3 ∗ sin(q1) ∗ diff(q1(t), t, t))− 3 ∗ sin(q2)∗
(diff(q1(t), t, t) + diff(q2(t), t, t)) + sin(q2) ∗ (3 ∗ sin(q1) ∗ diff(q1(t), t)2 − 3 ∗ cos(q1)∗
diff(q1(t), t, t)) + 3 ∗ cos(q2) ∗ (diff(q1(t), t) + diff(q2(t), t))2))) +m2 ∗ (3 ∗ cos(q2) + 3/2)∗
(sin(q2) ∗ (3 ∗ cos(q1) ∗ diff(q1(t), t)2 + 3 ∗ sin(q1) ∗ diff(q1(t), t, t))− cos(q2) ∗ (3 ∗ sin(q1)∗
diff(q1(t), t)2 − 3 ∗ cos(q1) ∗ diff(q1(t), t, t)) + 3 ∗ sin(q2) ∗ (diff(q1(t), t) + diff(q2(t), t))2+

3 ∗ cos(q2) ∗ (diff(q1(t), t, t) + diff(q2(t), t, t)) + (3 ∗ diff(q1(t), t, t))/2 + (3∗
diff(q2(t), t, t))/2)− 3 ∗m2 ∗ sin(q2) ∗ (cos(q2) ∗ (3 ∗ cos(q1) ∗ diff(q1(t), t)2 + 3 ∗ sin(q1)∗
diff(q1(t), t, t))− 3 ∗ sin(q2) ∗ (diff(q1(t), t, t) + diff(q2(t), t, t)) + sin(q2) ∗ (3 ∗ sin(q1)∗
diff(q1(t), t)2 − 3 ∗ cos(q1) ∗ diff(q1(t), t, t)) + 3 ∗ cos(q2) ∗ (diff(q1(t), t) + diff(q2(t), t))2+

((3 ∗ diff(q1(t), t))/2 + (3 ∗ diff(q2(t), t))/2) ∗ (diff(q1(t), t) + diff(q2(t), t)))
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τ(3) = −(m3 ∗ (cos(q3) ∗ (sin(q2) ∗ (3 ∗ cos(q1) ∗ diff(q1(t), t)2 + 3 ∗ sin(q1) ∗ diff(q1(t), t, t))−
cos(q2) ∗ (3 ∗ sin(q1) ∗ diff(q1(t), t)2 − 3 ∗ cos(q1) ∗ diff(q1(t), t, t)) + 3 ∗ sin(q2)∗
(diff(q1(t), t) + diff(q2(t), t))2 + 3 ∗ cos(q2) ∗ (diff(q1(t), t, t) + diff(q2(t), t, t))) + sin(q3)∗
(cos(q2) ∗ (3 ∗ cos(q1) ∗ diff(q1(t), t)2 + 3 ∗ sin(q1) ∗ diff(q1(t), t, t))− 3 ∗ sin(q2)∗
(diff(q1(t), t, t) + diff(q2(t), t, t)) + sin(q2) ∗ (3 ∗ sin(q1) ∗ diff(q1(t), t)2 − 3 ∗ cos(q1)∗
diff(q1(t), t, t)) + 3 ∗ cos(q2) ∗ (diff(q1(t), t) + diff(q2(t), t))2) + diff(q1(t), t, t)/10+

diff(q2(t), t, t)/10− diff(q3(t), t, t)/10))/10

τ(4) = −m4 ∗ (g − diff(q4(t), t, t))

A.3 Manipulador angular de 6 grados de libertad

Elementos de la Matriz Ja
obiana:

J(1, 1) =3 ∗ cos(q1) ∗ sin(q3)− (cos(q1) ∗ cos(q3))/10− 3 ∗ cos(q1) + 3 ∗ cos(q2) ∗ cos(q3) ∗ sin(q1)
+ (cos(q1) ∗ cos(q5) ∗ sin(q3))/5 + cos(q2) ∗ sin(q1) ∗ sin(q3))/10 + (cos(q2) ∗ cos(q3)∗
(cos(q5) ∗ sin(q1))/5 + (cos(q1) ∗ cos(q3) ∗ cos(q4) ∗ sin(q5))/5− (sin(q1) ∗ sin(q2)∗
sin(q4) ∗ sin(q5))/5− (cos(q2) ∗ cos(q4) ∗ sin(q1) ∗ sin(q3) ∗ sin(q5))/5

J(1, 2) =(cos(q1) ∗ (30 ∗ cos(q3) ∗ sin(q2) + sin(q2) ∗ sin(q3) + 2 ∗ cos(q3) ∗ cos(q5) ∗ sin(q2)+
2 ∗ cos(q2) ∗ sin(q4) ∗ sin(q5)− 2 ∗ cos(q4) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3) ∗ sin(q5)))/10

J(1, 3) =3 ∗ cos(q3) ∗ sin(q1) + (sin(q1) ∗ sin(q3))/10− (cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ cos(q3))/10 + 3∗
cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ sin(q3) + (cos(q3) ∗ cos(q5) ∗ sin(q1))/5 + (cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ cos(q5)∗
sin(q3))/5− (cos(q4) ∗ sin(q1) ∗ sin(q3) ∗ sin(q5))/5 + (cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ cos(q3)∗
cos(q4) ∗ sin(q5))/5

J(1, 4) =− (sin(q5) ∗ (cos(q3) ∗ sin(q1) ∗ sin(q4)− cos(q1) ∗ cos(q4) ∗ sin(q2) + cos(q1) ∗ cos(q2)∗
sin(q3) ∗ sin(q4)))/5

J(1, 5) =− (cos(q5) ∗ (cos(q4) ∗ (sin(q1) ∗ sin(q3− pi/2)− cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ cos(q3− pi/2))−
cos(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q4)))/5− (sin(q5) ∗ (cos(q3− pi/2) ∗ sin(q1) + cos(q1) ∗ cos(q2)∗
sin(q3− pi/2)))/5

J(2, 1) =3 ∗ sin(q1) ∗ sin(q3)− (cos(q3) ∗ sin(q1))/10− 3 ∗ sin(q1)− 3 ∗ cos(q1) ∗ cos(q2)∗
cos(q3)− (cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ sin(q3))/10 + (cos(q5) ∗ sin(q1) ∗ sin(q3))/5− (cos(q1)∗
cos(q2) ∗ cos(q3) ∗ cos(q5))/5 + (cos(q3) ∗ cos(q4) ∗ sin(q1) ∗ sin(q5))/5 + (cos(q1)∗
sin(q2) ∗ sin(q4) ∗ sin(q5))/5 + (cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ cos(q4) ∗ sin(q3) ∗ sin(q5))/5
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J(2, 2) =(sin(q1) ∗ (30 ∗ cos(q3) ∗ sin(q2) + sin(q2) ∗ sin(q3) + 2 ∗ cos(q3) ∗ cos(q5) ∗ sin(q2)+
2 ∗ cos(q2) ∗ sin(q4) ∗ sin(q5)− 2 ∗ cos(q4) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3) ∗ sin(q5)))/10

J(2, 3) =3 ∗ cos(q2) ∗ sin(q1) ∗ sin(q3)− (cos(q1) ∗ sin(q3))/10− (cos(q1) ∗ cos(q3) ∗ cos(q5))/5−
(cos(q2) ∗ cos(q3) ∗ sin(q1))/10− 3 ∗ cos(q1) ∗ cos(q3) + (cos(q2) ∗ cos(q5) ∗ sin(q1)∗
sin(q3))/5 + (cos(q1) ∗ cos(q4) ∗ sin(q3) ∗ sin(q5))/5 + (cos(q2) ∗ cos(q3) ∗ cos(q4)∗
sin(q1) ∗ sin(q5))/5

J(2, 4) =(sin(q5) ∗ (cos(q1) ∗ cos(q3) ∗ sin(q4) + cos(q4) ∗ sin(q1) ∗ sin(q2)− cos(q2) ∗ sin(q1)∗
sin(q3) ∗ sin(q4)))/5

J(2, 5) =(cos(q5) ∗ (cos(q4) ∗ (cos(q1) ∗ sin(q3− pi/2) + cos(q2) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q1))+
sin(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q4)))/5 + (sin(q5) ∗ (cos(q1) ∗ cos(q3− pi/2)− cos(q2) ∗ sin(q1)∗
sin(q3− pi/2)))/5

J(3, 2) =3 ∗ cos(q2) ∗ cos(q3) + (cos(q2) ∗ sin(q3))/10− (sin(q2) ∗ sin(q4) ∗ sin(q5))/5 + (cos(q2)∗
cos(q3) ∗ cos(q5))/5− (cos(q2) ∗ cos(q4) ∗ sin(q3) ∗ sin(q5))/5

J(3, 3) =− (sin(q2) ∗ (30 ∗ sin(q3)− cos(q3) + 2 ∗ cos(q5) ∗ sin(q3) + 2 ∗ cos(q3) ∗ cos(q4)∗
sin(q5)))/10

J(3, 4) =(sin(q5) ∗ (cos(q2) ∗ cos(q4) + sin(q2) ∗ sin(q3) ∗ sin(q4)))/5
J(3, 5) =(cos(q2) ∗ cos(q5) ∗ sin(q4))/5− (cos(q3) ∗ sin(q2) ∗ sin(q5))/5− (cos(q4) ∗ cos(q5)∗

sin(q2) ∗ sin(q3))/5
J(4, 2) =((sin(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (sin(q2) ∗ sin(q4) + cos(q2) ∗ cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2))− cos(q2)∗

sin(q5) ∗ sin(q3− pi/2))− cos(q6) ∗ (cos(q4) ∗ sin(q2)− cos(q2) ∗ cos(q3− pi/2)∗
sin(q4)))/(sin(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2))− cos(q5)∗
sin(q2) ∗ sin(q3− pi/2))− ((sin(q5) ∗ (sin(q2) ∗ sin(q4) + cos(q2) ∗ cos(q4)∗
cos(q3− pi/2)) + cos(q2) ∗ cos(q5) ∗ sin(q3− pi/2)) ∗ (sin(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q2)
∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2)) + sin(q2) ∗ sin(q5) ∗ sin(q3− pi/2))−
cos(q6) ∗ (cos(q2) ∗ cos(q4) + cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2) ∗ sin(q4))))/(sin(q5)∗
(cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2))− cos(q5) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3−
pi/2))2)/((sin(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2))+
sin(q2) ∗ sin(q5) ∗ sin(q3− pi/2))− cos(q6) ∗ (cos(q2) ∗ cos(q4) + cos(q3− pi/2)∗
sin(q2) ∗ sin(q4)))2/(sin(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2))−
cos(q5) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3− pi/2))2 + 1)
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J(4, 3) =− ((sin(q6) ∗ (cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2) ∗ sin(q5) + cos(q4) ∗ cos(q5) ∗ sin(q2)
∗ sin(q3− pi/2)) + cos(q6) ∗ sin(q2) ∗ sin(q4) ∗ sin(q3− pi/2))/(sin(q5) ∗ (cos(q2)∗
sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2))− cos(q5) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3− pi/2))+

((cos(q5) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2)− cos(q4) ∗ sin(q2) ∗ sin(q5) ∗ sin(q3− pi/2))∗
(sin(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2))+
sin(q2) ∗ sin(q5) ∗ sin(q3− pi/2))− cos(q6) ∗ (cos(q2) ∗ cos(q4) + cos(q3− pi/2)∗
sin(q2) ∗ sin(q4))))/(sin(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2))−
cos(q5) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3− pi/2))2)/((sin(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4)∗
cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2)) + sin(q2) ∗ sin(q5) ∗ sin(q3− pi/2))− cos(q6) ∗ (cos(q2)∗
cos(q4) + cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2) ∗ sin(q4)))2/(sin(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4)∗
cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2))− cos(q5) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3− pi/2))2 + 1)

J(4, 4) =− ((cos(q6) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2)) + cos(q5) ∗ sin(q6)∗
(cos(q2) ∗ cos(q4) + cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2) ∗ sin(q4)))/(sin(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)−
cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2))− cos(q5) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3− pi/2))− (sin(q5)∗
(sin(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2)) + sin(q2)∗
sin(q5) ∗ sin(q3− pi/2))− cos(q6)(cos(q2) ∗ cos(q4) + cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2)∗
sin(q4))) ∗ (cos(q2) ∗ cos(q4) + cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2) ∗ sin(q4)))/(sin(q5) ∗ (cos(q2)∗
sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2))− cos(q5) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3− pi/2))2)/

((sin(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2)) + sin(q2)∗
sin(q5) ∗ sin(q3− pi/2))− cos(q6) ∗ (cos(q2) ∗ cos(q4) + cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2)∗
sin(q4)))2/(sin(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2))− cos(q5)∗
sin(q2) ∗ sin(q3− pi/2))2 + 1)

J(4, 5) =(sin(q6) + ((cos(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2)) + sin(q2)∗
sin(q5) ∗ sin(q3− pi/2)) ∗ (sin(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4)∗
cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2)) + sin(q2) ∗ sin(q5) ∗ sin(q3− pi/2))− cos(q6) ∗ (cos(q2) ∗ cos(q4)
+ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2) ∗ sin(q4))))/(sin(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3
− pi/2) ∗ sin(q2))− cos(q5) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3− pi/2))2)/((sin(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q2)∗
sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2)) + sin(q2) ∗ sin(q5) ∗ sin(q3− pi/2))−
cos(q6) ∗ (cos(q2) ∗ cos(q4) + cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2) ∗ sin(q4)))2/(sin(q5) ∗ (cos(q2)∗
sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2))− cos(q5) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3− pi/2))2 + 1)
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J(4, 6) =− (cos(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2)) + sin(q2)∗
sin(q5) ∗ sin(q3− pi/2)) + sin(q6) ∗ (cos(q2) ∗ cos(q4) + cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2)∗
sin(q4)))/(((sin(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2))+
sin(q2) ∗ sin(q5) ∗ sin(q3− pi/2))− cos(q6) ∗ (cos(q2) ∗ cos(q4) + cos(q3− pi/2)∗
sin(q2) ∗ sin(q4)))2/(sin(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2))−
cos(q5) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3− pi/2))2 + 1) ∗ (sin(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3−
pi/2) ∗ sin(q2))− cos(q5) ∗ sin(q2) ∗ sin(q3− pi/2)))

J(6, 1) =1

J(6, 2) =((cos(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q2) ∗ sin(q1) ∗ sin(q4)− cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q1)∗
sin(q2)) + sin(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q5) ∗ sin(q3− pi/2)) + sin(q6) ∗ (cos(q2) ∗ cos(q4)∗
sin(q1) + cos(q3− pi/2) ∗ sin(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q4)))/(sin(q6) ∗ sin(q4) ∗ (sin(q1)∗
(sin(q3− pi/2)− cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ cos(q3− pi/2)) + cos(q1) ∗ cos(q4) ∗ sin(q2))
− cos(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q4) ∗ (sin(q1) ∗ sin(q3− pi/2)− cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ cos(q3−
pi/2))− cos(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q4)) + sin(q5) ∗ (cos(q3− pi/2) ∗ sin(q1) + cos(q1)∗
cos(q2) ∗ sin(q3− pi/2)))) + ((sin(q6) ∗ (sin(q4) ∗ (cos(q1) ∗ sin(q3− pi/2) + cos(q2)∗
cos(q3− pi/2) ∗ sin(q1))− cos(q4) ∗ sin(q1) ∗ sin(q2))− cos(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q4)∗
(cos(q1) ∗ sin(q3− pi/2) + cos(q2) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q1)) + sin(q1) ∗ sin(q2)∗
sin(q4)) + sin(q5) ∗ (cos(q1) ∗ cos(q3− pi/2)− cos(q2) ∗ sin(q1) ∗ sin(q3− pi/2))))∗
(sin(q6) ∗ (cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ cos(q4) + cos(q1) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q2) ∗ sin(q4))+
cos(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ sin(q4)− cos(q1) ∗ cos(q4) ∗ cos(q3− pi/2)∗
sin(q2)) + cos(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q5) ∗ sin(q3 − pi/2))))/(sin(q6) ∗ (sin(q4)∗
(sin(q1) ∗ sin(q3− pi/2)− cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ cos(q3− pi/2)) + cos(q1) ∗ cos(q4)∗
sin(q2))− cos(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q4) ∗ (sin(q1) ∗ sin(q3− pi/2)− cos(q1) ∗ cos(q2)∗
cos(q3− pi/2))− cos(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q4)) + sin(q5) ∗ (cos(q3− pi/2) ∗ sin(q1)+
cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ sin(q3− pi/2))))2)/((sin(q6) ∗ (sin(q4) ∗ (cos(q1) ∗ sin(q3−
pi/2) + cos(q2) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q1))− cos(q4) ∗ sin(q1) ∗ sin(q2))− cos(q6)∗
(cos(q5) ∗ (cos(q4) ∗ (cos(q1) ∗ sin(q3− pi/2) + cos(q2) ∗ cos(q3− pi/2) ∗ sin(q1))+
sin(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q4)) + sin(q5) ∗ (cos(q1) ∗ cos(q3− pi/2)− cos(q2) ∗ sin(q1)∗
sin(q3− pi/2))))2/(sin(q6) ∗ (sin(q4) ∗ (sin(q1) ∗ sin(q3− pi/2)− cos(q1) ∗ cos(q2)∗
cos(q3− pi/2)) + cos(q1) ∗ cos(q4) ∗ sin(q2))− cos(q6) ∗ (cos(q5) ∗ (cos(q4) ∗ (sin(q1)∗
sin(q3− pi/2)− cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ cos(q3− pi/2))− cos(q1) ∗ sin(q2) ∗ sin(q4))+
sin(q5) ∗ (cos(q3− pi/2) ∗ sin(q1) + cos(q1) ∗ cos(q2) ∗ sin(q3− pi/2))))2 + 1)

J(1, 6) =J(2, 6) = J(3, 1) = J(3, 6) = J(4, 1) = J(5, 1) = 0


