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Resumen

Disefio de controladores y observadores discretos para sistemas no
lineales

Publicacion No.

César Guerra Torres
Universidad Autonoma de Nuevo Ledn
Facultad de Ingenieria Mecanica y Eléctrica
Profesor Asesor: Dr. Jesus de Leon Morales
Noviembre, 2001.

En este trabajo se presenta un estudio relacionado con el disefio de controladores y observadores
para una clase de sistemas no lineales en tiempo discreto. Esto es motivado gracias a los avances
alcanzados tanto en electronica digital como computacional. Mientras que por el lado tedrico, éste
es un tema de investigacion actual,

Existen en la literatura varios resultados para sistemas no lineales de tiempo discreto y la mayoria
de estos modelos discretos se obtienen medhante el proceso de discretizacion de un modelo continuo.
Aunque son diversas las técnicas para discretizar un sistema continuo, en este trabajo se hara enfasis
a la discretizacion tipo Euler hacia adelante (Euler forward).

Por otro lado, existen diversas técnicas de disefio de controladores y observadores para sistemas
no lineales en tiempo continuo. Sin embargo, estas técnicas no se pueden extender de la misma
manera para el caso discreto. Por tal motivo, es importante desarrollar nuevas estrategias de control
y observacion para la clase de sistemas discretos. En esta tesis se proponen estrategias de control
y de observacion para la clase de sistemas no lineales discretizados mediante fa aproximacion de
Euler

Ademas, los esquemas de control y observacion propuestos son aplicados a un modelo de
un generador sincrono conectado a una barra (bus) infinita, para ilustrar su eficiencia mediante

resultados en simulacion.
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Capitulo 1
Introduccion

1.1 Antecedentes

El uso de herramientas que faciliten ¢l trabajo en la industria ha sido desde hace tiempo una
de las preocupaciones principales, tal es el caso de los sistemas de control en donde el interés por
disefiar controles mas eficientes con el fin de facilitar més los procesos industriales y mejorar la
calidad del producto aumenta considerablemente.

El modelado de un sistema dindmico es una herramienta de suma importancia en el estudio y
analisis de sistemas de control, ya que permite comprender el comportamiento de un sistema a
través de simulaciones, que permitiran posteriormente el disefio de prototipos.

Las primeras aportaciones en el estudio de sistemas de control fueron aplicadas en el analisis
de sistemas lineales en tiempo continuo, dentro de los que destacan: a) métodos de la respuesta a
la frecuencia desarrollados a principios del siglo XX; v b) el método del lugar geométrico de las
raices desarrollado por Evans en la década de los cuarenta.

A mediados del siglo XIX se desarroll6 un procedimiento matematico que permite descomponer
una ecuacidn diferencial de orden 7, en un sistema de » ecuaciones diferenciales de primer orden ,
lo cual facilitaba la solucidn, dando lugar al concepto de variables de estado.

Los métodos de andlisis y disefio para sistemas no lineales han adquirido un interés especial
puesto que la mayoria de los sistemas fisicos tienen un comportamiento no lineal.

Por otra parte, el estudio de la estabilidad para sistemas no lineales ha sido un problema que
continua abierto, ya que no existe una metodologia general que se pueda aplicar a todos los sistemas
no-lineales. En 1892, A.M. Lyapunov, Ingeniero y Matematico Ruso, propuso un nuevo enfoque
para el anélisis de la estabilidad de sistemas no lineales.

Con esta nueva herramienta, se desarrollaron nuevos métodos y técnicas tanto para el disefio de

controladores como para el de observadores no lineales, que hoy en dia se siguen explorando.



1.2 Motivacion

En los afios recientes y gracias al desarrdllo tecnologico, se ha incrementado el uso de
controladores digitales en sistemas de control para imejorar el desempefio de los procesos.

Diversos métodos han sido empleados para el disefio de controles y observadores para sistemas
no lineales en tiempo continuo. Sin embargo, al implementar estas técnicas de control con la
tecnologia digital, es necesario trabajar con una representacién de dicho sistema en tiempo discreto.

Por tal motivo, es necesario desarrollar nuevas estrategias para ¢l disefio de controladores y
observadores para sistemas no lineales discretos.

Existen en la literatura varios resultados sobre el disefic de controladores y observadores
para sistemas no lineales discretos, por ¢jemplo, en [4] se presenta una técnica de control por
retroalimentacién de estado, en [2] se presenta el problema de linealizacién por retroalimentacién
de estado en sistemas discretos, [12] presenta una técnica de observacion para una clase de sistemas
no lineales discretos.

En este trabajo se presentan las herramientas y condiciones necesarias para transformar un
sistema no lineal discreto en otro parcialmente lineal, posteriormente, basado en este modelo se
propone una técnica de control y otra de observador para estabilizar el sistema.

Con el fin de hacer un analisis comparativo, ademas, se muestran las técnicas de control y de
observacién propuestas en [11].

Diversos temas relacionados con el control de sistemas no lineales discretos son considerados,
tales como la discretizacidn de modelos, periodo de muestreo, andlisis de estabilidad, los cuales

requieren de un tratamiento diferente al caso continuo.



1.3 Planteamiento del problema de estudio

En este trabajo se considerara una aproximacion tipo Euler de un sistema no lineal continuo para
obtener un modelo discreto del mismo ya que es cominmente empleado como’un primer intento ¢n
la modelacion de sistemas ne lineales discretos.

A partir de los modelos no lincales discretizados se desarrollaran algunas estrategias de disefio
y contruccién de controladores y observadores.

En lo que respecta al disefio de controladores, se propone una técnica de control basada en una
transformacion de coordenadas y un disefio de un control de retroalimentacién y estabilizacion.
Ademas se muestran los resultados de [11], basado en transformaciones de similitud, 1a cuél permite
construir un controlador simple para la clase de sistemas no lineales discretos considerados.

Puesto que todos estos algoritmos de control requieren de toda la informacién de las componentes
del vector de estado para poderse implementar, es necesario disefiar observadores para estimar las
componentes del vector que no son medibles. En cste trabajo se presenta el disefio de observadores
no lineales discretos. Ademas, se presenta un analisis de la convergencia de dichos observadores.

Para ilustrar la eficiencia de los esquemas de control y de observacién, se empleara un modelo
de un generador sincrono conectado a una barra (bus) infinita(o) representado en un circuito
equivalente de Thevenin, cuyo objetivo sera controlar el angulo del rotor.

Resultados en simulacién seran presentados para mostrar la eficiencia de los controladores y de

los observadores.

1.4 Organizacion y alcances del trabajo

El contenido de cste trabajo esté organizado de la siguiente forma:

En el capitulo 2 se introducen una serie de conceptos basicos para la formulacion de los diferentes
problemas que seran planieados en este trabajo. En el capitulo 3 se dan algunos conceptos y
resultados relacionados con la estabilidad de los sistemnas no lincales discretos.

En el capitulo 4 se dan los esquemas de control para una clase de sistemas no lineales

discretizados mediente la aproximacién de Euler.
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En el capitulo 5 se dan los algoritmos para el disefio de observadores para una clase de sistemas
no lineales discretizados mediante la aproximacion de Euler.

Posteriormente, en el capitulo 6, se emplearén las técnicas de control y de observacidn vistas en
los capitulos 4 y 5 para estabilizar €l angulo del rotor de un generador sincrono conectado a una

barra infinita,

Por dltimo, en el capitulo 7, se daran las conclusiones de este trabajo, las recomendaciones, asi

como los trabajos futuros.



Capitulo 2
Preliminares

2.1 Preliminares matematicos

En este capitulo se introducen una serie de conceptos bésicos necesarios para la formulacién
tedrica de los sistemas no lineales en tiempo discreto que se emplearan en este trabajo. Ademas,
se presentara un panorama de los metodos més usados para la discretizacién: Euler hacia adelante,

Euler hacia atras asi como ¢l trapezoidal (Euler's forward, Euler's backward y Trapezoidal).
2.1.1 Funciones, funcién composicion [9]

Scan S y 7', dos conjnntos cualesquiera, una funcién o aplicacion f : S — 7" es una regla
que asigna cada elemento de s € S un unico elemento ¢ € 7. Una funcién f se dice que es
suprayectiva, o sobre si para todo ¢t € T es imagen bajo f de algin ¢ € S; y es inyectiva o uno a
uno si para s; # sy en S, f(s1) # f(s2) enT. Si f : § — T es suprayectiva e inyectiva entonces

se dice que es biyectiva.

Definicion 2.1 Sig : S — Ty f : T — U, entonces la funcion composicién (o funcion
compuesta) denotada por f o g es la aplicacién f o g : § — U definida mediante (f o g) (s) =
f(g(s)) paratodos € S.

Algunas propiedades importantes de la funcién composicién son:

() Sih:S—>T,9:T—>Uyf:U— V,entonces fo(goh)=(fog)oh.

(2) Sig: 8 =T, f:T — U son biyectivas, entonces f o g : § — U también es biyectiva.

(3) Si f : S — T es una biyeccién, entonces f o f~! = i; y f o f = i,, donde %, ¥ i; son las
aplicaciones identidad de Sy T, respectivamente,

2.1.2  Espacio Euclidiano y Espacio Vectorial

Definicion 2.2 ([8], pp. 58). Un Espacie Euclidiano, denotado por R™, consiste en un conjunto

de vectores de dimension n, © = col(xy, ..., ) donde 1, . . . £, Son niimeros reales. Un Espacio

5



Fuclidiano de dimension 1 estd compuesto por todos los numeros reales y se denota por R.

Definicion 2.3 ([14], pp. 7). Un espacio vectorial X es un conjunto de elementos llamados
vectores junto con dos operaciones fundamentales

o Vx,ycX z+yeX,
e Vx e XyVYaeR oax € X,

ademds, cumple con los siguientes axiomas:

D z+y=y+z,

Q) (z+y)+z=2+y+2),

(3) Existe un elemento nulo fen X talquez + 8 =z, ¥z € X

D VaeRyVz,ye X, alz +y) =z -+ ay,

(5) Va,BeRyVz e X, (a+ f)z = az + Sz,

(6) Va,p € RyVz € X, (aff)z = o Bx),

(7) 0z =0, lz=r=.

El conjunto de los nimeros reales R es un Espacio Vectorial ya que cumple con las dos

propicdades fundamentales y los axiomas. Una extensién del ejemplo anterior es el conjunto R™.
Seanz,y € R”, donde, 2 = (21,...,Z,) Yy = (Y1,.-.,¥n) Y seael vectornulo 8 = (0,...,0). La

operacién z + y define un vector en R™, es evidente que si « es un cscalar a2 también pertenece a

R™. Los axiomas en la definicién se cumplen para R™.

2.1.3 Espacio lineal normado

Definicion 2.4 ([14), pp. 7). Un Espacio lineal normado en R™ es un par ordenado (X, ||-||) donde

X es un espacio vectorial lineal, y ||arg|| : X — R es una funcional que cumple con los siguientes

axiomas:
(@) |z|| = 0, vz € X, |z]| =0 <=z =0.
®) llez| = laf |, vzeX, VaeR
© llz+yl < lzll + [lyll, Vz,y € X.

En un espacio Euclidiano R? y R? la norma ||arg|| es una generalizacion de la longitud de un
vector. Es bien conocido que si z € R”, la norma mas usada es precisamente la norma Euclidiana

definida por:



oy = (2124 Jza?)" = (a72) "

Todas las normas — p (p = 1,2, ...00) son equivalentes en el sentido de que si ||/, ¥ [|-ll5 son

dos normas — p diferentes, entonces existen unas constantes positivas ¢, y ¢g tales que
allly <lls <elll, VrcR®

2.1.4 Normas inducidas (3]

Sean z ¢ R™ y A € R**"™ una matriz que define el mapeo lineal y = Az, desde R™ aR™ I

norma p inducida de A es definida como

Az
|| Az||, ax | Asl],

All. =su =
|| All, = sup e

donde sup y max significan el supremo y el méximo, respectivamente. Para p = 1,2, c© la norma
inducida de A es
= 1/2 =
Al = maxd lassl, 1Al = P (ATA)]T, (1Al = max o]
i=1 3=1
Algunas propiedades de las normas — p inducidas para p = 1,2, oo son:

|ABIl, < | Al | Bll,, VA,B R
4Bl = sup (Il45])

[Ayll, < 1Al lyll, ¥A € R™*", vy c R
IABz|, < ([All, [ Bll,ll<l, ¥A,BeR™, VzecR

2.2 Discretizacion [15]

El proceso de discretizacion consiste en la aproximacién numcérica de una ecuacion diferencial, -
dando lugar a una ecuacion en diferencias.

Existen basicamente dos métodos de aproximacién: integracion numérica y diferenciacion
numeérica.

El método més empleado ¢s la diferenciacién numérica, debido a que los errores que se cometen

durante el intervalo de muestreo tienden a desaparecer. Este método consiste en dividir ¢l intervalo



de integracidn en varios subintervalos de amplitud 7 de tal manera que la contribucion de cada

“rectangulo” se aproxima a la evaluacion de la integral (figura 2.1).

oft)

B T 2t 3t
{c)

Tt 2t 3t (kN kt
(@)

Figura 2.1. Aprozimacién usando (a) Euler hacia adelante,
(b) Euler hacia atrasy (c) Trapezoidal

Considere la siguiente ecuacion diferencial

& _

= 2.1
= elt) 1)
Integrando ambos lados de la ecuacién se tiene
t
£0) = 5t) + [ ettja @2)
to

Para cada muestra de tamafio ¢t = k7, & = 0,1,2,...n, y durante un intervalo t, = kr a

t = k7 + 7, la solucidn de (2.2} est4 dada por

k4T

flkr +71) = flkT) + / e(t)dt (2.3)

kr
Ahora bien, existen diferentes métodos para aproximar la integral para cada intervalo 7, los

cuales se mencionan a continuacion,

2.2.1 Método de Euler hacia adelante

Una aproximacion de 1a integral en la ecuacion (2.3) es una constante que se obtiene al determinar
¢l valor del area de cada subintervalo tomando el punto izquierde del “rectngulo” multiplicado por

el periodo de muestreo, esto es

flkr +7) = f(k7) + Te(kT) (2.4



2.2.2 Meétodo de Euler hacia atras

Ahora bien, este método se procede de igual manera que en el método anterior, solo que el valor
de la integral se obtiene tomando del punto del lado derecho del rectangulo. A este metodo se le

conoce como Euler hacia atras, cuya ecuacion esta definida por
flkr+ 1) = flkr)+7e(kT + 7) (2.5)

2.2.3 Método Trapezoidal

Los métodos anteriores son conocidos como métodos rectangulares, debido a que durante el
intervalo de muestreo, el area bajo la curva equivale a una aproximacion rectangular, a estos
métodos también se les conoce como métodos de primer orden .

Por otra parte, una mejor aproximacién es aquella que toma en cuenta la regla trapezoidal en la

integracidn, cuya expresion csta dada por
fllr + 1) = f(k7) + % le(kT) + e(kT + 7)]

Este método es conocido como de segundo orden.,
Sin perdida de generalidad, en este trabajo se empleara la siguiente notacién para describir el

tiempo entre muestras, k = kT y k + 1 = (k + 1)7, para 7 fijo.

2.3 Ecuaciones en diferencias [9]

Una ecuacién que relaciona una funcion (k) con sus evaluaciones u(k+1), u(k+2),. .. u{k+n)
se le conoce como ecuacion en diferencias. Una ecuacion en diferencias es andloga a una ecuacién
diferencial, solo que la primera es utilizada para describir el comportamiento dindmico de sistemas
discretos,

De manera similar al caso continuo, se define el operador andlogo a la derivada (vea 3], p. 36, 37

y [16]), el cual llamaremos la diferencia D (o diferencia finita) ¥ que se define como

Du(k) = u(k + 1) (2.6)
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En cambio, el operador en diferencias A se define como
Au(k) =ulk + 1) — u(k) 2.7)

Supongames que una funcién u(k) estd definida para todos los enteros no negativos. Si
los valores de u(k) &k = 0,2,... sc ordenan de la forma «(0), u(1}, u(2),..., entonces a
este ordenamiento se le llama sucesién. En términos generales, si la sucesién {u(k)} aumenta
progresivamente, es decir, u{k + 1) > u(k), para toda k, entonces se llama susecién monétona
estrictamente creciente. Si los términos disminuyen, es decir, u(k + 1) < u(k), entonces s¢ le
llama susecién monétoma estrictamente decreciente.

Por otro lado, en algunos casos ¢s posible resolver una ecuacion en diferencias. Un gjemplo de

una ecuacién en diferencias cuya solucién serd usada posteriormente es
u(k + 1) = au(k) (2.8)
donde ¢ es una constante, si kg = 0, entonces una solucién de esta ecuacion en diferencias es
u(k) = ca®, ¢ = u(0). (2.9)
Es facil probar que (2.9) ¢s una solucion de (2.8). Sea u(k + 1) = ca**1, por lo tanto
u(k + 1) = ca’a = au(k).
si ky ## 0 entonces, una solucién es

ulky + k) = u(ko)a®, u(ky) = ca®.

2.4 Conclusiones

En e¢ste capitulo se introduyjeron una serie de conceptos matematicos necesarios para la
comprension de los capitulos posteriores.

Se presentaron algunos métodos de discretizacién frecuentemente empleados, entre los cuales
destaca la discretizacidn tipo Euler hacia adelante, el cual sera empleado en la discretizacion de
los sistemas no lineales continuos que seran considerados en este trabajo. Esto se debe a que cste

método ofrece una buena aproximacion y la facilidad de uso.



Capitulo 3
Estabilidad en sistemas discretos no lineales

3.1 Introduccion

En este capitulo se presentan los conceptos fundamentales del analisis de estabilidad de sistemas
dinadmicos no lineales discretos, los cuales seran aplicados en capitulos posteriores.

Uno de los métodos méas empleados para el analisis de estabilidad es conocido como ¢l método
de Lyapunov expuesto en 1892 por A.M. Lyapunov. La estabilidad en el sentido de Lyapunov
esta relacionada con el comportamiento de las trayectorias de un sistema cuando su estado inicial
se encuentra cerca del equilibrio. Desde un punto de vista practico ésto es de gran importancia
va que el efecto de las perturbaciones externas e incertidumbres, tales como ruido, errores en los

componentes, etc., las cuales siempre se encuentran presentes, mueven al sistema del equilibrio.

3.2 Sistemas discretos no lineales [4)

Considere primero €l sistema no lineal en tiempo discreto representado por:
z(k+1) = f (ko (k) ,u (k) (3.1)

donde k € Z, indica el tiempo discreto, x (k) € R™ es el vector de estados, u (k) € R™ representa
laentraday f : Z, x R® x R™ - R" es una funcién analitica.

Sea U = {u:Z,— Rm} y uf, la restriccién de ual intervalo [k, k). Una funcién
p(k ko, o, w) : Zp x Z. x B* x U — R" se dice que es la solucién de (3.1) si
a(k) = p(k, ko, zq,ul ) satisface esta ecwacion y si z (ko) = p(ko, ko, 2o, u(ko)); es decir,

p(k + 1, ko, zg,uk ) = f (k, p (K, ko, @0, uk,) s (R)).

11
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A continuacién se introducen las siguientes definiciones.

Definicién 3.1 E! sistema (3.1) se dice que es auténomo si la funcion f (k,x (k),u(k)) no

depende explicitamente de k, y es no auténomo en caso contrario.

Definicién 3.2 EI sistema mostrado en (3.1) se conoce como forzado, es deciry que tiene una

entrada. Por el contrario, el sistema definido por
z(k+1) = f{kz(k)) (32)

se le conoce como no forzado.

Definicion 3.3 . Un vector z¢p € R" es un punto de equilibrio en el tiempo kg € Z | del sistema
(3.2) si
f (k,ﬂ.’-o) =Ty vk = k‘o
es deciy si zq es un punto fijo del mapeo f paratoda k > (.
Definicion 3.4 . Un punto de equilibrio x del sistema (3.2) en el tiempo ky se dice que es aislado

si existe una vecindad Bde 5o € R™ tal que B no tiene otro punto de equilibrio de (3.2) en el

tiempo kq.

3.3 Estabilidad en sisternas no auténomos [14]

Ahora se presentan conceptos relacionados sobre la estabilidad de sistemas no lineales discretos

no auténomos.

Considere el siguiente sistema discreto ne lineal no auténomo

w(k+1) = f(k,z (k). (3.3)

Definicion 3.5 El equilibrio x (k) = 0 del sistema (3.3) es estable si para cada € > 0y para cada

ko > 0, existe un 6 (¢, ko) tal que

le(ko) | < & (e, ko) = lIp (k, koy o)l < €, Wk > ko.
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y es uniformemente estable si para cada € > 0 existe un 6 (€) tal que

lz(ko)|| < 6(e), ko>0=|p(k, ko,za)| <€, Vk > ko. (3.4)

De acuerdo con esta definicion, el equilibrio = (k) = 0 es estable si al determinar apriori una
cota & (e, ko) para la norma de la condicidn inicial z(ky), toda solucidn partiendo en el instante dado
ko desde un estado inicial dentro de la bola de radio § (&, kq), permaneceré siempre dentro de la bola

de radio ¢ en todo tiempo discreto k > k.

Definicion 3.6 £l equilibrio x (k) = 0 del sistema (3.3) es atractor si para cada ky > 0, existe

un 7 (ko) tal que
|z(k0)|| < 7 (ko) == ||p (ko + k, ko, z0)|| — 0 a medida que k — oo,
v es uniformemente atractor si existe un n > 0 tal que
lz(ko)|| < n == |Ip (ko + k, ko, mo)[| — 0, & — oc.
o bién, si existe un 1 > 0 tal que para cada € > () existe un m = m (¢) tal que
le(ko)ll <n, ko> 0= |Ip(ko + k ko,ao) | < e, ¥k >m(e).

Vale la pena mencionar que la atractividad y la estabilidad de un equilibrio son propiedades

independientes; es decir, un punto puede ser atractor sin ser estable ya que existen puntos de

equilibrio inestables.

Definicion 3.7 El equilibrio z (k) = 0 del sistema (3.3) es asintoticamente estable si es estable
v atractor, es uniformemente asintoticamente estable si es uniformemente estable y uniformemente

atractor

Definicion 3.8 E! equilibrio = (k) = 0 del sistema (3.3) es exponencialmente estable si existen

constantes n,a > 0y p < 1 tal que
le(ko)ll <n, ko= 0= |p(ko+k, ko, z0)|| < a|z(ko)|| ¥, V&= 0.

La estabilidad exponencial es una propicdad mas fuerte que la estabilidad asintética uniforme.
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Los conceptos de estabilidad arriba establecidos pueden ser definidos en términos de unas

funciones llamadas funciones de clase K y clase L.

Definicion 3.9 Una funcion ¢ : Ry — Ry es de clase K si ¢ (0) = 0, es analitica y estrictamente
creciente. Es de clase L si ¢ (0) < 00, ¢ (s) — 0 amedida que s — oo, es analitica y estrictamente

decreciente.

Nota 3.1 Si ¢ (r) es una funcion no decreciente y positiva entonces existe una funcion o(r) de
clase K tal que ofr) < ¢ (v) ¥r ([14], p.147). Ademds, si ar) es una funcion de clase K, o (r)
también es de clase K ([8], p.136).

Teorema 3.1 ([4], pp.16 — 17) El punto de equilibrio (k) = Odel sistema (3.3) es
uniformemente estable si y solo si existe una funcién ¢ de clase K y una constante ¢ > 0

independiende de k tales que
(B < e llz(ko)l), VEZ=k >0, Vlz(k)| <ec. (3.5)

x (k) = 0 es uniforme y asintéticamente estable si existe una funcion  de clase Ky una funcion

o de clase L y una constante c independiente de kg tales que

lz(B)ll < @ (z(ko)l]) o (k — Ko}, Yk 2 ka 20, Vz(ko)l| <e

3.4 Estabilidad en el sentido de Lyapunov.

El analisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov se puede llevar a cabo mediante dos
métodos conocidos como el primer método y segundo método; ambos se aplican para determinar
la estabilidad de los sistemas dinamicos descritos por ecuaciones diferenciales o en diferencias, que
s nuestro caso.

El primer método, se basa en las formas explicitas de las soluciones de las ecuaciones
diferenciales o en diferencias. Por otra parte, en el segundo método, no requiere de las soluciones

de las ecuaciones diferenciales o en diferencias, por lo que resulta méas 1til en la practica, por lo
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tanto, en esta seccion se hablara exclusivamente de este método.

El segundo método de Lyapunoy, también conocido como método directo esta basado en que la
estabilidad del punto de equilibrio esta relacionada con la energia del sistema.

Puesto que el concepto energia estd muy relacionado con ciertos sistemas para los cuales es
posible determinarla, entonces, una forma de extender este concepto de energia para sistemas no
lineales generales, fue introducida por Lyapunov, quien propuso el concepto que ahora se conoce
como funcion de Lyapunov. Sin embargo, no existe una forma simple de determinar esta funcién
para cualesquier sistema no lineal.

A continuacidn, se presenta un resumen del método directo de Lyapunov para el anélisis de
estabilidad de sistemas no lineales en tiempo discreto, las pruebas de los siguientes teoremas se
hicieron partiendo de una analogia con el caso continuo.

Considere nuevamente ¢l sistema no lineal discreto y no auténomo.
z(k+1) = f(kz (k) (3.6)

Ademas, considere que el sistema (3.6) cumple con las siguientes suposiciones:

(1) Elorigen x(k) = 0 es un punto de equilibrio; es decir, f(k,0) = 0 paratoda k > k.

(2) Existe una constante r > 0y para 7 > 0 tal que, para toda condicién inicial (kg,zp) € B,
existe una solucién p (k, ko, To, u’gu) para toda & > kg.

(3) f(k,-) es analitica para toda k en ¢l dominio de interés.

Abhora se introducen las siguientes definiciones.

Definicion 3.10 Una funcion V : Z, X R™ — R es llamada localmente definida positiva ( fldp)

si V(k,0) = 0Vk > kgy si existe una constante v > 0y una funcion o de clase K tal que
Vika(k) > a(lz®]), YE>0,  Va(k) € B (3.7)
V' es decreciente si existe una funcién 3 de clase K y una constante r > 0 tal que
Vik,z(k) < 8(|z(B)), V=0, Vak) e B, (3.8)
en donde el operador en diferencias AV (k,z(k)) es

AV (k,z(k)) = V(k + 1,k + 1)) — V{k,z(k)) (3.9)
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Auxiliandose de estas definiciones a continuacion se¢ presentan algunos Teoremas relacionados

con la estabilidad en el sentido de Lyapunov.

Teorema 3.2 El equilibrio x = 0 del sistema (3.6) es estable si existe una funcion V : Z, x R* —

R y una constante r > () tal que
V{k,z(k)) es una fldp
o AV(k,z(k)) <0, vk > 0, Yz (k) € B,

Y es asintoticamente estable si ademds
o AV(k,z(k)) <0, Yk >0, vz(k) € B

Prueba ( Estabilidad simple)

Si V(k,z(k)) es una fldp entonces por la definicién 3.10, existe una funcién « de clase K y una

constante s > 0 tal que

a(z®)) < Vk,a(k),  Va(k) € B,

Para probar que el equilibrio es estable es necesario demostrar que para todo ¢ > 0 podemos
encontrar un § = & (¢, ko) tal que (3.4) se cumpla. Dado un € y un ky se elije ¢; = min {¢,r, s} y

un ¢ > 0 tal que

sup V(k,2(k)) 2 B (ko, 6) < a (1)
(k) <6

§ siempre puede ser encontrado ya que a (e1) > 0y 3 (ko, &) — 0 cuando 6 — 0.

Vik.x(k)
o (i)
(44 (€1 )

8([‘0!6] /

|

5 € I

Figura 3.1 Definicion de V(k, m(k‘)) ¥ a( ”.L” )
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Para demostrar que lo anterior cumple con (3.4) suponga ||z (ko) || < 8, entonces Vi(k,z(ko)) <
B (ko,8) < a(e;) (ver figura 3.1), como AV (k, z(k)) < 0 entonces ||z(k)|| <8y

Vik,z(k)) < Vik,z(k)) < ale), k> kg
por la definicién
Vik,z(k)) = a{l|lz(k]])

De lo anterior resulta que a{||z(k)||) < a(&), entonces «(-) es estrictamente creciente.
Ademés, esto implica que ||z(k)|| < €1. De la figura 3.1se observa que § < ¢; < ¢, por lo tanto
(k)| < e

Teorema 3.3 E! equilibrio x = 0 del sistema (3.6) es exponencialmente estable si existe una

funcion V : Z, x R* — R y constantes posiiivas ¢i, cg, €3, Py 7 tales que

o o llz(B)|” < Vk,z(k)) < calle(®)]
o AV(k,z(k)) < —c3||z(B)|, Yk > 0, Vz{k) € B,.

Prueba
Defina;

o3 <+

Suponga que zq € B,. Sea z(t) la solucién de (3.6), por lo tanto, si V(k, z(k)) < e ||z(k)|7,
se tiene que —csV (k,z(k)) > —cocs||z(k)||”. Ademas, como AV (k,z(k)) < —c3|z(k}|?,

entonces,

—csV(k,z(k)) = —cacs|jw(k)|P 2 AV (k, z(k))

AV(k,a(k) < -ZV(ka(k)
Vik+1Lak+1) < (1-2—2) V(k, z(k))

Esta Gltima ecuacidn, representa una ecuacion en diferencias de la forma (2.8), la cual tiene
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como solucion

V (ko + ka4 ) < V(i o) (1- —3)

como V' (ko; z(ko)) < cz ||lz(ko) " y ey [lz(ko + B} < V(Ko + &, (ko + k)), se tiene

k
C
e |z(ko + K| < e |a(ko) [P (1 _ C_a)
2

de donde
1/p k
¢ c C
(ko +R)I| < = (1 - —3) (ko) (1 - —3)
1 Ca

Co

) . l/p
Por lo tanto, si se tiene que @ 4 ﬁf (1 — %3) >0,p2 (1 — %;";) < 1y ez < ¢y, finalmente se

obtiene
lz(ko + K)|| < allz(ko)ll p*, a>0,p<1

que es precisamente la definicién de estabilidad exponencial.

3.5 Conclusiones

En este capitulo se introdujeron conceptos basicos sobre los sistemas no lineales en tiempo
discreto, ademas se presentaron algunos conceptos scbre la estabilidad de dischos sistemas y que
posteriormente seran usados en ¢l disefio de controladores y observadores

Un andlisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov para sistemas no lincales discretos fue
dado, se demostraron los teoremas de estabilidad simple y estabilidad exponencial basandose en la

metodologia expuesta en [14] para el caso de sistemas continuos.



Capitulo 4
Disefio de controladores discretos para sistemas no
lineales

4.1 Introduccion

En este capitulo se presentaran algoritmos de control para una clase de sistemas no lineales
discretos mediante la aproximacién de Euler.

Existen resultados bien establecidos para sistemas discretos lineales {19], [10], sin embargo
el disefio de controladores discretos para sistemas no lineales es un problema abierto, algunos
resultados ya han sido expuestos, por ¢jemplo, en [4] se plantea el problema de linealizacién
via retroalimentacion de estado, en donde bajo ciertas hipdtesis una clase de sistemas no lineales
discretos puede ser transformados a una forma parcialmente lineal llamada forma controlador de
Brunovsky, ademéas, demuestra la existencia de un control no lineal discreto capaz de linealizar y
estabilizar el sistema.

Por otro lado, en [2] se plantea el problema de linealizacién desde un enfoque algebraico basado
en la introduccién de un conjunto finito de campos vectoriales candnicos independientes de las
variables de control.

En [12] se presentan algunos algoritmos para ¢l disefic de un control y de un observador basado
en transformaciones de similitud y aplicado a una clase de sistemas no lineales.

A diferencia de los sistemas continuos, en €l disefio de controladores y observadores discretos
hay que considerar el periodo de muestreo, ya que este influye en el disefio de estos y en sus
propiedades de convergencia.

En este capitulo se presentan técnicas de control de alta ganancia aplicadas a una clase de sistemas
no lineales discretos. En una de estas técnicas se considera ¢l modelo discretizado mediante la
aproximacién de Euler de un sistema ¢n la forma controlador de Brunovsky, Ademads, un control

de alta ganancia que linealiza y estabiliza al sistema es propuesio.

19
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Por otra parte, se presenta un control aplicado a una clase de sistemas no lineales discretos y se

obtiene mediante un procedimiento basado en transformaciones de similitud.

4.2 Planteamiento del problema

Lametodologia a seguir para el disefio de controladores que seran vistos en este capitulo se puede

analizar en la figura 4.1

— Zp1p,
2NLCH =W, ZpLp,
.
Degl £=¥ix) ) 7
—EL YiNLD - 2p1p,
s=T(x)
2NLD,

Fig 4.1 Planteamiento del problema de control

Considere primero un sistema no lineal continuo y auténomo X ¢ definido por las ecuaciones

Supe:d flz) + glz)u @
y="h(z)=Cr
donde z € R™ es el vector de estados; u € R ¢y € IR representan la entrada y salida,
respectivamente; f ¥ g, son campos vectoriales cuyas componentes son funciones analiticas.
Usando la discretizacién tipo Euler hacia adelante, con un periodo de muestreo 7, el sistema
(4.1) puede ser discretizado de la siguiente forma.
z(k +1) = z(k) + 7 [f(@(k)) + g(z (k) Ju(k)]
y(k) = h(z(k}) = Cz(k)

En [4] se presenta una transformacién 7 : U/ — R™ de manera que z = T'(z(k)) define un

YN 4.2)

cambio de coordenadas alrededor del punto de equilibrio, de tal forma que el sistema (4.2) puede
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ser representado en nuevas coordenadas z(k) como

z(k+1) = Az(k) + B [a(2(k), 7) + B(z(k), T)u(k)]
Yprpst (4.3)
y(k) = h(z(k)) = Cz(k)
donde las matrices A y B estan en la forma controlador de Bruniovsky.
Por otro lado, en [17] se define un cambio de coordenadas ¢ = T'(z) con 7" : Uy — R™, tal que
¢l sistema no lingal y continuo (4.1) puede ser transformado en uno parcialmente lineal y continuo

definido por las ecuaciones

¢= A+ B (v(s) + p(s)u)
YpLo: (4.4)
y=h{c) = Cs
donde las matrices A y B estan en la forma controlador de Brunovsky.
Usando la discretizacion tipe Euler hacia adelante, con un periodo de muestreo 7, ¢l sistema

(4.4) puede ser representado por un conjunto de ecuaciones discretas de la forma

Sy - s(k+1) = Ars(k) + By(s(k), 7) + (s (k), T)u(k)] 45)
y = h(s(k)) = Ce(k)
donde A, = I, + TA.

Aunque en [17] para el caso continuo y en [4] para el caso discreto se definen transformaciones
que convierten un sistema no lineal en uno de la forma controlador de Brunovsky, al analizar las
ecuaciones (4.2) y (4.5) se pueden observar resultados diferentes al discretizar y luego transformar
con respecto a transformar y luego discretizar.

En este capitulo se propone un difeomorfismo T : U — R™ tal que £ = T () defina un cambio

de coordenadas alrededor del origen de modo ¢l que sistema no lineal discreto (4.2) puede ser

representado como

E(k +1) = AL(k) + +B[a(l(k),7) + B(E(), T)u(k)]
Yprps: (4.6)
y(k) = h{{(K))
Es impotante sefialar que el sistema (4.6} es un modelo aproximado al sistema (4.5), ésto se
demostrara durante el desarrollo del capitulo.

Por otro lado, se propone una transformacién que convierte el sistema (4.3) en (4.6).
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El estudio anterior se debe a que €l algontmo de control propuesto se aplica a la clase de sistema

de la forma {4.6)
4.3 Preliminares y definicicuies

4.3.1 Grado relative [4]
Considere el sistema discreto no lineal auténomo
k+1) = flzk),u(k)) 4.7)
y(k) = h{z(k))

donde z(k) € R™ es el estado; u(k) € U C Re y(k) € Y C R representan la entrada y salida,
respectivamente; f : X x /' — X es una funcion analitica, & : X — Y también es analitica.

Sea z° el punto de equilibrio del sistema (4.7), cuando u = 0, es decir, f(z%0) = z° Sin
pérdida de generalidad se puede suponer que z° = 0y que A(z®) = 0. Se denotara por f; al mapeo

F(-,0): X — X ypor f] la j — ésima composicion de f, consigo misma.

Definicion 4.1 (Grado relativa). Se dice que el sistema (4.7) es de grado relativo dg si ¥ (z,u) €
O C R"" xR un conjunto abierto y denso de R™ x Ry que contiene al punto de equilibrio, si para
todo (x,u) € O
9
M
o

%[hOf(‘fUOf(:c,u)] # 0

donde ho f (-) denota la composicicn, es decir ho f(-) = h(f(-)) ¥ f¥ denota la k— ésima iteracion

(hofiof@uw)] = 0 0<k< dy

CONSigo misma.

Si el niimero (do + 1) existe, éste determina el retraso inherente entre la entrada y la salida, ésto
significa que dado un estado inicial arbitrario 2(0), no se puede apreciar la entrada «(0) en la salida
hasta después de dg iteraciones, ¢ de manera equivalente, se dice que (dp + 1) es el primer instante
de tiempo en que la salida se encuentra afectada por la entrada «(0). Como fy A son funciones

analiticas, se tiene que dp < n 6 dy = oo,
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Por lo tanto, de la definicion de grado relativo, se tiene
yk+1) = he(k+D)=hoalk+])
ylk+1) = ho fo(x(k)) o f (z,u)
pral <! <dpy

yk+d,+1) = ho fio(z(k))
y(k+d,+1) = ho f7 (@(k)) + S(z(k), u(k))

donde S(z(k), u(k)) = ho fio(z(k)) — ho fio¥' (x(k)) con S(-,u(k)) =0y
asgz, u a%y (k+do+1) #0.

A partir de la definicién de grado relativo se tiene que {h (z),h(z) o f (z,u),... ho f§°(z)}

forman un conjunto de funciones independientes alrededor del punto de equilibric y pueden
seleccionarse como parte de nuevas coordenadas; es decir, si ¢l sistema (4.7) es de grado relativo

dy = n — 1, entonces:

z1 (k) Az (k))
e ORI I CORY: “s)
Zag+1 (k) h{z(k))o f5~

es una transformacion local de coordenadas alrededor del punto de equilibrio z°. Por otro

lado, si (4.7) es de grado relativo dg < n — 1, el conjunto puede completarse con n —

(dg + 1) funciones linealmente independientes representadas por ({z(k)) = T(z(k)) =
(C1(2(R)), - . Cnc gy (@ (D).

Con este cambio de coordenadas el sistema (4.7) es transformado a un sistema parcialmente

lineal descrito por las ecuaciones
z{(k+1) = Az(k)+ By(z (K}, u(k))
(z+1) = F(g(k),u(k)) (4.9)
y(k) = Cz(k)
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donde:
01 - 0 0
s ST :._ g RUotDxido+l) B — 0 | € ot (4.10)
00 -1 :
00 - 0 !

C = ( 10 ..o 0 ) € ROt
se dice que son de la forma controlador de Brunovsky, ademas,
Az (k) ulk)) = A(=(8)) © £ o f (@(k), (k) ey 1000
Se puede observar que si dg = n — 1 entonces, el sistema es completamente observable y esta
descrito por
2(k+1) = Az(k)+ By(z(k),u(k)) (4.11)
yk) = Cz(k)

4.3.2 Definicion de Ias matrices de transformaciéon

En el apartado anterior se estudié la forma de transformar un sistema no lineal discreto Xnzp

(4.2) en ofro parcialmente lineal discreto Lprps (4.6).

Puesto que el algoritmo de control propuesto se basa en un modelo de la forma (4.6} en este
apartado se propone: a) Una transformacion T.- que pueda convertir el sistema (4.3) en (4.6) y b)

Una transformacién T que pueda convertir el sistema (4.2) en (4.6)

Lema 4.1 Considere el sistema lineal y discreto de la forma
nk+1) = Am(k) 4.12)
y(k) = hin(k)) = Cn(k)
donde (k) e Ry A, = I, + A, A estd definida en (4.10). Sea la matriz de transformacion T
T,eR™"=cl( C CA .. CA™') (.13)

conC = ( 16 -~ 0 ) Por lo tanto, (k) = T.n(k) define un cambio de coordenadas tal que
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el sistema (4.12) puede ser representado en las nuevas coordenadas 7; de la siguiente forma:
nk+1) = An(k) + Bla(n(k)))
y(k) = h(7(k)) = Cr(k)

Prueba:

Primero defina una transformacién de la forma %(k) = T(n(k)) donde T(n(k)) =
col(h{n(k)), W' (n(k)), ... R" " (n(k))), R/ (n(k)) denota la j — ésima iteracién. Por lo tanto, el
conjunto de » ecuaciones 1(k + 1) esta definido por

Mk+1) = Aln(k+1)) = h'(n(k)) =7, (k)
Ha(k+1) = h'{n{k+1)) = h*(n(k)) = 7(k)

Ty (b +1) = K" (n(k+1)) = k"(n(k)) =7, (k)
n(k+1) = W*(n(k+1))

Puesto que h(n(k)) = Cn(k), hi(n(k)) = h(n(k + 1)) = Cn(k + 1) = CAq{k) y asi

sucesivamente para cada término, se puede comprobar que la matriz T'(n(k)) = T.n(k) es de

la forma
h{n(k)) Cn(k) Cn(k) C
h(n(k)) Cn(k +1) CA,n(k) CA,
T(n(k)) = : - | - : = 77 |
h“—l(n(k)) Cnlk+n—1) CA? n(k) CAr!
Por lo tanto 7 = ¢ol ( C CA, - CA?1 ), note que la matriz 7, tiene la forma:
1 0o - 0
1 » - 0
1 g7 oo TR

donde cj = ‘('1:%2)_7(?—'_1? 1,1 denotan la fila y columna, respectivamente. Ademds para todo T # 0
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el det(4 ;) # 0. Por lo tanto, para todo T # 0, siempre existe TL.
O
Por ¢l Lema anterior es posible usar la matriz T, como una matriz de transformacién para
convertir el sistema (4.3) en (4.6), para demostrarlo se usa el proceso inverso, es decir, sea
z{k) = T:£(k) una transformacioén que convierte ¢l sistema (4.6) en (4.3), esto es valido ya que
como se menciono en la nota anterior para todo 7 # 0 existe T L.

Defina la siguiente transformaci6n
z(k) = T;:¢(k). (4.14)
Por lo tanto , el sistema transformado es de la forma
z2(k+1) = T(k+1) =T ALk) + T B[v(&(k), 7) + @(€(k), T)u(k)]
= T AT 2(k) 4 Br" 7 [y(€(k), 7) + p(§(k), T)u(k)] .
Puesto que T A, T-'2(k) = Az(k) + BC AT 2(k), se tiene finalmente
2(k+1) = Az (k) + Blalz(k),7) = B(z(k), T)u(k))
y(k) = Cz(k)
donde
a(z(k),7) = CATz(k) + 7" " W(T 2(k), 7)
Blz(k),m) = 7" (T,  2(k),7)

Lo anterior nos muestra que la matriz definida en (4.13) es apropiada para convertir el sistema
(4.3) en (4.6) y viceversa.

Ahora se propone una matriz T : U — R™tal que £ = T () defina un cambio de coordenadas
alrededor del origen, tal que el sistema no lineal discreto sea de la forma deseada (4.6)

Primero se introduce la siguiente definicién.
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Definicion 4.2 Sean f(zi) ¥ h(xx) dos funciones analiticas y sea ho f(zy) la composicion
h(f(ze)). Ademds, sea 7 el periodo de muestreo. Definiendo el operador Dsh como
ho f(zy) — h{zy) (4.15)

.
donde Dih = Ds(Dgh) = M{:_—Df—h. Entonces, para la 1 — esima iteracion el operador queda

Dyh =

definido como
Dj}_lh of— D}_lh

Dih = Dy(Dih) = - (4.16)
Ahora considere el sistema no lineal discreto de 1a forma
z(k+1) = z(k) +7[f(z(k)) + g(z(k))u] 4.17)

y = hlz(k)
donde z(%) representa el vector de estados,u(k) y y(k) representan la entrada y la salida,

respectivamente; f(z(k)), g(z(k)) y h(z(k)) son analiticas en todo el dominio de trabajo.

Asuma que el sistema (4.17) cumple con las siguientes suposiciones:

Al) (z.,u.) = (0,0) es el punto de equilibrio de (4.17)
A2) f7 esanaliticaparatoda j =0,1,2,.. . n.
A3) Elsistema (4.17) de grado relativody = n — 1.

Ahora defina la transformacién z = Y (z(k)} como

E=Ta®)=| (4.18)

n—1
Di™h
Por lo tanto, con esta transformacion el sistema (4.17) puede ser transformado en las nuevas

coordenadas como
§lk+ 1) = A (k) + B (a(é(k), 7) + B(E(K), Thu(k))
y(k) = h(&(k))

(4.19)
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Se puede demostrar lo anterior al considerar los términos £;{k) como sigue:

fl(k) = h{z(k))
Ea(k) = D=

ho flak)) — h(z(k))

. Dihof—Dsh
&(k) = Dh=Dy(Dsh) = = :

T
Diho f— Dih
T

Ek) = Dih=Dg(D%h)=

Di?ho f - DI%h

T

§(k) = Dy 'h=DyDi%h) =
Al analizar la ecuacion (4.16) se tiene que Diho f = Dih + 7D 'h. Por lo tante, el conjunto
de ecuaciones z;{k + 1) resultan ser
£,(k+1) = h{z(k+1))=hof=Dihof=h+{7Dsh=E¢(k)+7&k)
£(k+1) = Dshof=Drh+7Dth=2¢£(k) +7E(k)

Ele+1) = D}Flh of = D?lh + TD}h = §;(k) + 7€ (K)
Lo anterior muestra que (4.18) es una transformacion adecnada para representar el sistema no
lineal discreto (4.17) en otro parcialmente lineal discreto de la forma (4.19).

Es claro que esta transformacion puede resultar laboriosa a medida que aumenta el grado del

sistema, pero, por otro lado recordando que el sistema (4.17) se obtuvo de la aproximacion tipo

Euler, es decir
. (k4 1) — z(k)

T

De modo que, si el sistema no lingal discreto se obtuvo a partir de un modelo continuo, es

interesante notar que
hof—h dh _BhOx
T dt Ox ot

donde Lk denota la derivada de Lie, Por lo tanto, una aproximacion de la transformacion (4.18),

th: th

puede ser abtenida usando la transformacién utilizada para linealizar un sistema no lineal continuo
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usando la derivada de Lie (ver [17], pag. 44).

Es claro que lo anterior se cumple para el caso en donde el periodo de muestreo es pequefio.

4.4 Diseiio de controladores

4.4.1 Control de alta ganancia aplicado a una clase de sistemas parcialmente
lineal

En esta seccién se presentara el disefio de un control aplicado a una clase de sistemas
parcialmente lineal, de la forma (4.6). Considere nuevamente ¢l sistema discreto no lineal
auténomo cuya dinamica esta representada por (4.2), donde x(k) representa ¢l vector de estados,
u(k) y y(k) representan la entrada y salida respectivamente. Suponga que el sistema (4.2) cumple
con las suposiciones vistas en seccién 4,3.2

Considere una transformacion T : I/ — R" tal que { = T (z) siendo T una transformacién
definida en (4.18), ¢l cual define un cambio de coordenadas alrededor del origen del sistema no
lineal discreto (4.2) pueda ser representadoen la forma (4.6).

Considere ahora la sigujente ley de control

u(k) = B7H((k), 7) [u(£(K)) — e€(k), 7)] (4.20)

Si B(§(k), 7) es no singular para todo ¢(k) € R™, entonces, el control auxiliar v(£(k)) puede

ser seleccionado como
v(€(k)) = —1FQE(k) 4.21)

donde las matrices F € R y 3, € R™™ s¢ eligen de acuerdo con las siguientes expresiones

Q, = diag(p",...,p) p>1 (4.22)
[
F = CO - n—1 Cp — __’f_l__
( n Ca ) " (n—p)lp!
tal que el sistema en lazo cerrado
£k +1) =(A, — TBFQ,) &(k) (4.23)

es exponencialmente estable, Este andlisis corresponde al problema de linealizacion local entrada-
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salida, el cual se establece en el siguiente Teorema.

Teorema 4.2 . Considere el sistema no lineal discreto (4.2) el cual puede ser transformado
en (4.6), mediante la transformacion (4.18). Entonces existe un control estdtico linealizante y

estabilizante dado por

u(k) = 47H(E(k), 7) [v(E(R)) — (§(k), 7)]

donde el control auxiliar v(£(k)) es definido como (4.21), T es el periodo de muestreo y p es una
constante positivo, las cuales se eligen tal que 0 < 1opy < 1 para todo 0 < T < 19y para todo
p > po, tal que el origen del sistema en lazo cerrado (4.23), es exponencialmente estable.

Para demostrar el teorema anterior se introduce el siguiente resultado.

Proposicion 1 [11]. Sea A. = I+~ (A — BF) donde Ay B son matrices de la forma (4.10), y Ia
matriz F' es definida como F = (C0--- C~1) donde C¥, = (n—j’;b!)!?' Entonces, para todo v > 0;

0 < v, < 1, la unica matriz simétrica definida positiva F, que satisface la ecuacion algebraica
AP A, -~ P.= . P.— v, (1—v,)" F'F (424

es dada por P, = NTN donde N = A,E, MAc.es una matriz diagonal dada por A, =
diag [1, (1- ’TC)I/2 N O ’yc)(”'l)/g] v E. es una matriz constante independiente de v, dada
por Eo(i,j) =Ci71,si i < jy E(i,j) =0si 1< 4,5 <n, iy jrepresentan la fila y la columna
de la marriz, respectivamente.

Esta proposicidn puede ser demostrada por simple verificacién. Por ejemplo, considere el caso

paran = 2, donde

A = diag(l,(1—7.)"%

1 11
B = aNZAcEC=
01 0 (1—r,)1?

Por lo tanto las matrices P, = NTNy A, = I + 7.(A ~ BF) resultan ser de la forma:

11 1
Pc: » AC: Te

1 (2—7,) ~7Y. (1—2v.)
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donde F = ( 2 1 ). Entonces, la expresion del lado izquierdo de la ecuacion (4.24) estd dada por

| 1 - 11 1 11
ATPA,~ P, = Te e _
Yo 1—27, 1 (2 - 70) e (1 - 27c) 1 (2 - fYc)
—2y, + 27— =By, 4+ 42— 272
AgpcAc - Pc = Ve Te Ve Ve Ye Ye
=37, + 472 =272 —6v.+97: -4
AZ"PCAC _ Pc — fyc ’Yc ( ’Yc) ’Yc: fyc ( ch)

o= 27 (1= 7)" =7, (2= 7,) — 4y, (1 —7,)°

Ahora, analizando la expresién del lado derecho de la ecuacién {4.24), se tiene que

11 1 2
_’TCPC-_’YC (1—7c)2FTF) = e g (l_’\fc)2
1 2—7,) 2 4
2 2
~Ye = Ye (1 = 7) —Ye— 27, (1 =7,

_VCPC_IYC(I_'YC)QFTF) =

la cual satisface la igualdad.

Prueba de] Teorema 4.2

Considere la ley de control (4.20) la cual es aplicada al sistema (4.6) , de modo que ¢l sistema
en lazo cerrado resulta ser de la forma (4.23)

Para analizar la estabilidad en lazo cerrado, primero se introduce el cambio de coordenadas de la
forma n(k} = Q,£(k). Entonces, la dindmica del sistema representada en estas nuevas coordenadas

queda expresada como

It

n(k+1) Q, (A, — TBFQ,) Q,'n(k)
= QA (k) - TQ,BFn(k)
Puesto que las siguientes igualdades se cumplen, ,A4,07 V=1, +7pAyQ,B = pB, setienc
nk+1) =L, +7p(A— BF)]n(k) = An(k). (4.25)

Ahora, considere V,, = 57 (k) Fen(k) como una funcién candidata de Lyapunov, por lo tanto

AV;M: =V

T+l

- V;?k
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= 7' (k+ 1)Pen(k + 1) — 0" () Pen(k) = 07 (k) (AT PoAo — P.) m(k)
A partir de la Proposicién 1, si v, = Tp < 1, se tiene que
AVy, = ~rpn (K)Pan(k) — 7p (1 = 7p)" 0" (k) F* Fp(k)
< ~rplnk)llz, € —7oVn,
Por lo tanto

v < _TpI/??k_V';I

Th+1 k

Vﬂk+1 < (1 - T,O) V’]k
De modo que si (1 — 7p) < 1, resulta que
Virr < (1= 710)*' v,

De io anterior resulta que el sistema es exponenciaimente estable

La implementacion del control puede verse en la figura 4.1

U0 { ik ) = 0k A ¢ —ylk)

Jx(k)
o cz(x(k)) + Bizkull)

I

v

Fig. 4.1 . Esquema de la accidn de control.

Para poder implementar esic algoritmo de control se requiere del conocimiento de todas las
componentes del vector de estado, lo cual no es siempre posible. Para evitar este obstaculo en el

siguiente capitulo se presentara el disefio de un observador.
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4.4.2 Control basado en un procedimiento con transformacion de similitud
1]

En el apartado anterior se presento una técnica de conirol aplicada a la una clase de sistemas no
lineales.

A continuacidn se presenta una técnica de disefic de un control basada en transformaciones de
similitud, 1a cual es aplicada a una clase de sistemas no lineales discretos obtenidos mediante la

discretizacién tipo Euler hacia adelante de la siguiente clase de sistemnas

z = Az+ g(u,z) (4.26)
y = Cz
dondez e R",u e R™", yyeR
01 - 0 gi{z1)
o T 1,
A= eRnx”’g(u’m): 92(? 2) € Rdot!
00 .- 1
00 -0 gn(t, )

c=(10-0)
El objetivo de este apartado es dar un algoritmo basado en célculo matricial que permita el disefio
de un control estabilizante.
Ahora bien, puesto que la matriz. g(u, z) se puede expresar como g(u,z) = g(z) + Bla(z) +
B(x)u) y usando la discretizacién tipo Euler, el sistema (4.26) puede ser representado por las

gcuaciones
ok + 1) = Avo(k) + rg(a(k)) + 7B [a(a(k)) + Ala(k))u(k) (4.27)

donde z(k) € R" representa el vector de estados, g(x(k)) es una funcién suave y continuamente
diferenciable con g(0) = 0, asuma que F{z(k)) # 0 para todo z(k) € R™, ademas A, = + 74

es de la forma
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1 7 0
A =

00 - 7

00 .. 1

Para cl disefio del control es necesario la definicién y evaluacién de algunas matrices y que a

continuacién presentan a manera de un procedimiento algoritmico.
e Obtenga ¢l Jacobiano G (¢(k)) y la matriz F(£(k), 7)

G = goars(@(h),  FER)7) =1+ 74+ TE(H)
B

e Calcule lamatriz V, = (B, A, B, ..., A»~!B]. Note que V: es de rango completo ya que el par

(A,, B) es controlable
» Ahora calcule la matriz U(§(k), 7) como sigue:

U(E(k),7) = [B,F(&(k), 7)B, ..., F(§(k),m)* " B]

Es facil verificar que U(£(k), ) = S(£(k)) V., donde S(£(k))} es una matriz triangular inferior
y cuyos elementos en la diagonal principal son iguales a 1, Por 1o tanto, la matriz U7 (£(k), 7) es una
matriz no singular para todo £(£) € R". Ademas S(£(k)) no depende del periodo de muestreo 7.
e Construya las matrices M,(£(k)) y Q(£(k), 7).
M,(E(R)) = V.U (E(k),7)
Q)1 = MLERNTFER, I, (E(R) - A,

Note que la matriz Q(£(k), ) es de la forma
9 (g(k)v 7)

e Ahora defina la matriz A(£(k), 7) = A, + BL{£(k),7), donde

L(Ek)7) = | 26k 7) - TECh),7) |
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donde [0s g, son elementos de la matriz Q{(¢(k), 7). Se puede verificar que A(£(k}, 7) tiene 1a forma

( 1 s 0 0 \
0 1 7 :
: 0

7. (E(K), 7) GE(R), 7 TlER), T +1 /

e Por ultimo, calcule las matrices U (¢(k), 7) y M(£(K))

—

U(ek),n) = (B, AEm), B, . AlEE), 7B ]
H(E®R) = ), U ER),)

Se puede verificar que U (£(k), 7) = S(&(k))V;., donde S(£(k)) es una matriz triangular superior
con elementos en la diagonal iguales a 1, por lo tanto M(£(k)) = S(&(k))S 2 (E(k)).

i) La matriz M(£(k)) cumple con las siguientes propiedades
——1

M(E(R)F(E(R, NH (6(F) = A-+BLER),7)

M({E(k)B = M (£(k))B=2B
paratoda k > 0
ii) Pucsto que los elementos de la diagonal de M (£(k)) y Hkl(f (k)) son iguales a 1, se tiene que

1

MR+ 1M (4(K)) = T+ Bo(&(k))

donde Ro(&(k)) es una matriz triangular inferior elementos de la diagonal son iguales a 0.

Ahora considere la siguiente ley de control

u(z(k)) = —- w; ) [T(z(k)) M (z(k)z(k) + 7K QM (z(k))x(k) + ro(z(k))]  (4.28)
donde
¢ K=(O.0 O e = o,

o Qg =diag(3", ..., 3) para 8 > 1,

o Liz(k)yM {(z(k)}) son matrices calculadas en el algoritmo matricial presentado

Ahora se establece el siguiente resultado.
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Teorema 4.3 Considere el sistema (4.26) el cual puede ser lievado en la forma discreta (4.27).
Suponga que las no linealidades g(z(k)), o{z(k)) y B(z(k)) ¥ que sus derivadas parciales con
respecto a z(k) estdn acotadas para todo x(k) € R™, si B(z(k)) # 0 para todo z(k) € R",
entonces, existe un 7oy Bq con 0 < 1oy < 1tal que para todo 0 < T < 79y para todo 3 > f3,, el

sistema en lazo cerrado,
2k + 1) = a(k) + TAz(k) + ro(0(k) + 7B [a(a(k)) + BOm(E)] (429

gs asintoticamente estable.

4.5 Conclusiones

En este capitulo se uso el método de Euler hacia adelante para discretizar un sistema no lineal en
fiempo continuo, partiende de este modelo, se propusieron unas matrices de transformacion para
convertir este modelo no lineal discreto en otro parcialmente lineal.

Basandose de este modelo parcialmente lineal se propone una técnica de control lincalizante,
estabilizante y de alta ganancia.

Por otro lado, si un sistema no lineal discreto es de la forma (4.27), entonces un procedimiento
algoritmico que permite disefiar este controlador para la clase de sistemas transformados mediante

la transformacion de similitud ha sido expuesto.



Capitulo 5
Disefio de observadores discretos para sistemas no

lineales

5.1 Introduccion

Puesto que los algoritmos vistos en €l capitulo anterior para el disefio de controladores requieren
de la informacion del vector de estados y por lo general, esta informacion no es accesible por razones
fisicas y/o econdmicas, resulta necesario resolver ¢l problema mediante la implementacion de un
algoritmo capaz de estimar los estados no medibles del sistema. Esta tarea la realizan precisamente
los observadores de estado.

Un obervador es un sistema dindmico que utiliza la informacidn de la variable de salida y (k) y del
control u{z(k}) del sitema original para poder estimar los estados del sistema. La implementacién

del observador y del control en un sistema s¢ puede ver en la siguiente figura

{ Sistema >, y(—k;
r = r-~-~——=——"=====7= ——— |
i i
! Observador ;
1 4] 1
hu (%) XK) '
; Cantrol :
| 1

Fig 5.1 Implemetacion del control y del observador

En la figura 5.1 se muestra ¢l esquema de control basado ¢n el observador. Se puede apreciar
de la tigura 5.1 como el observador toma los valores de salida y de la sefial de control para poder

estimar los estados, posteriormente el control usa los valores de los estimados T(k) para desarrollar

la accién de control u{Z(k)).

En este capitulo se presenta el disefio de observadores para las clases de sistemas estudiadas en

37
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el capitulo anterior.

5.2 Planteamiento del problema

Los problemas que se abordaran en este capifulo serdn los siguientes:

(1) Disefiar un observador para la clase de sistemas parcialmente lineales discretos discretizados por
la aproximacién de Euler de la forma controlador de Brunovsky propuesto en el capitulo anterior.

(2) Disefiar un observador de alta ganancia para la clase de sistemas no lineales discretos obtenidos
mediante el procedimiento algoritmico visto en el capitulo anterior.

5.3 Observador de estado para una clase de sistemas.

En esta seccidén se propone un algoritmo para el disefio de un observador para sistemas

discretizados de la forma (4.6) dado por:
Z(k+1) = AZ(k}+ BloZ k), )+ B(Z(R), ") uk)] - TA K [y (k) —F(R)] (5D

donde Ay = diag ( % o ;1: ) y & es una constante positiva.

Definiendo el crror de estimacion como e (k) = Z (k) — z (k), cuya dindmica esté dada por
e(k+1) = (A, = 7A; KC) e (k) + BE¥(e, u) (5.2)

donde ¥(e,u) = a(Z(k},7) — alz(k),7) + [B(Z(k),7) — Bz (k) ,7)]u(k). Si ¥(e,u) estd
acotada, es decir, existe una constante positiva /; tal que,
Al [|BY(e,u)| <hlle(k)]]
Entonces, es posible encontrar una matriz X' y constantes 7 y @ tal, que el sistema (5.2) sea
exponencialmente estable.

A continuacion se introduce el siguiente teorema.

Teorema 5.1 Considere el sistema (4.6) y asuma que (Al) se cumple. Sean Ay =
diag( % ;%[ )para 8 >1 K =col ( c ... cr ) con CP = -(n—_”;—:)!?.Entonces, existe
70, 8o con 0 < 100y < 1 tal que para todo 6 > 60y 0 < 7 < 1¢ &l sistema (5.1) es un observador

exponencial de (4.6).
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La prueba de este Teorema se basa en la siguiente proposicion:
Proposicion 2 [11]. Sea A, = (I, +7,(A— KO)| donde K = ( ct ... Cn ) COn

CP = (':7%!17!’ entonces para todo vy, > 0; 0 < v, < 1, la unica matriz simétrica definida
positiva P, que satisface la ecuacion

ATP, A, — Py = 7, Fo =7, (1 —7,)" CTC (5.3)
estd dada por P, = MT M donde M = A,E,, las matrices A,y E, estdn definidas como
AO = d?’a’g [1: (1 - 70)1/2 ey (1 - ’Yo)n_a:_:l Yy Eo(iwj) = (_1)1+3C;?L:: sii S j S ny

E(i,7) = 0 en caso contrario.

Esta proposicion puede demostrarse por verificacidn directa. Por ejemplo, considere el caso
n = 2, entonces

Ao = dﬁag(ln (1 - 70)1/2)

1 -1 1 -1
Eo = 1ﬂ4=AOEO=
0 1 0 (L— 7y,

Puesto que lamatriz P, = MTMy A, = I +v,(A — KC), resulta que
1 —1 1-2

Po — , Ao — "yo FYG

~-1 (2 - r}'c) Yo 1)

donde K = col( 2 1 ). Entonces la expresién del lado izquierdo de la ecuacion (5.3) esta dada

por
1-2v, —7, 1 -1 1=2v, 7, 1 -1
AP A, - P, = Yo =7 Yo Yo | _
Yo 1 —1 (2 - 'Yo) —%Yo 1 —1 (2 - 70)
I B P 2 A (A
Yo 7o = 2%,
_ Yo~ Yo (1 _70)2 Yo
Yo Yo (2~ )
Ahora, analizando la expresién del lado derecho de la ecuacion (5.3), se tiene que
1 -1 10
—YoFo =1 (1=7,)°C0) = —n, — % (1~ 7,)°
-1 2-4, 00
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S ’YO (1 Y ? o
d'ToPO ~— Yo (1 - 70)2 OTO) = = ! ) 7
e Yo (2 75)

lo cual demuestra que la igualdad se cumple.

Prueba del Teorema 5.1

Considere el siguiente cambio de coordenadas (k) = Age(k), entonces la dinamica del error

en estas nuevas coordenadas se expresa como
ek +1) = Ag (A — TAIKC) A '2(k) + Do BU (e, u)
Puesto que A A, A" = Ay (I, + TA) Ay = I, + 704,y CAFY = 6C , sc tiene
c(k+1) = (L, + 76 (A — KC)) e(k) + gin-Bxp(e, ) (5.4)

Apartir de la proposicidn 2, y seleccionando v, = 78 Ademas, considerando V,, =

e?(k)P,z(k) como una funcién candidata de Lyapunov, la ecuacion de diferencias resulta de la

forma
AVye = Viu = Vo
= &' (k+ 1)Pe(k +1) — 7 (k) Pe(k)
= ) (ATB A~ P elh) + T 1 dac (B, | B, (8512(6), ),
donde eT(k)Pe(k) = ||es(k)|ﬁ,0 Puesto que [le(k)|| = “A;ls(k)” < ”A;,TIH lle(k)] <

6™ ||e(k)|l y de la suposicién Al, se tiene

B, (85" e(k), u) || 5, < 6™ lle(k)llp,

Ip,
por lo tanto, de¢ la proposicidn 2
APolo— Py = (1=7,)P =7, (1~7,)"CTC
los®)llz, = (=) le®)IF, =70 (1 = 7,)" " (R)CTCe(k)
14c(®)lE, < (=) le®)}, < lle®)li?,

En consecuencia, ||Ace(k)||l,, < Ille(k)|lp,. Finalmente, reemplazando las expresiones
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apropiadas y usando las suposiciones Al, se tiene que:

72 _ 2 27 _
AV, = —718l(k)|% + e | B, (A7 e(k),u) |5, + 7 [ Aoe (k)| g, || BY. (A5 e(k), w)]| -,
2 7'2 2n 2 27 n

< —Olle®)llp, + =0 (B, + g7 lle(R)ile, 074 (k) I,

< —7(0-2h —78) ||e(k) |3,
Ahora, para un 8 suficientemente grande, tal que § = (8 — 2I; — 71?) > 0, se obtiene que

Viern < (1 —T1d)V,
< (1-76)"v,
O

De lo anterior resulta que ¢l error es exponencialmente estable.

5.4 Observador basado en un procedimiento con transformacion de
similitud [12]
Ahora considere el siguiente sistema discreto
z(k+1) = z(k)+ 7Az(k) + rg(x(k), u(k)) (5.5)
y(k) = Cz(k)

donde z(k) € R™, u(k) € R™, 7 es el periodo de muestreo. Asuma que g{x(k),u(k)) es una

funcion continuamente diferenciable.

Para el disefio del observador es necesario la definicién y evaluacion de algunas matrices que a

continuacidn se explican:
e Obtenga el Jacobiano G(£(k) y la matriz F(¢(k), 7)

GEH) = 5o (€B)  PER),T) = +7A+7GLE()

e Calcule la matriz H, = col [C, CA,, ..., CA*]. Observe que H, es de rango completo ya
que el par (C, A,} es observable
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e Ahora calcule las matrices W (£(k), u(k), 7)

CEMHe(k), u(k), 7)

Es ficil verificar que W (§(k), u(k), 7) = Hr M,(£(k)), donde M, (£(k) es una matriz triangular
inferior con elementos en la diagonal son igual a 1. Entonces, 1a matriz M,(§(k), T) es una matriz

no singular para todo £(k) € R”, ademas M, (£(k)) no depende del periodo de muestreo .

e Construya la matriz Q(£(k),7) = Ma(g(k)aU(k))F(E(k),u(k),q-)M;l(g(k)) _ A, . Note que
Q(¢(k),7) tiene la forma

0 0

0 0
€(k),u(k),7) - ga(é(k),u(k),7)
e Defina A(£(k), u(k),7) = Ar + L(£(k), u(k), 7)C, donde
LER),7) = 0l ( qu(slh),ul®)7) ... aa(E®)ule),7) )
Se puede verificar que A(£(k), u(k), ) tiene la siguiente forma
@ (§(k),ulk), ) +1 7 .- 0

Ae(h), u(i),7) = | PEERu®D 1

a(€(k),ulk),7) 0 -1
e Por tltimo, calcule las matrices w(f(k‘) yulk), )y M(£(k), u(k))
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M(E(k), u(k)) = W(

Nota 5.1 Las matrices antes descritas cumplen con algunas propiedades

e W((K), )y W(égc),'r) son matrices no singulares ya que W(E(k), ) = H.M, (&k) y
W(&(k), 7) = H, My (£(k)), donde M, (§(k)) v Mo (E(k)) son matrices triangulares inferiores
con elementos en la diagonal igual a 1.

o ME(k), u(k))F(E(k), u(k), )M (E(K), w(k)) = A, + L{z(k), u(k), )C

* Puesto que los elementos de la diagonal de M(E(k),u(k))y M(E(k—1),u(k—1)) soniguala 1,
se tiene que M(E(k), u(k))M(E(k—1),u(k—1)) =I+R, (£(k),u(k)), donde R,(&(k),u(k))
es una matriz triangular inferior con elementos en Ig diagonal igual a (.

* Puesto que M(E(k), u(k)) no depende de 7, por lo tanto, si los elementos de Mg(k), u(k)) so
acotados para toda &(k) € R™ entonces existe una constante a0 > 0 tal que M(¢(k), u(k))
o

Ahora, considere el siguiente observador:
Z(k+1) = Z(k)+ rAZ(k) + Tg(F(k), u(k)) (5.6)
+ M7 @(k), ulk) [rATK + LE(R), u(k), 7)] (y(k) — C3(k))
y(k) = Cz(k)

donde
K = col(Cy,C2,....CM
7!
cr = "
" (n — p)p!
1 1

A, = dz'ag(—&,...,c—ﬁ) a>1.
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Teorema 5.2 Asuma que las derivadas parciales con respecto a z(k) de las componentes de la
matriz g(xz(k), u(k)) del sistema (5.5) son acotadas para toda x(k) € R™ y para toda u(k) € R™.
Entonces, existen 7o, 0 > 0con 0 < Toog < 1, tal que para toda o > gy 0 < 7 < 79, el sistema

(5.6) es un observador exponencial del sistema (5.5)

5.5 Conclusiones

La implementacion de un observador es de suma importancia ya que la mayoria de los estados
no son medibles, y gran parte del disefio de controladores requieren de éstos.

En este capitulo se mostraron esquemas para el disefio de observadores discretos aplicados a las

clase de sistemas vistos en el capitulo anterior.

Por un lado, uno de estos algoritmos de disefio ha sido propuesto para la clase de sistemas de la
forma (4.6)
Por otro lado, un procedimiento algoritmico basado en transformaciones de similitud fue usado

para el disefio de un observador para una clase de sistemas no lineales discreto de la forma (5.5).



Capitulo 6
Aplicacion: Generador Sincrono

6.1 Introduccion

En los ultimos afios el estudio de los sistemas eléctricos de potencia ha sido de suma importancia,
esto es debido al aumento en la demanda de energia, a lanecesidad de mantener la estabilidad en los
sistemas eléctricos, asi como en mejorar la-calidad de la energia suministrada a los consumidores.
Dentro del estudio de estabilidad de los sistemas eléctricos de potencia, el control de generadores
sincronos jucga un papel importante en la gencracién de energia eléctrica.

Existen diferentes esquemas de control para generadores sincronos. En general, los esquemas
de control que se encuentran en la literatura para estos sistemas estin basados en modelos lineales.
En este capitulo se aplicaran los esquemas de control y de observacion propuestos en los capituios
anteriores a un modelo discreto no lineal reducido del generador sincrono.

El objetivo principal serd usar las técnicas para el disefio de un control basado en un dbservador
con el fin de estabilizar el Angulo del rotor de un generador sincrono.

En la literatura se menejan diversos modelos que dependen, entre otras cosas, de las
caracteristicas del generador, reduccion de modelo, condiciones especiales, etc. En este tra¥bajo
se considera un modelo dindmico presentado en [18] con las siguientes caracteristicas:

(1) Generador sincrono conectado a una barra (bus) infinita(o).

(2) Representado en circuito equivalente Thevenin.
(3) Modelo de tercer orden, reducido de uno de quinto orden por medio de técnicas de variedad

integral.
Resultados en simulacidn seran presentados para mostrar la eficiencia de los esquemas de control

y de observacién presen#.ados.
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6.2 Modelo matematico y planteamiento del problema

Considere el modelo de un generador sincrono en representacion Thevenin conectado a una barra

infinita a través de una linea de transmisidon con una resistencia fle y una reactancia Xe como se

muestra en la figura 6.1

v /o

Re

Barra infinita

Generador
Sincreno

Figura 6.1. Generador sincrono conectado a una barra infinita

Nomenclatura. Las variables a utilizar son expresadas en la siguiente tabla

Variable Significade

) Angulo del rotor

W Velocidad sincrona

Egq Voltaje de excitacién

E; Voltgje transitorio en ¢l eje de cuadratura

Vi,V Voltaje en las terminales y del bus infinilo respectivamente
H Constante de inercia

Zq Reactancia en el eje directo

Zq Reactancia en el eje de cuadratura

x4 Reactancia transitoria en el eje directo

T Par mecéanico

To Constante de tiempo de corto circuito en el transitorio

Tabla 6.1. Lista de simbolos del generador
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Modelo matematico. El modelo matematico que representa la dindmica del generador sincrono,

en tiempo continuo en una representacion conocida como modelo reducido [18] estd dada por el

siguiente conjunto de ecuaciones:

5 = W _ws
VE,
Mo = T,+ 1 (—1— — i’) V?sin (26) — —Z sin (6) 6.1)
2\z; z Z4
’ ) x ’ x _':C!
ToE, = _EiEq + (__—_—dﬂ:;, d) Vcos (8} -+ Eq

Sean §”, E/, E}, los puntos de equilibrio del sistema (6.1) para un valor dado de E;4. De modo

que definiendo el siguiente cambio de variables
zy = Ab=6-146", Ty = Aw =w — Wy,
53 = AE,=F,—E;, u=Eu-FE},

se tiene el siguiente modelo continuo representado en variables de desviacion

( .
T = T2

£y = my + mysin (8" + 21) cos (6% + z1) + mg (23 + B} ) sin (6" + z,)

(6.2)
ig = TH4(CC3 + E;) + ms cos (5* + CCI) + ms(u + E;d)

Enro

y=a

en donde las constantes constantes m; estan dadas en la siguiente tabla

T, ve {1 1 ) v
M1 = M2 = 3 ( i o M3 = ~fzs

!
Vv Lg—T
m4=—'TI‘L' m5=JT—,l(-dﬂ—¢) ms=—%—

Tda

Tabla 6.2. Constantes m; del generador sincrono
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Discretizando el sistema (6.2) mediante la aproximacion tipo Euler con un periodo de muestreo

T, 8¢ tiene el signiente modelo discreto

21 (k+ 1) = 21 (k) + 722 (k)
zg (k + 1) = 22 (k) + 7 {my + mgsin (§* + 2, (k) cos (§* + 2, (k))
YNLD 4 +mg (x5 (k) + B} ) sin (6" + zy (k) }
23 (k+ 1) = z3 (k) + 7 [ma(zs(k) + E}) + ms cos (5 -+ 21(k)) + me(u(k) + E}y)]
L @l(k) = -’1»‘1(]‘3)

(6.3)

Analizando el sistema (6.3), se puede notar que los puntos de equilibrio se obtienen a partir de

la solucién de las siguientes ecuaciones

w'—w, = 0
my + Mg sin &* cos 6" + ngg siné* = 0

m4E;* +mgcosd” +melyy = 0

Por lo tanto, el modelo (6.3) puede escribirse como

(2, (k+ 1) = 2y (k) + 725 (k)

22 (k4 1) = z3 (k) + 7 {m1 + masin (6" + zy (k) cos (6" + z1 (k))

Ynrp J +mg (23 (k) + B} sin (6% + z1 (k)) }

z3 (k+ 1) = 3 (k) + 7 (maxs (k) + mg cos (6" + 21 (k) — ms cos 6 + mgu (k)))

L y(k) =21 ()

(6.4)
Basandose en este modelo se procede al disefio de controladores y de observadores usando las

técnicas vistas en los capitulos anteriores.
Se usard u; (k) para hacer referencia al control propuesto en 4.4.1 y, ug(k) para el control

presentado en el apartado 4.4.2. Se mostraran sélo los pases principales y necesarios para las

matrices de transformacion, calculo de controles y de observadores,
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6.3 piseﬁo de los controladores

6.3.1 Control de alta ganancia aplicado a una clase de sistemas parcialmente
lineales.

Partiendo del modelo no lineal discreto (6.4) y usando la transformacién z(k) = T—1£(k), donde
T esta definida por (4.18), ésto es,

alk) = hi) = aa(k)

2(k) = Dyh(k) = za(k)

z3(k) = D?h(k) = my + mszs(k)sin(z1(k) + 6%) + mysin(wy (k) + ) cos(z1 (k) + &7)

(6.5)

+ng;' sin(z;(k) + &%)
Entonces, el sistema dinamico parcialmente lineal ¥pyp (6.4) es representado como
[ # (k4 1) = 2z, (k) + 722(k)

zo(k + 1) = z9(k) + 123(k) 6.6)
z(k + 1) = z3(k) + Bla(2(k), 7) + A(a(k), 7)y]

y(k) = 2 (k)

Yprp

donde
a(z(k)) = my+ {mycos(dy(k)) +maks;
+[(ms3 4+ Tmamy) z3(k) + Tmams cos(@,(k))
+ Tmamy cos(67)] } sin(¢y (k) — z3(k)
B(z(k)) = Tmamesin(gy(k))

donde ¢, (k) = 6" + 21(k) y do(k) = 21(k) + 722(k) + 8"y
23 — my — mgsin(z1 (k) + 6 )cos(z1(k) 4 &%) — mgEg*sin(z (k) - 6%)
z3(k) = - >
mgsin{z1(k) + &)
Puesto que ¢l sistema (6.6) tiene Ia forma de 1a ecuacion (4.6) se propone un contrdl linealizante
y estabilizante de la forma (4.22) donde el control auxiliar v(2(k)) se elige segin la ecuacion

(4.21), como v(2(k)) = —7FQ,z(k), siendo la matriz F :_( cY c} ¢ ) = ( 13 3 )




y Q, = diag(p®, 7%, p)

v(z(k))

—TFQ,z2(k) = —-T( 1 33 )
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P00 z1 (k)
0 0 z2(k)
0 0 P Z3U§)

= -7 (Tpgzl(k‘) + 39232(k) + 3923(k))

6.3.2 Control basado en un procedimiento con transformacion de similitud

Para usar el control presentado en 4.4.2, se propone ¢l siguiente cambio de cordenadas para llevar

¢l sistema (6.4) a la forma (4.27)

Li(k) = @(k)
§a(k) = ma(k)
£5(k) mszy (k) sin(z1(k) + &)
Con este cambio de coordenadas, el sistema (6.4) esta representado en nuevas coordenadas en
la forma
[ 10+ 1) = & (k) +76,(K)
5. ) Glk+1)=G(8) + 7E(k) +rax(6a(k) 6
NLD * .
&3k + 1) = &(k) + 7[p (k) + P(E(R)u(k)]
L k) =&4(k)
donde

92(61(k)) = ma+ mgEy sin(€y(k) + ) + masin(&; (k) + 87) cos(&, (k) + &%)

(1+ 7mg)és(k) sin(€, (k) + 8" + 76, (k) €s(k)

p(§(k)) =

rsin(€, (k) + 6%) T

—mams cos(6*) sin(€, (k) + 6 + 7£,(k)) (6.8)
+mgms cos(§; (k) + 67) sin(&; (k) + 6 + 7&5(k))
Y(§(k)) = mamssin(§y(k) + 6" + 7€,(k))

el cual resulta ser de la forma (4.27). Usando el algoritmo de célculo matricial visto en la seccidn

4.4.2 para el disefio del control, y haciendo uso del la ecuacion (4.28), el control estabilizante
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resultante esta dado por:

[(0° + 3pg2(61(K))) &1(K) + (3% + gal&1(K))) £3(B)]  (6.9)

1
w®) = —TEm)
1

(E(k))

[3p€4 (k)]

6.4 Diseno del observadores

6.4.1 Observador de alta ganancia para una clase de sistemas parcialmente
lineales.

Ahora considere un observador de estado para el sistema (6.6) de la forma (5.1), en donde

K = col ( ct Ccics ) = coi( 331 ) y la ganancia del observador esti dada por

g 0 0 3 30
™A' K=71]0 6 0 3 =71 3¢°
00 ¢ 1 g°

De modo que el observador para ¢l sistema (6.6) en las nuevas coordenadas resulta ser
zZik+ 1) =Z1(k) + 722(k) + 378 [21(k) — Z1(k)]

Zo(k + 1) = Za(k) + 723(k) -+ 376% [21 (k) ~ 2 (k)]

Z(k+ 1) = (k) + @(2(k)) + BEkYu(k)) + 76° [z (k) — Zi(k)]

ZpLo

il

6.4.2 Observador basado en un procedimiento con transformaciones de
similitud

Ahora, un observador de estado para el sistema (6.7) y que esta definido como (5.6), donde
g(E(k),u(k)) = col( 0 ga€(K)) gs(E()) ) oon 6> E(R)) = ga(E,(k)) y gs(E(K)) = (k) +
BE(K)ulk), (ver (6.8)).

Haciendo uso del algoritmo visto en la seccién 5.4, las matrices M(§ ( (k),u(k)) y
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L{Ek), u(k), 7), estén dadas por

| L 0 0 N 7 (931 — g33ga1)
M(Ew(k),u(k)) =] 9 1 0 [ yLk)uk)r)=| + (g21 + g32)

‘9323 —gs3 1 TO33

donde los términos g;; son elementos del jacobiano G (€(k), u(k)), es decir,

_opER)  0gR) 99k _ 9g5E(k))
=~ 31 = 5, g3z 2, ¥ 933———3—53—,

Puesto que K = col ( €} C3C3 ) =col (3 3 1 ), se obtiene finalmente la estructura del
observador,
&+ 1) =B () + E(8) + CalE(R),7) (€0~ E(8))
&k +1) = & (k) + Es(k) + 70o(6(1)) + Coal€lh), ) (€ (k) — 8 ()
&k +1) = &y(k) + 95(E(R)) + Ca € (k) 7) (€ (R) = E ()
donde los términos de C,;, C,2 ¥ Cos estén definidos como
Ca€lk),7) = (39-!-933(5( D)
Coal€(k),7) = 7€ (a+gss(£ (k ))) (39 +gn (€ (k) + gag(’“(k)))
Coa(Elk),7) = (3a+g33( E(kD) (955 (k) + 90a(€ (k)

47 (30 + gn @ (8) + € () gsaE (1)
+r (93+g31( € (k) — gsa(€ (k))gan (€ (B )))

Gy = T [0032(9&) — sin? (02 )J +mskE, sm(Ga)
(

g1 = -
)

+mams [cos (951) — sing(ﬁgl) - 608(5*)c05(19§2)] + mgmscos(ﬂgz)u(@

[1 — 7Trny4] gscos(ﬁa)
Stﬂ(é’ElJ

033 = + Tmamscos(fy )cos(fz,)



~Tmymac0s(8*)cos(8z,) + Trzmecas(8g,)u(€)
(1 —7md)sin(0z)

sz = rsin(fz) - (1/7) confiy =8+ 81yl =6+& +7¢,

6.5 Resultados de simulacion
A continuacion, se presentan los resultados en simulacion obtenidos a partir del modelo del

generador.
Antes de mostrar las graficas de dichos resultados se presentara un esquema de la metodologia

usada en la experimentacion.
Implementacion del control basado en un observador.
La implementacién del control basado en un observador se puede apreciar en la figura 5.1.

Pardametros del generador
Los valores de los parametros que se utilizaron para efectuar la simulacion son los que se

muestran en la tabla 6.3.

zg |2y (g | D0, M | T | ws

(o) | (pu} | (pu) | seg | (pu) | (pu} | (pw)

09;03/0¢9]4 1 1 i
Tabla 6.3 Valor de los parametros del generador

Puntos de equilibrio
Puesto que el modelo del generador presenta un conjunto de puntos de equilibrio, se tiene

que para B, = 1.1773, los puntos de equilibrio del sistema (6.4) son 6" = 0.870204rad,

E, =0822213 y w" = w,.

Nomenclatura a usar en las simulaciones

uy (k) | Control de alta ganancia aplicado a una clase de sistemas parcialmente lineal

uy(k) | Control basado en un procedimiento basado en transformaciones de similitud

* .| Valor de equilibrio

- Valor estimado
Tabla 6.4. Nomenclatura en las simulaciones
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El primer conjunto de figuras consiste en demostrar la eficencia de los controladores con su
observador correspondiente. Se probaron los controles u;(k) ¥ ua(k) (6.9) con las siguientes
caracteristicas
i) Condiciones iniciales el sistema: z(0) = col ( ~0.04 0.1 0.1 )

li) Condiciones iniciales del observador Z(0) = col ( —0.02 0.15 0.15 )
ii) Periode de muestreo: 7 = (.01
iii) Ganancia del control: p = 1.5

iv) Ganancia del observador: 8 = 0.65
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Figura 6.2, Comportamiento de las variables usando el control (k)
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Figura 6.3. Comportamiento de las variables usando el control uy(k)

Las figuras 6.3 a 6.10 muestran los resultados en simulaciones; cada una de ellas muestra lo
siguiente,
El siguiente conjunto de figuras 6.5 y 6.6 muesira el comportamiento de las variables cuando
existe una perturbacion en ¢l par T, es decir
1 0<t <5
Tm=4¢ 09 5 <t, <15
1 ts > 15
en donde se usaron las siguientes condiciones
i) Condiciones iniciales: z(0} = col ( —-0.04 0.1 0.1 )
ii) Periodo de muestreo: 7 = 0.01
iii) Ganancia del control: p = .54
iv) Ganancia del observador: 8 = 2.5

Las figuras 6.5(a-d) y 6.6(a-d) muestran las variables del generador bajo esta perturbacién
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En las Figura 6.7 y 6.8. se muestran los resultados cuando una perturbacién en X/, ha sido

introducida. Los valores que se consideraron son como sigue

0.3 0<t, <5

X;=4 02 5<t, <10

0.3 ts > 10
las siguientes condiciones fueron utilizadas
i) Condiciones iniciales: z(0) = cof( —0.04 0.1 0.1 )
ii) Periodo de muestreo: 7 = 0.01
iii) Ganancia del control: p = .65

iv) Ganancia del observador: 8 = 1.5
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6.6 Conclusiones

En este capitulo, se usé un modelo de un generador .sincrono conectado a una barra infinita de
3er. orden cuya representacion es de la forma de Thevenin para comprobar la eficiencia de los
esquemas de control y de observacion vistos en los capitulos 4 y 5, respectivamente .

Se puede notar que las figuras 6.3 y 6.4 muestran la eficiencia de ambos controladores, en donde
se muestra también la eficiencia de los observadores, los cuales convergen a sus verdaderos estados
satisfactoriamente.

Las figuras 6.5 y 6.6 muestran las respuestas dindmicas de las variables del sistema ante la
presencia de una perturbacién. Se considerd una variacion del par del -10% durante el intervalo de
tiempo de 5 a 15 seg.

Las figuras 6.7 y 6.8 muestran las respuestas dinamicas de las variables del sistema ante la
presencia de una perturbacion. Se considerd una variacion en la reactancia transitoria en el eje
directo del -33% durante el intervalo de tiempo de 5 a 10 seg.

En la figura 6.6 se muestra la accién del control u; (k) ante variaciones de la reactancia transitoria
en €l eje directo X, asi mismo se muestra en la figura 6.7 la accién del control ua(k). Se puede
apreciar que la accion del control uy(k) presenta grandes transitorios retardando la convergencia
del sistema hacia los puntos de equilibrio. Sin embargo, esto se puede mejorar variando tanto la
gaﬁancia del control como la del observador, o bien, modificando del periodo de integracién para
un paso de muestreo 7 fijo.

De las figuras se puede apreciar que utilizando ambas metodologias, los resultados son muy
similares sin la presencia de perturbaciones. En cambio ante la presencia de perturbaciones
paramétricas en el modelo la accidén de control u, (k) resulto menos sensible que la accién de control
us (k).

El comportamieto de estos controles se basa en la naturaleza de su disefio. El control u, (k)
linealiza ¢l sistema alrededor de su punto de equilibrio, mientras que el control uz (k) va acotando

durante su funcionamiento la no linealidad de la matriz g(x(k), u(k)).



Capitulo 7
Conclusiones y problemas abiertos

7.1 Conclusiones

En este tesis se propuso un esquema de control y de observacion y otro fué dado para sistemas
no lineales discretizados mediante la aproximacion de Euler. Uno basado en transformaciones
de similitud y otro mediante cambio de coordenadas y una retroalimentacion de estado dinamico.
Ambos controladores utilizan un observador de alta ganancia.

Se realizd un andlisis de estabilidad de los sistemas discretizados bajo 1a accién del control
obteniendose condiciones suficientes para garantizar la estabilidad exponencial del sistema en lazo
cerrado. Ademas, se dieron condiciones suficientes para garantizar la convergencia del observador
propuesto para la clase de sistemas discretizados considerados.

Se presentaron resultados en simulacion cuando estos esquemas de control y observacién se

aplicaron a un modelo de tercer orden de un generador sincrono conectado a una barra infinita.

7.2 Problemas abiertos

" El discfio de estrategias de control y de observacion para sistemas no lineales discretos sigue
siendo un problema abierto. Mucho queda por hacer al respecto. Ademas, un problema que resta
por resolver, del trabajo presentado, es efectuar un analisis de estabilidad del sistema en lazo cerrado
mediante un esquema de control basado en un observador.

Claro esta que la aproximacién de Euler es, en general, un primer intento para la discretizacién
de un sistema no lineal continuo. Una de sus desventajas es que algunas dinimicas pueden
ser eliminadas, generando con ello, pérdida de informacién y problemas al disefiar controles u
observadores. Por tal motivo, un problema interesante ¢s considerar otro tipo de discretizacion de
sistemas no lineales continuos, y proponer esquemas de control y de observacion para ¢l sistema

no lineal discretizado resultante.
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ABSTRACT

In this paper, we present a control-observer scheme for
discrete-timne nonlinear systems. A controller and an ob-
server are proposed for a class of discrete-time nonlinear
gystems. The results obtained are applied to synchronous
generator in order to illustrate the proposed scheme.

Keywords: Discrete controller, Euler dicrefization,
Nonlinear Observer, Synchronous generator.

1. Introduction

The increasing complexity of electric power systems
demands more efficient and powerful methods to ensure
the control and operation of such systems. Several ap-
proaches have been proposed to deal with these systems
(see [1, 6, 10, 11]). Usually these methods are developed
for continuous time representation. However, the recent
advances in digital technology, which are implemented in
power systems, requires the strategies capable to replace
the analog atrategies. For this reason it is necessary to
develop strategies of control and observation for discrete-
time nonlinear systems.

In this paper, a simple but constructive method to de-
sign a control algorithm guaranteeing the stability of the
system is presented. The key idea adopted was to extend
the continuous-time ideas into the discrete-time nonlin-
ear systems. Io this paper, taking a continucus nonlin-
ear system is discretized using the Euler approximation.
Next, by a change of coordinates the discretized system
is transformed into a feedback linearizing one for which a
control law is designed. Furthermore, we assume that the
nonlinear terms appearing in the system are known ex-
actly. In the case the system presents some disturbances
or uncertain terms, they are assumed satisfy the match-
ing condition and they are bounded. Then, an analysis
of the stability of the perturbed system is considered.

On the other hand, the theory of state observers is
one of essential topics for discrete-time systems. In the
nonlinear continuous-time case, several results have heen

*This work was sopported by CONACYT, MEXICQ, 26495-A
and Clomisiém Federal de Electridad.
fCorresponding Author

proposed {see (9]). For nonlinear discrete-time systems
this problem remains open, and some results have been
proposed. Then, in this paper, we present an observer
for a class of nonlinear discrete-time systems which, in
some sense, constitutes the discrete-time version of the
observer presented in [3, 4].

In this paper, we present a design procedure to de-
signt an observer and an controller for a class of discrete-
time nonlinear systems which includes synchronous gen-
erator’s model.

The outline of the paper is as follows. In Section 2,
we introduce the discrete control design for a class of
nonlinear systems considered in this paper. Moreover,
an analysis of the perturbed closed-loop system is given.
In Section 3, an observer for the class of nonlinear sys-
tems considered is proposed. In Section 4, the proposed
scheme is applied to a synchroncus generator. In Section
5, simulations are carried out to show the performance of
the controller and the observer proposed. Finally, con-
clusions are drawn.

2. Discrete Control Design

In this section, we derive an approximate model of high
fidelity and proceed with the observer and control design
using the Euler approximation of the following class of
continuous time nonlinesr systems

J E= 1) +9(&)u
mvie {5 26

This approximation is viable if the sampling period &
very small. The Euler approximation is simply a straight
line approximation of the derivative, that is for ¢t = (k +

)7
é . E(8) —&(rk)
T t—1k
Then, the system Xyrc can be discretized using the
Euler approximation into the system

e+ 1) = &) + 7 (FER)) + g(€(R))ulk))
TNpp { y{k) = h{£(k)) k

(1)
where for simplicity we denote £(k) = £(k7), for 7 fixed.
Furthermore, there exists a diffeomorphism T : 7 — R"



such that = Y(U/) contains the origin and the change
of coordinates z = Y (£) define a state-space local coordi-
nates transformation. Then in the new coordinates, the
gysteml ¥ p can be transformed into the system

N z(k+1) = (I, + 7A) z(k)
INLD! { +B {a(z(k), 7) + B(=(k), T)u(k)}
y=Cr=um )

where A and B are in the usual Brunouvsky controllable
form and 7 is the sampling period (see [§]).

Now, we consider the following a static feedback of the
form

u(k) = 67 (2(k),7) [v(z(R)) ~ alz(k),7)]  (3)

where c(#(k), 7) and A(z(k), 7) are assumed to be known,
Blzx(k), 7) # 0 for all z(k) € R", and choosing the exter-
nal control v(z(k)) as

v(2(k)) = —TF,z(k) (1)

where the matrices F' € R1*" and §2, € R**™ gre given
by

p=1, (5)

|
oF ~ n! ‘
(n—p)ip!

Q, = diag(p™,...,0),
F = (G Crt ),

(el

such that the resulting closed-loop system
z(k+1) = (4, ~ TBF$,) 2(k) (6)

is exponentially stable.

This problein is referred as the local input-output lin-
earization, while n in known as the relative degree asso-
ciated to the output y.

From the above discussion we can establish the follow-
ing result.

Theorem 1. Assume that system (1) can be trans-
Jormed into the system (2) by means of a change of co-
ordinates end Buler discretization. Then, there exists o
static linearizing state feedback

u(k) = 57 (z(k), 7) [v(2(k)) — oz (k), 7)]

with v(z(k)) defined as in (4) and the sempling period
T and the constant pwhich are choosing such that 0 <
Topp =< 1, for all 0 < 7 < 19 end for all p > p,, such
that the origin of the closed-loop system is exponentiolly
stable.

The proof of this theorem is based on the following
claim (see [3, 4]).

Claim 1. Let A. =I+%,(A ~ BF) where the matri-
tes A and B ore in the usual Brunouvsky controllable
form, and F is defined as F = { C? crly,

where CZ = ﬁ:?!' Then, for every 7, > 0; 0 < 7y, < 1,
the unique symmetric positive definite metriz P, satisfy-
ing the algebraic equation:

AP A, - P, =y, P.— 4, 1—v)"F'F (7
is given by P, = NTN, where N = A.E, with A, =

diag(1,(1 — v.)%, ., (1 — 7, )*7) and E, = E.(,§) =

Citif j>ielse B(i,f) =0; 1< i,j<n,iandj

represent the row and column of the matriz, respectively.
This claim can be proved by simple verification.

2.1 Control design with uncertainties

Assume that for system

. 2k +1) = (L, + 74) 2(F)
YNzp +8 {ofa(k),7) + Blw(k), TIu(k)}
y= Cr= L.

the terms o(z(k), 7) and B(z(k), ) are not known per-
fectly. Then the control law given in (3) can be designed
around the nominsl system, z.e.

u(k) = Broom(@(k), ) [v(2(R)) — mom(@(k), 7)]

where 3,,,,.(z(k), 7) # 0 for all z(k) € R™, and the con-
trol w(z(k)) as

v(e(k)) = —1FO,z(k).

Then the application of the abave control to the system
{£) results in the closed-loop perturbed system

_ | z(k+1)=(I,—TA— BFQ,) z(k)
ENLD: { +B® (2(k), T, v(a"a"(ok)))

where
@ (z(k) v T 'U(.’l:(k))) = a(:n(k), T)
—B(z(k), )8 om (@ (k). T) triom (2(k), T)
+ (B(2(k), 7)Brom(2(k), 7) — 1) v{z(k))-
The following notion of ultimate bound for the solu-
tions of (2} will be used to study the stability properties
of perturbed system.

Definition 1. The solutions of sysiem are said to be
uniformly ullimately bounded if there exist positive con-
stanis by and by and for every a € (0,b2) there is a
constant T = T(a) , such that

llz(Ro)ll < o = {[(®)]| < b,

The constant by is known the ultimote bound.

VE> kg +T

We make the following assumption concerning the un-
certain term.

Assumption Al: For oll z in D C R™ an open set
containing the origin, the term ® (z(k), 7, v(2(k))) satis-
fies the following inegquality

@ {z(k), 7, v(z(A)))| < TLy + 7L2||Qpz(k)] ,



for Ly and Lo positive constants. This term is bounded
in some compact subset of B, = {z ¢ R™: (lz(k)|| < r}.

Now, consider the change of coordinates of the form
n(k) = Q,z(k). Then, the dynamics of the system in the
new coordinates is expressed as

nk+1) = QA.Q 'n(k) — 7Q,BFn(k)

+QPB(I) (.’E(k), T U(z(k)))

Since the relations £,4,071 = I, + 7pA and

Q0,8 = pB are hold, we obtain
n(k +1) = Axn(k) + pB (z(k), 7, v(z(k))) . (8)

where A, (I, +7p{A— BF)). Choosing V, =
7L (k) P,n(k) as a candidate Lyapunov function which sat-
isies voin (P) I10R)[* < Vi < Anee(Pe) Ilp(R)* amd
AV, & ~TpAin(F.) |ln(k)|*, for the nominal system,
it follows that
AV, = V}T(k)L ATP A, P 'r)(k)
+2pm (k }P.B® (x(k), T, v(z(k)))
+p20% (2(k), 7, v(=(k))) BTP.B.

It is easy to see by using Claim 1, that

AV,, = 7" (k) Pen(k)
—7p (1 = 1p)" 97 (k) FT Frk)
+2pn% (k)AL P.B® (2(k), T, v(2(k)))
+p2®% (z(k), 7, v(z(k)}) BT P,B.

Since ATP.B = (1-70)"FT and BTFB =
o (1~ 7o), and using 322, (1—70)* = L , it follows
that
AV, £ —ren” (k) Pen(k)
+2p (1= 7p)" 0 (R)F"® (2
+2@% (2(k), 7, v(z(k))) .

Taking the norm and replacing the suitable expres-
sions, we obtain

AV M Tp’\mm(P ”'Q(k)“

+2p (L= 7p)" k)| £ {7L1 + 7Le |In(k)]I}
+£ {7Ly + Lot |In(%)|l}
where ||F|| = f. Then, we have
AV,,, < 7p (~Amin(Pe) +2(1 = 7p)" fLz + L3) IIn(B) |
+1{20(1 ~ 7p)" fLy + 27pLy Lo} (k)|
+ {TpL?} .

Given that (1 — 7p)™ < 1, we obtain

AV, < 70 {—Aemin(Bs) + 2 Ly + LE} In(B) I

+21pLy {f + Lo} (k)| + {7pL%}

Now, to study the stability of the perturbed system
we determine bounds for the constants L, and Lo, and
consequently a bound for the trajectories of the system
as follows (see [2]).

If L satisfies the bound Ly < Ly = f+4/F + Amin(Fz),
then

AV, < ~7pay |[n(k)|f* +27pLias n(k)|| +7pas

(), 7, v(z(k)))

where a; = Anin(Pe) — 2fLs — 1% > 0,
a.2={f—|-f;2} =0, as = {Lg} > 0.
Thus, y
AV, < —(1—&)rpa [InE)* — Tpxay |In(k) )

“2rpLas k)| +7pag
for some constant k such that 0 < & < 1. If this in-

equality holds for all |[p(k){l < r and |p(&R)|] > o =

!'12+3{a;2+f%01
( ot ) Ll .

AV, < — (1~ &) Tpay (k)|
> u; with a bound for I; given by

) r, where

Then
V{5 (k)|

Amin (FPe) Kay
L < L < Amae { Pe) (a2+\/a§+ml

(ln(B)| < ,/%r. Then, the solutions of the

perturbed system are uniformly bounded for & > k¢ and
uniformly ultimate bounded with an ultimate bound b,

. max(Pe +-\/az+
given by by = vV imm((ﬁc)l (ma mf ml) i,

This can be established in the following theorem.

Theorem 2: Consider the equilibrium point is expo-
nenticlly stabdle for the nominal system and Assumption

Al holds. Then, for all ||n(k)]] < 4/ ;:—:A(:%r, there exist

positive constants Ly and La such thot the solution n(k)
of the perturbed system is uniformly wltimately bounded
Jor k > ko with an uitimale bound which is o function
of Ly and Ly and for all perturbation function satisfying
||® (z(k), 7, v(2(k))|| < 7Ly + 7L [n(k)]| with Ly < Ly
and Lo < L.

3. Discrete Nonlinear Observer

Now, we consider the class of discrete-time nonlinear
systems of the form

z(k+1) = A.z(k)+ B{a(z(k),7) + 8(z(k), T)u(k)}
y(k} = Cz(k) (9)
where z{k) € R™, u(k) € R, y(k) € R. The matrices A,, B

171 - 0

and Caregiven by A =I+74A=]| "~ ~ =~ [,
00 .7
00 -1

B=co(0 0 ,C=(10 - 0). An

observer for the transformed system (9) is given by

A, (k)

+B oz (%),
+rAF K [y (k)

P+1) =

7) + B(2(k),7) ul(k)]
-y (k)]

1

whera Ay =d'.r',a.g( % R ) and § is a positive con-
stant,

(10)



Defining the estimation error as e (k) = 2 (k) — 2 (k) ,
it follows that the dynamics of the estimation error is of
the form

e(k+1) = (A, —7A;'KC) e(k) + B¥(e,u) (11)
where  U(e,u) = oz (k),7) — ofz(k),T)
+(B8(Z(k),7) — Bz (k) , 7)) u(k).

Assumption A2. For y bounded, B¥(e,u) is a vector
whose components satisfy the following inequality

[BE (e, u)l| < iy [[e(k)]]

for Iy o positive constant.

Then, it is possible to find a matrix & and constants 7
and 0 such that system (11) is exponentially stable (see
3, 4)).-

Theorem 3. Assume that the system (9) satisfies as-
sumption A2. Let Ay = diag ( % = ) for62>1,
od K = col( C), C':)whmc,{:ﬁm.
Then, there exist Ty, 0o with 0 < Tofp < 1 such thot
8> 8 and 0 < 7 < Tg, system (10} is an exponential
observer for system (9).

The proof of this theorem is based on the following
claim.

Claim 2. fet A, =I+~,(A— KC) whem K is de-
ﬁnedasK:col(C’,{ T C:-:) T—?’W Then
for every v, > 0; 0 <y, <1, the tmzq'u.e symmetric pos-
itive definite matriz P, sotisfying the olgebraic equation:

AE'POAO -F, = _'YOPO - 70(1 - 7o)nCTC (12)

ssgwenbyP_MTM where M = AE, with A, =
diag(1 (1-%), (A~ 7)) and E, = E,(i,j) =
(- )""JC’ :fz<3<nebeE(zJ)f

4. Application to the synchronous gen-
erator

We consider a synchronous generator connected
through purely reactive transmission lines to the rest of
the network which is represented by an infinite bus, 1.e.
a machine rotating at a synchronous speed w, and capa-
ble of absorbing or delivering any amount of energy [1, 5,
10]. Such a generator can be modelled by the following
differential equations

M8, + Db, + Py = Py
Xy X' - Xy
TéDE'; = X’ Er (—T‘;_) VGOS((Sm) + Efd
(13)

where §m = LE; — ZV is the generator rotor angle re-

ferred to the infinite bus (also called power angle), w = 8,,,
is the rotor angular speed and E is the transient voltage

or called transient electromagnetic force which, in some
cases, coincides with the generator terminal voltage at
no-load conditions, in parallel or separated operation. M
is the per unit inertia constant, D) is the per unit damp-
ing constant, P,, is the constant mechanical power sup-
plied by the turbine, and T}, is the open circuit transient
time constant. Xy = x4+ 2 is the augmented reactance,
where x4 i8 the direct axis reactance and z, is the line re-
actance, X is the transient augmented reactance and V’
is the infinite bus voltage which is fixed. F, is the gener-
ated power while Ey, is the field excitation voltage given

by Py = sk B,V sin(8,.) + 3 (;% - 3{1:) V25in(26,,) and
Efy = ‘wj—Tﬂf}'P)f, where v is the field excitation voltage, 2,
is the transient direct axis reactance, z, is the quadrature
axds reactance and X, the quadrature axis sugmented re-
actance, My is the mutual inductance between stator and

rotor windingg, from phase windings to the field winding
and ¢ i8 the field resistance.

Synchreonons
Generator

=

Figurel. Single-machine connected to infinite-bus.

For a given constant field voltage Eyy = E7%,, the gen-
erator possesses two equilibrium points - one stable and
one unstable. Throughout this work, the analysis and de-
sign is made around the stable equilibrium point. Setting
{6, w*, E*) as the stable equilibrium point of (13), the
system in terms of the deviations variables AS = & — 6%,
Aw = w—w*, AE;:E" —E;* aﬂdUZEfd—E;d are
given by

das _

&

—— =m +ma(AE, + E*) sin(6) + mg cos(8) sin(8)

dﬁg

q = m4(AE’

+ E*) + mj5 cos(8) + me{u + E7y)
(14)
where § = A§ + 6* and the parameters m; depend on
the machine type, the {ransmission line parameters, the
rotor inertia and the infinite bus constant voltage, and
which are constant at only one operating point, i.e. m; =

I -
Te, mo= g ome = R (H-%)m =

i X,
Xg _ -Xé —Xa |
TTLXY my = ( TaoXa V, me= s



Discretizing the above system, we obtain

Ab(k 4+ 1) = Ab(k) + rAw(k)
Aw(k+1) = Aw(k) + 7{m; + ma(AE (k) + E*)
x sin(3 k))+mseoe(6<k))sm(o(km
AE(k+1)=AE] (k) + T{msAE (k) + mg oos(é(k))
—ms5 603(6*) + mgu(k)}

. (15)
where myE.* + mycos(6”) + mgE}, = 0 and 6(k) =
AB(k) + 6™,

4.1 Control Design
Now, we consider the following change of coordinates

of the form z(k) = T(£(k)) is given by
(k) = AS(k)
z2(k) = Aw(k)
z3(k) = mm +mo(AE(K) -+ E}*)sin(3(k))
+mg cos(8(k)) sin(b(k))

Then, taking the Euler discretization, we obtain

22k 4 1) = 21 (K) + 7o(K)
zo(k + 1) = zo(k) + T23(k)
w3k + 1) = z3(k) + ez (k), 7) + B2k}, TJulk)

where a = a(z(k),7) and 8 = 8(z(k), 7}, in the original
coordinates, are given by

mg sin(8(k) + rAw(k)) { B + AE; (k)

+rma AE, (k) + Tms cos(B(k)) — rms 008(6*)}
+mg cos(B(k) + rAw(k)) sin(3(k) + TAw(k))
~m(AEL(K) + E")sin(8(k))
—mg cos(&(k)) sin(5(k))

B = tmyme sin(8(k) 4+ TAw(k))

Hence, using the theorem 1 the resulting control law is
given by

u{k) = 7 {a(k)) [o(z(k)) — a(=(k))]

with the external control given by v(z(k)) = —FQ,z(k),
where the matrices F and €2, are defined as in (5),
e F=(C ¢} ¢3)=(1 3 3)andQ, =
ding(p®, 0, p)-

Then the auxiliar control is given by

v(z(k)) = - pPz1 (k) — 3p°z2(k) — 3pzs(K).

4.2 Observer Design .

Now, we construct an observer for the following system

Ak+1) = Arz(k) + 7B {a(a(k)) + 8 (z(k)) u(k)}
+7A5' K [y(k) - §(k)]

The above system is an exponential observer for sys-
tem, where the matrix K is choosing such that the my-
trix A, — KC is stable. Since K = col { C} C3C3 ) =
col(3 3 1), wehave

TAFK =col ( 738 736° 16°)

Finally, the observer for the system (15) in the original
coordinates is given by

Ab(k + 1) = Ad(K) + TAG(K)
' +3r6 (Aé(k) A3(k)) AE! (k)
Ak +1) = Ad(k) + 7{m1 + mg(AE’(k) + E*)

x sin(b(k)) + mg cos(6(k)) sm(&(k )i
+376% (A8(k) - 26(k))
AE(k+ 1) = AE (k) + T{maAE! (k) + ms cos(6(k))
—ims cos(§”) + meu(k)}
+7,370 { AS(k) — Ad(k)
+Tr0® (Ad(k) — AS(k);

AdRY + &, T =
(B (k))—sin™(3(k))]

where (k) =
_ ma (A8, (k)+B; ") cos(B(k))+macos

7rv2 sin (3 (k) aud

— 1
L= mn(aik))

5. Simulation Results

The nominal values of the generator’s parameter were
chosen as: m = 1, Mg — —3,3333, ma = 2.2222, my =
~0.75, my = 0.5, mg = 0.25. By setting Fpq = w* =
1.1773, the Steble Egquilibrium Peint: 6, = 0.870204,
we =1, E':I* = (0.822213. The initial conditions were: for
the system z(0) = col’.( -0.1 0.1 -0.001 ), for the
observer #(0) = col{ —0.08 0 —0.05 ). In addition,
the sampling time was: 7 = 0.01. The controller and
observer parameters are chosen as: p=3, 6§ = 5.

Some simulations were realized when the proposed
control-observer scheme was applied to the synchronous
generator model. Figures 2-5, shows the performance of
the observer-based controller. The equilibrium point and
the machine parameters are considered fixed. It can be
seen that the state of the observer (dashed line) quickly
converges to the state of the system (solid line) and it
can be seen as well, that the respective state variables
converge to the desired equilibrium point.

Conclusions

A coniroller and an observer design for a class of
discrete-time nonlinear systems has been proposed. The
proposed discrete-time nonlinear controller is simple to
implement and exhibits a good behavior. Furthermore,
an obgerver for the class of discrete-time nonlinear svs-
tems considered has been proposed which shown a good
behavior and fast convergence. The observer-controller
scheme has been applied to a model of a synchronous
generator m order to illustrate its performance.
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Abstract

'This paper deals with the observation and control of an
induction motor. A cascade observer for a class of non-
linear systems which is state affine is proposed in order to
estimate the flux and the torque for the induction motor.
A control law regulating the motor speed and rotor flux
amplitud is applied. A stability analysis of the resulting
closed-loop systems is given. Finally, simulation results
are shown.

1 Introduction

It is well known that the induction motor has very in-
teresting, characteristics because of its squirrel cage rotor
and of the absence of brush-coilector device. The well-
known field oriented controller can be interpreted in [1}
as a nonlinear state feedback, where the speed and the ro-
tor lux are only asymptotically decoupled. However, flux
estimators are necessary. Moreover, the resistance rotor
apd the load torque sre in geperal ynknown. In this pa-
per we propose a cascade nonlinear observer estimating
the flux and the load torque of induction motors. The
main contribution of this paper is the design of an ob-
server for nonlinear systems in cascade and an analysis of
stability of the closed-luop system when an input-output
feedback linearization controller. The paper is organized
as follows: in Section 2, the mathematical model of an
induction motor is introduced. A multivariable input-
output linealizable contrel law tracking a desired refer-
ence signal is given in Section 3. An observer for & class
of nonlinear systems in cascade are introduced in Section
4. In Section 5, an analysis of stability of the closed loop
system is shown. Simulation results showing the petfor-
mance of the observer-controller scheme are given.

2 The induction motor model

The classical induction diphasic motor model in o frame
(see [1]) is described by

* Correspording Author. The work of the first author was sup-
ported by CONACYT, Mexico, 26498-A.

0-7803-5519-9/00 $10.00 © 2000 AACC

Eyp:&= f(z)+gu where

z = col [ﬂ, @rap Qrﬁ‘s isﬂu isﬂ} Y= col [ulﬂtluiﬁ] (1)

and f(z) =

(PMor/TLr) (Rraisg = Prgisa) ~ (fo/ NQX-T1/J
“'(Rr/Lf) Dra — P(lq’rﬂ + (Rr/Lr) Morisa
pﬂq’ra - (Rr/Lr) Qrﬂ + (Rr/Lr) Msrisﬂ
(MarfoLyLe) ((Br/Ly) ®ra + pQPeg) — Yisa
(Mg /oLsL:) (R /Lr) @rg — PPra) — Tisp

g_[o 00 1oL, 0 17

¢ 0 0 0 /oL,

R, and L,, R and L,are the resistances and inductances
of stator and rotor. M,, is the mutual inductance be-
tween the stator and rotor windings. J is the inertia of
the system (motor and load}, p is the number of pole-pair,
fv the coefficient of viscous damping and 77 is the distur-
bance torque. The parameters ¢ and « are defined by:
o= 1~ MZ/LL,, v:=(L R, + M2R.)/olL,I2
The inputs are the stator voltages and the angular speed.
We assume that the load torque is constant and unknown
and the nominal values of the rotor resistance are known.

3 Control Law

We consider a mmltivariable input-output linearizing
atate feedback designed for the system (1). Consider the
following tracking control ( seel7])

u=(:j:; ):n-*(z){(ﬁgﬁ;%(zi )}

such that the output y = col{hy,hs) asymptoti-
cally tracks a reference signal ,(t), where hy = 0,
hy = (@Ea +<I>E§) are considered as the outputs
to be controlled, {1.(t) and |[¥.(t)]® are the ref-
erence signals to be tracked. We assume that the
reference signal and its derivatives up to r (relative
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degree of the system)are bounded for all ¢t = 0.The
inverse of decouplipg matrix is given by D '(z) =
~2(R,/Lr) (PME/ILr) (¥2, + ¥5) [(aL2).  Now,
consider the following change of ecordinates

(s)-("50")
"\ & Ta(x)

where A=Ty(z) - R= 005(51,621531264)
—eol(§.(8), S (t), TN [ 20 )

& =hi(z) =1,

L= th]_(:b') = (pMaT/JLr} (Qraéaﬁ - Qfﬁi"ﬂ)

—(fo/ N =T/,
b= ho(z) = (82, + 8%;) |
€3 = Lyha(z) = —2(R./L,) (D%, + Diy)
+2 (Rr-/Lr) M (‘I:'ruiaa + ‘I)Tﬁiaﬁ)

&5 = Th{z) = arctan (%f)
which is well defined in
D={zeR: (82, +d%) >0}
The new control v = col(va, vg) is given by

%o = ka1 {R = D (B)} ~ haa {T1 — ()} + B0
vp = —ku { (3%, +92,) - . ()1}

b {rg — | |2} +| @,(t)”gand

Ty = pMyr /T Lo(®raisy — Brgisa) = (o N = Tif J;

Tp = —2(R-/Lc) (®%, + ¥15)+
2 (RT/L,-) M., (q)ra":m + ‘I’rﬁisﬁ) .

{ka1, ka2) and (kpg;, Fre) are constant design parame-
ters, so the system obtained takes the following form

[ A=A)
Iy { €5 = FIA+ R, &) @

where A is Hurwitz and & = F(A + R, {5} represents the
dynamics of the flux angle, which is assumed to be stable.
The measured variables are (£, 44, 9sg) While ($ro, $.5)
and the load torque I} are estimated.

4 Nonlinear Observers

Consider the multi-variable nonlinear system expressed
by the equations:

I = f(z) + ¢(z)u, y=hiz} (3)

where = € " is the state vector of the system, u € R™
is the control vector and y € IRF is the output vector.
Consider the class of state affine systems which are rep-
resented as

z = Alu, )z + glu, %), y =Cxz (4)

where the matrix A depends on the input and the output
and g represents an input output injection. Results re-
lated in how a nonlinear system can be transformed into
a state affine systems have been obtained in [2,4). We
present a cascade observer estimating the flux and the
unknown load torque, which is considered constant. The
rotor speed and the stator currents are measured.

4.1 - Observer design for Triangular sys-
tems,

Consider the following dynamical system

Z=A{u,y)z+g{u,y,2), y=Cx =29 (5)

where A(u,y) =
0 alu,y) 0 ‘- 0
a 0 co{u,y) -+ 0
0 0 0 an~1(u: y)
0 0 0 0
T
] (u’: y) 1
g{u, ¥, 'TQ) 0
g(us Y. :B) = - =
gﬂ(ﬂ': y) $J 0

Now wa shall make the following assumptions:

Al) There exist pagitive constants ¢, ¢, 0 < ¢ <
¢y < o0, such that for all x € R";

0<C1 S ’ai(usy)l S ce < 00,’i= 1!“‘In_1

A2} The functions gi(u,y, T3, ..., Ti),i = 1,..,n , are
globally Lipschitz with respect to (xq,..,%:), and uni-
formiy with respect to u end y.

Axn observer for this system is given by

z=A(m,1)2+g(u,y.2) - T Hu,y)AT K (G —y) (6)

where [ = dz'ag{l,al(u,y),...,H?;llai(u,y)},A ==
diag {1/6,1/6%,...,1/8"} with § > O0,K is such
that the matrix (A — KC) is stable where 4 =
01 -0
. From assumption Al, the matrix
00 .1
o0 --- 0
T is nonsingular.
A3) Then assuming thal ﬁup"f‘(fu, 7)) Sl (T y)" =
>1
Lo, where L2 is a positive constant.

Theorem 1: Assume that the system (5) satisfy As-
sumptions Al A2 and AS. Then, there exists 8y such that
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for all 6 > 8, sysiem ({6 ) is an exponential observer for
system (5 ). Moreover, the dynamics of this observer can
be made arbitrarily fasi.

Proof. see [6]

4.2 Cascade Systems

Now, we propose a cascade ohserver for a class of multi-
output nonlinear systems. Consider the following class
of nonlinear systems

& = Ag{w, 9z + ge(u, 0, T, -+ Z1), yi = Cizy (T)

for i = 1,--- ,n.where z; € IR™, y; € JA* the ma-
trices A; € R™™™, { = 1,2,....n; depending on the
inputs and outputs and the terms g; = 1,2.....n; do
not modify the cbservability property of the system and
the structure of the observer. Moreover, the functions
gi(t, y, 21,7 ,%i-1), § = 2,...,m; are assumed Lipschitz
with respect to (zy,-- , %) and uniformly with respect
to u and . We assume that each subsystem is observable,
verifies Assumption Al, A2, and

Ad) Then assurning that sup "f‘i(u, y)l"i_l(u,'y)” <
8,>1
L, for i =1, .. n; where Ly is a positive constant, and
admits an observer of the form (B).

An observer for systems in cascade is given hy

4 = Ar{u,y}n + gi(u, ) + Mi(wy)Ci (21 — 1)
# = A, )z + gilw, y, 21, zi1) {8)
+ M(ua y)Cl'(zi - x‘i)? i=2,---,m;
where M{uy) = F;l(u,y)AflKg,i = li.,n;

are the gains of the observer and depmd on
the input and the output, and TI{u,y) =

di&g {13 al‘i(uly)i R | n;=_11 O!j;(u_.y)} H Ai =
diag{l/ﬂi,l/ﬂiz,...,lfﬂ?} with 6; > 0,K; is
such that the matrix (fi, — K,‘C,') is stable and

01 ... ¢

A4 = From assumption Al, the
00 -1
06 .-~ @

matrix T'; is nonsingular.

Theorem 2: Assume that the system (7) sutisfy As-
sumptions Af, A2 and A4. Then, there exists Oy such
that for all §; > fg;,% = 1,...,n, system (8 } is an expo-
nential observer for system (7 ).

Proof: see [@]
4.3 Design of the observer for the induc-

tion motor

The design of an observer for this class of system is in-
troduced, assuming now the system can be written in the

following form

T = Al(u?y)ml + gl(uiy!wl)r nh= 013'31 (9)
Ill',‘z = A2(u>y)$2 + g2{u: ¥, Iy, 22)1 Ve = szz

where the electrical subsystem has the following form
(with 0 := Oaxg a0d I := [axe)

(g ).

+(;§ 4&m)“+(ﬂf)“

where z; = col (q’ra1 2,3, feario8) s

pa=( 8 ™).

(L 5

91{“:1’;31):( :::Z; ——1\?(9) )21 +( "?I )u

with my = (Mar/0LsL) 5 Mma = (Rr /L) My
ms = (1/0L,).

The measurahle output is y1 = cof (aa, La3) -

The elecirical subsystem’s observer is given by

. o N(Q -1 0
z]_::(o mlo())zl+(m1 N(g))zl
Bk I a
+(m§I)u_( gjiﬁN_l(g) 0)(7'1_11)
1

The mechanical subsystem is given hy

. {0 (/) W
Tz = ( o o J™Ylo
where o3 = col (0, T7) ,
0 (1/J
A2(uty)= ( 0 ( é ) )192(“1?:‘)‘-: ( 'é) ))
=~ (fu/']) Q4+ (PMnr/JLr) (@rmisﬁ - q’rﬁ"lsa) and
the measurable cutput is given by ys = 2
The mechanical subsystem’s observer is given by

1 "
= (8 (5) )22+(1’3)+( :ﬁi‘_} g)(zﬁ—zz)
with fj’ == (fv/J) Q+ (pMsr/JLr) (‘i’miw - é:r°.(ii‘~n::|:) -

5 Analysis of stability of the close-loop
system

In this section, we consider the stability of the augmented
system when the control law is taken as a function of the
state estimate. Let us considered the estimation error
equations
é= (A y) - T Hw,y)A7IKC) e+ Tlu,y, 2 — &)
where the measurable cutputs are
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y = Cz = col(yy, y2) = col(Cyzq, Cra),
e = col(ey, e3), 2 = eol{zy, 22), Aln,y} =
diag (A1 — T {w, y)AT K G, Ap —~ T3 (u, ) A5 K2 C2)
T= CO! (U‘ g2(u: i, 21) - 92(‘-'.!, G2 — 81)) -

From stability point of view, the system I, is an
equivalent representation of the system L, which assumes
thet the rotor flux angle stability. Note that to show that
the origin of A is asymptotically stable implies the zero
tracking error between the reference signals and the out-
puts to be controlled hy and he. Define the augmented
systern

{ &= f(z) + g(z)u(z),
é= (A(u,p) T Hu, ATTKC) e + T(u,y,2 — €}

Now, using the following change of coordinates

(A, &5) = col (Ty{z) — R, Ta(z)),
€= col(el, Ez) = COI(Fl(H, y)A;e;,I‘g(u,y)Ageg),

and the dynamics of the Hux angle, whick is assumed
to be stable, the above system can be rewritten in the
form
; Ty {z)
Ta A=A\+ oy ———g(z) [ulz) — u(z)] .
é=Ac+ T(u,y.6,A)

where .ﬁ. = dz'ag (914i1,92}i2)

T = col(Ty (u, )T (u, w)ea,

{Ga(u, v, 31) = Ga(u,y, 1)} + Iafx, vy ' (u, y)ea)

with A; = K]G;} AQ-—‘{AQ"’KQCQ}

and G‘Z(“: yrzl) - G2(u1 yrml) =

P2(u9 y)A2 {ggfu, Y, 31) - 92(“: iy .'171)} .

We will study the stability of the above system of 13 4,
for that the following assumptions are introduced:

H1} Set 2,2 € B(0,p) the ball centered in 0 and ra-
dius p > 0. There erist a scalar nonegative locally Lip-
schitz constant function L{p) = L1{p}La(p)La(p} such
that

H‘_“m;f)gw u(z) — u(@)]|| < L(p) flell  where
- lglz}l < L1(0),
H—-_gf’ < La(p), u(z) = w(=)|| < La(p) llel

ond Li(p),1 =1,2,3; are Lipschitz constants.
H2) There exist a Lyapunov function

L(x €} = W) + Ve, e) (10)

where W(A) = ATPA = [Tl(z) RITP|T(z) - R]

and V(€) = V{e1, e2) = Vi{e1) + Va(ea),

which sotisfy the following inequalities

BLIMOIE < W) =ATPAL B AP, (1)

A Ol

where ATP+PA = —Q. There ezist a Lyapunov function
V{e) such that

o ell® < Ve) < aa felf?

(12)

?;V (Ae+ Y we, A)) —az le@)|?

where o, 5,1 = 1,2,3,are positive constonts. Let be
1 = B/ B2, pg = oy fou.

Theorem 3: Cousider the system I (2) oblained
via change of coordinates and an input-ouitpul state feed-
back linearizing control u depending on the state esti-
mated given by the observer (. Under the nssumpiions
H1 and HZ, the dynamics of the whole system Y. 5 is lo-
cally asymptotically stable. More precisely, the dynam-
cis of the tracking error A and the estimation error €
converye exponencialily to zero and an estimation of the
attraciion region is given by

[re R DO < VS x {e € B 1Ol < g }-
Proof: see [6} []

6 Simulation Results: Induction motor

Parameters : Normal rated power: 1,5 KW. Number of
pole pairs: p = 2. Nominal speed :1430 rpm. Nominal
voltage: 220V. Nominal intensity: 8,1 A. Stator resis-
tance: R; = 1,47 Ohm. Rotor resistance: R, = 0,79
Ohm. Stator self-inductance: L, = 0,105 H. Rotor self-
inductance: L, = 0,004 H. Mutual inductance: Mg, =
0,094 H. Inertia {motor and load) : J = 25,6 x 10—
Nm/rad/s?, Viscous damping coefficient : f, = 2,9x10~2
Nm/rad/s. Constant torque friction : €, = 0,38 Nm.
A simulation of the proposed ohserver was performed
for the Iollowing numerical values: & = 40, 2 = 20,
K1 = e0l(7,12), Ky = eal(5,6), 2.(t) = 20+ 16 cos(?),
12-()[* = 4+ 2sin(z).

The initial system and observer initial conditions
of the system are 1 = col (Pra,Prdslan,ts8) =
(04,-04,01,—01)iz1 = ool ($ra,&yg,tsartes) =
(3,-2,02,-0.2); (ka1,ka2) = (900,20000) and
(kg1  Kpz) = (1800,800000).Moreover, a change in
the nominal value of T} was introduced at ¢ = 4 from
T; = 2 to T} = 4 .The figures 1-3, show the performance
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of the observer. The estimated states converge to
the state of the system. In Figures 4-5, we show the
irajectories of the motor tracking the desired trajectories
,(t) and [I.(t)|%, respectively. This scheme works
well even when initial conditions are different from zero
and even when there is a change in the load torque.
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