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RESUMEN

COMPUTO DE GRADIENTES MATRICIALES DE ALTO ORDEN
ASOCIADOS AL ANALISIS DE ESTABILIDAD DINAMICA: USO
DEL METODO DE DIFERENCIACION NUMERICA

Publicacion No.___
Mauricio Morado Ibarra, M.C. en Ingenieria Eléctrica
Universidad Auténoma de Nuevo Leodn, 2005

Profesor Asesor: Dr. Emilio Barocio Espejo.

El sector eléctrico es un factor importante en el desarrollo social y tecnolégico del
pais. De ahi la importancia de contar con un Sistema Eléctrico de Potencia (SEP),
confiable, eficiente y seguro. Como parte de los esquemas de seguridad, se han desarrollado
una seric de herramientas de supervision, plancacion y control basadas en técnicas de

analisis lineal, con la idea de moniforear ¢l desempefio dindmico del SEP.

En la actualidad, la creciente evolucion de los Sistemas Electricos de Potencia, junto
con la disminucién en la fortaleza de los sistemas de transmisién, ha resultado en la
aparicion de fenémenos de Estabilidad Dinamica que pueden limitar la operacion del

sisterna provocando en algunos casos pérdida de estabilidad.

Estudios preliminares sugieren que una posible causa de la pérdida de estabilidad de
los SEP esta fuertemente vinculada a los efectos no-lineales, causados por la interaccién
modal no-lineal de los modos fundamentales de oscilacién del sistema que provocan un
cambio en los parametros de dicho sistema, todo esto ha conducido a una atencién especial
hacia el analisis de la Estabilidad Dinamica que considera elementos no-lineales para su

analisis.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1 INTRODUCCION

Los Sistemas Eléctricos de Potencia (SEP) deben ser confiables, eficientes y
seguros. Como parte de los esquemas de seguridad, se han desarrollado una serie de
herramientas de supervision, planeacion y control basadas en técnicas de anélisis lineal, con

la idea de monitorear el desempefio dinamico del SEP.

Como respuesta a esta necesidad, se han desarrollado una gran cantidad de
programas comerciales para su analisis [1,2]. No obstante, en afios recientes han surgido
una serie de comportamientos dinamicos inusuales en el marco operativo del SEP, vistos
como modos de oscilacion, que no pueden predecirse por las herramientas de analisis lineal
[3.4]. De ahi, que surja la necesidad de contar con nuevas herramientas basadas en analisis

no-lineal que permitan definir estos fendmenos.
1.2 MOTIVACION

En la actualidad, la creciente demanda energética, la interconexion entre diferentes
redes, asi como la incorporacion de elementos dindmicos en la red, contribuyen a la
disminucién de la fortaleza operativa del SEP. Asociado ha esto han aparecido una serie de
complejos fendmenos de Estabilidad Dinamica, que no solo limitan la operacién del

sistema, sino que pueden provocar la pérdida de estabilidad del sistema [3].

Estudios preliminares sugjeren que una posible causa de la pérdida de estabilidad de

los SEP, estd fuertemente vinculada a los efectos no-lineales causados por la interaccién



modal no-lineal de los modos fundamentales de oscilacion del sistema, que provocan
cambios operativos del SEP [3,5,6,7]. Esto ha conducido al desarrollo de nuevas
herramientas de analisis de Estabilidad Dindmica que considera términos no-lineales en su

anélisis [6,8-10].

Investigaciones recientes muestran que los efectos no-lineales, son capturados al
considerar términos de alto orden en la expansién de la serie de Taylor [6]. Sin embargo,
aungue existe una gran cantidad de programas profesionales para ¢l analisis de Estabilidad
Dinamica, al momento, los términos de alto orden no han sido incorporados en las rutinas
de analisis debido a su dificultad de implementacion. De ahi, la importancia de contar con
metodologias o formulaciones matematicas que faciliten la incorporacion de los términos

de alto orden, asi como Ia inclusién de modelos de mayor complejidad del SEP.

1.3 REVISION HISTORICA

El analisis de Estabilidad Dinamica, ha sido una de las herramientas mas poderosas
empleadas por la industria para determinar si €l SEP se encuentra en una condicién
operativa critica, en el sentido de la informacion de valores y vectores propios de los modos
de oscilacién. De ahi que parte de la teoria de andlisis lineal se haya adaptado dentro del
marco de Estabilidad Dinémica para controlar y analizar el comporiamiento del SEP.
Convencionalmente, solo se ha considerado el término de primer orden de [a expansién de
la serie de Taylor. Sin embargo, recientemente se explora la utilidad de incorporar témminos
de alto orden de dicha serie al anélisis de Estabilidad Dinamica [6]. Para ello la revision
bibliogréfica, es dividida en dos partes: Aproximacién Lineal y No-Lineal considerando

términos de alto orden.

1.3.1 APROXIMACION LINEAL: MATRIZ JACOBIANA

El andlisis lineal es una herramienta eficaz para determinar la estabilidad del modelo
dindmico del SEP. La técnica estd basada en la informacién obtenida de los valores y

vectores propios del sistema, Como es conocido, €l calculo de los valores propios depende



esencialmente de su ecuacion caracteristica y a su vez de la forma en que es determinada la

matriz Jacobiana [11].

Actualmente existen diversos programas comerciales para el analisis y control de
SEP basados en la informacion de los valores y vectores propios [1,12]. Algunos de ellos
determinan la matriz Jacobiana de forma Analitica [1], y otros emplean técnicas de
Diferenciacion Numérica (DN), considerando especificamente la modalidad de
"Diferenciacion Hacia Adelante” [12]. Ambos enfoques han sido aplicados tanto para el
calculo de matrices Jacobianas que resultan en los modelos empleados en el analisis de
Estabilidad Transitoria y Estabilidad Dinamica [$5,13].

En la literatura han sido propuestos otros enfoques de caracter académico, que estan
siendo incorporados a los programas comerciales que analizan la Estabilidad Dinamica. En
[14] M. Jerosolimski presenta un método basado en Diferenciacién Automatica (DA) para
el calculo de matrices Jacobianas que resultan del algoritmo de integracion numérica,
asociado al estudio de Estabilidad Transitoria. El trabajo compara las técnicas DA y DN-
Diferencia “Hacia Adelante” en términos de eficiencia computacional y precisién
numérica. Los resultados destacaron la ventaja del uso de la técnica de DA en ambos
aspectos. Otro enfoque basado en Diferenciacion Simboélica (DS) [15], emplea el potencial
de la programacién simbélica para el cdlculo de la matriz Jacobiana. Sin embargo, su
aplicacion en el contexto de SEP estuvo limitada por la cantidad de variables de estado, que

aumenta en relacion con el grado de modelado del SEP.

1.3.2 APROXIMACION NO-LINEAL CONSIDERANDO TERMINOS DE
ALTO ORDEN: MATRIZ HESSIANA Y DE ORDEN MAYOR

Investigaciones recientes han presentado diferentes esquemas para incorporar los
términos de alto orden de la serie de Taylor [14]. Sin embargo, al momento éstas técnicas

estan limitadas por su dificultad de implementacién en modelados complejos del SEP.



De esta maners, €l grupo de estabilidad de 1a Universidad de Iowa con patrocinio de
la National Science Foundation and the Electric Power Research Institute, ha empleado una
formulacion analitica para €] computo de gradientes matriciales de alto orden. Los estudios
han sido dirigidos a la exploracion de las bondades que existen al considerar mas términos
de la serie de Taylor en el analisis de Estabilidad Dinamica. Los resultados muesiran que
los términos de segundo y tercer orden de la expansidn de la serie de Taylor, son esenciales
para entender el comportamiento oscilatorio del SEP que se presenta en condiciones
operativas de estrés [8,15,16]. Otros estudios que emplean los términos de alto orden en
conjunto con métodos no-lineales, han evaluado el fendmeno de interaccién modal no-
lineal, entre controles a nivel red [17], asi como en controles a nivel méaquina [7,18,33]. Los
resultados destacaron la necesidad de incorporar los términos de alto orden al anélisis de
Estabilidad Dinadmica, asi también como el desarrollo de nuevas metodologias para
incorporar estos términos. Debido a que la Formulacion Analitica, requierc de grandes

esfuerzos en su aplicacion a modelos més complejos del SEP.

Recientemente una variante diferente, basada en esquemas hibrides de programacion
(Diferenciacion Simbolica y Numeérica), ha sido propuesta por el grupo de anélisis de
sistemas dinamicos del CINVESTAV-GDL y la UANL [8,9,10,15,16]. Un primer enfoque
simbolico-numérico propuesto por E. Barocio [15], propone una mezcla interactiva entre
software simbélico MAPLE® y software numérico MatLab®. El esquema propuesto
presenta una gran flexibilidad en la incorporacién de elementos dindmicos complejos del
SEP. En especifico considera las incorporaciones de maltiples compensadoras estaticas de
VAR (SVCs), modelos hibridos para el generador sincrono, asi como sistemas de
excitacion. Otro enfoque, propuesto por 1. Martinez [8], explora el potencial de la
herramienta simbdlica, perteneciente al MatLab®. A diferencia de la formulacién hibrida
MAPLE®-MatLab®, [a nueva formulacion [8], elimina la interfase entre ambos programas,
aumentando con ello la capacidad numérica de la nueva formulacion. Cabe mencionar que
en ambos esquemas, la principal deficiencia radica en su desempefic computacional
numérico. Debido a que conforme aumenta el tamafio y el grado de modelado del SEP,
ambos esquemas se ven afectados en la flexibilidad de implementacion y en el desempefio

numeérico.



1.4 ALCANCES DEL TRABAJO DE INVESTIGACION

Los alcances de este trabajo son delineados basicamente en tres aspectos:

» Desarrollo de un método confiable y eficaz basado en la técnica de DN, para el
célculo de gradientes matriciales, asociados a los términos de alto orden de la serie

de Taylor del modelo dinamico del SEP.

» Son valorados los aspectos de flexibilidad de implementacion, precisién numérica
y desempefio computacional. Para ellos son considerados varios sistemas de prueba
con diferentes dimensiones y detalles de modelado. Los resultados son comparados
con una Formulacion Analitica para valorar el potencial de la técnica de DN en

aplicaciones del SEP.

» Finalmente es evaluado el aspecto de tiempos de cGmputo, para valorar el potencial
de las tres variantes de DN: Hacia Adelante, Hacia Atrds y Central, Los resultados
obtenidos de las aproximaciones son comparados con los tiempos que requiere una

Formulacion Analitica.

1.5 CONTENIDO DEL TRABAJO

El trabajo presenta una formulacién multidimensional que emplea el método de
Diferenciacién Numérica (DN) para la obtencion de términos de alto orden de la serie de
Taylor para el modelo dinamico del SEP. El trabajo esta dividido en 5 capitulos. Los temas

que trata el presente trabajo de investigacion estan distribuidos de la siguiente manera:

En el capitulo 2 se propone una formulacién multidimensional para el calculo de
gradientes matriciales de alto orden. La formulacién expuesta, esta basada en la técnica de
Diferenciacién Numérica que emplea la expansion de la serie de Taylor (DN-ST). De esta
formulacion, son desarrolladas tres variantes para su evaluacién (Hacia Adelante, Hacia

Atrds y Central). Aunque la formulacion es de caricter general, la matematica que se



presenta, solo considera el computo de la matriz Jacobiana y Hessiana. Finalmente, la
precision de la formulacién DN-ST en sus tres variantes, es evaluada mediante el anélisis

del error porcentual que se genera en la aproximacion.

En el capitulo 3 se aplica de forma parcial la formulacion DN-ST presentada en el
capitulo 2. La formulacién DN-ST, en sus tres variantes (Adelante, Atrds y Central), es
aplicada al célculo del gradiente matricial de primer orden, que resulta del modelo clasico
linealizado del Sistema Eléctrico de Potencia (SEP). La formulacién DN-ST es evaluada y
comparada con respecto de la formulacién exacta, para valorar su desempefio y precisién
computacional. Para ello son considerados diversos casos de estudio, asi como diversos

sistemas de prueba, para valorar su exactitud numérica y desempefio computacional.

Para el capitulo 4, se extiende la formulacién presentada en el capitulo 2.
Especificamente es analizada la aproximacion DN-ST Central, que considera términos de
segundo orden. Para la evaluacién de esta aproximacién, es utilizado el arreglo de
Kronecker, que permitira evaluar la exactitud numeérica. De igual forma que en ¢l capitulo
3, la aproximacion Central con términos de segundo ordenm, es comparada con una
formulacion analitica. Para ello son considerados diversos casos de estudio, asi como
diversos sistemas de prueba, para valorar su precision numérica y desempefio

computacional.

Como parte final, en el capitulo 5 se presentan las conclusiones generales del trabajo,
asi como las aportaciones hechas al desarrollar el tema propuesto, y algunas

recomendaciones para trabajo futuro que emplee los conceptos y modelos aqui presentados.



CAPITULO 2

COMPUTO DE GRANDIENTES MATRICIALES
DE FUNCIONES MULTIDIMENSIONALES
MEDIANTE TECNICAS DE DIFERENCIACION
NUMERICA

Resumen: En este capitulo, se propone una formulacién multidimensional para el
cdleulo de gradientes matriciales de alto orden. La formulacion expuesta, esta basada en
la técnica de Diferenciacion Numérica que emplea la expansion de la serie de Taylor (DN-
ST). De esta formulacion, son desarrolladas tres variantes para su evaluacion (Hacia
Adelante, Hacia Atrds y Central). Aunque la formulacion es de cardcter general, la
matemdtica que se presenta, solo es desarrollada para el computo de la matriz Jacobiana y
Hessiana. Finalmente, la precision de la formulacion DN-ST en sus lres variantes, es

evaluada mediante el analisis del error que se genera en la aproximacion.

2.1 INTRODUCCION

Los métodos numéricos empleados en la solucion de una amplia variedad de
problemas cientificos, requiere del computo de los gradientes matriciales de una funcién. El
computo de estos gradientes, resulta ser la parte central de los métodos de solucién. Debido
a que las formulaciones mateméticas, estin basadas en una aproximacion polinomial de atio
orden, que resulta de la aplicacion de la expansion en series de Taylor al modelo original.
Probablemente, los casos més conocidos, estén asociados al calculo de los gradientes
matriciales que se emplean en los métodos de optimizacion [19,20], métodos de integracion

numérica [21] y las formulaciones matematicas que permiten estudiar una funcion no-lineal



mediante una aproximacién polinomial de alto orden [22]. No cbstante, que existen
diversas metodologias para su obtencién, cada metodologia es aplicada en funcién de la
complejidad del modelo original, y asi también, como el tiempo de cémputo que se emplea
para la solucién. Para cllo, en la siguiente seccion son descritas brevemente estas

metodologias.

2.2 METODOS PARA OBTENER GRADIENTES MATRICIALES

En la literatura han sido desarrolladas diferentes alternativas para determinar los
gradientes matriciales de una funcion o como se les llama cominmente derivadas. A
continuacion se describe de forma breve en que consiste cada uno de los métodos
empleados para la aproximacion de una funcidn analitica, destacando sus generalidades de

funcionamiento.

Diferenciaciéon Manual (DM) [23]: Este método determina la derivada de una
funcién, utilizando tablas de derivadas o empleando la regla de la cadena. En funciones
sencillas este método es recomendado por su simplicidad. Sin embargo, para una funcién
compleja, resulta algo por demas laborioso y complicado, lo que puede conducir a cometer

errores en el proceso de diferenciacion.

Diferenciacion Simbdlica (DS) [24,25,26]: A diferencia del método anterior, un
software con capacidad de manejo simbélico es empleado. La aplicacion de este esquema
permite obtener derivadas exactas de la funcion, Ademas, que genera de forma automatica
el codigo simbolico de la derivada. La principal limitacion de este método se presenta
cuando se desea obtener la derivada de alguna funcién que contiene una gran cantidad de
variables. Un ejemplo de ello, son los modelos del SEP que presentan una gran cantidad de
variables de estado. De ahi, que el desempefio computacional también resulte deficiente
conforme aumenta el tamafio de] SEP. Asimismo, que las expresiones resultantes, suelen

ser mas complicadas que la funcién original.



Diferenciaciéon Automitica (DA) [14,24,27,28]: Esta t€cnica calcula los gradientes
matriciales de forma exacta. Su operatividad se basa en la particion de la funcién original
en una secuencia de operaciones, tales como: sumas, multiplicaciones, y funciones
elementales como lo son Seno y Coseno. La secuencia de particion, emplea la nocién de la
regla de la cadena para la obtencién de los gradientes, resultando con ellos varios enfoques
de célculo. La principal desventaja de esta técnica, es ¢l esquema de calculo complejo que
resulta de las secuencias operacionales. Ademis, que €l calculo de gradientes de alto orden

presenta complicaciones ¢n su implementacion.

Diferenciacion Numérica (DN) [24,29,30]: En éste método las derivadas son
calculadas por pequeiias variaciones o perturbaciones de cada variable de la funcién
original. Una caracteristica que hace atractiva la aplicacion de esta técnica, es que considera
la funcion como una “caja negra”. En otras palabras, no importa que tan complicada sea la
funcién o que cantidad de variables contenga la misma, se pueden obtener gradientes
matriciales de alto orden. La técnica presenta una gran flexibilidad en su implementacién
computacional, debido a la forma esquematica que resulta de su formulacién matematica.
Una limitacién menor, esta asociada a la valoracion de su precision numérica, debido al
efecto provocado por los errores de truncamiento y redondeo numérico. No obstante,
ambos errores pueden reducirse con la inclusién de mas términos de la serie de Taylor en la

aproximacién de DN, asi como la seleccién de una perturbacion adecuada.

De las técnicas descritas en la parte superior, por razones de simplicidad y
posibilidades en su implementacién computacional, la técnica de DN resulta ser la mas
prometedora para ser utilizada en aplicaciones de Estabilidad Dinamica. Por tanto, con la
finalidad de encontrar un método flexible y eficiente, para la incorporar términos de alto
orden que considere modelos complejos del SEP. Se propone la extensién del método de
DN partiendo de formulaciones expuestas en otras areas del conocimiento, especificamente

del drea de optimizacion [14,19].



2.3 TECNICAS DE DIFERENCIACION NUMERICA (DN)

La idea principal de la técnica de DN, radica en aproximar las derivadas de una
funcion analitica empleando perturbaciones o incrementos de las variables alrededor de un
punto de interés. Basicamente, existen fres enfoques para obtener las aproximaciones por

DN. Estos son descritos brevemente a continuacion:

Derivacion de polinomios de interpolacién (DN-PI): La ventaja de emplear estos
polinomios, es que se pueden obtener en forma sistematica, numerosas férmulas de
aproximaciones por diferencias. Se construyen aplicando la formula de interpolacién y son
consistentes con las que se obtienen de los desarrollos de la serie de Taylor. Sin embargo,

resulta dificil aplicar a reticulas o incrementos no uniformes [29,30].

Operadores de diferencias (DN-OD): Este enfoque se considera en el caso de que
en muchas aplicaciones practicas es conveniente utilizar operadores de diferencias cuando
formas particulares son usadas en forma repetitiva. De la combinacion de los operadores de
diferencias, resultan tres variantes “Hacia Adelante, Hacia Atras y Central”. La principal
limitante de esta técnica, radica en determinar el error de la precision, debido a que necesita

el desarrollo de l2 expansion de la serie de Taylor para analizar dicho error [29].

Desarrollo por expansion de la serie de Taylor (DN-ST): Este método ademas de
deducir las formulas de diferencia sistematicamente, ofrece la posibilidad de conocer los
términos de error producido por el truncamiento de la serie. Otras ventajas adicionales, es
que obtiene los términos de alto orden en forma explicita, aparte de que resulta aplicable a
reticulas no uniformes (Obtencion de gradientes matriciales multidimensionales,
empleando distintas perturbaciones para cada variable). En resumen esta técnica combina
las ventajas que ofrecen las técnicas de polinomios de interpolacién y operadores de
diferencias [29,30].

De los enfoques expuestos, la técnica DN-ST presenta una serie de ventajas que lo

hacen atractivo para su implementacion. De ahi que ¢n las proximas secciones solo sea
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presentado la formulacién matematica basada en este enfoque, para el cémputo de

gradientes matriciales de alto orden.

2.4 EXPANSION DE LA SERIE DE TAYLOR

En esencia, la expansion de la seric de Taylor, es una herramienia matematica que
permite aproximar un modelo no-lineal, mediante un polinomio de alto orden [30]. La
aproximacion de DN-ST, parte de un polinomio truncado de la serie de Taylor. Por tanto,

considere una funcidn no-lineal multidimensional de la forma:

x=f(x)

De la aplicacién de la expansion en sertes de Taylor resulta un modelo aproximado de la

forma:
i xXH'x
i=dx+-{ i |+HOLT. @.1)
xXH"x
Donde:
(Fx) %] [2f(0) | Ph() S ()]
ax, ox, B O, O, B, o, O
RECACYS Fi&) | o | Thilx) 8fi(x)
A=|Zo0 o JH* = o o 22)
%x) .. %) 0 16 I . AL %)
e ox, | | ax, x,0x, |

Donde x € R” representa el vector de estado del sisiema, 4eR™ y H*eR™ k=1,2,.n,
son las matrices Jacobiana y Hessiana respectivamente.
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2.5 METODO DE DIFERENCIACION NUMERICA MEDIANTE LA
EXPANSION DE LA SERIE DE TAYLOR (DN-ST)

El procedimiento para obtener la aproximaciéon por DN-ST, parte del analisis de la
expresion (2.1) y basicamente depende sobre donde se realice la perturbacion. Por ejemplo,
para obtener la aproximacion de DN-ST “Hacia Adelante”, el sistema original es

perturbado de la forma f{(x +Ax,). Basado en esta noci6n, se pueden distinguir tres

variantes de DN-ST. Estas son: Hacia Adelante, Hacia Atras y Central.

La figura 2.1 muestra de manera grafica la forma en que son obtenidas las derivadas

para una funcién unidimensional [29].

=
:
5

s v o @0 A wwmm e e e v

;

Vo Hrhk | RomBX g R0~ B Rg R

f(x,) se aproxima mediante el gradiente de
una tecta que pasa por f(xg) . (x5)

Figura 2.1. Gréfica de las aproximaciones por diferencias de f"(x,).

La generalidad mostrada en la figura 2.1, permite visualizar el concepto de
perturbacion, de igual forma, facilita la compresién de la formulacién multidimensional

basada en la técnica de DN-ST, que es expuesta en las siguientes secciones.
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2.5.1 APROXIMACION DEL GRADIENTE MATRICIAL DE PRIMER ORDEN
EMPLEANDO LA TECNICA “DN-ST”

Las formulas empleadas en la aproximacién por DN-ST para determinar derivadas
parciales de funciones multidimensionales, son en esencia las mismas que se emplean para
una funcién unidimensional. Por tanto, para exponer el caso multidimensional, considere

una funcién no-lineal multidimensional de la forma:

& = Jiis 0 Xps2,)
X =[x X X,) (2.3)

B)= Jo (e g e X, )

Con la idea de presentar una mayor claridad en la formulacién, considere por
simplicidad el desarrollo para la &-ésima funcion analitica no-lineal. Por tanto, asuma que la
aproximacion que resulta de la aplicacion de la expansion de la serie de Taylor, en la

ecuacion (2.3) es de la forma:

Fulty + A X X, ) = ﬁ(xo)+zafk("°) _Zzaf"(x”)m A+ (2.4)

m-l p=1

Donde x, es el vector de estado para condiciones iniciales, Ax es la perturbacién del

af;z(x ) )=(§ﬁ2(xo)
Ox.0x

o son los elementos de la primera y segunda
(R

Y filx

sistema y £, (x,) =
derivada evaluadas en la condicién de equilibrio, respecto al i-ésimo elemento a perturbar.
Es en base a esta representacion se determinan las distintas aproximaciones por DN-

ST (Hacia Adelante, Hacia Atrds y Central). Los desarrollos son mostrados en las

siguientes secciones.
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2.5.1.1 APROXIMACION POR DIFERENCIAS “HACIA ADELANTE”

Para esta aproximacién, considere la k-ésima funcién multidimensional f,(x) de la

expresion (2.3). Donde x=[x,...,%,..,x,] es el vector de estado de la funcién,

X, =[x,n,...,x,b,..., xq‘] el vector de estado evaluado alrededor de un punto de interés,

Ax,,Ax,,...,Ax,_ son las perturbaciones de las variables de estado, x, es la i-ésima variable de
estado. Ademas, donde i=1,...,n, en donde » , €8 el nimero de funciones del sistema (2.3)

a diferenciar y » es el mimero total de variables de estado de dicho sistema.

Para obtener la representacién matricial de las funciones multidimensionales, se
realiza el siguiente arreglo, con el fin de sintetizar la formulacion y al mismo tiempo
mostrar de forma sencilla el procedimiento derivado de aplicar la técnica de DN-ST “Hacia

Adelante”.

Para ello se afirma que o, es el i-ésimo elemento a perturbar dentro de la funcién

multidimensional f, (x) y es descrito de la siguiente forma:

%,

@, =[0..1..0]| %, |+Ax,

[ % ]

Resolviendo tenemos que €l i-ésimo elemento a perturbar es de la forma:

@, =x, +Ax (2.5)

De igual manera, también es definido un nuevo vector de estados, para ayudar a una
mejor comprension del algoritmo. Dicho vector permite visualizar el movimiento de la

perturbacién en cada variable de estado. El nuevo vector de estados x es definido como:

14



10 ol[x | [o]
01 =

Xq =|: 0 x (+a |l
8 s e = Lfla | |8

Desarrollando las operaciones matriciales, se obtiene:

A,

tal]
1]
R

ad,

! (2.6)

De otra manera sustituyendo en (2.6), &, por (2.5), obtenemos que:

x,a

.

X, =|%, +Ax 2.7

El cual es el nuevo vector de estados en condiciones iniciales, considerando en este,

la inclusién del término perturbado “Hacia Adelante™ en la posicion x, .

Ahora bien, como se estd diferenciando la funcién f,(x) respecto al i-ésimo

elemento mediante la aproximacion “Hacia Adelante”, entonces la perturbacion viene dada

por el siguiente vector, conteniendo finicamente la perturbacion a emplear, esto es:

o
A%, =|Ax, (2.8)
L 0 -

Por Jo tanto ¢l desarrollo en expansion de series de Taylor para la funcion f,(x,,)

empleando la aproximacién “Hacia Adelante” en torno al punto de condicion inicial es:

15



ACAE f;(xo)+Zafk(x°) Zza f*(x")Ax Ax, +.. (2.9)

m—l p=1

Finalmente aplicando los elementos del vector Ax,, (2.8), se despeja para el término

F (%)
ox

T

de primer orden de la ecuacién (2.9) y truncando la serie hasta la segunda

derivada, encontramos que:

@rkaixo) _ f;(iad,i;ﬁ(xo) 5 Ek,

¥ i

(2.10)

Siendo (2.10) la expresion que determina la aproximacion por diferencias “Hacia

Adelante”. Donde el término E, determina el error de truncamiento referente a la k-ésima

funcién a diferenciar, respecto al i-ésimo elemento que ha sido perturbado. En dicha
expresion existe valor de error solamente cuando la posicion del elemento i=m=p, como se
explico anteriormente, debido a que se esta diferenciando respecto al i-ésimo elemento,
permaneciendo los demas elementos constantes por lo tanto no tienen derivada, esto
simplifica ¢l término de error de truncamiento y viene dado por la siguiente expresion:

LA 8, ()
T2 o

(2.11)

Como se observa, el error de truncamiento de la aproximacion por diferencias “Hacia
Adelante” expresado en (2.11), es directamente proporcional al término de la perturbacién
empleada y al término de segundo orden de la funcidn original. Esto sugiere que al reducir
el valor de la perturbacién se obtendrd una aproximacién mas exacta respecto al método
analitico. Note que la expresion (2.10) es aplicada de manera recursiva, para calcular la

totalidad de las derivadas de la expresion (2.2).
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2.5.1.2 APROXIMACION POR DIFERENCIAS “HACIA ATRAS”

Al igual que en el caso anterior, se considera solo el computo de las derivadas de
primer orden para la funcion £, (x) . Por tanto, la perturbacion al elemento x, es definido

<omo.

i i i (212)

Xy =| %, — A% (2.13)

|.x"o o

Que define el nuevo vector de estados, para i-ésimo elemento perturbado hacia atrés.

De la misma forma es obtenido un nuevo vector de estados para la perturbacion de i-
esimo elemento:

A%, =|-Ax, (2.14)

Considerando los nuevos vectores, el desarrollo de la serie de Taylor para la funcion

f(%,, ) empleando la aproximacién “Hacia Atras”, es definida como:

ﬂ(?‘rm,)=fk(xo)+i@rgi Zza f"(x")Ax Ax, +.. (2.15)
m=|

m m-lpl

Considerando la misma mecénica expuesta para la formulacién “Hacia Adelante”, 1a

sustitucion de los elementos del vector término Ax, (2.14), simplifica la expresion anterior
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(2.15) y finalmente, al despejar el término de primer orden y truncando la serie

o (%)
ox,

hasta el término de la segunda derivada, resulta:

‘?ﬂ(xo) - f}c(xo)_f}z(ial,)
Ox, Ax

1 1

+E, (2.16)

t

Donde £, determina el error de truncamiento referente a la k-ésima funcion

diferenciada con respecto al i-ésimo elemento perturbado. De igual forma que en la

formulacién expuesta anteriormente, existe error solamente en la posicién del elemento

i=m=p, debido a que se esta diferenciando respecto al i-ésino elemento, permaneciendo los
X

9 (%) =0, lo
ox

mo Ansi

demas elementos constantes por lo tanto no existe derivada para estos:

anterior simplifica el término de error de truncamiento que es definido mediante la

siguiente expresién:

Ax, & f, (%)
E = [} % 0
Y (2.17)

Como se puede observar, el error de truncamiento de la aproximacién por diferencias

Hacia Atras (2.17), es directamente proporcional al término de la perturbacion empleada y

también proporcional al término de segundo orden de la funcién original.
2.5.1.3 APROXIMACION POR DIFERENCIAS “CENTRAL”

Para este caso, s¢ emplean los desarrollos de la serie de Taylor para la funcién f, (%)
tanto en su modalidad “Hacia Adelante” y “Hacia Atrds”, mostrada en (2.9) y (2.15)
respectivamente. Partiendo de este hecho, considere que la formulacion “Hacia Adelante”
es descrita como:

ﬂ(ﬁad,)=ﬁ(xo)+£M zz"’ Ly s,

m=) p=1

a3fk (%) Ax
+€;;,,Z.‘ax g N, Ax AX, +...

P4

(2.18)
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De igual forma considere que la formulacion “Hacia Atras” es de la forma:

f;( ) f;(x )+Z@(;<(x0) Zzaﬂ(xO)Ax Ax

m=1 m=l p=!

alfk (%)
;;;ax e Ax, Ax, Ax, +...

(2.19)

Una vez obtenidos los desarrollos de las seri¢s para ambas variantes (Hacia Afras y

Adelante) y aplicando los vectores para las perturbaciones Ax,, para (2.18) y Ax, para

(2.19), se procede a definir la formulacién “Central” mediante la resta de las expresiones

(2.19) a la (2.18), resultando la siguiente expresién simplificada:

q ) (%) 23 f, (x,)
i =270l Ay 4 = 07 Ax Ax.Ax. +... 2.20
f;c(xad,) .fk(xali) a . i 6 a [a ,-a 1 (St S 4 ( )
Ahora, despejando el término de primer orden %(x) de la expresion anterior,

resulta la expresion:

%) S)-hi) T

]

Que determina la aproximacion de la derivada del i-ésimo elemento, empleando la

aproximacién por diferencia “Central”. El término £, es el error por truncamiento de la £-

ésima funcion diferenciada, respecto al i-ésimo elemento que ha sido perturbado. De la cual
existe valor de error solamente cuando la posicion del elemento i=m=p=g, debido a que se
esta diferenciando respecto al i-ésimo elemento, permaneciendo los demas elementos
%, (%)
ox

m LD

constantes, por lo tanto no tienen derivada, entonces: =0, simplificandose el

término de error de truncamiento como sigue:

g oMb 2 (%)
b 6 xoxdx

(2.22)
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Como se puede observar, a diferencia de las dos aproximaciones anteriores (2.10) y

(2.16), en la presente aproximacién “Central”, el error de truncamiento definido por (2.22)
es proporcional a Ax* yno a Ax,. Por tanto, el error disminuye con mayor rapidez que con

las otras dos aproximaciones.

2.5.2 APROXIMACION DEL GRADIENTE MATRICIAL DE SEGUNDO ORDEN
MEDIANTE LA TECNICA “DN-ST”, EN SU VARIANTE “CENTRAL”

En el apartado anterior (2.5.1), se obtuvieron las tres aproximaciones por diferencias
para la obtencion de los términos de la primera derivada. En este apartado se muestra Unica
y exclusivamente el desarrollo empleado en la aproximacion Central, debido a que su
formulacion resulta ser més precisa que [as aproximaciones Hacia Adelante y Hacia Atras,

ademas que dicha aproximacion incluye ambas formulaciones en su desarrollo matematico.

Al igual que para el analisis realizado para la obtencion de las primeras derivadas, la

funcién f, (x) es expandida mediante la utilizacién de la serie de Taylor. La representacién

matricial hasta segundo orden es de la forma:
x= Ax+% : |+HOT. (2.23)

Con la idea de facilitar 12 aplicacién de DN-ST “Central”, al célculo de la matriz

Hessiana. Considere que la A-ésima matriz Hessiana es representada de la siguiente forma:
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. — -

FIbTN e -
CRACYN AR IS ACH]

..‘.'\a.xlaxl /-/ N 9%, axf ‘-" axlaxn

<

RANNC
H' =| axox,

(2.24)

hil%) e
| Ox,0x, T~ Ox,0x,

En la expresion (2.24) se pueden distinguir tres tipos de elementos (a, b y ¢). Por
tanto se determinan distintas expresiones para el célculo de los elementos de (2.24). Dicho
de otra manera, se obtienen expresiones para determinar las derivadas de segundo orden
tanto para la diagonal principal en la posicién en la que i=k (elemento tipo “g”), j =k
(elemento tipo “b”) y finalmente cuando se quieren determinar la funcién respecto a los
elementos mutuos 6 fuera de la diagonal principal (elemento tipo “c”). Partiendo de este
hecho, la formulacion para obtener los diferentes tipos de elementos que componen la

matriz H*, es presentada a continuacion.

2.52.1 FORMULACION PARA OBTENER EL ELEMENTO TIPO “g” DE LA
APROXIMACION DN-ST “CENTRAL”

Para la obtencién del elemento tipo “a” (elemento de la diagonal principal cuando la
posicion del elemento i=k), se emplean los desarrollos de la serie de Taylor tanto en
Adelanto j}(i’,,d‘ ) como en Atraso f,,(ia,l) desarrolladas hasta la cuarta derivada. Ambas
expresiones son diferenciadas con el sufijo “ad” y “ar” respectivamente, asi también, se
emplean los vectores de perturbaciones (2.6) para la expansion hacia Adelante y (2.14) para

la expansion en Atraso. Los desarrollos de Taylor en mencion para ambas formulaciones

son de la forma:
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FilEa )= filxg)+ Zafk(xo) ZZ & f, (x")Ax ax,

m=l p=1

(2.25)
& f, (x,) & 8 f (%)
222@&a”“”” ggggﬁa&&NMMN:
y
&
{) f;(xo)_i_Z@‘;(xo ZZ f;.(xo)Ax AX
& Pat 2.26
+;;;m&a Eéﬁmaaaa

Como se menciono anteriormente, para obtener la aproximacién DN-ST “Central” se

suma la expresion 2.26 a la expresion 2.25, resultando la expresion simplificada:

3 f, (x,) 1 3f, (x
AR+ i) 2+ b+ o s @2
! A\ 3 f,(x) ().
De la cual se despeja el término de segundo orden . truncando ¢l término de

cuarto orden, resultando:

0" f (%) _ Ji (iad, )=2£, (%) + £, (ia,, )
6)6,. 3)6‘. ) Ax,Ax,

+E, (2.28)

Donde €l término E , es el error de truncamiento. Considerando que la k-ésima

funcién diferenciada, respecto al i-ésimo elemento que ha sido perturbado. Resultando solo
error cuando la posicién del elemento i=m=p=g=r, debido a que se esta diferenciando

respecto al i-ésimo elemento. Por tanto la expresion para el error es definido como:

AxAx, 3*f, (x,)
E, =———t—=k 0 2.29
. 12 &x0x0xox, R
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En la expresion se puede observar que, el error es proporcional a la perturbacién Ax,z ,

asi como al término de cuarto orden de la funcion en condiciones inicizles.

2.5.2.2 FORMULACION PARA OBTENER EL ELEMENTO TIPO “b” DE LA
APROXIMACION DN-ST “CENTRAL”

A continuacién se obtiene la expresién por medio de la cual se determina la
aproximacion Central para el elemento de la diagonal principal, cuando la posicién del

elemento j #k (elemento tipo “5”).

De igual manera empleamos la formulacién de expansién de la serie de Taylor de las
variantes “Hacia Adelante y Atras” desarrolladas hasta el cuarto orden. El subindice “j”

indica que la diferenciacion respecto al j-ésimo elemento (elemento tipo “5”).

Las expansiones para las variantes Hacia Adelante y Hacia Atrds son:

ﬂuﬂ.M%HZ@;OM 153 2y

m—-lp=l axax
&£, (xa) S 2.30)
x KXo x (X
_”,Z,;;axaxaxAxAxAx”mmzl;;Z:;axaxaxaxmmmm
y
fe(&, )= fk(xo)+mz=;%( ;Zlaf"(xo)AxAx
” 231
ASTS IO\ pop 1 LSS58 FRE) 4 g pon 30
6 ol o=t 4= O, 0%, 0%, " 4 ol o= o9 O, 0%,0x Ox,

De igual forma considere los siguientes vectores de perturbacion en la x; posicion:
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Ai, =|A&x, |y A%, =|-Ax (2.32)

Siguiendo el procedimiento empleado para la formulacién de tipo “a”. Se suma la

expresion (2.31) a la expresion (2.30), tomando en cuenta los elementos de los vectores de

perturbaciones (2.32), AJ’&M,} en (2.30) y Aa“c% en (3.31), la expresion ya simplificada es la

que se muestra a continuacion:

& £, (%) 1 3 .
Fi Gy )+ felRe,) =2/ (o) + =2 = =2 A% Ax, o+ 20 3, o s Ax Ax Ax Ax;  (2.33)

777

2
Despejando la expresion anterior para el término de segundo orden %, resulta:
i
2 Xy )-2 +f.(x
&S () _ JelFas )= 2/ (i) + £ "')+Ek 338

o 0%, Ax,Ax, s

Donde el término £, , es el error de truncamiento. Considerando que la A-ésima
E]

funcién es diferenciada respecto al j-ésimo elemento que ha sido perturbado. Resultando
solo término de error cuando la posicién del elemento j=m=p=g=r, debido a que se esta
diferenciando respecto al j-ésimo elemento. Por tanto la expresion para el error es definido

como:

E __AxIij a4fk (xo)
. =

J 12 axjar, ax,axj (235)

Al igual que para el i-ésimo elemento, se observa, el error de la aproximacién Central

para la segunda derivada es proporcional a la perturbacion Axf. , asi como al término de

cuarto orden de la funcidn en condiciones iniciales.
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2.5.2.3 FORMULACION PARA OBTENER EL ELEMENTO TIPO “¢” DE LA

APROXIMACION DN-ST “CENTRAL?”

Para esta aproximaciéon Central, empleamos los desarrollos en Adelanto y en Atraso

de la serie de Taylor mostradas en los apartados anteriores. En este caso son perturbados

dos elementos del vector de estados x, lo que lleva a renombrar dicho vector, de la

siguiente forma:

xad, .ad, T

ad,.at,

x,
X = Ax',.o
xmf,adj = :
x, + Ax 2
- x"o
X,
A Ax,.«
Yoo, = ’
io = Axfn
L x”o

Asi mismo se modifican los vectores asociados a las perturbaciones:

-
Ax

o

AN

0
~Ax,

Ax,

Jo

>

[0
Ax,.o

ad;.al,

at) al,

(2.36)

(2.37)
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De igual forma las expresiones (2.30) y (2.31) para la funcién f,(x), son redefinidas

como j;( (iud,,adl ) b .f;( (ial‘ ,ndl ) y j-k (‘imf‘ ,al, ) ’ j;‘ (’fafl “ar, ) > laS CualeS son;

Sl )= ﬂ(x.,)+2@’*("°m z_zaafa(;o)mm

a 0
Zzzaxfgj’;j Ax, Ax, A, 2.38)

m—l p=1 g=l

La expresion (2.38) muestra la aproximacion por diferencias hacia adelante en x, y

adelante en x,, empleando los elementos del vector Axad )

mi,.d,,,,,,)=mxo)+i_% zza /. (x°)Ax o

m—l p=l

al k a
I WRF B IS @39

1< 0 £ (%)
+ Ax Ax Ax Ax
24 ZZZZ ax 3x ax ax m=p g r
La expresion (2.39) muestra la aproximacion por diferencias hacia adelante en x, y

alrés en x;, empleando los elementos del vector A%,
Ty J

Sy = fk(xo)+Z@r“(x° Zzaﬂ( )AxAx

m=l e z=

63 k 0
LR et e

in nonon af;‘(xo)
+24zzzzax8x6xaxAxAxAxAx

m=) p=1 g=l r=l
La expresidn (2.40) muestra la aproximacién por diferencias hacia atras en x, y atras

en x,, empleando los elementos del vector A%,
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f(m,ad) fk(x)_*_zafk(xo Zzazf;( )AxAx

=t ,,, m=! o=l

(241}

P g

1 n n n a‘i.ﬂ(xo)
— Ax Ax Ax Ax
+24,,.Z.‘§‘;;6x ox ax dx, P

La expresion (2.41) muestra la aproximacién por diferencias hacia atrds en x, y

adelante en x;, empleando los elementos del vector A%, o,

A continuacion se muestra el procedimiento matematico para la obtencién de la
segunda derivada por medio de la aproximacion Central, haciendo uso de los vectores para
las distintas perturbaciones (2.37), esto con la finalidad de simplificar las expresiones
siguientes, para observar mejor el procedimiento, se eiiminan los términos constantes o en

y

(13 ‘P’

condicion estable, esto significa que son diferentes de los elementos en la posicion

‘7", ya que no existen derivadas para dichos elementos constantes.

Restando (2.39) a la (2.38) para eliminar con esto el término de la primera derivada

de la funcidn, realizando la operacién, obtenemos:

¥, (%) 3 fi(%)
ﬂt(xadad) -/;r( ad,a{) 2 ax /+2[4 axax AXAX:,

)

1| & &
+g[6———-aﬁ§°) AxPAx, +2-———g‘x(f°) ij.] 2.42)
(Rt i
4 4
el ga.fi((XO)Axle Saﬁ(xO)AxAxs
24| axlow, an

Después, restando la ecuacién (2.41) a la ecuacion (2.40) para, igual que en el paso
anterior, eliminar el término de la primera derivada, que es la finalidad en este

procedimiento para obtener asi, la aproximacion por diferencias para la segunda derivada.
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62 kN0
f ma«) -f;( arad)__zw;‘(XO)Ax +2[ a‘xfg)AxAx:l

ox, LOX
Rk A PRI AR
+6[ e, =20l AP A, 2 ~ ,J (2.43)
Y {aﬁa( LIS Sa‘f,c(x)Ams]
24| av'ox, oo’

Luego, sumando la ecuacién (2.42) a la (2.43) se llega a la signiente expresion:

f;c (;’ead,-.ad! ) _-)(A;i('imi,.arJ )+f;c (J?az»,a: )_f;{(iar“aa' )

2 4 4 24_4
O, 0x, g ax Ox, ,ax,.

o . _ . P £, (%) :

Por dltimo, despejando para el término de la segunda derivada N se obtiene
1 /
la ecuacion mostrada a continuacion;
2 X - fi(x + £, (x - f.(x
3} f;((xo) — _f;(( nd,,ad,) f;:( ad,.arl) f;(( m,.al_,) f;(( ml,nd,) +Eka (245)

o, 2, 4AxAx,

Finalmente (2.45) es la aproximacién por diferencia Central para la segunda derivada,

empleando una funciéon multidimensional, respecto a los elementos x, y X;, con su

respectivo termino de error de truncamiento £, - el cual es mostrado a continuacion:

LS 2, 8 Si(x) sz] (2.46)

"6 adex, T o !

Dicho error de truncamiento (2.46) es proporcional a la suma del cuadrado de las

"7

perturbaciones de los elementos “” y “/”, y también a la derivada parcial de cuarto orden

de la funcién en condiciones iniciales.
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Una vez determinada la formulacién para el céomputo de los elementos de los
gradientes matriciales de primer orden y segundo orden. Se analizan los errores que se

presentan al emplear una formulacion basada en una aproximacion.
2.6 ERRORES GENERADOS EN LA APROXIMACION “DN-ST”

El concepto de error estd asociado con el cdlculo numérico. Por tanto, es de
primordial importancia realizar un seguimiento de los errores de la aproximacion, con el fin
de poder estimar el grado de precision de la aproximacién respecto de 1a solucién original o
exacta. Partiendo de este hecho, las formulaciones obtenidas en las secciones (2.5.1) y
(2.5.2), son presentadas en las tablas 2.1 y 2.2, con la idea de analizar el error que s¢ genera

en la aproximacion “DN-ST” y sus variantes [29,30].
La tabla 2.1 muestra en forma resumida las formulaciones empleadas para ¢l computo
del gradiente matricial de primer orden, en sus tres variantes (Hacia Adelante, Hacia Atras

y Central), asi como también el error de truncamiento de cada variante.

Tabla 2.1. Aproximaciones por DN-ST para el computo del gradiente matvicial de 1 orden.

Aproximacion Formulgcion matematica Error de truncamiento

o, (%) =ﬂ(5‘ad,)“f;;(xo)+ E, =__A_x_fasz (%)

Hacia delante o At Ek, ' D theh

| %) _ Sl = fo(h,) Ax, 3, (x
Hacia Atrds @ﬂafc,.()) =Fare e o +E, E = 5 _aj;':a(xf)
Central aj; (XD) = f;‘(xﬂd’ ) -ﬂ(xa:,) + E)‘, Eg =— Axler‘ alf; (xo)

o, 24x, - 6 oxoxox,

Como se observa, el error de truncamiento de la aproximacion por diferencias “Hacia
Adelante y Hacia Atras” es directamente proporcional al término de la perturbacion

empleada, esto sugiere que al reducir el valor de la perturbacidn se obtendrd una
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aproximacion mds precisa respecto a la solucion obtenida mediante €l método analitico. Por
otro lado, la aproximacion “Central”, presenta una mejor aproximacion, debido a que el

error decrece con el cuadrado de la perturbacion.
La tabla 2.2 muestra la formulacion desarrollada para la obtencién del gradiente
matricial de segundo orden empleando la aproximacién por DN-ST “Central”, presentando

también, los errores producidos por el truncamiento de la serie de Taylor.

Tabla 2.2 Aproximacion por DN-ST “Central” para el computo del gradiente matricial de 2% orden.

Aproximacion DN-ST “Central” para el cémputo del gradiente matricial 2% orden
Descripcion: Elemento tipo “4”, diagonal principal (posicién i =k)
Formulacion 0" £ (%) = Je (im,‘ ) =2/ (%) + fi(%a,) +E

matematica Ox.0x; AxAx, "

Error de E =_8%AY, ' f, (x,)
truncamiento b 12 Ox,0x,0x,0x
Deseripcion: Elemento tipo “b”, diagonal principal (posicién j k)
Formulacién 7 f, (%) _ Jila, )= 2/ o)+ fil%,, ) +F
matemética o 0, Ax Ax, K

Error de e A Ax,  3'f (%)
truncamiento ; 12 &x,0x 0x,0x,
Descripcién: Elemento tipo “c”, mutuo, fuera de diagonal (i # j)
Formulacién 8" f(x,) = e (i‘"’: ad, ) —fk(’:‘w’. ar, )+ i ("%m,-m, )= Ji (-%a:, ad, ) +E
matemitica on,0x; 4Ax Ax, g

4

Error de A =ﬁl mmf +3 f(xg)AXf

truncamiento 6| axox, Ox,0x;

Como fue mostrado previamente el error de la aproximacién DN-ST “Central”,
disminuye de forma cuadratica, al mismo tiempo esta ponderada con la derivada de cuarto

orden. Algo que cabe mencionar, es que esta aproximacion, hace uso tanio de la
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aproximacion DN-ST “Hacia Adelante” y como la de “Hacia Atras”. En otras palabras

representa el promedio entre ambas aproximaciones.

2.6.1 ERROR ENTRE LA APROXIMACION DN-ST Y LA SOLUCION EXACTA

Debido a que las derivadas de la funcion original, son aproximadas mediante un
proceso numerico, se deben analizar los errores asociados a su célculo. Los errores que se

generan en el proceso de computo son el “Error de Redondeo™ y “Error de Truncamiento”.

El Error de Redondeo se debe a que la computadora sdlo representa las cantidades
con un namero finito de digitos, por lo tanto esta restringida a un limite de cifras

significativas para representar numeros.

En cambio, el Emror de Truncamiento es causado por resolver el problema ne como se
ha formulado, sino mediante algln tipo de aproximacion. Generaimente resulta de truncar
un proceso infinito para obtener un proceso finito. Un ejemplo de esto seria el calculo de
una funcidén elemental como lo es el Seno(x), empleando sélo n términos de los infinitos

que constituyen la expansion en serie de Taylor.
Ambos errores son incluidos implicitamente en el analisis realizado para determinar
el error porcentual, el cual evalua la precisién que presenta el método de DN-ST para

aproximar gradientes de una funcion.

Este error es evaluado de la siguiente forma:

Valor verdadero = Valor aproximado + error aproximado (2.47)

Por tanto el error aproximado (£,), es de la forma:

E. = Valor verdadero —Valor aproximado (2.48)

Considerando un indice mas preciso para calcular el error, es empleado el error

porcentual, definido como sigue:
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E = Valor verdadero—Valor aproximado

P

100%
Valor verdadero ) > (2:49)

Donde por medio de dicho error (2.49), se refleja de mejor manera el indice de
aproximacidn que se esta obteniendo al aproximar un sistema mediante la aplicacién de

cualquier método de Diferenciacién Numérica.

2.7 CONCLUSIONES PRELIMINARES

» En este capitulo se presenté una formulacién multidimensional para el calculo de

gradientes matriciales de segundo orden. Ademas fueron expuestas tres variantes de

la aproximacién DN-ST.

» La formulacién presentada es de caracter general y permite la inclusion de
gradientes matriciales mayores al tercer orden. De igual forma permite diferentes
magnitudes de perturbacion. Debido a que en SEP las variables de estado presenta
diferentes escalas de tiempo, de ahi la importancia de tener una formulacién que
considere una reticula no-uniforme (Obtencién de gradientes wmatriciales

multidimensionales, empleando distintas perturbaciones para cada variable).
> La formulacién permite conocer con precision el porcentaje de error que se tendra

en la aproximacion, debido a que presenta ecuaciones analiticas que permiten

predecir el error numérico que se generara con determinada perturbacion.
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CAPITULO 3

APLICACION DE LA APROXIMACION
“DN-ST” AL COMPUTO DE LA MATRIZ
PLANTA ASOCIADA AL ESTUDIO DE
ESTABILIDAD DINAMICA

Resumen: En este capitulo se aplica de forma parcial la formulacion DN-ST
presentada en el capitulo 2. Lu formulacion en sus tres variantes (Adelante, Atras y
Central), es aplicada al calculo del gradiente matricial de primer orden, que resulta del
modelo cldsico linealizado del Sistema Eléctrico de Potencia (SEP). La formulacion DN-
ST es evaluada y comparada con respecto de la formulacion exacta, para valorar su
desempefio y exactitud computacional. Para ello son considerades distintos casos de
estudio, asi como diversos sistemas de prueba, para valorar su precision numérica y

desemperio computacional.
3.1 INTRODUCCION

Este analisis lineal (determinacion de la matriz Planta), es una de las herramientas
empleadas por la industria eléctrica para determinar si un SEP es estable o inestable dentro
de una determinada condicion de operacidn. La localizacion de sus valores propios en el
plano complejo, determinan de manera general, €l comportamiento dindmico del SEP en un
instante de tiempo. Como es conocido, los valores propios son obtenidos de la ecuacion
caracteristica, que a su vez depende del clculo del gradiente matricial de primer orden,
denominado “matriz Planta” (matriz A) [2,11]. Esto tltimo, es de particular interés, en el

desarrollo del presente trabajo de investigacion,
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En la actualidad, existe en el mercado una amplia gama de paquetes computacionales
empleados para evaluar el comportamiento del SEP. Siendo de mayor interés para esta
investigacion, son los utilizados para el estudio de Estabilidad Dinamica. La tabla 3.1
muestra algunos de los programas comerciales cominmente usados por la industria

eléctrica, para el anélisis de Estabilidad Dindmica.

Tabla 3.1. Software empleado en la Industria Elécirica, para el analisis de Estabilidad Dinamica

Software Método empleado calcular el gradiente:
x=Ax
Simpow ® Analitico
Eurostag ® Analitico
DigSilent ® DN Hacia Adelante
PSS/E ® DN Hacia Adelante

Las diferencias entre los resultados obtenmidos por los programas comerciales
mencionados en la tabla 3.1, radican en los algoritmos empleados para el computo de la
matriz Planta. Algunos trabajos de caracter académico, han comparado estos algoritmos,
para valorar la mecanica con que calculan la matriz Planta y por tanto los valores propios.
En [13] fue valorada mediante dos técnicas de linealizacién. Una basada en la técnica de
Diferenciacién Numeérica en la modalidad de “diferenciacion hacia Adelante” y la otra en
una formulacion exacta basada en la regla de la cadena. En este trabajo se mostrd que la
forma de linealizar el sistema modifica el analisis de Estabilidad Dinamica. Un enfoque
diferente fue propuesto en [19] y esta basado en Diferenciacién Simbélica (DS). En este
trabajo se emplea el potencial de la programacién simbdlica para el célculo de la matriz

Jacobiana. Sin embargo, su aplicacién estuvo limitada a un SEP limitado en tamafio.

En este capitulo, se valora parcialmente ¢l potencial de la formulacion expuesta en el
capitulo 2. En una primera parte de la investigacion, se analiza el desempefio de la
formulacién DN-ST en sus tres variantes, en el calculo del gradiente matricial de primer

orden, del modelo aproximado del SEP.
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32 APLICACION DE “DN-ST” A LA FORMULACION
MULTIMAQUINAS DEL SEP

A fin de valorar la capacidad y robustez de los algoritmos basados en DN-ST
presentada en el capitulo 2. La aproximacién DN-ST se implementa para el modelo
dinamico mas simple del SEP. Las expresiones analiticas de éste modelo, son representadas
por las siguientes ecuaciones diferenciales asociadas al desplazamiento y velocidad angular

respectivamente [11]:

5", =0~ @,y = f5 parai=12,...ng 3.1)

1

p=——(Pm —Pe -Dw )=
a@, ZH,( m,—Pe,~Dw,)= f, (3.2)
Donde:

g
% E,ZG,.,.+ZE,.E‘,.(B,JSen(é',j)+GyCos(5,.j)) (3.3)

j=l

i#
Los términos que componen las expresiones (3.1) a (3.3) son: Pe‘ que es la potencia
eléctrica, D, es la constante de amortiguamiento, £; es el voltaje interno del generador i,
G, +jB, es la admitancia entre los generadores i y j, @, es la velocidad angular del

generador i y &, es el desplazamiento angular del generador.

Las expresiones (3.1) y (3.2) pueden sintetizarse de la siguiente forma:

5= () =[f k] G4

Facilitando con ello, la comprensidn de la formulacion posterior.

3.2.1 MODELO LINEALIZADO DEL SEP: FORMULACION ANALITICA (“FA”)

El modelo no-lineal del SEP mostrado en (3.4) es linealizado alrededor de un punto
de equilibrio mediante la expansién en senies de Taylor. En este apartado solo es
considerado el desarrollo del término de primer orden de la expansion, despreciando

entonces los términos de alto orden (High Order Terms) [2], resultando:
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r=Ax+HOT, (3.5)

Donde A4, es conocida como la matriz Jacobiana o matriz Planta y x representa el
vector de las variables de estado del SEP. La matriz planta evaluada en un punto particular

de operacion para el modelo adoptado es de la forma:

£@) KE) - 46 K@) file) - fio)
fﬁ'.(al) fi,(éz) - if&;('a’l) -fJ,(wr’) :
) O B0n) @) - fle)
f' (5) fm,( ) a;a(aﬂx)ifan(wl) fm,(wi fai.(wnx)
RE) L) G iR Ae)
[_fal),,x (51) fa’),,g (5113) § fz:ﬂg ((01) fa:,,‘ (wng)_l

donde el vector de estado es de la forma:

g, Dy

Oy J, o,

x= , el cual es representado como &, =| * |, @, =|

@Dy ; :
Laﬂgo . |_a’"80 §

y donde los elementos que componen la matriz Planta son de la forma:

.f;;k (5)__%4( )=0, fs'k (wk)=@’,;é(€’a’o)
o, 60 &), (4] Dk
Ja (5‘)=2;1k Qféfs. ! £ (@)= af‘cf;m) 2;4

De donde ng = niumerc de generadores, k=1,...,ng, ¢l i-ésimo elemento puede ser ¢l

de la posicién i=/,...,ng, por consiguiente las cuatro submatrices son de dimensiones de

(ng,ng).
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El modelo linealizado mostrado en la expresion (3.5), bha sido convencionalmente
calculado de forma analitica, permitiendo con ello conocer los valores exactos de 1a matriz
“4”. En este trabajo usaremos el término de “FA”, para diferenciar de la aproximacion que
resulta de ]a técnica de DN-ST. En la siguiente seccion se presenta la aplicacion del método

de DN-ST para el célculo de esta matriz, presentando tres variantes del método de DN-ST.
3.2.2 MODELO LINEALIZADO DEL SEP: APROXIMACION POR “DN-ST”

Al aplicar la expansion en series de Taylor a las ecuaciones (3.1) y (3.2) y haciendo
uso de la idea presentada en el capitulo 2. Son retenidos solo los términos de primer orden
en la expansion de la serie de Taylor. Del proceso desarrollado en las secctones (2.5.1),
resultan las expresiones de la tabla 3.2. En esta se resumen las expresiones obtenidas para

el modelo clasico del SEP, en las tres variantes de la aproximacion DN-ST.

Tabla 3.2, Aproximaciones derivadas de la técnica de DN-ST.

Hacia delante Hacia Atras Central
j;t(a‘o)zo fﬁ'k(ah)=0 f;t(é'o).:()
Iy (@,)=1 fila,)=1 fi@,)=1
» (id = T 50 ; fw‘(ao)—fw. gal, ; f 3:;:1, '_fa,: Am,
PR RGP R LA R A
Dk r y) Dk ri
£ ( %)—-Dzk—gi fa(@) _'ﬁ—j fa(@)=- sz

Donde k=1,..,ng, €l i-ésimo elemento puede estar en la posicién i=1,...,ng, &, es ¢l
vector con los valores del desplazamiento angular en condiciones iniciales, obtenidos de la

corrida de flujos de potencia y Ad, es la perturbacién o tamaifio del paso de la variable a
diferenciar. Intuitivamente se espera que conforme Ad, — 0, la aproximacién por DN-ST

sea mas cercana a la solucion exacta encontrada por la Formulacién Analitica. Note que las

3



ecuaciones mostradas en la tabla 3.2, forman la aproximacion por diferencias de la matriz

Planta del sistema linealizado.

3.2.3 ALGORITMO COMPUTACIONAL EMPLEADO EN LA APROXIMACION
“DN-ST”

Con el proposito de determinar y evaluar la matriz Jacobiana mediante la aplicacion
de técnicas de DN-ST, fue desarrollado un algoritmo en el ambiente de MatLab® [26]. La
figura 3.1 muestra la secuencia computacional, empleada por el algoritmo DN-ST

“Central” para el computo del gradiente de primer orden.

[~
=

Perturbacion

n

Modelo Perturbado

. —— e — —

i
B R A

1
L}
— : o, 1
''''''''' ! 2 ET A L)
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. 1
B 1 0 o 04 o 0
J T : & ; )
e | Hegia Awis_| : ity
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2g e - Ay & r.(a)snm--- 0
FE3 . AR@(ae) i LaXze)
'ﬁ“zg _________ = P E) e .-
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it | [PLE— PP O BT ) o e e
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1 I i | B
| |

.Hacia Atrds |

Fig.3.1. Algoritmo DN-ST “Central”.
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3.3 SIMULACION Y RESULTADOS

En este apartado se muestran las simulaciones numéricas correspondientes de aplicar

la técnica de DN-ST para determinar el comportamiento de las variables que operan en

dicho sistema. Para e¢llo son evaluados diferentes sisternas de pruebas con diferentes

caracteristicas de modelado.

3.3.1 SENSITIVIDAD DE LOS VALORES PROPIOS A LA VARIACION

PARAMETRICA DEL SEP

El estudio de sensitividad paramétrica parte del célculo de la matriz Planta y sus

valores propios. El proceso es descrito en el diagrama de flujo de la figura 3.2. Los valores

propios de los métodos DN-ST son comparados contra el método convencional o analitico

en cada variacién paramétrica del sistema, para evaluar la exactitud de los métodos DN-ST.

Datos del Sistema
v

Flujos de Potencia
.

Condiciones Iniciales
¥

Definir Intervalo
L2

Parametro a variar

4

e

Adelante DN-ST Atras

Empleada

Central

Modificar
Parimetro

Calculo del Jacobiano [¢
i 2

Célculo Valores Propios A
f

Fig.3.2. Diagrama de flujo para obtencién de la matriz Planta.

39



3.3.1.1 DESCRIPCION DEL SISTEMA DE PRUEBA Y SUS CARACTERISTICAS
DINAMICAS

Con el fin de valorar la capacidad y robustez de los algoritmos basados en DN-ST, se
emplea el SEP de Nueva Inglaterra como sistema de prueba. El diagrama unifilar del

sistema es mostrado en la figura 3.3.

1

1

26

29
28 |
w

Lk
17 2

T

16
3
15 s ©
30 4 [~

1 s 2
12
T

”
-‘—-L 18

1z

36

5 a

o

§— -
el

Fig. 3.3. Sistema de 10 unidades generadoras con 39 buses de interconexion.

La figura 3.3 muestra un diagrama unifilar del sistema equivalente de Nueva
Inglaterra. El sistema esta compuesto por 10 unidades de generacion, conectadas a través
de un sisiema dc transmision mediante 39 buses de interconexion. En este estudio los
generadores son representados por el modelado clasico y las cargas son representadas por

impedancias constantes.

Inicialmente el SEP de prueba ¢s evaluado mediante la Formulacién Analitica, que

presenta 19 valores propios, de los cuales, 4 son clasificados como modos inter-drea
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(oscilaciones entre grupos de generadores interconectados) y los 15 restantes como modos
locales (oscilaciones propias de un generador, respecto a los demis generadores
interconectados). Esta clasificacion resulté del andlisis de Estabilidad Dindmica. La tabla

3.3 muestra dichos valores propios.

Tabla 3.3. Valores Propios obtenidos, empleando la Formulacién Analitica.

Valores Propios A (Método Analitico)
1,2 -0.0290 + 3.5735i Modo Inter-irea
34 -0.0304 + 5.508% Modo Inter-area
5,6 -0.0561 + 6.26851 Modo Local
78 -0.0651 £7.01511 Modo Local
9,10 -0.0749 +7.9020i Modo Local
11,12 -0.0540 + 7.9559% Modo Local
13,14 -0.0799 + 9.1608i Modo Local
15,16 -0.0629 +9.6590i Modo Local
17,18 -0.0742 £ 9.7886i Modo Local
19 -0.0615 Modo Local

Para ¢l estudio paramétrico, es seleccionado el modo inter-area #1,2, asociado a la
oscilacion de los generadores 5, 6 y 9 conira el generador 10. El parametro de
amortiguamiento asociado al generador 10, es perturbado de forma secuencial, para
estudiar la sensitividad del valor propio #1,2, obtenido de la aplicacion del algoritmo DN-
ST.

3.3.2.1 COMPARACION DE LA PRECISION NUMERICA ENTRE LAS
FORMULACIONES “FA” Y “DN-ST”

A fin de determinar la robustez y la eficiencia de las variantes por DN-ST, son

considerados tres casos de estudio asumiendo diferentes intervalos o perturbaciones ( Ad, ).

La tabla 3.3 muestra las perturbaciones a evaluar.
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Tabla 3.4. Perturbaciones para evaluar ia aproximacién por DN-ST.

Casos de estudio
Caso Intervalo utilizado
1 A =0.1
2 AS =0.01
3 A8 =0.001

Para cada caso de estudio, se calculan los valores propios. En especifico es
monitoreado el modo inter-rea #1,2. Para ello, en cada caso es variado secuencialmente el
pardametro D (amortignamiento) asociado al generador 10, para perturbar de forma

importante en el comportamiento de ese modo en mencion.

Los resultados entre la FA y las distintas vanantes de la aproXimacion por DN-ST son

comparados. A continuacién son mostrados los resultados obtenidos para cada caso.

e Caso 1.- En la figura 3.4, se muestran los resultados obtenidos para el modo inter-
area #1 (parte imaginaria negativa), cuando es variado el parametro de

amortiguamiento D del generador 10.

== Analitico

- Aprox-Cendral
-B- Agrox-Adelante
- Aprox-Airés

Amoriiguarmienio D

Fig.3.4. Comparacién de Métodos para un Ad =0.1.
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Como se observa de la figura 3.4, el valor numérico del modo inter-drea se mantiene
constante a medida que el parametro del amortiguamiento D disminuye hasta la pérdida de
estabilidad. La aproximacién “Hacia Adelante” pasa con mayor rapidez al plano de
Inestabilidad. Por otro lado se puede visualizar que de las tres apreximaciones por DN-ST,

la que utiliza la aproximacién “Central” presenta una mayor precision numérica.

o Caso 2- En la figura 3.5 se muestran los valores propios del modo inter-area (par

irnaginario negativo), obtenidos para la variacién del amortiguamiento D.

—v— Anaitico

~0- Agrox-Ceniral
-8 Agrox-Adslenie
7 Aprox-AtRg

Amoniguamienio D

4@

1{Valos Propio)

35 001 R{Vajor Propio)

Fig.3.5. Comparacion de Métodos para un AS =0.01.

Como se indica de la figura 3.5 al reducir el intervalo, se reduce el margen entre las
aproximaciones por diferencias empleadas para determinar €l valor propio. Al igual que en
el caso 1, la aproximacion “Central” presenta un desempeiio eficiente en términos de

precision, atn cuando el modo resulte inestable.
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e Caso 3- En este caso se considera un intervalo de A5 =0.001. La figura 3.6

muestra [a comparacién entre los métodos de DN-ST con la FA.

et — Anallico
: -6 Agrox-entral
------- H H ) -8 Apmx-Adelante
a8 o~ Aprox-Alrks
501 ......
a D4 i
2 ;
=
£ w0y :
B e
3 PG
% 00 4 i

I(Valer Propsa) RiVator Propio
3% 0ot !

Fig.3.6. Comparacién de Métodos paraun Ad =(0.001.

Como puede observarse en la figura 3.6 a diferencia del caso anterior, ahora cuando
se disminuye un poco mas la perturbacion, se visualiza una variacion en el valor del modo
conforme se varia el pardmetro del amortiguamiento D. Siendo, la aproximacién “Hacia
Atras” la que manifiesta una variacion mas pronunciada. El impacto de disminuir la
perturbacién se manifiesta de forma mas notable en la aproximacién “Central”, ya que

practicamente el modo inter-area coincide con el obtenido de forma exacta.

Para observar el margen de “inexactind” entre las aproximaciones por DN-ST y el
método convencional (FA) se determina el error, cuya formulacién se presenta en el

siguiente apartado.



3.3.2.2 ANALISIS DEL ERROR ENTRE “FA” Y “DN-ST”

Para determinar con mayor precisién la aproximacién de los calculos obtenidos por
las aproximaciones de DN-ST respecto de la FA en los casos enunciados anteriormente, se
emplea un criterio basado en el porcentaje de error. La expresién empleada para calcular el

error porcentual entre ambos métodos es la siguiente:

=‘;{'(p)FA|_|2(P)DN|
‘ﬂ(p)m'

EP

x100 (3.18)

Donde: l/t( p) FA{ es €l valor propio obtenido de la FA y IA( p)DNi es €l valor propio

obtenido mediante DN-ST, y p es el parametro que se varia. En este caso es el coeficiente

de amortiguamiento D, asociado al generador diez.

Caso 1.- En la figura 3.7 se muesira el error porcentual para el modo inter-area (parte

imaginaria negativa) entre ambos métodos, conforme es variado el parametro D para el

generador diez.
16 - T T T T T T T
—g- Aprox-Carral
8 -B- Aprox Adelante | 7]
- Aprox-Alas

4% o—s—8——-s—b——b8—F 686 —6—6&—8 o5 —8——_F—a

Emor Porcentual
o
1
A

A0 —L -t A 1 1 1
-140 -120 -100 80 60 40 2 0 x
Amortiguamento en PU

Fig.3.7. Comparacion del error porcentual entre las variantes de DN-ST respecto de la FA para una

perturbacién de Ad =0.1,

45



El error porcentual mostrado en la figura 3.7, presenta una tendencia constante,
observando que, aunque el valor de la perturbacién empleada es “relativamente grande”, las
aproximaciones muestran resultados aceptables, siendo para la aproximacion “Central”
alrededor det 0.08 %.

Caso 2.- En la figura 3.8 se muestra el error porcentual para cada aproximacién
empleando el modo inter-area (parte imaginaria negativa) y variando el pardmetro del

amortiguamiento D para el generador diez.

1 Ld L) L] Al L] v
—2- Aprox.Central
ot B Apx-Adstante g
- AMOX-ALNES
06 p
o—8—e—58—8—8 68— —8—68—F8—8—6—&8——~a
! ;
g 02} 4
:
2 Or e, — © &—>5 < > >0 o
E B2+ -
Qa p
3F 0 v =9 g Y v v v L S v Vv
06 "
Q8 e
a 3 P P el 1 1 1 1
-140 -120 -1 80 £ ) 40 20 [1] 2
Amorigsamentoen PU

Fig.3.8. Comparacién del error porcentual entre las variantes de DN-ST respecto de la FA para una
perturbacién de AS =0.01.

El error porcentual mosirado en la figura 3.8, sigue mostrando la tendencia constante
para las tres aproximaciones conforme se varia el amortiguamiento del generador nimero
diez. El error porcentual de las variantes “Hacia Adelante” y “Hacia Atras” es
aproximadamente del 0.4% y 0.5% respectivamente. En cambio para la variante “Central”

es el 0.001%, mostrando esto un mejoramiento en la precision de este método de DN-ST.

46



Caso 3.- En la figura 3.9, se muestra el error porcentual para el modo inter-area (parte
imaginaria negativa) entre los métodos de DN-ST y el Analitico, conforme es variado €l

pardmetro del amortiguamiento D, considerando un Aé =0.001.

o1 L T T T T T v

-9 Aprox-Centrel
08| & Apwx-Adelante

<7 Apiox-Atrés
0.6 ’~
-——a———_—8—fg——-g—a8——a8—8—s——8—=_
OB -

Exror Porcantua)
&
8 o

=]
g

&
&

OEB( z

L1 = 198 N I L L 2 I

Amoriguamento en PU

Fig. 3.9. Comparacién del error porcentual entre las variantes de DN-ST respecto de Ia FA para una
perturbacion de AS =0.001.,

De la figura 3.9 se observa que el error de las variantes “Hacia Adelante” y “Hacia
Afrds” esta en ¢l rango del 0.05%. En cambio para la aproximacidon “Central” es
practicamente cero. Lo cual significa que ¢l modo inter-drea obtenido mediante la

aproximacion por diferencias es igual al obtenido por la FA.

Sin embargo, aunque se presente una precision aceptable, los tiempos de ejecucion de
algoritmos empleados en los distintos métodos varia, dependiendo, ya sea del sistema de
pruebas utilizado y para los que emplean DN-ST considerando también la perturbacion
entre variables de estado. De aqui la necesidad de obtener los tiempos de cémputo, los

cuales son presentados en el signiente apartado.
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3.3.3 EVALUACION COMPUTACIONAL DE LA APROXIMACION “DN-ST”
CON RESPECTO DE LA “FA”

En esta seccion se evalua el desempeiio computacional de los algoritmos que emplean
técnicas de FA y DN-ST basado en la nocidon de “tiempos de cémputo”. Para ello, son
empleados tres sistemas de pruebas con distintas caracteristicas. La tabla 3.5, muestra los

sistemas de prueba considerados en el estudio.

Tabla 3.5. Sistemas de médquinas de prueba para obtener tiempos de computo.

Casos de estudio

Caso Sistema de Prueba
1 Con 4 Generadores, 11 buses
2 Con 10 Generadores, 39 buses
3 Con 16 Generadores, 68 buses

Los “tiempos de computo” son calculados mediante la instruecion (Tic — Toc) de
MatLab ® [26]. Se considera Ginicamente el “tiempo de computo” de la matriz Planta, Las
caracteristicas de la computadora empleada para dichas simulaciones se epuncian a

continuacion:

» Procesador Pentium II
> 96 MB de RAM
» 333 MHz

Una vez expuestas las caracteristicas de la computadora utilizada. El estudio es
dividido en tres casos, para facilitar su analisis. En cada caso, es evaluado el desempefio del
algoritme DN-ST, considerando las magnitudes de perturbacion, empleadas en las

simulaciones anteriores.
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Caso 1.- En la figura 3.10 se muestran los “tiempos de computo” para el sistema de

pruebas compuesto por 4 generadores.

Tiempes de Chmpirto para Sistema e 4 Miquinas

1%t

01 4

Tlempo (seg)
: ¢

o
3

002 4

Fig. 3.10. Ticmpos dc cémputo para sistema de 4 maquinas.

En la figura 3.10 se observa que el tiempo de computo para las aproximaciones
“Hacia Adelante y Hacia Atras” es similar al obtenido mediante la FA siendo del rango de
0.05 segundos. Por otro lado, que la aproximacién “Central” requirié un mayor tiempo de

ejecucion para la obtencion de la matriz Planta.
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Caso 2.- En la figura 3.11 se muestran los “tiempos de cémputo” obtenidos de la

simulacion del sistema de pruebas con 10 generadores.

Tiempos de Compito para Sistema da 10 Maguinas

25

aAnallico

8 Aprox-Adelarde
DAprox-Atrés

2 C1Aprox-Ceriral

.,.
=]

Tiempo (269}

Fig. 3.11. Tiempos de computo para sistema de 10 maquinas.

Para este caso, se puede observar en la figura 3.11 que a medida que se incrementa el
tamaiio del sistema de pruebas, el tiempo de célculo aumenta. Principalmente para los
métodos de aproximaciones por DN-ST en el rango de 1 a 2 segundos, con pequeiias
variaciones debido al valor de la perturbacién. Mientras que el método analitico permanece

en ¢l rango de 0.2 segundos.
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Caso 3.- En la figura 3.12 se muestran los “tiempos de computo” para el sistema de

pruebas con 16 generadores.

Tiempa de Cemputo para Sistema tie 16 ¥aquinas

Tempo {seg)

Fig. 3.12, Tiempos de computo para sistema de 16 maquinas.

En la figura 3.12 se puede observar que los tiempos de coémputo para las
aproximaciones por DN-ST se incrementan significativamente, siendo de alrededor de 3
segundos y cuando el valor de la perturbacién disminuye hasta 0.001 el tiempo para la
aproximacion Central aumenta considerablemente hasta los 4 segundos. Observando

también que la FA permanece en el tiempo de décimas de segundo.

3.4 CONCLUSIONES PRELIMINARES

En este capitulo fue evaluada la capacidad de la aproximacion por DN-ST en sus
diversas variantes para determinar la matriz Jacobiana asociada al modelo linealizado del
SEP. Algunas conclusiones que se desprenden del estudio, son sefialadas en los siguientes

puntos:

0151773
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Los resultados obtenidos demuestran que la técmica de DN-ST presenta un
desempefio que es afectado en gran medida por la variacion de la perturbacion y en

menor medida por el valor de los parametros del sistema.

Los resultados muestran que la aproximaciéon de DN-ST “Central” obtiene un
desempefio supcrior en términos de precisidn numdrica, respecto de las variantes
“Hacia Adelante” y “Hacia Atras”, debido a que su error se minimiza con el

cuadrado de la perturbacién.

La magnitud del error porcentual de las aproximaciones por DN-ST, decrece en
forma exponencial al disminuir el tamafio de la perturbacién. Este sugiere, una

forma heuristica para determinar la perturbacion mas adecuada.

El desempefio computacional de la aproximacién por DN-ST, basado en la nocién
de “tiempo de computo”. Mostrd una tendencia creciente demandante de recursos

computacionales de tipo parabélice, conforme aumentaba el tamario del SEP.

Para las aproximaciones por diferencias, a parte del sistema que se emplea para
simulacién, se debe tomar en cuenta la perturbacion, ya que entre mas pequeiia sea
ésta, el tiempo de computo se incrementa, siendo més afectada la aproximacion

“Central”.
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CAPITULO 4

APLICACION DE LA TECNICA DN-ST PARA
EL COMPUTO DE TERMINOS DE ALTO
ORDEN ASOCIADOS AL ESTUDIO DE
ESTABILIDAD DINAMICA

Resumen: En este capitulo se extiende la aplicacion de la formulacion
multidimensional presentada en el capitulo 2 para el computo de gradientes matiriciales de
alto orden asociada a los modelos de Estabilidad Dindamica. En especifico es utilizada la
variante. DN-ST “‘Central”. Sor incluidos modelos detallados del SEP para evaluar la
flexibilidad de incorporar modelos avanzados del SEP, asi como para valorar la facilidad
de programaciorn estructurada en la construccion de los gradientes matriciales de segundo

orden.
4.1 INTRODUCCION

No obstante del avance obtenido en el modelado y las herramientas de analisis lineal
del SEP, en afios recientes han surgido una serie de comportamientos dinamicos inusuales
en el marco operativo del SEP, que no han sido previstos por las herramientas empleadas
por la industria eléctrica [3]. Esto ha conducido al desarrollo de nuevas herramientas de
analisis de Estabilidad Dinamica que incluye términos no-lineales en su analisis [6], para

obtener una mejor representacion de los fenémenos dindmicos en el SEP.
Aunque existe una gran cantidad de programas profesionales para el analisis de

Estabilidad Dinamica, al momento, los términos de alto orden no han sido incorporados en

las rutinas de analisis. De ahi, la importancia de contar con metodologias o formulaciones
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matematicas que faciliten la incorporacion de los términos de alto orden, asi como la
inclusion de modelos de mayor complejidad del SEP. Como se mencioné previamente en el
capitulo 1, al momento, han sido propuestos algunos enfoques basados en Diferenciacion
Simbolica (DS) [16], Diferenciacion Automatica (DA) [27,28,31] y esquemas hibridos
Simbélico-Numérico [15]. La revision de estas metodologias mostrd, algunas limitaciones
en términos de tiempo de computo, asi como en la facilidad para incorporar nuevos

modelos en términos de programacion estructurada.

4.2 APLICACION DE LA TECNICA DN-ST A LA FORMULACION
MULTIMAQUINAS DEL SEP

4.2.1 MODELO NO-LINEAL DEL SEP: MODELO DETALLADO

El modelo del generador sincrono, empleado en €l presente trabajo de investigacion,
es constituido esencialmente por modelos de cuarto orden o dos €jes, con un sistema de
control de excitacion simple. Las cargas son madeladas como impedancias constantes.

Cada maquina sincrona es representada por una fuente de voltaje intemo E'=E; + jE, a
través de una reactancia transitoria x'=x, = . Las expresiones del generador son las

siguientes:

Ecuaciones de oscilacién del rotor:

S,=w ~w,=f  paaksl2,.ng (4.1)
. 1
Wy = (Pmk -Pe, -D,o, ) =k, (4.2)
4
Pe, =E,I, +E\ I @.3)

Ecuaciones de voltaje interno:

R e R A LA LY @
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B, = %(-Ed‘ +(x, =%, )1, )= 1, 4.5)

g0,

Corriente de eje directo:

ng _
1, =Y (F.5(8)E, —F, 4(8.)E;) (4.6)

Corriente de eje cuadratura:

I«n = f(ﬁcw (5h )E;, i Fg_c (5;, )E;' ) 4.7

=]

Donde los términos para las cotrientes de eje directo (4.6) y cuadratura (4.7) son:
F, ,(8,)=G,Cos(6, —8)+B,Sen(5, - 5,) 4.8)
E, ;(6,)= B, Cos(S, -8) -G, Sen(S, —&8) (4.9)

El diagrama de bloques que representa el sistema de excitacién descrito anteriormente

es el que se muestra en la figura 4.1.

En

PSS |e—

Fig. 4.1. Sistema de excitacidn.

Las expresiones que rigen el comportamiento del sistema de excitacion mencionado

son las que se presentan a continuacion:
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Sistema de Excitacion Estatico:

: 1
By = (B K (Vo VoV )= s (4.10)

excy

v, =B+ %0, ) +(E, 45,1, ) (4.11)

Donde algunos de los pardmetros que componen las expresiones (4.1) a (4.11) son:

x; que es la reactancia sincrona de eje directo, x, la reactancia sincrona de eje en
cuadratura, x/, la reactancia transitoria de gje directo, x; la reactancia transitoria de eje en
cuadratura, 7;, y T/, son las constanies de tiempo en vacio o circuito abierto, T la

constante de tiempo del excitador, ¥, es el voltaje del estabilizador, ¥, es el voltaje de

referencia, V. es el voltaje del excitador y Ker la ganancia del excitador empleado.

422 MODELO LINEALIZADO DE SEGUNDO ORDEN DEL SEP:
FORMULACION ANALITICA

El modelo no-lineal del SEP, empleando generadores sincronos modelados de forma
detallada, incluyendo el efecto producido por un excitador, es descrito mediante la
expansion en series de Taylor. En este apartado, dicha serie se desarrolla hasta el término
de segundo orden, esto significa que no se consideran los términos de alto orden 0 HO.T.
(High Order Terms), resultando:

X H'x

1| x'H%x

X=Ax+— +H.OT. (4.12)

XH"X

Donde, x € R" representa el vector de variables de estado del sistema, AeR™ vy
H*eR™ k=1,2,.n, son las matrices Jacobiana y Hessiana respectivamente, la matriz
Planta para el modelo adoptado es de la forma siguiente:

56



o Ly o0 0
Ow,

%i %. %1 %l 0

05, 0w, OF, OF,
4l o & % 9
BED OE, E, OE,

¥ o % A

06, OE, O,

% 5 B B 9

as, OE, O, OFE,

Donde los elementos de las submatrices que componen la matriz Planta son:

@(h =1.0 %k L1 1 a'ldt E +a'[th E' %.:- Dk
dw, 88, 2H, |85 % 08 *| bw, 2H,’
6f;,: __ 119, . 614‘ ~ aE? ;
OF, B, ) oE ™ o ™
ar ol E;
@‘Z: S 1 dy E:{ & G E' d Id @:ﬁ =__1_ ( d
OE, 2H|oE, “ OE, ™ oE, *| @5, T F )
%PL 61,,‘( }_?E;‘ INOV aI,,‘( 23
2E, oE, " % o€, ' oE, T |O0E, K

@‘3& _1_ aEfd& @: o P 1 a?&( ) @‘;k =_l_ a‘h( ')
O, T.|0E, | @, T, “'|" &, T |oE,

@:‘l‘ L dk ( )_aE‘;z %t ,__Kﬂft 6V‘m

OE, T, |oE, % o, | o8, T, | 85

@gn = Kﬁ' aV @(5* s K‘Mt aKﬂq afsk = K““t aV"uq
oF, aE' " o, T, |9, | éE, T |oE,

e.tc excy

De forma similar es la aplicacion para calcular las derivadas de segundo orden para la
matriz Hessiana, dicho calculo resulta ser algo por demés laborioso, esta es una de las

razones por las cuales se omite dicho procedimiento, la figura 4.2, describe la estructura
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general de las matrices Hessianas indicando la forma en que son almacenadas intemamente
en la memoria de la computadora digital, cabe mencionar que este tipo de matrices resultan

ser extremadamente dispersas.

e g H“‘[f‘mj
d ) | . r i
# A1 azfzt 0 32ka azfz‘ 0
H [ |] l ¥ IT" Xy 8&5 E@E; awE;
L 0 0 0 0 0
L2 e
el j} A 5 af,  &f, 0
A I Z)\ P > OE'05 OE'OE, OE.CE,
Hngﬂ[ﬁ] a 9 [ ] g d
E 7’1 > X2 32./'2‘ . azf;‘ az‘fz‘ 0
w oy OE25 — OE0F, 8E 0K,
A:u 1 HOL£,) p , 0 0 0
Hng*k+2[ fﬁz] ) 4 . » L =

1
H™ )] T %

.

Fig. 4.2, Arreglo tridimensional para la matriz Hessiana.

La formulacién presentada, permite obtener los valores exactos de las matrices
Jacobiana y Hessianas respectivamente. En la siguiente seccidn se presenta la aplicacion
del método de DN-SN “Central” para ¢l cilculo de la matriz Hessiana solamente, esto
debido a que en el capitulo anterior se presentaron las bases para el calculo de la matriz

Jacobiana.

423 MODELO LINEALIZADO DE SEGUNDO ORDEN DEL SEP:
APROXIMACION “DN-ST CENTRAL”

Al aplicar la expansion en series de Taylor a las ecuaciones (4.1) a (4.11) y haciendo

uso de los conceptos presentados en ef capitulo 2 (Diferenciacién Numérica). Son retenidos
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los términos, hasta el desarrollo de los de segundo orden en la expansion de la Serie de
Taylor para el modelado del SEP, Después de simplificar las expresiones, se¢ obtiene con
ello las siguientes variantes para el comportamiento del generador sincrono del SEP,

empleando exclusivamente la aproximacion Central.

Para obtener estas aproximaciones a los SEP, se emplean nuevamente las bases
empleadas por las expresiones definidas en €l capitulo 2 (aproximaciones para términos de
segundo orden), cuyos vectores de estados, considerando la perturbacion del i-ésimo
elemento y del j-ésimo elemento, tanto kacia adelante como hacia atrds para determinar

los gradientes de segundo orden fueron determinados por las expresiones (2.7, 2.13).

Asi como también los vectores de estado, empleando dos elementos perturbados, esto
es: diferenciar la k-ésima funcién respecto a los elementos “i” y *4” (2.36). Cabe mencionar
que estos vectores, como en los que se perturba sélo un elemento de estado son de

dimensiones nx1 siendon=nvexng, de donde ng es el nimero de generadores y nve el

nimero total de variables de estado presentes en el sistema.

De igual manera se hace uso de las bases propuestas para los vectores concernientes a
las perturbaciones, cuyas expresiones fucron mostradas en (2.8 y 2.36). Finalmente, las
expresiones que determinan los elementos de segundo orden de la matriz Hessiana son del

tipo a, b y ¢ mostrados en ¢l capitulo 2:

Aproximacion Central

o Elemento tipo “a” (Elemento de la diagonal principal en la posicion i =k )

2a 1=2f (%)= A5
;'(x0)=f*(w.) fn(zu) fi(%) @13)
Axi
e Elemento tipe “b” (Elementio de la diagonal principal en la posicion j#k)
X, 1=-2f(x)-f|%
fk,,(xo):f,,(ad,) IRCARIAER 1

Ax?

!
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e Elemento tipo “c” (Elementos mutuos fuera de la diagonal principal i+ ;)

fk (iaa', ad, )“fk (iuz,,ad; ) + "f; ('%ad,.all )"'ﬁ (’em at, )

(4.15)
4AxAx, 4AxAx,

ﬂ”(xo) F

De donde x, es ¢l vector de estados en condiciones iniciales, x; y x; son los elementos
del vector de estado a diferenciar, los cuales son variables del vector de estado, obtenido

mediante la corrida de flujos, Ax; y Ax; son los infervalos o perturbaciones de los elementos

de estado a diferenciar.

Las variables de estado anteriores estén referidas a f, , que es la funcién original que
rige el comportamiento de la maquina sincrona y f;’ que es la expresion para la segunda
derivada de esa misma funcién, de donde la variable k es proporcional al nimero de
ecuaciones que rigen el comportamiento del generador sincrono, esto es: £ =1,...,n .donde

n=nvexng.

Es de suma importancia destacar que cada una de las expresiones anteriores (4.13 a
4.15) son empleadas exclusivamente para obtener un elemento de la matriz Hessiana, por lo
que se debera resolver cada funcién del sistema, todas sus derivadas parciales dependientes
de las variables de estado, o al menos alguna de las matrices triangulares, ya que la matriz

Hesslana presenta la caracteristica de ser simérica.

4.2.4 ALLGORITMO PARA OBTENER LA MATRIZ HESSIANA MEDIANTE LA
APROXIMACION CENTRAL POR DN-ST

Con el propésito de determinar la matriz Hessiana mediante DN-ST “Central”. Fue
desarrollado un algoritmo en el ambiente de MatLab® [26]. Este algoritmo esta basado en

el diagrama de flujo que se muesira en la figura 4.3.
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Fig.4.3. Diagrama de flujo para la obtencién de {a matriz Hessiana.

Como se observa en el diagrama de flujo, inicialmente se tienen los datos del sistema
de prueba, obteniendo después las condiciones iniciales mediante un programa de flujos de
potencia alterno, una vez realizado esto, es posible determinar los elementos que componen

a la matriz Hessiana en este caso la referente a la A-ésima funcion a diferenciar,
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considerando ¢l movimiento de las variables perturbadas para oblener asi todos los

elementos en forma recursiva.

425 REPRESENTACION DEL SEP EMPLEANDO PRODUCTOS DE
KRONECKER

Con la idea de evaluar la precision numérica de la variante DN-ST “Ceniral”, para el
computo de gradientes matriciales de alto orden es empleada la formulacién de productos
de Kronecker presentada en la referencia [15,32]. La formulacién de productos de
Kronecker ofrece una manera fécil de compactar las matrices Hessianas que resultan de la
expansion presentada en las ecuaciones (4.12). Las matrices cormrespondientes a las
ecuaciones del generador sincrono incluyendo los excitadores ilustrados en la figura (4.3),
se “compactan” a una sola matriz que contiene todos sus elementos en forma re-organizada

sin alterar €l valor de estos [15].

Un procedimiento sistematico para obtener la representacion matricial obtenida
mediante DN-ST para el Sistema de Potencia, €s propuesto en base a la idea presentada del
producto de Kronecker. Asumiendo que ¢l comportamiento del sistema puede ser descrito a
través de las expresiones que rigen ¢l generador sincrono (4.1 a 4.12), Definiendo la matriz

de productos de Kronecker para segundas derivadas como:

af &S &

Ixdn o, o, ox,
7 [ —

L A PR

L naxl axn axnaxn_

Entonces €l modelo no-lineal para el Sistema de Potencia, pasa a a siguiente forma:

x=Ax+%f;(x)+.,. (4.18)
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De donde:
fi(x)=H,(x®x)

Y el producto de Kronecker para el vector de estados, esta definido por:

T
.2
x®x—[x] 7 IR X < T— XX XX X ]
Esta formulacién permite visualizar de forma sencilla la solucion de las matrices de
segundo orden, debido a que el almacenamiento es dado en una sola matriz, a diferencia de

la estructura de almacenamiento tridimensional mostrado en la figura 4.2.

43 APLICACION DE LA VARIANTE DN-ST “CENTRAL” AL
COMPUTO DEL GRADIENTE MATRICIAL DE SEGUNDO ORDEN

En este apartado se presenta la aplicacion de la técnica de DN-ST “Central” al
compute de términos de alto orden de la serie de Taylor para compararla posteriormente

con el método convencional 6 Formulacion Analitica.

4.3.1 DESCRIPCION DEL SISTEMA DE PRUEBA

Con el fin de valorar la capacidad y robustez de los algoritmos basados en DN-ST
“Central”, se emiplea un sistema de prueba, el cuil estd basado en el Sistema de Potencia de
Nueva Inglaterra, representado en la figura 3.3, mostrada en el capitulo anterior. Sin
embargo, en este capitulo las unidades de generacién son representadas mediante un

modelado detallado, con la inclusion de un sistema de excitacion basico.

4.3.2 ANALISIS DE SENSITIVIDAD DE LA VARIANTE DN-ST “CENTRAL”
ANTE EL GRADO DE PERTURBACION

A fin de determinar la exactitud numérica y la robustez de la variante Central por

DN-ST, son presentados tres casos de estudio considerando diferentes intervalos o
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perturbaciones (Ad;, Aw,,AE, ,AE; , AE ). La tabla 4.1 muestra las perturbaciones de

los elementos de estado a diferenciar para realizar las simulaciones correspondientes.

Tabla 4.1, Perturbaciones para evaluar la aproximacion por DN-ST Central.

Casos de estudio
Caso Intervalo utilizado
1 A5=A(o=AE‘;=AE",=AEﬁ=0.1
2 A5=A0)=AE;=AE;=AEI‘,=0.01
3 A5=Aa)=AE;=AE;=AEﬁ=0.00I

Para cada caso de estudio, se propone (por simplicidad) emplear el mismo intervalo
para las cinco variables de estado correspondientes al modelo descrito en la seccion (4.2.1).
Sin embargo la formulacion expuesta en ¢l capitulo 2, es de caracter general y puede
considerar diferentes valores de perturbaciéon. La formulacion de Kronecker es empleada
para visualizar de forma sencilla los resultados obtenidos para realizar la comparacion de
métodos DN-ST “Central” y la Formulacién Analitica.
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s Casol.-

Formulacidn Analitica

En la figura 4.4, se muesiran los resultados obtenidos para la formulacion de

segundo orden por la Formulacion Analitica.

Malnz de Kronacker para hidlode Anelisco

i
1

Valor def elemento

Fig.4.4. Matriz de Kronecker obtenida mediante Método Analitico.

La figura 4.4 muestra la dispersidad de la matriz Hessiana. Adicionalmente se
observa que los elementos asociados a los sistemas de excitacién presentan una mayor

magnitud.
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Método por DN-ST Central

En la figura 4.5, se muestran los resultados obtenidos para la matriz Hessiana por

el método de DN-ST, empleando la aproximacion Central.

Matnz ge Kionecker para Wdétodo ON (Apmamacion Centrad)

Vslor ge! elementa

Fig.4.5. Matriz de Kronecker obtenida mediante Método por DN-ST Central, para una perturbacion
de AS = Aw =AE, =AE; =AE,, =0.1.

En este caso se observa que existe una diferencia minima entre los dos métodos
analizados respecto a la solucién obtenida para las matrices Hessianas representadas en su

totalidad por la matriz de Kronecker.
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e (Caso2.-

Para este caso solamente se muestra la solucién grafica para el método de DN-ST en
su variante de aproximacion por diferencias Central, puesto que es la unica que se modifica

al cambiar la perturbacidn de las vanables de estado.

Método por DN-ST Central

En la figura 4.6, se muestran los resultados obtenidos para la matriz de Kronecker

por el metodo de DN-ST, empleando la aproximacion por diferencias Central.

Mtin2 do Kromecker para Mitodo DN (Aprosimacyin Coveral)

Valor del elernenta

Fig.4.6. Matriz de Kronecker obtenida mediante Método por DN-ST Central para una perturbacion de
A5=Aa)=AE; =AE:, =AEﬁ =0.01.

Para este caso se puede observar que los resultados obtenidos mediante la
aproximacion Ceniral basada en DN-ST es practicamente igual a la matriz de Kronecker
obtenida por medio del Método Analitico.
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e C(Caso3.-

Método por DN-ST Central

Para la figura 4.7, se muestran los resultados obtenidos para la matriz de

Kronecker por el método de aproximacion Central, basado en DN-ST.

Hant do Kroneckes pares Métade DN WApranmacidn Censral)

Valar del elemento

Fig 4.7. Matriz de Kronecker obtenida mediante Método por Diferenciacién Numérica para una

perturbacion de AS =Aw =AE = AE; = AE, =0.001.

En este caso se nota claramente que la diferencia entre el método Analitico y el de
aproximacién Central es casi nula, siendo idénticas las dos matrices obtenidas mediante tos

dos distintos métodos.
Para evaluar el nivel de precisién lograda, se determina el error entre el método

Convencional y el método que emplea la aproximacion Central. Para ello se recurre al

compuio del error porcentual definido en el capitulo 2.
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4.3.3 ANALISIS DE PRECISION NUMERICA DE LA APROXIMACION POR DN-
ST “CENTRAL”

Como se menciono en ¢l capitulo anterior, se necesita determinar con mayor claridad
la precision de los calculos obtenidos mediante los métodos de DN-ST respecto a los de la
Formulacién Analitica. El error porcentual, es calculado y mostrado solamente para la

matriz Hessiana. La expresion para calcular el error de porcentaje como sigue:

EP = —-—| xFAIL;lTD” I x100 (4.19)

Donde: |x,| es el valor numérico del elemento en anlisis de la matriz de Kronecker

obtenido de la Formulacion Analitica y [xD,,,l es el valor numérico del elemento en analisis

de la matriz de Kronecker obtenido mediante DN-ST Central, entonces la finalidad es
aplicar ¢l error porcentual a cada elemento de la matriz de Kronecker. Los resultados son

expuestos a continuacion:
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Caso 1.- En la figura 4.8 se muestra el error porcentual existente entre ambos

métodos.

Matne dg Kroracksr pare Emar Porcantua

Ewtor Porcgnlual
“ =]
L
+
i

Fig.4.8. Comparacion del error porcentual de 1a aproximacién de DN-ST Central, respecto de la

Formulacién Analiticapara A = Aw = AE, = AE; = AE, =0.1.

La figura 4.8, muestra que la aproximacién Central es muy cercana al método
analitico estando el error porcentual en el rango del 6%, observando que las submatrices
que presentan mayor error son las definidas por las ecuaciones del excitador para los diez

generadores.
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Caso 2.- En la figura 4.9 se muestra el error porcentual entre la aproximacién Central
y el metodo Convencional,

074

Etror Porceniugh
o
4
=

Fig. 4.9 Comparacion del error porcentual de 1a aproximacién de DN-ST Central, respecto de la

Formulacion Analitica para AS =A@ =AE = AE, = AE, =0.01.

En esta figura 4.9, se muestra el error en porciento existente entre los dos métodos
mencionados, estando su valor maximo en el rango del 0.2% aunque la perturbacion es algo

“grande” todavia, se muestra una muy buena aproximacion.
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Caso 3.- En la figura 4.10 se muestra €l error porcentual entre la aproximacién

Central y el método Convencional.

Matnz de Kronecikes pare Eror Poscenival

Efrar Pocenival

Fig. 4.10. Comparacion del ermor porcentual de la aproximacion de DN-ST Central, respecto de la

Formulacién Analitica para AS =A@ = AE, = AE; = AE, = 0.001,

En este caso para la figura 4.10 se muestra que el error porcentual entre los dos

métodos es muy cercano a cero siendo su valor maximo aproximadamente del 0.15%.

Los resultados preliminares de esta investigacion muestran que la aproximacién por
DN-ST presenta una adecuada aproximacién al método Analitico, un factor importante a
evaluar es el tiempo de cdmputo. Factor decisivo en la aplicacién de algoritmos para
evaluaciones en tiempo real. De ahi, que en la préxima seccidén sera evaluado este aspecto

relevante.

4.3.4 APLICACION DEL METODO DN-ST CENTRAL AL MODELO DEL SEP:
DESEMPENO COMPUTACIONAL

Al igual que en capitulo anterior, es valorada la técnica DN-ST desde la perspectiva
de desempefio computacional, basada en la nocién de los tiempos de coémputo. Para ellos

son considerados sistemas de prueba con distintas dimensiones; 4 y 10 unidades
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generadoras representados mediante su modelo detallado incluyendo en este modelado un
sistema simple de excitacion. Los tiempos de computo se calculan a través la instruccion
(Tic — Toc) de MatLab® [26]. Solo es evaluado el tiempo de computo del algoritmo que
calcula la matriz Hessiana. Las caracteristicas de la computadora fueron mostradas en el

capitulo 3.

La tabla 4.2 muestra los sistemas de prueba en evaluacién. Para ello se¢ asume que el

intervalo de perturbacién de los estados es el mismo.

Tabla 4.2. Sistemas de prueba para obtener tiempos de ¢computa.

Caso Sistema de Prueba Numero de estados
1 Con 4 Generadores 20
2 Con 10 Generadores 40

Caso 1.- En la figura 4.11 se muestran los tiempos de computo para el sistema de

pruebas con 4 generadores interconectados.

Tiempos de Comuuto para Sistama do 4 Maquinas

¢

B Analtico

Tiempo (eeg)

NN

330001

Fig. 4.11. Tiempos de computo para sistema de 4 maquinas.

73



En la figura 4.11 se muestra los tiempos de computo, de los cuales observamos que
el método Analitico obtiene los resultados en un tiempo de 0.33 segundos, en cambio para
la aproximacién por diferencias Central, varia dependiendo de la perturbacién empleada,

siendo de alrededor de 1.3 segundos para la perturbacién menor.

Caso 2.- En la figura 4.12 se muestran los tiempos de computo obtenidos de la simulacién

del sistema con 10 unidades generadoras interconectadas.

Tiempus da Compxo para Sistomna de 10 Miquinas

so-{ BAmsRico
BAprox-Central

Tiempeo (aeg)
i

Fig. 4.12. Tiempos de computo para sistema de 10 maquinas.

En esta figura 4.12 observamos que ¢} tiempo de computo obtenido a partir de la
aproximacién por diferencias Central basado en DN-ST, se dispara hasta alcanzar un valor
de 90 segundos aproximadamente, sin embargo para el tiempo obtenido mediante el

método Analitico permanece alrededor de los 6 segundos.
Entonces, corroborando lo analizado anteriormente, se observa que el tiempo de

computo se incrementa al incrementar la complejidad del sistema de potencia, en cambio,

para las aproximaciones por diferencias, ademas de incrementarse el tiempo de coémputo
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por Ja complejidad del sistema, influye de manera directa el valor de la perturbacién

empleada para realizar la simulacion.

4.4 CONCLUSIONES PRELIMINARES

> Referente a las soluciones obtenidas tanto analiticas como graficamente mediante la
aplicacion de la formulacion de productos de Kronecker, se llega a la conclusion
que la Técnica de DN-ST puede ser una opcién muy confiable para realizar las
simulaciones para el Sistema de Potencia, ya que proponiendo un intervalo
adecuado para cada variable de estado, podemos lograr una muy buena precision
respecto al método convencional, teniendo la gran ventaja, de que se evita el

realizar las operaciones de forma analitica.

» Finalmente, cabe sefialar que ¢l tiempo de computo obtenido en la simulacién del
Sistema de Potencia a partir de la aproximacién por diferencias Central, ademas de
incrementarse al aumentar la complejidad del sistema, debe considerarse la
perturbacion empleada, ya que una perturbacion muy pequefia puede resultar en una

precisién mayor, sin embargo repercute directamente en €l tiempo de simulacidn.
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES GENERALES Y
RECOMENDACIONES

5.1 CONCLUSIONES GENERALES

En base a los estudios y analisis realizados en el presente trabajo de investigacién, se

puede concluir lo siguiente:

» El presente trabajo de investigacién es orientado a la aplicacién de técnicas de
Diferenciacion Numérica (DN) dirigidas al compuio de gradientes matriciales de

alto orden que resultan de los modelos de Estabilidad Dindmica.

> Se propone y se aplica wna formulacion multidimensional para el computo de
gradientes matriciales de alto orden de la serie de Taylor empleando técnicas de
DN. La formulacion mencionada es de caracter general, de ahi que se pueda aplicar
a diversos problema matematicos que requieran el computo de gradientes

matriciales.

» De la formulacién DN-ST son derivadas diferentes variantes de formulacién:
Aproximacion de diferencias Hacia Adelante, Hacia Atras y Central. Resultando la
variante “Central”, la mejor aproximacion en términos de precision numeérica,
debido a que el error de truncamiento producido por ésta, disminuye con mayor

rapidez que con las otras dos aproximaciones.
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» La metodologia basada en aproximaciones por DN-ST, es aplicada a vartos sistemas
de prueba, con diferentes dimensiones y detalles de modelado. Para ello, la
formulacién propuesta es evaluada paramétricamente, desde dos perspectivas:

precision numérica y tiempo de coémputo.

» La formulacién propuesta presenta una gran flexibilidad de implementacion,
debido a que permite la incorporacién de modelos mas detallados del SEP. Ademés
que la formulacién puede ser incorporada en los software comerciales con relativa
facilidad.

> Finalmente se concluye que la técnica de DN-ST en su variante de aproximacion
Central, promete ser una via eficiente y confiable en la obiencion de gradientes
matriciales de alto orden que resultan de los modelos asociados al anilisis de

Estabilidad Dinamica.

5.2 APORTACIONES

Las principales aportaciones de este trabajo de investigacion pueden ser resumidas de

la manera siguiente:

» Desarrollo de una formulacién multidimensional para el computo de gradientes
matriciales de alto basado en la técnica DN-ST. La formulacion presenta gran
flexibilidad de implementacion, precision numérica y tiempos de computo
razonables para aplicaciones en problemas que requieran analisis en tiempo real. En
especifico la formulacion es aplicada a la obtencién de gradientes matriciales de alto

orden, asociados a los modelos que resultan en el andlisis de Estabilidad Dinamica.

» El alcance obtenido a partir del presente trabajo no solamente es aplicable a
modelos asociados al problema de Estabilidad Dindmica, sino que la formulacion es
de carhcter general y puede ser adaptada en otras areas del conocimiento que

requieran del célculo de gradientes matriciales o términos de alto orden.
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5.3 RECOMENDACIONES PARA TRABAJO FUTURO

A continuacién se presenta algunas recomendaciones de trabajo futuro:

» Desarrollar la aplicacion de la técnica de DN-ST para la obtencién del modelado del

SEP de orden superior, especificamente de tercer orden en adelante.

> Extender la aplicacion del algoritmo desarrollado en la obtencién de los términos de
alto orden para sistemas de prueba que consideren modelos hibridos del generador,
asi como también evaluar la posibilidad de implementacion para incluir dispositivos

dindmicos en la red, tales como: cargas no-lineales, dispositivos FACTS ete.

» Aplicar la metodologia propuesta para el andlisis de Sistemas de Potencia con
caracteristicas reales, con la idea de evaluar aspectos de precision numérica,
tiempos de cémputo y flexibilidad de implementacién de modelos complejos del

SEP,
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