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RESUMEN

Es por todos conocido que en la actualidad. las empresas del ramo electronico y
automotriz se enfrentan a un acelerado incremento en la demanda de sus productos. Esto
se debe, principalmente, al avance tecnologico de la microelectronica. Por lo tanto,
existen muchas empresas que en corto tiempo pueden aparecer con una capacidad
productiva nsuficiente para satisfacer las nuevas demandas. Bajo este ambiente, los
administradores deben preocuparse por tomar decisiones en torno a cuando y cuénto
expandir su capacidad productiva.

Los problemas de expansion de la capacidad productiva han sido estudiados por casi
30 afios y aplicados en una amplia variedad de areas. Sin embargo, ;de qué serviria
aumentar la capacidad productiva. si no se tiene un sistema de distribucion con una
capacidad ilimitada?, es decir, podria suceder que en cierto momento no pueda
distribuirse todo lo que se produce. Una accion natural para resolver este problema
consiste en incrementar suficientemente la capacidad del sistema de distribucion. Sin
embargo. €so no siempre €s posible de realizar, 0 al menos no lo es en corto tiempo.
cuando el sistema de distribucién esta compuesto por buques petroleros, ferrocarriles,
aviones. oleoductos. lineas de alta tension, etc. Por lo tanto, bajo esta restriccion
adicional. el administrador debe examinar la expansion de la capacidad productiva

cuidando que los bienes producidos puedan distribuirse utilizando el sistema actual de
distribucion.

Bajo e! enfoque de la Teoria de Redes. la situacion que enfrenta ¢l administrador
puede formularse de la siguiente manera; Dada una red balanceada y factible con ofertas
y demandas expuestas a variaciones en una direccion conocida. determinar el maximo
valor total de las perturbaciones que mantenga a la red resultante balanceada y factible.

En e} presente trabajo se formula el problema del parrafo anterior mediante un
modelo de programacién lineal entero. en donde las variables de decision comprenden
las perturbaciones que mantienen balanceada a la red actual y los flyjos factibles de la
red resultante. También se presenta un algoritmo de complejidad polinomial que
resuelve ese modelo matematico. Por Gltimo, se presentan dos extensiones del problema
resuelto. con la intencion de responder anticipadamente a ciertos planteamientos que
podrian manitestarse en las aplicaciones del mundo real.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Muchos problemas practicos pueden modelarse como un programa
lineal y, consecuentemente, resolverse utilizando el método simplex. Sin
embargo, tomando como ejemplo el ambito industrial, los costos de la
materia prima cambian continuamente, las demandas de produccion no se
conocen con certeza, los recursos utilizados en la produccion pueden escasear,
las especificaciones del producto pueden cambiar, etc. Estos cambios,
involuntarios en su mayoria, alteran los valores iniciales del programa lineal
generando la duda de si la solucion optima del problema original, sigue siendo
una solucién optima del problema resultante. La inquietud por responder
a esta interrogante di¢ forma a una nueva drea de investigacion, la cual se

conoce como analisis postoptimo.

El andlisis postoptimo tuvo sus inicios poco después de que Dantzing



2

publicara su método simplex y, como su nombre lo indica, es un estudio
que se aplica, en general, al modelo de un programa matematico justo
después que se obtiene su solucion 6ptima. Tanto como ha sido posible,
los fundamentos del anélisis postoptimo se han extendido a la programacién
no lineal, programacion entera, programacioén estocastica, programacion
multicriterio y redes.

El analisis postoptimo se relaciona con preguntas del tipo “;Qué pasa
s1...77, y tiene como objetivo determinar el comportamiento de la solucion
Optima cuando se consideran cambios en el valor de algunos parametros del
modelo inicial (en programacion lineal también se considera la introduccion
de nuevas variables de decision o restricciones, y en redes se considera la
creacion de nuevos arcos).

En la literatura existen muchas investigaciones en las cuales se aplica el
analisis postoptimo para determinar ¢l intervalo de los valores que s¢ pueden
asignar a un parametro, de tal forma que s¢ mantenga el mismo conjunto de
variables basicas en la solucion dptima. Sin embargo, existen muy pocas
investigaciones desarrolladas donde se estudia el efecto de las variaciones en
los parémetros con otros propositos. A continuacion se citan los propésitos

de algunas investigaciones de este tipo existentes en la literatura,

e Estudiar el efecto de reducir (o aumentar) la capacidad de algin arco
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con respecto al flujo maximo entre cualesquiera dos nodos de una red

capacitada [Elmaghraby, 1964].

Estudiar el efecto de remover n arcos de una red capacitada sobre el flujo
maximo [Wolmer, 1964].

En una red de flujo, con un solo nodo fuente y muitiples nodos sumidero
en donde la demanda depende de un solo parametro, determinar el valor
minimo del parametro para el cual exista un flujo factible [Doulliez, 1971a,
1971b].

En un problema de transbordo, en donde las ofertas y demandas dependen
de un parametro, determinar los valores minimos y maximos del parametro
para el cual exista un flujo factible [Minieka, 1973].

Estudiar el efecto de agregar nuevos arcos (o incrementar la capacidad de
los arcos existentes) en una red capacitada sobre el flujo maximo [Jarvis,
1977].

En un problema de transporte, estudiar el efecto sobre un parametro cuando
otro parametro es variado [Akinc, 1982].

En un problema de transporte, estudiar la manera de enviar mas bienes a
menor costo [Arsham, 1992; Szwarc, 1971].

Estudiar el efecto de remover un arco sobre la ruta mas corta entre dos

nodos especificos [Lin, 1994].
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e En un problema de flujo maximo, donde las capacidades de los arcos son
funciones de un parametro, determinar el minimo valor del parametro tal

que el flujo maximo sobre la red sea igual a un valor dado [Chen, 1995;

Sung, 1994].

Por otro lado, es un hecho conocido que en un sistema real
de produccion-consumo, las demandas de bienes y servicios varian
constantemente, es decir, sus valores no se mantienen fijos. El avance
tecnologico y la inflacion economica son las causas principales de tales
perturbaciones. Supongase que, por ejemplo, debido a la adquisicion de nueva
tecnologia para la manufactura de computadoras de cierta marea, el precio de
venta de esas computadoras se reduce en un 50%. Asi, en paises con una
economia estable podria incrementarse la demanda de esas computadoras, sin
embargo, en paises con una fuerte inflacion econémica la demanda de esas
computadoras podria disminuir.

El administrador del sistema de produccion-consumo conoce la
capacidad de transporte y, generalmente, estd informado “al dia” tanto
de la capacidad de producciéon como del comportamiento de la demanda.
Entonces éste, al conocer los nuevos valores en las demandas, debe elaborar
rapidamente un nuevo programa general de distribucion y después girar

instrucciones claras y precisas a los responsables de cada centro productivo



con respecto a la cantidad que deben producir y la forma en que deben
distribuirla.

Notese que en ese ambiente de oferta-demanda variable no es posible
garantizar que en todo momento exista un programa factible de distribucion,
es decir, podria producirse mas de lo que es posible distribuir y, en
consecuencia, habria algunas zonas cuya demanda no seria satisfecha. En
otras palabras, el administrador deberia anticiparse a cualquier “sorpresa”.

Principalmente, el administrador desearia determinar, para cada lugar
de produccion y de consumo, un intervalo de valores que representen las
cantidades producidas y las cantidades requeridas, respectivamente, para los
cuales se garantice la existencia de un programa factible de distribucion.
Con ese conocimiento, él podria negociar contratos que comprometan a
sus diferentes proveedores de bienes y servicios, elaborar programas de
mantenimiento, proponer proyectos de expansion de la capacidad productiva
y, preferentemente, evitar contratos con los clientes sobre cantidades de
produccion que no pudiera cumplir.

En particular, el problema de expansion de la capacidad productiva
se ha tratado desde hace mas de 30 afios [Manne, 1961, 1967]. Algunas
publicaciones recientes sobre este problema se encuentran en las siguientes
referencias: Freidenfelds [1980], Malcolm [1994], Bassok [1997], Gen

[1997], y Rajagopalan [1998]. Sin embargo ellos suponen que la capacidad
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de transporte es ilimitada, enfocandose sélo a determinar cuando y cuanto
expandir la capacidad de produccién de modo que se satisfaga la demanda
pronosticada.

Notese que en la mayoria de los sistemas reales de produccion-consumo
no es posible suponer una capacidad de transporte ilimitada. En general,
los sistemas de transporte estdn compuestos de cables, tubos, canales, rios,
camiones, ferrocarriles, aviones, y/o buques. Se observa que la construccion
y/o la adquisicion de algunos de estos medios de transporte ¢s muy tardada
y/o muy costosa, como sucede en el caso de buques petroleros, aviones
de carga y lineas de ferrocarril. Es por ello que, la expansiéon de la
capacidad de transporte de los sistemas de produccion-consumo queda fuera
de consideracién en cualquier proyecto.

Por lo anterior, se considera importante realizar una investigacion en
torno a la resolucion del siguiente problema:

En un sistema de produccion-consumo con las siguientes caracteristicas:

1. Los lugares de produccion, de paso y de consumo estan bien determinados

y suman un numero finito.

t

Esta bien determinada la existencia de las conexiones entre cada dos lugares
cualesquiera del sistema, asi como su direccidn y capacidad de transporte.

3. Actualmente se produce la cantidad requerida y se cuenta con un programa
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de distribucioén con el cual se satisface la demanda en cada lugar de
consumo.

4. Se esperan perturbaciones en las cantidades producidas/demandadas en
algunos lugares del sistema. Para esos lugares se conoce la direccion de

perturbacion, esto es, se sabe si la cantidad producida/demandada tiende a

aumentar o disminuir.

Determinar todos los valores posibles, a lo largo de la direccion de
perturbacion, que pueden ser asignados a los parametros que representan las
cantidades producidas/demandadas en cada lugar del sistema, de tal manera
que: (1) la cantidad total producida sea igual a la cantidad total requerida,
y que (ii) exista un programa de distribucién que satisfaga la demanda
en cada nodo de consumo, manteniendo invariables las capacidades de las

conexiones.
La presente Tesis tiene los siguientes objetivos:
Formular el modelo matematico que exprese el problema planteado en el
pérrafo anterior.
2. Disefiar un algoritmo de complejidad polinomial que resuelva ese modelo

matematico.

Los resultados publicados en esta Tesis pueden ser utilizados para

determinar la méxima expansién de la capacidad productiva y, en
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consecuencia, la maxima demanda que puede ser satisfecha con el sistema
actual de transporte.

Puesto que el problema que se aborda en esta 'lesis corresponde a
un problema paramétrico de flujos en redes, y éste puede ser formulado
como un programa lineal entero multiparamétrico, en el Capitulo 2 se
presentan algunos conceptos de la teoria de redes, se formulan algunos
problemas clasicos en esta area, se explican brevemente las caracteristicas
de un programa lineal y se presentan algunos estudios sobre el analisis
paramétrico encontrados en la literatura. Posteriormente, en el Capitulo
3, se presenta el modelo matematico del problema investigado en esta
Tesis y se plantean y demuestran dos teoremas que constituyen la base del
algoritmo de complejidad polinomial que se propone para resolver el modelo
matematico. La manera de aplicar este algoritmo se ejemplifica en el Capitulo
4. En el Capitulo 5 se formulan dos extensiones del problema abordado
en esta Tesis. Finalmente, en el altimo capitulo del presente trabajo, se

presentan las conclusiones ademas de algunas recomendaciones para futuras

investigaciones.



CAPITULO 2

MARCO TEORICO

2.1 Introduccion

Las redes aparecen de manera natural en los sistemas de produccion-
consumo de agua, energia, datos, bienes, personas, etc.; tales como los
sistemas eléctricos (distribucion de electricidad), hidraulicos (distribucion de
agua), neumaticos (distribucion de aire), de comunicaciones (distribucion
de datos), de transformacion (distribucion de sustancias quimicas), de
manufactura (distribucion de materia prima), etc.

En esos sistemas se administra la distribucion del flujo (agua, energia,
etc.) producido o generado en algunos lugares, hacia las zonas de consumo
de flujo, pasando posiblemente, por algunos lugares donde ni se produce ni

se consume, o por lugares donde se produce o se consume.
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Tipicamente, en los problemas de redes se desea determinar, por ejemplo,
el flujo maximo desde un punto a otro [Ford, 1962]; la distribuciéon de
flujo a minimo costo, [Ford, 1962]; la ruta mas corta desde un punto a otro
[Hu, 1970]; el arbol generador mimmo [Grétschel, 1988]; o la secuencia
optima de trabajos [Jensen, 1980]. La disponibilidad de obtener, bajo ciertas
condiciones, soluciones Optimas de valor entero, ha hecho posible extender
el anélisis de redes a muchas dreas tales como: ubicacion de instalaciones
[Minieka, 1978]; planeaciéon de proyectos [Minieka, 1978); y administracién
de recursos [Jensen, 1980].

Sin embargo, en las aplicaciones del mundo real, los valores iniciales de
un programa lineal o de un problema de flujos en redes no se mantienen fijos.
Esto crea la necesidad de determinar los intervalos para los valores iniciales
de los pardmetros sobre los cuales se mantenga cierto objetivo.

En este capitulo se presenta una recoleccion de algunos conceptos y
problemas centrales de la Teoria de Flujos en Redes, que son necesarios
para uniformizar los conceptos y la nomenclatura a utilizar, asi como para
fundamentar el planteamiento y solucién del problema que fue objeto de esta
investigacion. Dado que los problemas centrales de flujos en redes pueden
escribirse como programas lineales, también se explicaran brevemente las
caracteristicas de estos programas. Para finalizar, se presentan algunos

estudios existentes en la literatura sobre el analisis paramétrico.
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2.2 Estructura de las Redes

Para mayores detalles sobre Teoria de Redes y sus aplicaciones pueden
verse, por ejemplo, las siguientes referencias: Ahuja [1993], Ford [1962],
Glinther [1991], Jensen [1980], y Lawler [1976].

Una red dirigida, o digrafo, es una estructura compuesta por un
conjunto N de elementos distintos indicados 1,2, ...,n llamados rodos
y un conjunto A de pares ordenados de indices distintos tomados de N,
(z,y) € A,lamados arcos dirigidos. Se dice que el arco (z,¥y) tiene su
nodo inicial en x'y su nodo terminal en y. Se denotara una red dirigida por
(N, A).

Los nodos z,5 son nodos adyacentes si (z,y) € A o (y,z) € A.
Notese que A podria contener simultaneamente los arcos (z,y) y (y, z), pero
no puede contener los arcos de la forma (z,z)} ya que los nodos deben ser
distintos.

Una red no dirigida (N, E) consiste en un conjunto N de elementos
indicados 1, 2, ..., n llamados nodos y un conjunto £ de pares no ordenados
de esos indices de nodos, (x,y) € FE,llamados arcos no dirigidos. (En una
red no dirigida, el arco {z,y) es el mismo que (y, z)).

Si # € N, se representara por AT (z) al conjunto de todos

los nodos terminales adyacentes al nodo z, esto es, A" (z) =
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{ye N:(z,y) € A}; similarmente, A~ (z) es el conjunto de todos

los nodos iniciales adyacentes al nodo z, esto es, A (z) =
{ye N: (y,z) € A}.

Sea x1,22,...,xx (k> 2) una sucesion de nodos distintos de una
red (V, A)tal que (x;,z;41) € A,paracadai = 1,2,... k — 1. Entonces
la sucesion zp,xo, ..., T €s una cadenaque va desde z1a . Six; =
z} entonces la secuencia Z1, X9, ..., Zx s un ciclo dirigido .

Sea xj,x9,...,xx (k> 2) una sucesion de nodos distintos de una
red (N, A)tal que (zi,ziv1) € A o (z41,2i) € A, paracadai =
1,2, ...,k — 1. Entonces la sucesion z1, xa, ..., Tx s una frayectoria que va

desde z; a zx. Si z; = i entonces la secuencia xy, 29, ..., Z) €s un ciclo .

2.2.1 Funcién de Flujo

Los problemas modelados como redes, en general, tienen como objetivo
determinar los valores de la funcion de flujo f : A — 77" que satisfagan
algunas condiciones y que optimice cierto criterio dado. El valor f (z,y} =
fzy se conoce como el flujo sobre el arco (z,y). El flujo f;, modela la
cantidad fisica que debe ser enviada desde el nodo x hacia el nodo y, a través
del arco (x, y), tal como productos, personas, datos, liquidos, gases, etc.

Se supondré que, para todo (x,y) € A, el flujo f, se conserva en los
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arcos, es decir, la cantidad de flujo que sale del nodo z con destino al nodo ¥,
es la misma que llega al nodo y.

Aunque existen aplicaciones que involucran flujos de varios tipos, se

limitara al de una sola clase o también conocido como flujo urniproducto.

2.2.2 Funcion de Flujo Externo

En un modelo de red, el flujo entra y sale de ella desde y hacia el exterior
de la misma. Como el flujo se conserva en los arcos, entonces éste debe
entrar y salir de la red por medio de los nodos. La cantidad maxima de flujo
que puede entrar o salir por cada uno de los nodos en la red esta dada por la
funcion de flujo externo a : N — Z. El valor ¢ (z) = a, indica la cantidad
maxima de flujo que puede entrar (salir) a (de) la red por el nodo z si a, > 0
(a; < 0).

Con respecto al flujo externo, es posible clasificar a los nodos en tres
conjuntos disjuntos: S, de nodos fuenie sia, > 0; T, de nodos sumidero si
a, < 0;y O,de nodos intermedios (de paso) sia, = Q.

Elvalor |a.| es la oferta o la demanda del nodo x, seglinx € Soxz € T,

respectivamente.

Se denota por (N, A; @) alared connodosen NV, arcos en Ay funcidn de
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flujo externo a. Se dice que lared (N, A; a) esta balanceada si la condicion

S a,=0 (2.1)

TEN

se satisface.
2.2.3 Funcion de Capacidad

La funcién de capacidad ¢ : A — 7% asocia valores a cada arco que
limitan la cantidad de flujo que puede transitar sobre ellos. El valor ¢ (z,y) =
y ©s la capacidad del arco (x,y),y representa la cantidad maxima de

flujo que puede circular por el arco (z, %) . Se denota por (N, A; a,c¢) la red

(N, A; a) con funcion de capacidad c.
2.2.4 Funcion de Flujo Factible

Dada la red (V, A; a, ¢), se dice que es factible si existe una funcion

[ A— Z" que satisfaga las siguientes condiciones:

Z fey — Z fyz = ag, paratodoz € N (2.2)

yeA*(z) yeA~(a)

fzy < ¢y, paratodo (z,y) € A (2.3)
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Las ecuaciones (2.2) se conocen como las ecuaciones de conservacion de
flujo.

Cualquier funcién de flujo f que satisfaga las ecuaciones (2.2) y (2.3), si

ésta existe, es una funcion de flujo factible asociada a lared (N, A; a,c) . Se

denota por (N, A; a,c, f) alared factible (N, A; a, ¢) con funcién de flujo

factible f.
2.2.5 Representacion Grafica de las Redes

Lared (N, A;a,c, f) puede ser modelada grdficamente, para ello, cada
nodo r € N se simboliza mediante un circulo, conteniendo e! indice x; cada
arco (z,y) € A serepresenta mediante una flecha que vadesde z ay; el flujo
externo @, se coloca adyacente al nodo z y entre corchetes; la capacidad ¢,y

y el flujo f,, se colocan adyacentes al arco (z, y) como una pareja ordenada

entre paréntesis.
2.2.6 Matrices Asociadas a una Red

Sea (N, A;a,c, f)una red factible y balanceada. Asociadas a esta red
se pueden definir las siguientes dos matrices de dimension n x n: F' 2 [f,,]
y C' £ [cy), cuyos valores en la fila  y columna y corresponden al flujo

y capacidad, respectivamente, sobre el arco (x,y), si (z,y) € A,y cero de
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otra manera. Se nombraran a F'y C, las matrices de flyjos y capacidades,
respectivamente. Se recuerda que (z,z) ¢ A, de donde 'y C' tienen ceros
en su diagonal principal.

Puesto que la red (N, A; a,c, f) es factible, por suposicion, entonces

0 < F < C, donde la desigualdad se aplica a los elementos correspondientes

de ambas matrices y O es la matriz de ceros. También, puede verificarse que

en F, la suma de sus elementos sobre la fila y columna z corresponden a las

sumas  »,  fo, ¥ D, fyu respectivamente; y por lo tanto, la suma
yeA*(z) yeA(x)

de sus elementos sobre la fila £ menos la suma de sus elementos sobre la

columna z, debe ser igual al flujo externo a.,.

2.3 Programas Lineales

La Programacion Lineal atiende los problemas en donde se desea
minimizar una funcidn objetivo lineal en la presencia de restricciones lineales
del tipo de desigualdad.

La forma estandar de un Programa Lineal es la siguiente.

Min 'z
sujetoa Az <b
en donde ¢ es el vector de coeficientes de la funcion objetivo, A es la matriz

de coeficientes de las restricciones, b es el lado derecho y z es ¢l vector de las
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variables de decision.

Dantzing [1948] publicé el método simplex para resolver los problemas
de programacion lineal. Desde su descubrimiento, el campo de la
programacion lineal junto con sus extensiones (programacicn matemdtica )
es, a la fecha, la herramienta mas ampliamente utilizada en la industria para
la programacion y planeacion de actividades.

Como se vera en la proxima seccion, los problemas centrales de flujos
en redes pueden formularse como un programa lineal.

En el libro Linear Programming-1: Introduction, por Dantzing [1997],
se incluyen algunos relatos sobre los inicios de la Programacion Lineal, su

importancia histérica y comentarios acerca de sus extensiones matematicas.
2.4 Algunos Problemas en Redes

Los siguientes problemas son clasicos en la teoria de redes.

2.4.1 El Problema de la Ruta mas Corta

Sean (N, A)unaredy! : A — Z* una funcién donde [ (z,y) = Iy
representa la longitud del arco (z,y) € A. Sea T cualquier trayectoria sobre
la red. Se define la longitud de T , la cual se representa por £, como la suma

de las longitudes de los arcos sobre la trayectoria, es decir, £ = Z Ly El
(zy)eT



18

problema de la ruta mas corta consiste en encontrar la trayectoria de minima
longitud desde un nodo p, la fuente, a otro nodo g, el sumidero [Jensen, 1980].
Matematicamente, ¢l problema de la ruta mds corta desde p a q puede

formularse como el siguiente programa lineal binario [Bazaraa, 1990].

Minimizar E Loy fy

(ry)EA
sujeto a
1 siz=p
Yo fw— ) fu={ 0sizeN\{pg}
YEA*(2) yeA (2) -1 siz=¢
fry e {0’1}7 V ($7y) E A
2.4.2 El Problema de Transporte
Sean (N, A;a,b)una red balanceada, con N = S UT, A =

{(z.y):z€S,yeT}, a : N - Zy b: A — Z', donde
a; > 0siz € §,a, < 0siz € T,yb(x,y) = by representa el costo por
transportar una unidad de flujo utilizando el arco (z,y) € A. El problema de
transporte consiste en determinar la manera mas econdémica de enviar todas
las ofertas en los nodos de S satisfaciendo las demandas de los nodos en T'

[Gal, 1997]. Este problema fue planteado (en su version clésica) a principios

de 1941 [Hitchcock, 1941].
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El problema de transporte puede formularse como el siguiente programa

lineal.

Minimizar E B f o

(ry)ea

sujeto a

Z Fo— Z fog =0z, YZEN

2.4.3 El Problema de Transbordo

En el problema de Transporte se ha supuesto que cada nodo o es una
fuente o0 es un sumidero. Supodngase que ademds existen nodos intermedios
en los que no se dispone ni se requiere flujo, sino que en estos nodos sélo
se transborda el flujo. El problema de encontrar el patron de embarques con

costo minimo se llama el Problema de Transbordo [Bazaraa, 1990].
2.44 ElProblema de Flujo Maximo

Sea (N, A; ¢) unared capacitada. El problema del flujo mdximo consiste
en encontrar el flujo total maximo sobre la red (N, A; ¢) desde un nodo s, la
Juente, a otro nodo t, el sumidero [Jensen, 1980].

Sean s,t € N dosnodos distinguidosy seaa : N — {h,0,—h} ,donde



h € Z* es un parametro, la funcion de flujo externo definida como
h ,siz=s
afz)=4« —h ;siz=t
0 ,siz e N\{s, t}

Entonces, el problema de flujo maximo puede formularse como el siguiente

programa lineal.

Maximizar h

sujeto a
h siz=3s
Z Feg— Z fyz = 0 siz#s,t
yeA*(z) yeA () —h siz =t

0< fxy < Cyy, v (33,?!) € A

El valor 6ptimo de h, el cual se denotara por v, es el flujo maximo de
la red v representa la maxima cantidad de flujo que puede enviarse desde el
nodo s alnodo ¢t sobre lared (N, A;c).

Cualquier funcion de flujo factible asociada a v serda nombrada, en lo
adelante, como la funcion de flujo mdximo y se representara por fm.

Existen muchos algoritmos que resuelven el problema del flujo maximo,
siendo el mas conocido el de Ford y Fulkerson [1962]. En el libro
Algorithmic Aspects of Flows in Networks, [Glinther, 1991], se muestra una
tabla con la historia de los algoritmos de flujo maximo con mejoras en la

complejidad del peor caso (al menos para algunas clases de problemas).
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El algoritmo mas eficiente es el de Ahuja [1988] con una complejidad de
O (n -m +n?- (logU) \/ 2) ,donde n y m representan la cardinalidad de Ny
A, respectivamente, y U representa una cota superior sobre la funcién c.

El problema de flujo maximo sobre la red capacitada (NN, A;c) con
multiples nodos fuente S C N y multiples nodos sumidero 7" C N, donde
SNT = ¢, no representa un problema nuevo. El problema de flujo maximo
con multiples nodos fuente y sumidero es posible reducirlo a un problema de

flujo maximo desde un solo nodo fuente s hacia un solo nodo sumidero ¢.

La reduccion del problema se logra de la siguiente manera: Se extiende la red

(N, A;c)alared (¢, A% ¢°) haciendo

Ne 2 NU{s,t}
A* 2 AU(s,8) U(T,1)
CI?J s (may) EA
¢ (z,y) =K M si{z,y)€(s,95)
M si(z,y) e (T,t)

donde (5,9) £ {(s.x):2€ S}, (TNt) = {{z,t):x2 €T}y M esun

numero muy grande.
2.5 Analisis Paramétrico

Desde el inicio de la programacion lineal, a mediados de este siglo,

el andlisis paramétrico ha formado parte de su teoria, implementacion y
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aplicacion. Tanto como ha sido posible, sus fundamentos se han extendido
a la programacion no lineal, programacion entera, programacion estocastica,
programacion multicriterio y redes, principalmente.

Sean N un conjunto de nodos y a una funcién de flujo externo sobre
N. El problema de disefio de red [Ahuja, 1993; Minoux, 1989] consiste
en determinar el conjunto de arcos A y una funcion ¢ de capacidades, de
modo que la red (N, A;a,c) sea factible y optimice cierto criterio dado.
Sin embargo, la explosion demografica, el desarrollo de nueva tecnologia
y la incertidumbre econdmica, entre otros fendmenos, obligan los cambios
en el flujo externo sobre las redes disenadas. Estos cambios, unas veces
involuntarios y otras estratégicos, pueden ser tan drasticos en tal forma que los
nodos fuente lleguen a tener un flujo externo de cero (cierre total de empresas
productoras).

Debido a la necesidad de elaborar planes de contingencia, o de inversidn,
con los cuales el administrador pueda hacerle frente a tales cambios, surge
como una herramienta indispensable el Anélisis Paramétrico. Con el Analisis
Paramétrico, el administrador puede determinar los cambios maximos que, en
el flujo externo, un subconjunto de nodos puede soportar de tal manera que la
red disefiada se mantenga factible. Este es precisamente el enfoque utilizado
en la investigacion desarrollada para la elaboracion de esta Tesis.

En esta seccion se presenta un resumen de los trabajos de investigacién
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encontrados en la literatura sobre el andlisis paramétrico.

2.5.1 En Programas Lineales

Como se menciono en el capitulo introductorio, el analisis postoptimo
tiene como objetivo determinar el comportamiento de la solucién éptima
cuando se consideran cambios en el valor de algunos parametros del modelo
inicial. El primer estudio de analisis postdptimo en programacion lineal se
llevo a cabo en el afio de 1952 y se atribuye a Orchard-Hays. Orchard-
Hays, en su tesis de maestria no publicada [Gal, 1997], trat6é con un programa
lineal en donde los valores del lado derecho eran perturbados con el fin de
determinar su efecto sobre la solucién optima. En el afio siguiente, Manne
[1953] escribi6 una nota técnica donde ¢l término programacion paramétrica
aparecia por primera vez. Saaty [1955a, 1955b] y Gass [1954] publicaron los
tres primeros articulos sobre programas lineales paramétricos con respecto a
la funcién objetivo.

Shetty [1959] uséd por primera vez el término andlisis de sensibilidad
en programacion lineal. Sin embargo, anélisis de sensibilidad es un término
que también se usa en, por ejemplo, sistemas de disefio [Rohrer, 1965], redes
estocasticas [Baker, 1970] y procesos semi-markovianos [Gaede, 1974].

En programacion lineal existen varios tipos de analisis post6 ptimo. Los
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mas conocidos son: ¢l analisis de sensibilidad, el andlisis paramétrico y el
andlisis de tolerancia.

En el andlisis de sensibilidad se estudian los cambios permisibles en
cualquier parametro particular mientras se mantiene el mismo conjunto de
variables basicas en la solucion optima. Probablemente este sea el tipo mas
comun de analisis postoptimo. Algunas referencias sobre este tema son
las siguientes: Adler [1992]; Bazaraa [1990]; Camm [1991]; Cook [1986];
Dantzing [1955]; Dinkelbach [1969]; Evans [1982]; Flavell [1975]; Freud
[1985]; Friez [1990}, Gal [1986], [1997]; Greenberg [1994]; Hannan [1978];
Jarvis [1977]; Kornbluth [1974]; Labbe [1991]; Noltemeier [1970]; Radke
[1975]; Schenkerman [1993]; Shetty [1959]; Wagner [1995]; Ward [1990];
Wendell [1982], [1984], [1985], [1992]; yWolsey [1981].

En el andlisis paramétrico se estudian los cambios simultaneos pero
dependientes en los parametros mientras se mantiene el mismo conjunto de
variables basicas en la solucion optima. Este estudio es de particular interés
siempre que exista dependencia entre los pardmetros tal como la existente
entre la demanda y la oferta. Algunas referencias sobre este tema son las
siguientes: Bailey [1978]; Bazaraa |1990]; Dinkelbach [1969]; Gal [1979],
[1980], [1997]; Gass [1955a], [1955b]; Geoffrion [1976]; Holm [1984];
Kausmann [1976]; Lorenzen [1974]; Magnanti [1988]; Manne [1953]; Mason

[1980]; Murty [1980]: Nauss [1975]; y Saaty [1954].
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En el andlisis de tolerancia se estudian los cambios porcentuales
simultaneos e independientes de los valores iniciales en ambas direcciones
(aumento o reduccion) para cada parametro mientras se mantiene el mismo
conjunto de variables basicas en la solucién optima. Algunas referencias son
las siguientes: Hansen [1989]; Ravi [1985], [1988], [1989]; Wang [1993];
Wendell [1982], [1984], [1985], [1992]; y Wondolowski [1991].

En comparacién con la programacion entera, por c¢jemplo, la
programacion paramétrica no es un gran campo especializado de la
programacion matemdtica porque, en primer lugar, no existe una revista con
exclusividad en este topico. No obstante, la programacion paramétrica ha sido
foco de mucho interés, como lo indican los 7 libros publicados hasta 1980:
Dinkelbach [1969]; Gal [1973], [1979]; Kausmann [1976]; Lorenzen [1974];
Noltemeier [1970]; y Tlegenov [ 1975]; mas de 400 articulos en revistas y mas
de 30 tesis de maestria y doctorado, como lo cita Gal [1980)].

En la Humboldt University en el este de Berlin existe un Departamento,
el cual trata casi exclusivamente con la teoria y algoritmos de programacion
paramétrica. Alguna literatura relevante, indicativa de la produccion de este

Departamento, se encuentra en el libro escrito por Kausmann [1976].
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2.5.2 En Problemas de Redes

El analisis paramétrico, aplicado en modelos de red, estudia el efecto
de los cambios en los valores de las ofertas, demandas, capacidades, y/o
costos. Principalmente se estudian los efectos sobre la factibilidad de la red
[Minieka, 1973], el flujo de minimo costo [Arsham, 1992], la ruta mas corta
[Lin, 1994], o el flujo maximo [Chen, 1995]. El andlisis paramétrico se
ha implementado en redes de comunicacion [Doulliez,1975; Yaged, 1973;
Zadeh, 1974), redes electricas [Anderson, 1972; Dale, 1966; Malcolm,
1994; Noonan, 1977; Rogers, 1974; Sawey,1977], redes hidraulicas [Butcher,
1969; Erlenkotter, 1989; Morin, 1971; O’Laoghaire, 1972, 1974}, redes de
transporte |Bergendahl, 1969; Hemaida, 1994], redes de gas [Jensen, 1981],
Escuelas [Trifon, 1973), recoleccion de desperdicios [Schultz, 1969], y en
procesos industriales [Akine, 1982; Manne, 1967].

Los dos trabajos mas antiguos sobre Analisis Postoptimal en redes,
fueron escritos por Elmaghraby [1964] y Wolmer [1964]. Elmaghraby
desarrollé un algoritmo para determinar el efecto que los cambios, en la
capacidad de cualquier arco, ejercen sobre el flujo maximo. Wollmer propone
un algoritmo para determinar cudles n arcos, al ser removidos de la red
provocan la menor reduccion del flujo maximo.

Doulliez [1971a, 1971b] y Minieka [1973] consideran a la oferta y/o
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demanda como una funcion del tiempo ¢{. Ellos presentan algoritmos para
determinar: (%) el mdximo valor de t,representado por t*, tal que todas las
demandas son satisfechas; (i¢) un conjunto de arcos, con un nimero de
elementos especificado, que al removerse (o reduciendo sus capacidades por
cantidades dadas) se obtiene la mayor reduccion en t*.

En particular, Minicka considera una red (N, A;c). Define un
flujo factible para el tiempo ¢ como cualquier conjunto de numeros reales
feys (2,7) € A, tal que

> fa— Z fyr <a(z)+th(z) Ve S

YA (@) yeA—(
2. Jfuam Z fIy >a(z)+th(z) VoeT
yEA™(2) yEA* (2
2L | fe? Z f ye =0 de otro modo
yeA* (1) yeA-(r)
0_<_fry§0.ry V(LL‘,@/)GA

donde todos los a (z)y b(x) son constantes reales. El problema resuelto por
Minieka consiste en encontrar los valores maximo y minimo de ¢ para el cual
exista un flujo factible. Sin embargo, se observa que Minieka no mantiene el
balance en la red.

Un problema muy interesante sobre analisis paramétrico se debe a la
llamada paradoja del transporte. Conocido el costo total optimo de un
problema de transporte, el sentido comun indica que al incrementar el nimero
total de unidades a transportar entonces aumentara el costo total Optimo

del problema de transporte resultante. Szwarc [1971] v Arsham [1992]
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estudiaron el efecto que tienen los incrementos, en una sola oferta y en una
sola demanda, sobre la solucion 6ptima de un problema de transporte. En
particular, describen las condiciones necesarias y suficientes para que el costo
total éptimo del problema de transporte que resulta de las perturbaciones, sea
menor o igual al costo total optimo del problema perturbado. Este fenémeno
se conoce como la paradoja del transporte y su analisis se refiere como la
situacién Mas por Menos.

El primer estudio a fondo de Analisis Paramétrico aplicado al problema
de transporte lo aporto Srinvasan [1972a, 1972b, 1972c¢]. Srinvasan investigo
el efecto sobre la solucion optima de un problema de transporte cuando las
ofertas, demandas, costos y capacidades, varian como una funcién de un
sOlo parametro. También estudi6 el efecto sobre el costo total, las ofertas,
las demandas y el programa de embarques, cuando se incrementa el total de
unidades a transportar.

Jarvis [1977] estudia el efecto de incrementar el nimero de arcos en una
red sobre su flujo maximo.

Akinc [1982] estudia el efecto de incrementar la oferta en un nodo sobre
el incremento potencial de las ofertas de los otros nodos.

Ravi [1989] desarrolla el enfoque de Tolerancia para perturbaciones en
las ofertas, demandas y costos.

Arsham [1992] desarrolla un nuevo enfoque de Analisis Postoptimal
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para ¢l problema de transporte (cuyo procedimiento se basa en el algoritmo
dado por €l mismo [1989]) que cubre el Anélisis Paramétrico, la regla del
100%, el Analisis de Tolerancia, el Andlisis de Tolerancia Simeétrica, y la
identificacion de la situacion Mas por Menos.

Lin [1994] estudia el efecto de eliminar un arco sobre la distancia total
de la ruta més corta entre dos nodos determinados en la red.

Sung [1994] considera un problema de flujo maximo sobre una red, en
donde algunas o todas las capacidades de los arcos son variables que deben
ser determinadas de modo que se satisfagan requerimientos de flujo dados a
un costo total minimo.

Chen [1995] considera una red cuyas capacidades en algunos arcos son
funciones de un solo parametro. Presenta un algoritmo para encontrar el
minimo valor del parametro, tal que, el flujo mdximo sea igval a un valor

previamente establecido.

2.6 Resumen

En este capitulo se ha uniformizado la nomenclatura y los conceptos
sobre la teoria de flujos en redes. En la literatura revisada solo existe
un trabajo [Minieka, 1973] con las caracteristicas y objetivos similares al

presente, sin embargo, en el siguiente capitulo se observa que ese trabajo
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CAPITULO 3

ANALISIS DEL PROBLEMA DE INVESTIGACION

3.1 Introduccion

Las perturbaciones aplicadas al flujo externo en una red que modele un
sistema de produccion-consumo, pueden provocar que ésta pierda su balance
y/o su factibilidad. La pérdida del balance debe ser eludida porque ello
implica que se esta produciendomas (o menos) flujo del requerido. La pérdida
de la factibilidad también debe ser evitada, porque ello implicaria que el flujo
producido no puede distribuirse completamente en los lugares requeridos.
Indudablemente, el administrador desea conocer la maxima magnitud total de
las perturbaciones que no afecte a la red, mas atin, desaria conocer la magnitud
maxima de la perturbacion sobre cada uno de los nodos que mantenga a la red

balanceada y factible. Esa es la aportacion obtenida en esta investigacion.

31
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En este capitulo se formula matematicamente el problema abordado en
esta Tesis. Enseguida, se define lo que se conocerd como una red auxiliar,
se establece y demuestra el teorema principal de este trabajo y se propone
un algoritmo de complejidad polinomial con el cual se resuelve el modele
matematico. Para finalizar, se demuestra la independencia que existe entre el

flujo factible inicial y la solucién 6ptima del problema.
3.2 Formulacion Matematica del Problema

Sea (N, A;a,c,d, f) una red dirigida, capacitada, balanceada y factible,
con nodos en V, arcos en A, funcién de flujo externo a, funcion de capacidad
¢, funcion de direccion de perturbacion d @ N — {—1,0,1} y funcién
de flujo factible f. Los valores de la funcion d son definidos por el
administrador, el cual conoce (o impone) la tendencia de cambio del flujo
externo para cada nodo de la red.

Se asocia con cada nodo z € N un parametro §, € Z* con valor
desconocido. El valor que tome 6, representara la magnitud de perturbacién
sobre el flujo externo a.. en la direccidn d,, es decir, el flujo externo a. se
reduce, aumenta 0 no cambia, en la magnitud 6., sid, = —1, d. = 1o
d, = 0, respectivamente.

Se denota como (N, A;a’,¢,d) a la red que resulta después de fijar
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valores a los parametros 6§, donde a!, = a, + d.6,, Vx € N. Se observa
que la funcién f no sera un flujo factible de (N, A; @', ¢, d) si existe al menos

unz € N endonde a, # a’. Mas ain, lared (N, A;d', ¢,d) podria no estar

balanceada y/o no ser factible.

El problema abordado en esta investigacion consiste en determinar el
mdximo valor para cada una de las perturbaciones 6., en la direccion

d., de tal manera que laved (N, A;d/, ¢, d) sea balanceada y factible.

Este problema puede formularse como un programa lineal entero

multiparamétrico. Con ese propdsito, primero se observa lo siguiente:

1. Puesto que la red (N, A;a’,¢,d) debe estar balanceada, entonces al
perturbar el flujo externo en un nodo también se debe perturbar el flujo
externo en al menos otro nodo. Esta relacién de dependencia entre las
perturbaciones, sugiere que debe determinarse la maxima perturbacion en
cada nodo considerando los maximos valores de las perturbaciones en los
otros nodos. En otras palabras, se debe maximizar la suma total de las
perturbaciones 6. en la direccion d,, es decir, max Y |d,6,].

reN
2. Lared (N, A; @, ¢, d) esté balanceada si

Y (ar+di) =0

zeN
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esto es, si
>0t Y dit =€
xEN zeN
Pero como a, = 0, lo anterior se cumple si:
reN
D dyb.=0 (3.4)
zeN

3. Lared (N, A; d/, ¢, d) es factible si existe una funcién de flujo f' tal que

S of- ¥ f, =a,+d6, YzeN
yEA*(z) yeA ()
fog Sy V(z,y) €A

fopbz €2,V {x,y) € A y Yz € N, respectivamente.

Con la intencién de simplificar la expresion E |d:64|, se definen los
zeEN
siguientes conjuntos de nodos:

N- £ {zeN:d,=-1}

=
>

{re N:d,=0}

2
_|._
1[:3

{reN:d, =1}

Se obserya que

N=NUNtuUN®
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por lo que la ecuacion de balance (3.4) puede escribirse de la siguiente manera:

D D6+ ) 6+ ) (06.=0

TEN™ TeNt TENO

obteniéndose la siguiente ecuacion:

D b= & (3.5)

zeN TeENT

por lo que

Y ldebs

zeN

= Y M-1)8T + ST el + 0 108
zeENT TENT zENO

=< X 6.+ o
zEN- TEN+

= 2 Z 0y, por(3.5)

TeEN—
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Por lo tanto, el problema enunciado anteriormente puede formularse

como el siguiente Programa Lineal Entero Multiparamétrico (PLEM).

Maximizar A = 2 Z 5,

Sujeto a

2 6~ &

TeN~ zeN*

!

Z Jay = Z fys

yeA+(x) ye A= (z)
Z fﬂl-"y o Z f;z

ycAt(z) yeA—(z)
Z fl’"y N Z fzzr

yeAT(x) yeA(z)
Fro
O
4

zeN—

0

G, Ve N°
ag+ 6, Yoz € NT
O — 0, Vx €N~

Capa ¥ {2,4).EA
Z'.Yrxe N

ZTV (z,y) € A

(3.6)

(3.7)

(3.8)

3.9)

(3.10)

(3.11)
(3.12)

(3.13)

En este modelo matematico, los a; y ¢y, son valores constantes,

mientras que, los &,y f:iy denotan las variables de decision. Notese que la

restriccion (3.7) asegura que los valores maximos de ¢, conservan balanceada

a la red resultante, mientras que las restricciones (3.8)~(3.10) aseguran que los
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valores f,, constituyen un flujo factible.

Si en la solucion optima del programa PLEM las variables de decision
toman los valores &, , ;’;, entonces la red original conserva su balance y su
factibilidad siempre que el flujo externoenelnodo z,Vx € N~ U NT, sea
perturbado en &, € ZT, donde 0 < §, < 6% y Z So— Z 6, = 0.

reN— TENT

Debe aclararse que no se conoce la funcién de flujo factible para la red
balanceada que resulta de perturbaciones menores a los &7; sin embargo, el
problema de obtener una funcidn de flujo factible, cuando ésta existe, es muy
facil de resolver [Bazaraa, 1990].

Se observa que el problema resuelto por Minieka, pégina 27, es una

version particular relajada del problema tratado en esta Tesis. Se nota que
Minieka consider6 d (z) = { g‘r gi g %\O ,con b, € R, yasigno el
mismo parametro 6, = t en todos los nodos.

Notese la condicidon de enteros para las variables de decision en el
programa PLEM. Para utilizar el método simplex, o el método clipsoidal
[Grotschel, 1988], en la resolucion del programa PLEM, habria que garantizar
que puede omitirse esa restriccion. Es posible omitir la restriccion de enteros
en algunos modelos, de hecho, Grotschel [1988] plantea algunos problemas
que pueden formularse como un programa lineal entero, sobre el cual es

posible omitir dicha condicién sin que se afecte su solucién Optima.

Se sabe que el método simplex es un algoritmo no polinomial [Klee,
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1972], mientras que el método elipsoidal, aunque polinomial, es de orden

O (ro®L) [Grétschel, 1988] donde 7 y o son la cantidad de filas y

columnas en la matriz de restricciones expresadas como desigualdades,

respectivamente, y L representa la longitud de codificacion binaria del
sistema de desigualdades.

En la secciéon 3.4 se propone un algoritmo polinomial de orden

O (n -m+n?. /log U) para resolver el PLEM.
3.3 Solucién del problema PLEM

Sea (N, A;a,c,d, f)una red dada. Se desea determinar la maxima
perturbacion total absoluta del flujo externo a en la direccion d que mantenga
a la red resultante balanceada y factible, es decir, se desea resolver el PLEM.

La forma en que se aborda este problema es la siguiente:

A portir de la rved dada, se comstruye cierta red auxiliar con
determinadas caracteristicas, sobre la cual se resuelve un problema de

flujo maximo formulado convenientemente.

Para ello, se requiere conocer primeramente las caracteristicas de disefio

de la llamada red auxiliar.
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DEFINICION I

La Red Auxiliar asociada a la red (N, A;a,c,d, f), serd la red
capacitada (N, A U B;u) con nodos en N, arcos en AU By funcion

de capacidad u definida sobre A\J B ; donde

B £ {(y,x): (z,y) € A}

S i Viz,y)€ A
Ty Cyz — fuz V(z,y) € B

Puesto que f,, < cry, V (z,y) € A, entonces la Red Auxiliar tiene
capacidades con valores u,, € AR (z,y) € AUB,

La solucion éptima del PLEM (3.6)-(3.13) se encuentra resolviendo un
problema de flujo maximo sobre la red auxiliar desde los nodos en ¢l conjunto

N~ hacia los nodos en el conjunto N, lo cual se demuestra en el siguiente

teorema.



40

TEOREMA 1

Sean (N, A;a,¢,d, f) una red balanceada y v el valor del flujo

maximo desde los nodos en N~ a los nodos en N sobre la red auxiliar

(N, AU B;u) con funcion de flujo mdaximo fm definida sobre los

arcos de AU B. Entonces la solucién éptima del PLEM (3.6)-(3.13) es

A* = 2vu, y se obtiene haciendo

e N

(1> fmy— Y g Yz €N~
ye(AUB) T (x) yE€(AUB) ()

_( Z fmry’_ z f’myz) ,VCL‘EN+
(z)

ye(AUB) () ye(AUB)~

[0 ,VzE N

1= fay = iy + fmys, ¥ (z,y) € A
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Demostracion,

Para demostrar este teorema se debe probar lo siguiente:

(a) Que los valores &, y [, calculados como se indica en el teorema,
constituyen una solucion factible del programa PLEM.

(b) Que ¢l valor 2v es la solucién optima del programa PLEM,

a) Se prueba que los valores de §, y f;, satisfacen cada una de las

restricciones (3.7)-(3.13).

« En este punto se prueba que se satisface la restriccion (3.7).

Se observa que

2o 5= {0 D s )

2N reN  \ye(AuB)*(a) yE(AUB) ™ (z)
representa el flujo neto que sale desde el conjunto de nodos /N~ sobre la red

auxiliar (IV, AU B;u) , por lo que su valor debe ser igual a v. Similarmente,

se observa que

Z bz = 2 Z fmy: - Z gy

TENT TENT \ye(AUB) (x) ye(AUB)* (2)
representa el flujo neto que llega a los nodos en N sobre la red auxiliar

(N, AU B, u), debiendo ser este valor también igual a v.

Entonces Z by = Z 0., satisfaciéndose la restriccion (3.7).

TeN— TENT



« En este punto se obtiene una ecuacion muy importante.

Para todo z € N se tiene que

Z :;:y - Z 133:

yEAT(x) yeA-(z)

= 2. (fay— frgy + frog.) — > (fro— frige + fgy)

yeA+(z) yeA~(x)

= > fau— 2 fmayt DD [fmy. - Z)fyw

yEAT (T) ye At(x) yeB (z) yeA=(x

3 Z fmy'r_ Y, fmay

yeA~ (r) yeB*(z)

yEAt (i) yeA— yeA—(z) yeB—(x)

= ( Z f:cy - Z( | fy:c) + Z fmyx + Z fmyx

= 2 fmay— 3 fmy

yeA* () yeB*(z}

De la ecuacion (2.2), se tiene que

Z fry - Z fy:c = Qg

yeA*T(x) yeA- (z)

ademas, se observa que

Z frye — Z Jrmzy

ye(AUB) (1) ye(AUB)™ (z)

= > fme 4+ S fmge— Y fmy— 3 fmay

yeA=(z) yeB~(x) yeA*(z) yEB*(z)

De donde,
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, f 3, tie
yeA ()

yEA*(x

=a; — Z fm.ry = Z fm'ya:

ye(AuBY () ye(AUB) (z)

e En este punto se probara que se satisfacen las restricciones (3.8).

Seax € NY unnodo arbitrario. Nétese que, con respecto a lared auxiliar

(N, AU B;u) elnodo x es un nodo intermedio sobre esa red, por lo que su

flujo neto debe ser cero, es decir

Z fm:ry . Z fmyx =0

ye(AUB)t (z) ye(AUB) ™ (r)

Entonces,

NEEAT DE BT 4¢

yEAT(x) ye A (x)

satisfaciéndose las restricciones (3.8).

e En este punto se prueba que se satisfacen las restricciones (3.9).

Paracadax € N7 se tiene que

b = — Z fm.cy_ Z fmy:r

€(AUB) () ye(AUB) (z)
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de donde

Z fﬁy Z fz’/zza.n+5a-, Vz € N*

yeA*(z) yeA~(z)

satisfaciéndose las restricciones (3.9).

o En este punto se prueba que se satisfacen las restricciones (3.10).

Para cada x € N se tiene que

o= Z fm:r'y - Z fmIJI

ye(AUB) ™ (z) yE(AUB) (z)
de donde,
Z f‘;y_ Z fy:r_ Gz —="0x( ¥T € NT
yEAH () yeA ()

satisfaciéndose las restricciones (3.10).

e En este punto se prueba que se satisfacen las restricciones (3.11).

Para cada (z,y) € A se tiene que
fllty = foy = f My + fye
Como (y,z) € B entonces fmy, < Uyy = Cuy — foy. De donde

f;y < f:zy - fm:cy + Cry — fxy = Cay — fm:vy
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es decir

f
fzy 3 Cl'y
satisfaciéndose las restricciones (3.11).

» En este punto se prueba que se satisfacen las restricciones (3.12).

Como a, € Z*, Yz € N, y puesto que u,y, € Z*, V(z,y) € AUB,
entonces la funcion de flujo maximo fm tiene valores fm,, € Z7,V(z.y) €
A U B [Ford, 1962; Grotschel, 1988].

Se nota que los valores 6, Yz € (N~ UNT), son la diferencia de
nimeros enteros no negativos, y que 6, = 0, Vo € N°. Por lo que, 6, es un
numero entero, Vo € N.

Se observa que, sobre la red auxiliar (N, AU B;u), cada nodo # €
N~ es un nodo fuente de la red, por lo que su flujo neto debe ser no negativo
(ver la seccion 2.4.4, pagina 19). Es decir,

Z fm:cy - Z .frn'y-r 2 0

ye(AUB)* (&) y€(AUB)™ (x)

Como

53: = Z fma”y - Z fmyx

ye(AUB) Y (x) ye(AUB) (z)

entonces 6, > 0, Vo € N,
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Similarmente, cada nodo £ € N7 es un nodo sumidero, por lo que su

flujo neto debe ser no positivo. Es decir

Z f'm/.ry" z fmy:rio

yE€(AUB) " () y<(AUB) ™ (z)

Como

bp = — Z fmxy - Z fmyx

ye(AUB)* (z) ye(AUB)~ (x)

entonces 6, > 0, Vz € NT.

Puesto que 6, = 0, Yz € N° entonces 8§, > 0, Yz € N,

satisfaciéndose las restricciones (3.12).

» En este punto se prueba que se satisfacen las restricciones (3.13).

Para cada (z,y) € A se tiene que
fry = foy — Fay + Fmys
es decir
fu’cy 2 foy— iy

Como [y < uzy = fzy entonces fo, — frnzy, > 0. De donde,
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Se observa que f;, = (fuy + frmye) — fmyy es la diferencia de nimeros
enteros no negativos, entonces f;.y es un namero entero, V(z,y) € A,
satisfaciéndose las restricciones (3.13).

b) Ya se sabe que los 6., Vz € N, ylos f,, V(z,y) € A, son una
solucion factible del programa PLEM (3.6)-(3.13).

Sea (N, A;d,¢,d, f') lared que resulta desde (N, A; a, ¢, d, f) cuando
¢l flujo externo a, es perturbado en é, a lo largo de la direcciéon d,, Vz €
N,donde b,y f ;y se obtienen como se indica en este teorema.

Por contradiceion, se supondrd que 2v no es la solucion éptima del
programa PLEM (3.6)-(3.13). Entonces existen funciones a” y f” tal que

(N, A;a”, ¢, d, f") es una red balanceada y factible, donde

bl 8-> o (3.14)

La desigualdad anterior indica que debe existir al menos un nodo p €

;J’ < a;,. Mas atn, de acuerdo a la ecuacion de balance del

N7 tal que a
flujo externo (3.7), también debe existir al menos un nodo ¢ € N, tal que

a;’ > a;.

Como

"o " = H
Ap = Z fpy— Z fyp

yeA*(p) yEA~(p)
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Yy
/! 4
- Z fpy - Z fyp
yeAt(p) yeA~(p)
entonces
Yoo S 2 TS D I D Ty (3.15)
yeA*(p) yeA=(p) yeA*(p) y€A~ (p)
de donde, ya sea que exista al menos un arco (p,y1) € A, talque f ;y'y] < 1I)y1’°

en su defecto, debe existir al menos un arco (y1,?) € A, tal que zlz/m = f;lp.

Primeramente, se observa que existen 3 posibilidades para el nodo y;:
(i) ypneN”
(i) gy € NO
(i41) v € N~

Se analizan cada una de ellas:

(¢) Seay; € NT.Puesto que (p,y1) € Ao (y1,p) € A, entonces
la sucesion de nodos p, 41 es una trayectoria desde N~ a N sobre la red
(N, A} . Ademaés, como ¢l arco (p, 1) € AU B, entonces la sucesion p, i
es una cadena desde N~ a Nt sobre la red auxiliar (N, A U B; u) asociada
alared (N, A;a,¢,d, f).

Como fm es la funcién de flujo maximo sobre la red auxiliar
(N, AU B;u) desde los nodos en N~ a los nodos en N1, entonces fmy,, =

Upy Y fMyp = 0. En este momento, es necesario observar que, en general,

cualquier arco (x,yy) € A U B puede pertenecer a una o varias cadenas
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que vayan desde algin nodo en N~ a algin nodo en N7 sobre la red
(N, AU B;u) . Sinembargo, cualquier algoritmo que pueda ser utilizado para
obtener la funcién fm (como, por ejemplo, el algoritmo de etiquetado [Ford,
1962]) garantiza que los valores frm,yy fmy.no sean simultineamente

diferentes de cero. Esto es, si fm,, > Oentonces fm,, = 0,y viceversa.

N

Si (p,yn) € A, entonces f,, < fr, ¥ Upy, = fpy,- Se observa que, en

!

este €aso, f,, = fp, — fmpy, + fmyp = fpy — foy, £ 0 = 0.Esto

altimo implica que

I <0

P

lo cual indica que f” en realidad no es una funcion de flujo factible. Por lo
tanto la suposicion es falsa, y 2v es la solucion éptima del programa PLEM.

Similarmente, si (y1,p) € A,entonces i/, > f, v up, = ¢,p —

fup- Se observa que, en este caso, fy, = fyp— [y, + fmy, =

fup — 0+ (eyp — fyip) = cyip- Esto Gltimo implica que

"

p > Cyp

lo cual indica que f” en realidad no es una funcién de flujo factible. Por lo
tanto la suposicion es falsa, y 2v es la solucién éptima del programa PLEM.
(#i) Seay: € N°. Enestecaso aj = a;

'

. /" / "o 4
Sielarco (p,¥1) € A entonces Joyr < fpy,- Como @y = a, , entonces



50

debe existir al menos un arco (¥1,y2) € A tal que f;llyg <f ;m'

Si el arco (y1,p) € Aentonces f, , > f, . Como ay, = a, , entonces
debe existir al menos un arco (Y2, 1) € A tal que I ;/zyl > f .tjzy:'

Por lo tanto, si y1 € N?, se forma la trayectoria P, Y1, 42y 5¢ analiza el
nodo 3.

(#4) Seay; € N . En este caso se deben analizar las siguientes 3

posibilidades:
!/
3 525
e =a
(c) a;}’1 > a;h
51 (i

(a) Seaay, < ay,

Se sabe que si (p.y1) € A,entonces f, < SoyirY i (y1,p) €
A, entonces fif, > fu,p Se observa que debe existir al menos un arco
(y1,y2) € A tal que ;,wz < fy4» © al menos un arco (y2,11) € A tal
que fy . > fym; porque de otro modo

Z Z fly1> Z fylr Z fl“yl

€A™ (1) zeA~(y1) z€AT (Y1) z€A(y1)

" 1
y conello, a > a,,
Por lo tanto, en este caso, se¢ forma la trayectoria p, y1, ¥2 ¥ se analiza el
nodo ¥s.

(b) Seaay = ay,.
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Si(p 1) € A entonces fon < Jou,- De donde, debe existir al menos

!/ " /
e (s 2 & =l e fqylyz < fuys» POTque de otro modo, a,, # &y -

Si (y1,P) € A, entonces f;p > f;,p+ De donde, debe existir al menos

i " /
un arco (y2,91) € A tal que fz’&yl > fu Porque de otro modo, ay, # a, .

Por lo tanto, en este caso, s¢ forma la trayectoria p, y1,y2 y se analiza el
nodo ys.

(c) Seaay > a .

Si (p,31) € A,sc buscaunarco (y1,%2) € A talque f, < f; . .En
tal caso, se forma la trayectoria P, ¥1, Y2 ¥ s¢ analiza el nodo 3.

Si (y1,p) € A, se busca un arco (¥2,y1) € A tal que oy 2 Ly, ED
tal caso, se forma la trayectoria p, Y12 ¥ se analiza el nodo ys.

Se debe aclarar que tales arcos podrian no existir En tal caso
abandonamos el nodo y; y buscamos en N~ otro nodo con las mismas

caracteristicas de y; de tal forma que los nodos ¥; y ¥2 sean seleccionados

como parte de la trayectoria. La existencia de dicho nodo en N~ se garantiza

i S 1
porque Z al < Z Gz ;Y1 ENTja; <a, Y Gy > .
reV reEN—
Se supone que se ha formado la trayectoria p, 1,y cony; € N Uo
y1 € N7. Enseguida, se posiciona sobre el nodo y1y se aplica el mismo

procedimiento que con el nodo p, con el fin de seleccionar un tercer nodo 3.

Continuando de esta manera se forma la trayectoria Yo, y1, yo, ..., y; donde

weEN p=vyo, ¥ #ypt#7=0,12, ..k
1020126376
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Durante el procedimiento de construccioén de la trayectoria, cuando a
partir del nodo y; seleccionado no sea posible seleccionar el nodo y;.11, se debe
eliminar de la seleccion al nodo y; (sin descartar la posibilidad de que este
nodo pueda ser nuevamente seleccionado, pero en otra posicion), inclusive se
podria eliminar de la seleccion a todos losnodos y; ;, j =0,1,...,4—1;si
eso fuera necesario.

La garantia de que se llegue a seleccionar un nodo yx € N, se basaen
el hecho de que existe al menos un nodo ¢ € N tal que aj > aj.

Se observa que la sucesion de nodos Yy, 41, Y2, ..., Yk, donde p = ypq,

forman una trayectoria desde N~ a N sobre la red (IV, A), en donde

1 ! " !

vt~y © w7 Jvaw si (yi’yi“) € Ao (yiﬂ’yi) € A,

respectivamente, para todo 7 = 0, 1,2, ..., k — 1. Por otro lado, con respecto
a lared auxiliar (N, AU B;u) , losarcos (¥, ¥i1)s(¥is1, %) € AU B, para
todoz = 0,1,2, ...,k — 1, de donde, la sucesion yg, Y1, ¥2, ..., Y forman una
cadena desde N~ a N1 sobre la red auxiliar.

Como fm es la funcién del flujo méximo sobre la red (N, AU B;u),
entonces existe un 0 < j < k — 1, tal que frmy,y ,, = uy, . Puesto
que fm es la funcién de flujo méximo desde N~ a N sobre la red auxiliar,
entonces fm, .., = 0.

Si (¥;.¥i+1) € A, entonces
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1 /
(Z) YY)+ Y;Y541

(ii) fmnyJ+l = uyﬂ:‘ﬁl - nyyJ+1
(1i7) iy = O

de donde
, —
fy:lyj+l - fi'bya+1 - fm%yjﬂ + fmyj+1yj =0
pero esto implica que
n
fyjyj+1 <0

lo cual indica que f” en realidad no es una funcion de flujo factible. Por lo

tanto la suposicion es falsa, y 2v es la solucion dptima del programa PLEM.
Si (yj11,9)) € A entonces f' . > fi i (Ypya) €

B; fm"yj‘yj+1 = Uy = Cyprry; — fyj+lyj; fmy.)+]y.7 = 0; de donde

f;J-HyJ = fy_,-+1y, - f‘myﬁlya + fmyjyjﬂ - CyJ—i—lyJ

pero esto implica que

1"
fyj+lyj = C3/j+1yj

lo cual indica que f” en realidad no es una funcion de flujo factible. Por lo

tanto la suposicion es falsa, y 2v es la solucion optima del programa PLEM. m
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3.4 Algoritmo AMPT Para Obtener la Solucion del Problema

Teniendo en cuenta el teorema (3.3), el algoritmo que calcule la maxima
perturbacidn total sobre el flujo externo a, en la direccion d, de cualquier red

balanceada (N, 4; a, ¢, d, f) dada, tendré los siguientes pasos.
ALGORITMO: MAXIMA PERTURBACION TOTAL (AMPT)

Entrada: Una red balanceada (N, 4;a,c,d, ).

Salida:

o La maxima perturbacién total A*;
e Una funcién de flujo externo o’ : N — Z;

« Una funcién de flujo factible f': A — Z7, asociado a la funcién de flujo

externo a'.

Procedimiento:

Paso 1. Determinar los conjuntos de nodos N=, N9y NF,
N-={zeN:d,=~1}
NY={z e N :d, =0}
Nt={ze N:d, =+1}

Paso 2. Determinar el conjunto de arcos B.

B = {(y,3) : (¢, y) € A}

Paso 3. Determinar la funcién de capacidades u: AU B — Z*.

U — fwy Si (I$y) = A
= Cyr — fyr si(z,y) € B



Paso 4.

Paso 5.

Paso 6.

Paso 7.

Paso 8.

Fin.
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Construir lared (N, AU B;u)
Sobre la red (N, AU B; u) determinar el flujo méaximo, v,y la

funcién de flujo maximo, fm : AU B — Z*, desde el conjunto

de nodos N~ al conjunto de nodos N7,

Hacer A* = 2v.

Hacer a/, = a,— Z frmgy + Z Smye,

y&(AUB) (z) ye(AUB) (z)

Vee N .

Hacer f}, = fuy — fmgy + fmy., V(z,y) € A.

Notese que, a. = a; + d,0:, Yo € N. En efecto,

a:;r"'

aqj_'

| = G Z F ity T Z f1Tys, V2 € N
ye(AUB) T (2) ye(AUB) ~ (z)
r Q— Z fmay + Z fmy: size N~

ye(AUB)* (z) y€{AUB) ()

Z Jrmgy + Z s siz e N

ye(AUB) T () ye(AUB) ™ (x)

Z fmgy + Z fmy, size N7

ye(AuB)™ (x) ye€(AUB) (z)
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az + (1) Y fmgy — N Jmy| size N

yE(AUB)T () ye(AUB)™ (z)

ae + (—1) Z fmay — Z fmyx siz € NU

- ﬁ y€(AUB) ™ (x) y€(AUB)™ ()

a;+ (1) | — Z frmgy, + Z fmy | sizeNT

y€(AUB)™ (x) ye(AUB) (=)

\
4

ar +d;6, size N~
ap +(—1)0 size NO

as+ a6, slge Nt

\

= gy +db,, VxEN

3.5 Complejidad del Algoritmo

Para determinar la complejidad de este algoritmo se estimara su tiempo
de corrida. El tiempo de corrida de un algoritmo es €l nimero de pasos
clementales que él ejecuta, entendiéndose como paso elemental a cada
operacion aritmética: +, —, X, <=y comparacion [Grotschel, 1988].

Puede observarse que el numero de pasos elementales depende del

tamaiio de la red (N, A;a,c,d, f). Sila cardinalidad de Ny Aesny
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m, respectivamente, entonces el paso 1 puede ser hecho en O (n) pasos
elementales; el paso 2 en O(m) pasos elementales; el paso 3 en
O (m) pasos elementales; el paso 4en O (n2) pasos elementales; el paso
5 en O (n-m-n?-+/logU) pasos elementales, donde U denota una cota
superior sobre u [Ahuja, 1988]; el paso 6en un paso elemental; el paso
7en O (n)pasos elementales; y por ultimo, el paso 8 en O (m) pasos
elementales. Entonces el nimero total de pasos elementales ejecutados por
el algoritmo, suponiendo que n < m, es: 2-O0 (n) + 3-O (m) + O (n*) +
O(rn-m+n® logU)+ 1 =0 (n-m+n* logU). Por lo tanto,
la complejidad de este algoritmo es equivalente a la del algoritmo del flujo

maximo.
3.6 Independencia Entre la Solucion Optima y el Flujo Factible

Puede observarse que la solucion optima del programa PLEM (3.6)-
(3.13), dada por el Teorema 1, se obtiene a partir de la funcion fm del
flujo méximo que puede enviarse desde N a N', sobre la red auxiliar
(N, AU B;u). Nétese que los valores de la funcién fm dependen de los
valores de la funcion uy estos, a su vez, dependen de los valores de las
funciones f y ¢. Por otro lado, la red faciible (N, A;a,c,d) no tiene,

necesariamente, una unica funcion de flujo factible f asociada a ella. En
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otras palabras, pueden existir dos funciones, f!, f2 : A — Z*, que sean
ambas funciones de flujo factible asociadas a la red (N, A; a, ¢, d) , tal que
JL# £

Por lo tanto, surge de manera natural la siguiente pregunta: ;Seran
iguales los valores optimos de los programas (3.6)-(3.13) asociados a las
redes (N, Asa,c,d, fl) y (N, A;a,c,d, fl) ,respectivamente? La respuesta

es afirmativa, como se demuestra en el siguiente teorema.

TEOREMA 2

Sea (N, A; a,c,d) una red balanceada y factible con funciones de flujo
Jactible f'y f? donde f! # f?. Sean (N, AU B;ul)y (N, AU B:; u2) las
redes auxiliares asociadas a (N, A;a.c,d)con respecto a f* y [
respectivamente. Sean v' y v* el fluyjo mdximo desde N~ a N sobre

las redes (N ,AU B, ul) y (N AU B;uQ) ,  respectivamente. FEntonces

2
Ul = v".

Demostracion:

Sea fl # f% yx € N, un nodo arbitrario. Puesto que f! y fZson

funciones de flujo factible, entonces se tiene que
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o =D fh = o (3.16)

yeA=(x) yeA-(x)
Z Z = Qy (3.17)
yeA=(r) yeA—(2)

Por otro lado, la cantidad maxima de flujo que puede salir desde el nodo
x esigual alasuma de las capacidades de todos los arcos que tienen a z como

su nodo inicial, es decir, sobre la red (N AU B; ul) ese valor es:

Z u.i.y = Z uw-i- Z ufy

ye(AUB)Y () yeAt (a) yeBt(z)

= S 4% ) 15k

yeAT(x) ye A= ()

> ¢y + ag, por (3.16)

veA (2)

I

y sobre lared (N, AU B; u) | es:

Z u.z.y = Z umy+ Z u

ye(AUB)T (2) yeA*(z) yeB*(z)

= Z fry+ Z (Czur~ vx

yeA+(z) yeA=(x)

= Z Cyz + ag, por (3.17)
yeA~(z)

Luego, la cantidad maxima de flujo que puede salir desde x permanece
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invariable con respecto a la funcién de flujo factible.

Similarmente, la cantidad maxima de flujo que puede entrar al nodo z

sobre lared (N, AU B;u') , es

1
E Uyy =

ye(AUB) (z)

y sobre lared (N, AU B;u?),

2.

ye(AUB) ™ (x)

yeA—(x) yEB~(

Z y Z (ny f;u)
yeA-(z) yeAt(r)

Z Cyz Gy

yeAT(z)

es:

Z uyj—l— Z u

yeA( yeB(z)

Z Z (C”’?/_ fy)
yed—(z) y€A*(z)

Z Cyzr — Qg

yeA*+(r)

De nuevo, la cantidad méaxima de flujo que puede entrar a = permanece

invariable con respecto a la funcion de flujo factible.

Como ambas redes auxiliares tienen los mismos arcos y el nodo x es

arbitrario, entonces el valor del flujo maximo v que puede enviarse desde

N~ a N7 esel mismo en ambas redes auxiliares. Esto es, v! = 1° m

o
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3.7 Resumen

Este capitulo constituye la parte medular del presente trabajo. Aqui
se ha definido una red muy importante, esencial para los propositos de este
trabajo, la llamada red auxiliar. Sin embargo, la aportacién cientifica de mas
peso corresponde al Teorema 1, sin que ello, claro, demerite el valor que le
corresponde al Teorema 2. Con estos resultados se ha construido un algoritmo
con el cual puede resolverse en tiempo polinomial, exactamente y sin errores,

cualquier instancia del programa PLEM.



CAPITULO 4

APLICACIONDEL ALGORITMO AMPT A UN PROBLEMA

DE PRODUCCION-CONSUMO

4.1 Introduceién

Corresponde a este capitulo mostrar, mediante un ejemplo, la manera en
que debe ser aplicado el algoritmo AMPT Aqui se ilustrara como se disena la
red auxiliar y como se determinan los diferentes conjuntos y demas valores

que el algoritmo requiere para su ejecucion.

4.2 Planteamiento del Problema

Se considera una compaiiia compuesta por 2 plantas ensambladoras de

chasises automotrices y 2 almacenes. Se supone lo siguiente:
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Las plantas ensambladoras estan ubicadas en Monterrey (Mty) y el Distrito
Federal (DF).
Los almacenes estan ubicados en Torreon (Ton) y Toluca (Tol).
El tamafio de cada almacén es de tal magnitud que puede guardar cualquier
cantidad de unidades (chasises).
Las unidades (chasises) son requeridas en dos plantas automotrices
ubicadas en, Puebla (Pue) y Saltillo (Sal), respectivamente.
En la actualidad, la cantidad mensual de unidades requeridas en Saltillo y
Puebla es de: 70000 y 50000, respectivamente.
La cantidad de unidades producidas en Monterrey y el Distrito Federal es
de: 40000 y 80000, respectivamente.
Las unidades solo pueden transportarse utilizando las rutas indicadas en
la tabla I. En esa tabla se incluyen las capacidades y costos por unidad de

transporte, asi como el programa actual de envios.

Se espera un gran incremento en la demanda de unidades para el proximo
ano.

Existen algunas fricciones con el personal de la planta ensambladora
ubicada en ¢l Distrito Federal. Se estima que esa planta podria cerrarse.

Es posible habilitar una parte o todo el espacio que ocupa cada almacén

para ensambilar chasises.
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11. Se puede comprar todo el equipo necesario para incrementar la produccion

de chasises.
TABLA 1
DATOS DEL PROBLEMA
Desde: A: Transporte Programa
Capacidad / Costo  Actual
' DF Ton 80000 / $50 40000
DF Tol 50000/ $10 40000
Ton Tol 60000/ $70 0
Ton Sal 80000/ $10 40000
Tol Pue 40000 / $30 40000
Tol Mty 50000 / $80 0
Pue DF 60000 / $20 0
Mty Ton 10000 / $40 0
Mty Sal 40000 / $20 40000
Sal Tol 80000 / $60 0
 Sal Pue 10000 / $70 10000

El problema consiste en determinar el mdximo incremento total de la

demanda que pueda ser satisfecho, con el sistema actual de distribucion.
4.3 Solucién del Problema

Con la informacién dada se construye lared (N, A; a, ¢, d, f). El conjunto de

nodos N y de arcos A se muestran en las tabas Il y III, respectivamente.

TABLA I
CONJUNTO DE NODOS
Ciudad DF | Ton | Tol | Pue | Mty | Sal
Nodo asociado 1 2 13 4 5 6
Flujo externo a, (x10000) 0 |0 | -5 4 | -7
Direccion de perturbacidond, | -1 | 1 1| -1 1 | -1
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TABLAIII
CONJUNTO DE ARCOS
Desde: | A: | Arco asociado | Capacidad ¢,y | Flujo f,,
(x10000) (x10000)
DF Ton (1,2) 8 4
DF  Tol (1,3) 5 4
Ton Tol (2,3) 6 0
Ton Sal (2,6) 8 4
Ton Pue (3,4) 4 4
Tol Mty (3,5) 5 0
Pue DF (4,1) 6 0
Mty Ton (5,2) 10 0
Mty  Sal (5,6) 4 4
Sal  Tol (6,3) 8 0
Sal Pue (6,4) 10 1

Se observa que lared (N, A;a,¢,d, f) estd balanceada, ya que

Y 4, =8+0+0-5+4-7=12-12=0
reN
También se puede verificar que fes un flujo factible sobre la red

(N, A;a,c,d). Paraello, se forman las matrices de capacidades C'y de flujos
F, presentadas en las tablas IV y V, respectivamente, donde las celadas en

blanco tienen valor cero, SF es la suma de fila y SC es la suma de columna.

TABLA 1V
MATRIZ DE CAPACIDADES

1 2 3 4 56
815
6 8

10 4

AW~
o
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TABLA V

MATRIZ DE FLUJOS

1 23 45 6 SF
1 [ T4T4 8
2 0 41 4
3 410 4
4 [0 0
51 10 4] 4
6 011 1

SC 04450 8
Se recuerda que, con respecto a la matriz de flujos F' (pagina 16), se

satisfacen las siguientes ecuaciones:

Entonces f es una funcion de flujo factible ya que 0 < F < (y
ademas, el flujo neto sobre cada nodo en la red es igual a su flujo externo,

como se muestra enseguida:
1, SF1—501:8-—0:8=G1,
2. SFQ—SGZZ‘—4—4':UZG,2,

3. SF3—503=4-4=0£0,3,
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4. SFy— SCy=0-5=-5=ay,
5. SF;—S5C5=4—-0=4= ags,

6. SFg—85Cs=1—-8=—7=aqg

Ahora se aplica el algoritmo AMPT
Paso 1.

N~ = {1,4,6}

N° = ¢

M LR35}

Paso 2.

B { (2,1)3(3,1);(3,2);(6,2):(4,3):(5,3); }
(1,4);(2,5);(6,5);(3,6); (4,6)

Paso3. En latabla VI se muestran los valores de la matriz de capacidades
U. En esta tabla los nimeros en negrita corresponden a las capacidades de los

arcos en el conjunto B,

TABLA VI
MATRIZ DE CAPACIDADES DE LA RED AUXILIAR
1 23 4 5 6
1 41416 T ]
214 0 10 | 4
311|6 4108
410 0 9
5 0[5 <
6 4/0(1]0

Paso 4. Se ha determinado la red auxiliar (N, A U B; u)

Paso 5. Aplicando el algoritmo de Etiquetado [Ford, 1962] se encuentra
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que el valor del flujo méximo sobre la red auxiliar (N, A U B;u) , desde ¢l
conjunto N~ al conjunto N*, esv = 12. Los valores de la funcion de flujo

maximo, asociada a este valor, se muestran en la tabla VII.

TABLA VII
VALORES DE LA FUNCION DE FLUJIO MAXIMO
1 23 45 6 SFm
1 474 8
2 [0 00| 0
3 [0]0 0 0} 0
4 |0 0 4| 4
5 00 0| o
6 4701010 4
SCm 0 8 4 0 0 4

Paso 6. La maxima perturbacion total es A* = 2v = 24
Paso 7. El flujo externo a,, Vz € N, de la red que resulta cuando la

red (N, A;a,c,d, f) se perturba al maximo, tiene los siguientes valores:

@a) =a;—SFm;+SCm; =8—-8+0=0.
(b)as; =ay — SFme+ SCma=0-048 =8.
c)ay =a3~SFmz+ SCmz=0—-04+4 =4,
(day=a3—SFmg+SCmy=—-5~4+40=-9.
(e) as = a5 — SFms; + SCms =4—-0+0=4.

" ag:a6~SFm6+S'Cm5:—7~4+4=—7.

Paso 8. Lared (N, A;d, ¢, d, f'), que resulta desde (N, A;a, ¢, d, f)

cuando los flujos externos de ésta se perturban al maximo, tiene asociada la
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funcion de flujo factible f' cuyos valores se muestran en la tabla VIII.

TABLA VIII
VALORES DE LA FUNCION DE FLUJO
ASOCIADA A LA RED PERTURBADA

1 23 45 6 SF

1 0[]0 0
2 0 8 | 8
3 410 4
4 |0 0
5 0 4 | 4
6 015 5

SC'"' 0 0 0 9 0 12

Se puede observar que lared (IV, A;a’, ¢, d, f') esta balanceada, ya que

» 6 =0+8+4—-9+4-T7T=16-16=0

reN

y que f"es un flujo factible, porque

(a) SF{ — SC1=0—-0=0=g]
(b) SF; —5C; =8 -0 =8=1ay
(€ SF3—=5C;=4-0=4=aqa3
(@ SF; - SC{=0-9=-9=aq)
(€ SFy; —SC;=4~0=4=na;

(H) SFé*SCé:S—IQ_—__'?:a%

Conclusion:

El maximo incremento en la demanda que puede ser satisfecho es de
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lal| — |a4| + lag] — |ag| = 90,000 — 50,000 + 70, 000 — 70, 000 = 40, 000
unidades mensuales.

Entonces el administrador puede comprometerse con entregar un
maximo de 90, 000 unidades mensuales a la compaiiia automotriz ubicada en
Puebla. A la compaiiia automotriz ubicada en Saltillo le seguira entregando
las mismas 70,000 unidades mensuales.

Si el administrador lograra ese nuevo contrato con la planta de Puebla,

entonces se deben efectuar las siguientes acciones:

1. Como aj = 0, entonces el nuevo flujo externo para el Distrito Federal es
cero. Por lo tanto se debe cetrar la planta ubicada en esa ciudad y, desde
luego, reubicar su capacidad productiva.

2. Puestoque a; = 8 yay = 4 entonces debe instalarse equipo productivo
en las ciudades de Torreon y Toluca con una capacidad de produccién
equivalente a 80, 000 y 40, 000 unidades mensuales, respectivamente. Se
observa que la capacidad productiva que se tiene en el Distrito Federal
puede distribuirse entre Torreén y Toluca (segin convenga), y se debe
comprar nuevo equipo para producir 40, 000 unidades mensuales.

3. Puesto ag = 4y fi, = 4, entonces en Monterrey se produciran 40, 000

unidades mensuales y se enviaran a Saltillo.

4. Puesto que ay = 4y fi = 4, entonces las 40, 000 unidades mensuales
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que seran producidas en Toluca se enviaran a Puebla.
Puesto que s = 8, a5 = =7, a4 = —9, fos =8 y fg4 = 5 entonces,
de las 80,000 unidades mensuales que seran producidas en Torredn, se

mandan 80, 000 a Saltillo, y de ahi, se transbordan 50, 000 a Puebla.

4.4 Resumen

En este capitulo se ha presentado una instancia del problema PLEM con el
proposito de mostrar la manera en que el algoritmo AMPT debe ser aplicado.
Otro aspecto importante que debe ser scfialado, es la manera en que se

abtienen las conclusiones a partir de la solucion del problema.



CAPITULO 5

EXTENSIONES DEL PROBLEMA DE INVESTIGACION

5.1 Introducecion

En este capitulo se presentan dos extensiones del problema investigado
en esta Tesis. En la primera, se consideran cotas en las perturbaciones a lo
largo de la direccion de perturbacion. De esta manera puede obtenerse en el
peor de los casos, por ejemplo, una capacidad de produccion minima deseable
cuando ésta se expone a una reduccion.

Por otra parte, en el teorema 2 de la seccidon 3.6, se demostrd que la
solucion dptima del problema PLEM es independiente de la funcion de flujo
factible inicial. Sin embargo, los valores individuales de las perturbaciones
del flujo externo dependen tanto de la funcion de flujo factible inicial

como del algoritmo de flujo méximo utilizado, entonces resulta interesante

72
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determinar, para un valor fijo de perturbacion total menor o igual que A*,
los valores de las perturbaciones individuales del flujo externo que minimice
una cierta funcién de costo, la cual contempla el costo de la implementacion

de esas perturbaciones, ademas del costo de transporte. Este problema

corresponde a la segunda extension.

5.2 Perturbaciones Acotadas

Se han considerado perturbaciones del flujo externo en una direccion dada.
Sin embargo, podria presentarse el caso en que las perturbaciones estén
acotadas superiormente, es decir, 0 < 6, <n,, V& € N, donde , € NT.

En la mayoria de los casos, cuando a; > 0y d; = —16 cuando
a, < 0 yd; = 1, se supone que 17, = a,. Por otro lado, cuando a; > Oy
dy = locuando a, < 0 y d, = —1, el valor de 7, estaria determinado por
la maxima expansion factible de la capacidad productiva y por la demanda
maxima esperada, respectivamente.

El Problema PLEM con restricciones 6, << n,, Vr € N, puede
resolverse determinando el flujo maximo desde el nodo s al nodo ¢ sobre la

red capacitada (N¢, (AU B)®; u°), lacual es una extension de lared auxiliar

(N,AU B;u), donde

N¢ = NU{s,t};
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(AUB) = AUBU (s, N")U (N*,t);
(8, N7)={(s,z): 2 € N7},
(N*,t) = {(z,t): 2 € NT};
Ury si(z,y) € AUB
up, =4 My siz=syyenN-

n, siz€Ntyy=t
Entonces el valor optimo de A es

AT =2 Z fmsz

zeN—
y se obtiene haciendo

6 = fmge, Yz € N
§h=fm, Ve\e N*

/

2y = Jay — fmgy +fmy., Vi(z,y) € A
5.3  Costos en las Perturbaciones y Costos de Transporte

Sea (IV, A;a,c.d, f,A.g.b) una red balanceada y factible, en la cual la
funcién de flujo externo a es perturbada un total de A unidades en la direccion
d;donde A*>2Ae€Z%, 9. N—>Zb: A— 7T,

En este contexto, A representa una perturbacion total factible del flujo
Gz Siaz >0, d; =1
externo; g () = ¢ gr, siar <0, d, = —1 , representa el costo unitario

0, enotros casos
de incrementar la oferta o la demanda;y b(z,y) = b,y representa el costo

unitario por transportar flujo desde el nodo z hacia el nodo y utilizando el

arco (z,y) .
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El problema consiste en determinar los valores de 6,y f _‘:‘ya Yz € N

y V (z,y) € A, respectivamente, que minimicen la siguiente funcion

Y gebet >, bufi

z€N (zy)cA

Se nota que la funcién anterior representa el costo total de las perturbaciones
y del transporte.

El problema anterior se resuelve al determinar la funcién de flujo de
minimo costo [Ford, 1962] sobre la red (N°®, A% af, ¢®, b%), donde N€ es el
conjunto de nodos, A es el conjunto de arcos, a® : N® — Z* es la funcion
de flujo externo, ¢ : A° — Z* es la funcién de capacidad, y b¢ : A¢ — Z7T
es la funcion de costo de transporte. Aqui,

N¢ & NU {z1, 22, 73,24} ;

A* 2 AUATU AU A3 U AU {(21,23) , (T4, 22)} ;

Al = {(z1,9) iy e N°}; A2 = {(z,22) : z € N1},

A>={(x3,y) 7y e N ,a, > 0};

At = {(z,24) :x € Nt ,a, < 0};

A siz=2
al = 0 siz e NU{z3,z4} ;
—A Gy e — X9
[ ey sif@,y)€ A
M si(z,y) € A U (z1,23)
2 =4 M si(ay) € AU (x4, x2)

a, si(z,y) €A
| a; si(x,y) e A
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Ty

donde x;, r9, x3, x4 son nodos artificiales agregados a la red original.

5.4 Resumen

En este capitulo se han presentado dos extensiones del problema resuelto
cn esta Tesis. La primera puede resolverse al extender la red auxiliar para
luego determinar el flujo maximo desde un supernodo fuente a un supernodo
sumidero, en la cual se consideran las cotas sobre las perturbaciones como
capacidades de los arcos que conectan a ese con los nodos en /N~ y a éste con
los nodos en N*. La segunda extension corresponde a un problema de flujos

a costo minimo, para el cual ya existen métodos de solucion en la literatura

[Bazaraa, 1990].



CAPITULO 6

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Existen muchas investigaciones que tratan sobre el analisis postoptimo
aplicado a redes. E] andlisis postoptimo en redes estudia el efecto que tienen
las variaciones de los valores iniciales de los parametros (ofertas, demandas,
costos, capacidades) sobre el flujo mas economico, el flujo maximo, la ruta
mas corta o sobre la factibilidad de la red.

En la literatura existen muchos irabajos de investigacion que tratan con
la expansion de la capacidad de produccion, pero en ellos no se toma en cuenta
la capacidad del sistema de distribucién y sélo se enfocan a determinar cuando
y cudnto expandir de tal forma que la demanda esperada sea satisfecha.

En la literatura se encuentran dos trabajos [Doulliez, 1971a; Minieka,
1973] que estudian el efecto de las variaciones de los valores iniciales sobre

la factibilidad de la red. Doulliez analiza el efecto de la disminucidén en la

T



78

capacidad de los arcos. Minieka estudia las variaciones (de valor real) en la
demanda con respecto al tiempo ¢, es decir, utiliza un solo pardmetro. De ese
modo, las demandas tendran variaciones constantes con respecto a{ mientras
que las ofertas no cambian sus valores iniciales, es decir, la red no se mantiene
balanceada.

Al 1gual que Minieka [1973], en la investigacion desarrollada en esta
Tesis también se estudia el efecto que tienen las variaciones de los valores
iniciales de los parametros sobre la factibilidad de la red. Pero, a diferencia
de aquella, en esta se consideran variaciones en cada nodo sobre la red y se
desea mantener el balance de la misma.

El resultado presentado en esta Tesis serd de gran utilidad practica en
los sistemas de produccién-consumo, en donde se consideren cambios en la
capacidad de produccién y cambios en la demanda, sin que se modifique
la capacidad de los medios de transporte. Con este resultado es posible
determinar si cierto centro de produccion de bienes puede desaparecer, y si
fuera asi, hacia donde trasladar su capacidad productiva; también se puede
determinar cuanto mercado puede satisfacerse y por lo tanto, cuanto equipo

de produccion comprar.

Para futuras investigaciones se sugiere lo siguiente:

(a) Estudiar el efecto que tendrian las variaciones de las capacidades de los
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arcos sobre la factibilidad de la red.

(b) Considerar redes multiproducto.

También es recomendable resolver problemas de aplicacion real donde

se aplique el resultado presentado en esta Tesis.
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