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Resumen
Control de Robots con flexibilidad en el eslabon

Publicacién No.
Martha Isabe] Aguilera Hemandez, Dr. en Ingenieria Eléctrica
Universidad Autonoma de Nuevo Leon
Facultad de Ingenieria Mecanica y Eléctrica
Profesor Asesor: Dr. Jests de Leon Morales
Febrero, 1999

En este trabajo de tesis se presenta un estudio del discfio de algoritmos de control
para robots con flexibilidad en el eslabén. El modelo matemadtico que representa la
dindmica del robot se obtiene a partir de 1a teoria de Euler-Bemoulli y aplicando el
principio de Hamilton, Este modelo consiste en un sistema de ecuaciones no lineales
integro-diferenciales parciales, esta caracteristica ha hecho que el disefio del control
sea un problema complejo.

Las técnicas para el disefio de controladores para los robots flexibles en el eslabon
se han diversificado pero se pueden catalogar en dos grandes estrategias: La primera
estrategia reduce ¢l modelo original con €l fin de obtener un modelo de dimension
finita y, en base a éste, se disefia la ley de control. La segunda estrategia consiste
en disefiar directamente del modelo original, el controlador A esta ultima se le
denomina “basada en modelo infinito”.

En este trabajo, se obtuvo el modelo de un robot flexible experimental
y se identificaron los pariametros fisicos necesarios para el andlisis de su
comportamiento. Aplicando la primera estrategia, s¢ disefiaron cinco controladores
que son el Proporcional-Derivativo(PD), el Regulador Cuadratico Lineal(LQR), el
Pasivo, el LQG/H,, y uno basado en técnicas de Perturbaciones Singulares(PS).

Todos estos controladores se implementaron en el robot experimental.
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Aplicando la segunda estrategia, se realizo el disefio, simulacion y experimentacion
de tres controladores. Los controladores son el propuesto por Yuan en [81], el
de Shifman en [69] y un tercer controlador que es propuesto en este trabajo. El
controlador propuesto por Yuan requiere el conocimiento de las variables de la base.
Se le ha denominado JPD (Joint PD). El controlador de Shifman, denominado SG,
requiere, ademds de las mediciones de las variables de la base, la medicion de una
variable agregada que es producto de la medicion directa de un strain gage. El tercer
controlador, denominado SGA, es similar al obtenido por Shifman, pero en lugar de
utilizar la variable agregada, se utiliza una variable auxiliar que representa a la barra
dividida por medio de la técnica de elementos finitos. Esta variable auxiliar es una
aproximacion que se realiza tomando en cuenta las caracteristicas del material y la
posicion de la punta, de modo que el controlador sélo requicre retroalimentacion de
las variables de la base, de la posicion de la punta y la variable auxiliar.

El desarrolio de este trabajo se puede resumir en el siguiente diagrama:

Estrategias de Diseno de Controladores
para un Robot con
Flexibilidad en el Eslabén

/ ™

Basados Basados
en en
Modelo Finito Modelo Infinito

PD, LQR, JPD,
LQG/Hinf, SGy
Pasivo y PS SGA

! I
DISENO, SIMULACION Y
EXPERIMENTACION

Las aportaciones de este trabajo de investigacién son: Un anélisis experimental que
compara ¢l disefio y ¢l estudio de controladores basados en modelos de dimension

finita con los controladores basados en ¢l modelo infinito, con el fin de identificar



las ventajas y viabilidad de aplicacién de cada controlador. También se propone
un nuevo controlador basado en un modelo de dimensién infinita, se demuestra

experimentalmente que este controlador tiene un comportamiento eficiente para su

aplicacion real a estructuras flexibles.
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CAPITULO 1

Introduccion

En nuestros dias, los sistemas roboticos se han vuelto indispensables en aplicaciones
industriales, comerciales y cientificas. Este tipo de sistemas se han utilizado para llegar a
lugares inaccesibles o riesgosos para el ser humano. A pesar de ser un area de investigacion
reciente, la robdtica ha adquirido un desarroilo importante en los ultimos afios.

Como ejemplos se tienen los robots utilizados en la industria para automatizar actividades
como ensamble, soldadura o trabajos de pintura. En la medicina se utilizan para micro-
cirugias, dispositivos para los discapacitados y transporte de medicamentos. En el espacio
exterior para labores de rescate y mantenimiento de satélites. En los depésitos nucleares para
el manejo de deshechos radioactivos.

El robot generalmente esta integrado a un sistema de produccién, se distingue de una
maquina clasica por su capacidad de ejecutar diferentes tareas, o la misma de diversas maneras
y ademds tiene la capacidad de tomar en cuenta los cambios que se pueden presentar en su
entorno. Consiste en una serie de eslabones conectados entre si por medio de articulaciones
a uniones; es reprogramable y sus algoritmos de control dependen de su capacidad sensorial,
lo que lo hace ser multifuncional.

Los robots pueden clasificarse en Rigidos, Moviles, y Flexibles. Los robots rigidos
son aquellos que se modelan con dinamicas de cuerpo rigido. Generalmente estan sujetos
a una base y ¢l drea de trabajo esta restringido por la longitud de sus eslabones y por
su configuracién. En estos robots, los actuadores requieren de una gran energia para su
funcionamiento, estdn disefiados con estructuras pesadas y levantan poco peso con respecto
a su peso nominal.

Los robots moviles estan equipados con ruedas, rieles o patas para su movimiento. Los
algoritmos de control son complejos, pero pueden abarcar un 4rea de trabajo muy grande.
Algunos robots méviles, estan equipados con ¢slabones o brazos que les permiten realizar
alguna operacién especializada, como recoger muestras.

Los robots flexibles surgen debido a la necesidad de reduccion de energia, espacio y



tiempo. En los tltimos afios se ha visto la importancia de diseflar sistemas robdticos mas
ligeros y pequeiios con mayor flexibilidad.

Hay dos tipos de flexibilidad que se pueden presentar en los robots flexibles. La
flexibilidad en la articulacién y la flexibilidad en el eslabén. Los robots presentan flexibilidad
en la articulacion debido al desplazamiento dindmico que se introduce entre la posicidn de
los actuadores y de los eslabones. Desde el punto de vista del modelado, la deformacidn
elastica que se presenta puede ser caracterizada como concenirada en la articulacion del
robot. Sin embargo, cuando en la deformacion se involucran cuerpos con masas mas grandes
o largas, esta suposicion ya no es valida. Los robots que pertenecen a esta categoria tienen
flexibilidad en el eslabon y no pueden reducir el efecto de la flexibilidad a estar concentrada
en la articulacion [11] .

Los robots con flexibilidad en e] eslabén son estructuras ligeras, répidas 6 largas que
se utilizan para accesar ambientes no-convencionales: como el espacio exterior, los sitios
nucleares, los depdsitos de basura subterrdneos y los laboratorios quimicos o biolégicos. Se
utilizan en donde el combustible, el area, €l peso y el tiempo, son restricciones para realizar un
trabajo. Presentan una deflexion en el eslabon que no se puede despreciar y esto es resultado
de Ja longitud de los eslabones, la caracteristica del material con el que fueron disefiados o el
ambiente en el cual se encuentran.

El modelado de los robots flexibles es el trabajo primordial cuando se disefian algoritmos
de control. Una vez que se tiene a disposicion el modelo dindmico, se efectia un proceso
de identificacion de pardmetros y posteriormente, se realiza una validacién experimental.
Los analisis tradicionales de los robots manipuladores consideran a todo el mecanismo como
rigido. La no-suposicidn de la rigidez implica que se deben incluir las dindmicas de la
flexibilidad, lo que hace que el andlisis sea mas complicado y que surjan dificultades al disefiar
el control.

Desde el punto de vista del control, los robots flexibles pertenecen a la clase de sisternas
mecénicos que tienen mas grados de libertad que actuadores. De modo que el disefio de
algoritmos de control para estos robots, requicre una estrategia de disefio diferente con
respecto a la clase de robots rigidos.

La habilidad para disefiar y experimentar con controladores para estos robots flexibles
influye en el desarrollo futuro de la robdtica de muchas maneras, Permite la clasificacién de
los factores que influyen en el desempeiio de estas estructuras robdticas flexibles.



1.1 Motivacion

El estudio, andlisis y experimentacion de controladores aplicados a las estructuras flexibles
constituye un area de constante desarrollo para el investigador actual. Los beneficios que se
han obtienen cuando estas estructuras se aplican a diversas areas como el espacio exterior, en
la medicina y en la industria en general, son indiscutibles.

En el espacio exterior, una aplicacion de estos robots es el caso de los rescatadores de
satélites (Figura 1.1), los cuales consisten en brazos largos articulados, controlados por una
unidad central. En las misiones espaciales futuras se contemplan plataformas y manipuladores
espaciales para ensamble y servicio. Esto requiere de antenas y plataformas largas asi como
arreglos solares. Las estructuras podrian tener entre 50m. a varios kilometros de longitud.
Estas estructuras tendran poco peso y un gran tamafio lo que resulta en algunos modos
estructurales (elasticos) de baja frecuencia y ligeramente amortiguados. Las frecuencias
naturales estaran muy cercanas entre si y algunas otras frecuencias pueden encontrarse en
el ancho de banda del controlador Ademés, los pardmetros de los modos elasticos no se
conocerdn con exactitud [38] . Estas caracteristicas hacen de el control de estas estructuras
un problema dificil pero debe reconocerse que juega un papel eschial, ya que de €l depende
el éxito de las misiones espaciales.

Figura 1.1 Rescate de um satélite

Algunas situaciones que se han presentado, permiten ilustrar la necesidad del modelado y
del control de estructuras flexibles.

En 1958, el EXPLORER I empezo a fallar después de varias orbitas, a consecuencia de
las dindmicas no modeladas de¢ la antena unida a la base principal. Estos efectos no fueron
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considerados en el disefio del algoritmo y dispositivo de control {42] . En el MARINER
10 en 1973, el algoritmo de control resultd inoperante cuando aparecié el séptimo modo de
frecuencia, el cual no habia sido tomado en cuenta en el modelado de la estructura flexible.

Otra situacién mas reciente se presentd en 1989 con el telescopioc HUBBLE, donde el
problema fue que no se podia controlar el movimiento de los paneles solares, debido a los
cambios abruptos de la temperatura, que afectaban las batras que los sujetaban, Este fenémeno
conocido como estrés termal, producia un cambio en la flexibilidad de las barras provocando
un cambio en la posicion de los paneles solares. Este fendmeno no habia sido considerado en
el modelado. Estos ejemplos muestran que el estudio de estructuras flexibles puede solucionar
problemas de disefio y control de dichos sistemas.

Una aplicacion de estas estructuras flexibles en la medicina es el uso de endoscopios,
utilizado en el estudio de Organos internos del paciente. Estos endoscopios consisten de
dedos robdticos en uno de los extremos, los cuales son controlados remotamente mediante un
guante articulado por un médico especialista. El médico especialista observa en la pantalla
de la computadora los movimientos generados, los cuales son reproducidos por el robot
flexible. En este caso el robot flexible requiere de elementos que sgan flexiblesy de materiales
especiales tales que permitan no causar daiio al paciente y desplazarse en regiones estrechas.
Ademaés, el control de la posicion tiene que ser preciso. Este sistema se muestra en la figura-
1.2 [68] .

tedos del robot

Figura 1.2: Sistema tele-operado para Endoscopio Figura 1.3 Ejemplo de Prétesis.

Otro ejemplo son las prétesis. En este caso, se requieren estructuras ligeras y en cierta
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forma flexibles. El analisis del control de estas estructuras permiten encontrar materiales mas
apropiados para el disefio de estos dispositivos y permitir que las personas que los utilizan,
tengan menos problemas para portar éstos y desarrollar movimientos adecuados [65] , por
gjemplo, para sujetar algiin objeto como se muestra en la figura 1.3.

En el édrea industrial, se han implementado unos robots con eslabones flexibles para
trabajos de soldadura y de pintura. Como ejemplo, en la figura 1.4, se muestra un robot
flexible en trabajos de pintura, en una planta automotriz [65] .

Figura 1.4, Robot fiexible para trabajos de pintura.

1.2 Antecedentes

El modelo matematico que se obtiene para un robot con flexibilidad en el eslabon, esta descrito
por un sistema de ecuaciones integro-diferenciales parciales. El modelo es un sistema de
pardmetros distribuidos. El sistema de ecuaciones integro-diferenciales del robot se puede
representar por un sistema de ecuaciones diferenciales parciales (PDE).

Uno de los enfoques para resolver el problema de control de este tipo de sistemas, es el
utilizar una version dimensional finita del sistema PDE. Esto se ha venido realizando en forma
préctica ya que el controlador se calcula en base a mediciones y datos tomados de la estructura
de dimensién finita. Esta reduccion de la dimension del modelo original se establece tomando
en cuenta los modos de frecuencia naturales del eslabén flexible. A mayor nimero de modos
que se tomen en cuenta, mayor serd la dimensién del sistema y mayor serd la aproximacién
al sistema original. Sin embargo, el aumento en la dimensién del sistema reducido aumenta
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la complejidad del disefio del control.

En la seccion anterior, se comentaron casos en que los controladores tuvieron serios
problemas de estabilidad por modos de frecuencia no considerados en el modelado. Este tipo
de controladores que se basan ¢en modelos de orden reducido, en muchos casos producen el
efecto denominado “spillover * de energia en los modos de alto orden del sistema (figura 1.5)
[38]. Larazodn es que cuando se implementa un lazo alrededor de los modos controlables, otro
lazo de retroalimentacién imprevisto s¢ construye también alrededor de los modos truncados.
Esta excitacién de los modos truncados debido a la entrada y la contribucion indeseada de
los modos truncados a la salida, se les conoce como “Spillover del Control” y ‘Spillover de
observacion®.

Spiliover de
Observacion

Spillover del

Emd1 Cootzol
Procesot :: + lados thdadelSm

8 ous

Figura 1.5: Efecto “Spillover”

Es preciso indicar que los controladores deben disefiarse tomando en cuenta que el sistema
¢s de dimensidn infinita, de otra manera son en principio cuestionables [42] . Generalmente,
los controladares que se disefian en base a un modelo truncado incluyen filtros pasa-bajos para
atenuar la contribucién de los modos elasticos, Sin embargo, cuando se tienen estructuras
largas, el movimiento elastico es mucho mayor y se presentan serios problemas de control.

Los objetivos de control para obtener exactitud en la posicion de la punta en los robots
flexibles en el eslabon son una respuesta transitoria rapida y capacidad de rechazo de
perturbaciones. El primer objetivo requiere una amortiguacién de los errores en la posicion
de la punta y el segundo, la minimizacion del error RMS (Root Mean Square).



Hasta el momento se han manejado dos grandes enfoques para el control de los robots
con flexibilidad en el eslabon, el primero consiste en obtener del modelo PDE un modelo
dimensional finito. Esto se realiza a través de técnicas que utilizan series infinitas las cuales
se truncan apropiadamente. Uno de los tabajos iniciales considerado como clasico en el
estudio formal del control de robots con flexibilidad en el eslabén por medio de una version
discretizada del modelo es el trabajo de Cannon y Schmitz publicado en 1984 en [10] . En
este trabajo la modelizacion del robot flexible se basé en la teoria de Euler-Bemnoulli, se
aplicé la técnica de analisis modal para obtener un modelo lineal y a partir de éste, se disefi6
un controlador LQG. En la tiltima década se ha incrementado el desarrollo de controladores
para aplicarlos a este tipo de estructuras donde generalmente se utiliza €l modelo dimensional
finito para ¢l disefio del controlador.

El segundo enfoque consiste en €l disefio del controlador tomando en cuenta que es un
sistema de parametros distribuidos y por lo tanto trabajar con un sistema de dimension infinita.
A partir del sistema dimensional infinito, disefiar la estrategia de control,

En resumen, las técnicas para el disefio del control para &l robot con flexibilidad en el
eslabén se pueden dividir en dos grandes esquemas: 5

Las basadas en esquemas de modelos de dimensién finita y las basadas en esquemas de
modelo infinito.

1.2.1 Esquema con Modelos de Dimension Finita

Los esquemas de dimensién finita han sido utilizados bajo 1a premisa de que la ley de control
tiene que ser implementada basandose en las mediciones y datos de un sistema dimensional
finito. El esquema cominmente utilizado es el de truncamiento.

Las técnicas mas usuales que se utilizan para obtener un modelo dimensional finito son:

La Serie Infinita de Modos Asumidos que representan al modelo original mediante una
serie infinita apropiada. Ejemplo de esto son los trabajos de Cannon [10] en 1984, Fukuda
[25] en 1985, Hastings y Book [30] en 1987 y Balas [5] en 1994.

La Serie Infinita de Modos Eigenfunciones que representan al modelo original mediante
una serie infinita apropiada de eigenfunciones. Como ejemplo tenemos el trabajo de Wang y
Vidyasagar [77] en 1992.

Las Funciones Shape que consisten en un conjunto de funciones completas que representan
al modelo original. Como ejemplo tenemos ¢l trabajo de Siciliano y Book [66] en 1988.

Y la técnica de Elemento Finito que consiste en el analisis del eslabon dividiéndolo en
elementos, los cuales en conjunto representan al modelo original. Como ejemplo tenemos el
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trabajo de Aoustin y Glumineau [3] en 1994,

Para el disefio de controladores basados en modelos de dimensién finita se tienen dos
esquemas principales. El primer esquema consiste en resolver el problema no lineal de la
parte rigida y tratar la dinAmica flexible separadamente. Dentro de este enfoque denominado
Rigido-Flexible, se encuentran los trabajos de Nicosia, Fukuda, Siciliano y Book.

El segundo esquema es utilizar una version linealizada del modelo. Dentro de este enfoque
podemos encontrar: El LQG que es el “Linear Quadratic Gaussian Control” utilizado por
Cannon, y el enfoque de Factorizacion Estable de Wang.

1.2.2 Esquemas de modelo Infinito

Cuando el controlador se obtiene directamente del modelo PDE, se dice que esta basado en
un modelo infinito. El trabajo realizado por Shifman [69] en 1990, pone en evidencia la
falta de capacidad de los modelos “truncados™ de garantizar estabilidad en lazo cetrado, lo
que hace resaltar la importancia del estudio del modelo infinito. En [69] , Shifman desarrolla
un controlador basado en la medicion del strain gage colocado en el eslabon flexible. Su
método requiere de la informacion de cuatro variables que son: laposicién de la punta, una
variable que da la informacion de todo el eslabon (medida por el strain gage), y sus respectivas
derivadas. Para la prueba de estabilidad aplicd la teoria de semigrupos para operadores
lineales.

Yuan [82] en 1995, desarrolla un controlador basado solamente en mediciones hechas en
la base del robot. La prueba de estabilidad recae en una funcién de Lyapunov. A este tipo
de control se le denomina “Joint Control”, que es un control basado en variables medibles
en la articulacién. El disefio del controlador se deriva en base a la funcién de Lyapunov
seleccionada.

1.3 Contribuciones de este trabajo

Los estudios que se han realizado con respecto al disefio y a la experimentacion de
controladores para un robot con flexibilidad en el eslabon, han considerado un modelo
dimensional finito. En este trabajo se incluyen los controladores basados en €l modelo infinito
que permite mostrar las ventajas y viabilidad de su aplicacion. Las contribuciones de este
trabajo se describen a continuacién:

» Obtencién del modelo del robot flexible experimental e identificacion de los pardmetros
fisicos del mismo.



» Disefio e implementacion de los controladores Proporcional-Derivativo (PD), Regulador
Cuadréatico Lineal (LQR), Pasivo y LQG/Hy, que estan basados en un modelo dimensional
finito. Ademas, un controlador basado en técnicas de Perturbaciones Singulares (PS)

» Disefio e implementacion de dos centroladores que estdn basados en un modelo
dimensional infinito. Estos controladores han sido propuestos por Yuan en [82] y por Shifman
en [69] .

» Se propone un nuevo controlador. Es similar al obtenido por Shifman [69] , pero en
lugar de utilizar la variable agregada producto de la medicién directa del strain gage, la barra
se divide por medio de la técnica de elementos finitos para aproximar la informacion de esta
variable. Esta aproximacion se realiza tomando en cuenta las caracteristicas del material y
la posicion de la punta. Este controlador solo requiere retroalimentacion de las variables de
la base, de la posicién de la punta y la variable auxiliar. En forma semejante a los demaés, se
realizé su disefio e implementacion.

» Un analisis experimental que compara el disefio y el estudio de controladores basados
en modelos de dimension finita con los controladores basados.en el modelo infinito. Esto
tiene la finalidad de identificar las ventajas de la implementacion yNuncionamiento de cada
controlador, para su aplicacion real.

1.4 Organizacion de la Tesis

Este trabajo de investigacion esta organizado de la siguiente manera:

Capitulo 2: Presenta la derivacion del modelo del robot con flexibilidad en el eslabon. Se
basa en la teoria Euler-Bernoulli para la caracterizacion del eslabon. En base al principio de
Hamilton, se obtiene ¢l sistema de ecuaciones diferenciales parciales que describen al robot,

Capitulo 3: Se presentan los modelos dimensionales finitos. El primero de ellos se obtiene
mediante la técnica andlisis modal y el segundo mediante la técnica de elementos finitos. Los
dos modelos son semejantes. Se utiliza el modelo obtenido de analisis modal para el disefio
de los controladores basados en modelo de dimension finita.

Capitulo 4: Esti dividido en dos secciones. En la primera se presenta el disefio de
los controladores basados en un medelo de dimensién finita. Los controladores PD, LQR,
LQG/H,, y Pasivo se derivan a partir del modelo obtenido mediante la técnica de analisis
modal. El controlador PS se obtiene aplicando la técnica de perturbaciones singulares para
obtener el modelo de orden reducido. La segunda seccién comprende el disefio de los
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controladores basados en dimensién infinita.

Capitulo 5: Se muestran los resultados obtenidos de la simulacién y experimentacion de
los diferentes esquemas de disefio propuestos en el capitulo 4. Se presenta también el analisis
comparativo de los esquemas de disefio.

Finalmente se presentan las conclusiones de esta tesis y se anexa un apéndice que
comprende preliminares matematicos y algunos resultados que ayudan a fundamentar las
conclusiones obtenidas. Asimismo en esta seccién, se presentan las publicaciones en
congresos y revistas relacionadas con este trabajo de tesis.
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CAPITULO 2

Modelado del Robot flexible en el eslabon

En este capitulo se presenta la derivacion del modelo para el robot con flexibilidad en el
eslabon. El modelado se realizé6 tomando en cuenta las propiedades més retevantes de la
estructura articulada y sus principales caracteristicas dindmicas [11] . El modelo sera utilizado
tanto en simulacion como para experimentacién. El robot, considerado para este estudio,
consta primordialmente de dos partes: eslabon’ y la base. En la base se encuentra el actuador®
que aplica el torque a la estructura. Para el analisis del eslabon, se utiliza la teoria Euler-
Bernoulli que considera al eslabon como una barra snjeta a vibraciones laterales. Para la
obtencion de las ecuaciones del modelo se aplica el Principio de Hamilton. La barra tienc
contribucién en las energias cinética y potencial del sistema y la basé solo en la energia
cinética.

2.1 Derivacion del Modelo

El robot con flexibilidad en el eslabon de un grado de libertad consiste de un eslabén flexible
que estd conectado a una base. En la base, se encuentra un motor, el cual aplica un torque
al eslabén para moverlo a la posicién deseada. El movimiento del eslabén es horizontal, por
lo que las fuerzas gravitacionales no son consideradas. El objetivo primordial del control, es
que la deflexion sea lo mas pequefia posible.

En la figura 2.1, se muestra el marco de referencia utilizado para definir las variables
relativas al robot. La longitud del eslabén se denota por i, €l torque por 7, la variable en el
tiempo por ¢, la deflexion del eslabon con respecto al eje neutral por w(z, t), la coordenada
a través del eje neutral del eslabén por z y por 8(¢), el dngulo de rotacion del eje del eslabon
con respecto al eje neutral (linea rigida).

El eslabon se caracteriza como una barra sujeta a fuerzas externas distribuidas a través de
toda su longitud. Enfre las teorias utilizadas en la descripcion de las vibraciones de una barra

1 FEl eslabén, en el equipo experimental es una barra de 0.914m. de longitud. El material cs Aluminio.
2 En el equipo experimental utilizado para las pruebas de los controladores, el actuador es un motor de corriente directa.
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se encuentran la de Euler-Bernoulli, la de Rayleigh y la de Timoshenko. La teorfa mas simple
de vibracion lateral es la de Euler-Bernoulli [59] .

Pun

Linea
Cuempo Rigido

H'

—
- -—

2
D

Eje Fijo

Figura 2.1: Marco de Referencia

En base a la teoria de Euler-Bernoulli se modela el eslabén. En esta teoria, los términos
de segundo y alto grado en las variables de deformacion se desprecian y se consideran las
siguientes hipotesis:

¢ El eslabon es una barra con caracteristicas geométricas uniformes y una distribucion de
masa uniforme. Esta suposicion implica que la deflexion de una seccion a través del eslabon
es debido solo al doblamiento o deflexion y no a un corte. Ademas, la contribucién de la
inercia rotatoria de la seccion del eslabdn a la energia total es despreciabie.

¢ El eslabdn es flexible en la direccion lateral, sélo las deformaciones elasticas estan
presentes. Esta suposicion esta reforzada por la construccién mecénica de un brazo flexible
real.

¢ Las deformaciones no lineales asi como la friccién interna u otras perturbaciones
externas son despreciables.

Al aplicar esta teoria, el eslabon es una barra de longitud ! como se muestra en la figura
2.2. El 4rea transversal de la barra se denota por Ar, p es la densidad de masa que actiia sobre
una fuerza externa ¢(z, t) en direccion al eje z, I, es la inercia del eje y E es el modulo de

Young.
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Se asume que la seccion del plano a una distancia x permanece plano inclusive después del
curvado y tiene una rotacién a través del eje y dado por la pendiente w' de la curva elastica.
Se pueden entonces definir los desplazamientos de la barra como

U, = —2w (z,t)
Uy = 0 (2.1)
u, = w(z,t)

La deformacién estd dada por e,; = 2w’ (z,t). El esfuerzo estd dado por 7,; =
-Ez' (z,t).

Nota2.1 En las ecuaciones, una coma en la parte superior representan diferenciacion
respecto a x, y un punto representa la diferenciacion con respecto al tiempo.

(%0

R

w(x,t)

u =~zw
Figura 2.2. Marco de Referencia en la Teoria Euler-Bernoulli

Para aplicar el Principio de Hamilton se requieren las energias cinética y potencial del
robot. La primera esta constituida por la contribucion del eslabén y de la base. La segunda,
la energia potencial, depende completamente del eslabén.

La energia potencial (de la deformacién) esta dada por

! l
U= % / f EW (z,t)dAdz = % / El(w" (z,t))dz 2.2)
o A

o

De la figura 2.1, la posicion absoluta de un punto a lo largo del eslabon esta descrita por

\ 8(t) ~ w(z, ) sin B(t)
p= ( i ) = (iiﬁfe(t) + wlz,t)cost() )
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Ya que el eslabdn estd sujeto a la base, las siguientes condiciones geométricas de frontera
se satisfacen,

w(0,t) =w'(0,t) =0 2.3)
La energia cinética esta dada por
IT'=T,+T,
donde la energia cinética del eje estd dada por

1
Th—§

y la del eslabon, al despreciar la inercia axial debido a 4., es descrita por

L,6(t)?

T = 3o [(52 + )iz
3111 ‘ _ o 2.4)
= 1p [(2?0(t)* + w(z, t)0(t)? + (2, t) + 226(3)a(z, t))dm\
0

-

Al aplicar el Principio de Hamilton, se tiene
t2
f (6T(2) — 6U(6) + 8W (1))t = 0
t
donde §W (t) = u(t)66(t) representa el trabajo virtual realizado por el torque.
Para determinar 67'(¢), considere la funcional

2

Twm=fFummam

t
Al aplicar la ecuacién general de Euler, se obtiene

l 4
ST(t) = [I0+p f (z20(t) + w?(t) + zio(z, t))dz)66 + [p f (©(z, t) + 28(t))dz]bw 2.5)

o o

Nota2.2 La deformacion w(z,t) se considera muy pequefia con respecto a la longitud del
eslabon. w(z,t) < 0.1L Ver articulo Cannon [10].
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Al despreciar ¢l término que involucra w(z, )2, y al agrupar los términos en 66, se obtiene

I
16 + p/(zzé(t) + zd(z,t))dr =u
0

A partir de la funcional
i

1 ”w
Ulota 0] = 5 [ (a0
0
se calcula la variacion 6U, la cual es dada por la expresion

!
§U = f w'(z,t)0w’ (z,t)dz
0

Si se integra por partes, resulta que

{
6U = w’ (z,t)bw (z,8)0 — /wm(a:, £)6w (z, t)dz \
0
Al integrar de nuevo por partes, se obtiene

1
8U = w' (z, £)0w (2, )00 — w" (z,8)bw(z, )y + f W' (z,t)bw(z, t)de
0
Esta expresion debe anularse en la extremal de la funcional®, es decir,

rr

w"(l,t) =0; w (1,1)=0

Al agrupar los términos que involucran éw, se obtiene

"

Elw" (z,t) + pio(z,t) + pzb(t) = 0

(2.6)

2.7)

2.8)

29)

(2.10)

@.11)

Entonces, de las ecuaciones dadas por (2.3), (2.10), (2.6), (2.11), el modelo dindmico que

representa al robot flexible en el eslabon esta descrito por

3 Laecuacién de Euler-Poisson tiene la forma w’V = 0, su solucitn general: w = Gy + Caz + Caz? + Cax, contiene cuatro
constantes arbitrarias C; (i = 1..4) y las condiciones de frontera no bastan para determinartas. Por esto, s¢ calcula la vanacion de ia

funcional 2.7, y la expresion resultante se anula ¢n la extremal de la misma funcional.
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» l
Lo(t) + p{x&b[z,t)dx = uft)

Serre:{ Bl (z,t) + pi(z,t) + pxb(t) = 0
w(0,t) =w'(0,t) =0
w”(ls t) = wm(l7t) =0

donde I, = I + pl®/3, el cual es un modelo integro-diferencial,

Al integrar con respecto al tiempo la segunda ecuacién de Tpre, ¥ sustituyendo el
resultado en la primera ecuacion se obtiene

J () — EIW"(0,t) = u(t)
TRFET { EIw" (z,t) + pio(z, t) + pab(t) = 0 “i5

Siendo el modelo ¥z pr un sistema descrito con ecuaciones diferenciales parciales (PDE).
Este sistema serd utilizado para derivar modelo de dimen\iién finita para Xppg.

5
2.2 Teoria de Rayleigh

Si en el modelo se incluye el término inercial ., entonces se puede considerar la teoria
de Rayleigh. El término aparece como consecuencia de la componente de velocidad en

la direccion axial. Este efecto adicional es originalmente denominado por Rayleigh como
Inercia Rotatoria.
Sea

Ty = —2w (2, 1)
el término inercial.
Puesto que la energia cinética de este componente estd dada por

i 1
T, = f / %pz2(¢')2dAdx= f %pI(&bl)gda)
o A o

Entonces, la energia cinética total del eslabén es dada por
i !
Ti=5 /{psz + pl(W)*}dz
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De modo que al calcular la variacién de 7", la segunda ecuacién de X ppg, se modifica a

Elw" (z,t) - pId (z,t) + pAi(z,t) = u (2.13)

con las condiciones de frontera dadas por

n

Elw" 8w gy — (EIw" — pIi")6wioy = 0

2.3 Resumen

En este capitulo se presento la derivacion del modelo que representa al robot con flexibilidad
en el eslabon. Se utilizd teoria Euler-Bernoulli para modelar el eslabon flexible y se aplicd
el principio de Hamilton para la obtencion de las ecuaciones dinamicas. El modelo que se
obtuvo consiste de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales. También se presentd el
efecto que tiene en el modelo dindmico la adicién de la ine;\c\ia rotatoria, para esto se utilizé

la teoria de Rayleigh.
~
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CAPITULO33

Modelo Dimensional Finito

El sistema descrito por Xzprr consta de ecuaciones diferenciales parciales. Esta
caracteristica representa un sistema de parametros distribuidos. Uno de los enfoques para
resolver el problema de conirol para este tipo de sistemas, es reducir €l sistema Egrpr a un
modelo de dimensién finita. El objetivo de obtener este modelo es el poder aplicar las técnicas
de control lincal. En este capitulo se describen tres técnicas para la obtencién de un modelo
reducido. La primera utiliza la funcién de transferencia del sistema para calcular los modos, la
segunda utiliza el andlisis modal que consiste en ¢l cilculo de eigenvalores y de eigenvectores

del sistema y la tercera utiliza la técnica de elementos finitos.
™~

3.1 Técnica de Modos

Una de las técnicas para obtener un modelo dimensional finito, es la aproximacion de la
solucién del sistema PDE mediante la informacion de los modos de frecuencia del eslabon
(barra). El objetivo de esta seccion es obtener la forma de los modos mediante el calculo de
la funcidn de transferencia del sistema. En este desarrollo, se utiliza el sistema de ecuaciones
dadas por (2.13) que toma en cuenta la inercia rotatoria. Para obtener la forma de los modos,
se busca primeramente una representacion mas simple para (2.13). Para esto, se hacen las
siguientes asignaciones

T t

= =i, — =t

z %,
-g — B, él I
E, Lyvo

£ —_— p, E - W

Po l
2 Lo 2
%o B Aol? it



donde I, es el segundo momento del drea transversal y £, Y ¢, estan dados por

2 poAol
*  Belys

ool Ealygo
T2 B

Al aplicar la asignacion anterior, la ecuacion (2.13) se escribe como
Mu+Kw=u (3.19)
donde el operador? de masa est4 dado por
M = pA — r}0,(p18;)
y el operador de rigidez es
K = 82EId?
cuyas condiciones de frontera son ~
(E182w)60,wio g + {—0n(EIO?w) + rpl By} 6wy = 0

donde 8, = Z
Para barras uniformes con los valores originales puestos de valores de referencia, las
ecuaciones anteriores se reducen a
M=1-rid?
K =a;
(O2w)80:wio, + {—B2w) + T?a:c'lbww[o,z] =0

Para vibraciones libres se tiene que w(z,t) = W(z)e™, entonces (3.14) puede reescribirse
como
(d; +ridip® —p)W =0

(dgw)édzvv[o,l] — {dg W) + T%dgpp2W}6Wl0'l] -_— O (3'15)

donde d, = £ y p es la frecuencia natural.
Si se asigna b = —r?p® y ¢ = p?, las ecuaciones descritas por (3.15), toman la forma

(2 +bd2 —c)W =0

(d2W)6d Wioyy + {bdeW — W }6We,q = 0 (3.16)

4 Dados dos espacios topolégicos lincales E'y Ej, cualquicr mapeoy = Oz  (« € E, y € E) de un subconjunto de E (posiblemente
E mismo) en F; , es llamado operador (de & a £1).
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Al obtener la Transformada de Laplace de (2.8), resulta
(s* — bs? — )W = (s* — bs)W(0) + s>W'(0) + sW" (0) + (W" (0) — bW ' (0))

Si se definen los signientes valores positivos, las variables & y ¢ estan relacionados por las
raices del polinomio caracteristico

&
51
52
53
p2 l+r132
y también estdn relacionadas por las siguientes ecuaciones
(s?—s?)(s?—s2)=(s*—bs’—c)=0

b= (31 - s3)
¢ = (s?s3)
—bsi—ec=0
—bsf—c=0 ~
De modo que la funcién de transferencia 7'(z) del sistema esta dada}or
1 1
T(z) =L '—mM— = £}
(=) g —bs?—c (82 — 83)(s% — 3)

Al calcular la transformada inversa, T'(z) resulta
1
s182(87 — 53)
De acuerdo 2 este resultado, la forma del modo (“modo shape™) y sus derivadas pueden ser

escritas como

= [(d® ~ bd, )W (0) + d2W'(0) + d.W"(0) + {W"(0) (0)}T(z)
= [cW(0) + &3W(0) + d"’W' 0) + d{W"(0) ~ bW (0) }]T(:z:)
= [ed W (0) + (b} + c)W (0) - d3W"(0) + dz{W"'(O) W (O T(z) (.17
— bW’ = [(cd? — be)W(0) + cd. W' (0) + cW” (0)
+(d — bd, ) {W"(0) — 6W'(0)}]T(z)

En el caso del eslabdn flexible que es una barra en configuracién Fija-Libre (*fixed frec”),

las condiciones de frontera estan dadas por

WO)=0 W'(1)=0
w@=0 W'1)-bW({1)=0

 § 5 TES (s2sinh sz — s sin s2z)
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Al sustituir estas condiciones en (3.17), se obtiene

0 = [eW"(0) + (d5 — bd,)W" (0)]T(1)
0 = [d3W"(0) + 2W" (0)]T(1)

que puede ser representada en forma matricial como

T(1) (& —bd)T(1) [ W'(Q) ] _ |
[ZZT(I) t(iiT(l) ] [ W™ (0) ] =0 (3.18)

Una solucién no trivial se obtiene cuando el determinante de la matriz ( 3.18) es igual 2
T(1)d?*T(1) — (& — bd,)T(1)d3T(1) = 0

Esto nos lleva a la ecuacion de frecuencia dada por

2 2
S S S1 So . :
—;+—§ coshs;cossy + 4 — + = psinhs;sinsg +2=10

con el modo shape dado por
5152(8 sinh 8y49; 8in 53) (cosh s12—cos so2) — (5% cosh 5,452 cos s5) (32 sinh sy2—5; sin 52Z)

~
Ahora bien, para ¢l caso de la barra modelada mediante Evler-Bernoulli (sistema Tarer)s
ésta no considera el término axial, de manera que la ecuacién de la frecuencia estd dada por

cosh\/pcos/p+1=0
y el modo shape esté dado por

(sinh \/p + sin 1/p)(cosh /pz — cos \/pz) — (cosh/p + cos \/p)(sinh /B — sin \/pz)

donde p es la frecuencia natural.

3.2 Técnica de Analisis Modal Restringida

Si al sistema Yz pr se le asigna como entrada u(£) el valor de cero, se obtiene un sistema
homogéneo. Esto permite el calculo de los eigenvalores y los eigenvectores. En el caso del
robot flexible en el eslabén, esto representa las frecuencias de resonancia con sus modos shape
respectivos. El anilisis modal, denominado restringido, se desarrolla asumiendo 8 () = 0 (o
6(t) = 0), esto equivale a suponer que el eje rigido tiene inercia infinita ¥, por lo tanto siempre
estara en reposof11] .

Con u(t) = 0, la segunda ecuacion X prer, se convierte en

EIw" (z,t) + pis(z,t) = 0 (3.19)
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con las mismas condiciones de frontera dadas por las dos titimas ecuaciones de X zrp.
Al aplicar el método de separacion de variables, w(zx, t) puede expresarse como

w(z,t) = ¥(z)n(t) (3.20)
y al sustituir €sta en (3.19), se obtiene
T (z)n(t) + %@(x)ﬁ(t) =0 @21)
la cual se puede separar en una ecuacion en el tiempo
i) +&*n(t) =0 (3.22)

y otra ecuacion en el espacio

" i ) —
v (z)+EI§ U(z)=0 (3.23)

donde ¢? representa ¢l eigenvalor y W es representa la eigenfuncion.

La solucién de (3.22) esta dada por 5(t) = e?¢t, la cual representa una oscilacién arménica
no amortiguada en la frecuencia angular .

Las condiciones de frontera para X g g resultan ser

¥(0) =T (0)=0

¥'()=0"()=0 e
Siendo EI una constante y 8* = p-%, la ecuacién (3.23) toma la forma
v (2) + 649 (z) =0
cuya solucion general es dada por
¥ = Acosh Bz + BsinhfBz + Ccos 3z + Dsin Sz (3.25)

Para determinar los valores de A, B, C, y D, se utilizan las condiciones de frontera. Al
sustituir Ja condicién de limite en = 0, es decir ¥(0) = ¥'(0) = 0, en la solucién general,
se obtiene

V0)=A+C=0

¥(©)<B+D=0 e

Al sustituir ahora las condiciones en z = [, es decir, ¥ (1) = " (1) = 0, junto con la anterior,
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en la solucién general, se tiene

\I!:'(l) = Afcos B + cosh 1) + B(sin Bl + sin hBl) = 0
¥ (I) = B(cos Bl + cosh 8l) + A(sin 81 — sinh(3l) =0

A partir de estas dos ecuaciones, se obtiene finalmente
1+ coshBleosBl =0 (327)

donde esta ecuacion se satisface para un nimero de valores de §I, correspondientes a cada
modo normal de oscilacion [73] y ademas tien¢ una cantidad contable de soluciones, una
frecuencia angular £ = 57, /Z%, y un modo ¥y(z).

Al aplicar las condiciones de frontera dadas por (2.18), la solucién general toma la forma

¥(z) = A(sin fz — sinh 8z) + B(cos Sz — cosh fz) (3.28)
Mediante un proceso de normalizacién adecuada de la eigenfuncié:{ ¥(z), la solucién resulta
U(z) = ¥,[(cos Bl+cosh BI)(sinh Sz ~sin Bz)+(sin Bl+sinh (L) (cos Bz—cosh Bz)] (329)

donde ¥, es una constante que se determina de la normalizacion.

3.3 Analisis Modal No Restringido

El anélisis modal no restringido se obtiene sin hacer la suposicién de que #(t) = 0 (Figura
2.1). Sea 6(t) de la forma

6(t) = a(t) + kT'(t) (3.30)

donde a(t) describe el movimiento del centro de masa del eslabon y I'(¢) es funcion del
tiempo. La deflexion w(z, t) tiene la forma

w(z,t) = ®(z)(2) (3.31)

donde ®(z) esta en funcion del espacio. Al sustituir (3.30) ¥ (3.31) en primera ecuacién de
> RrE» Se obtiene

{
Lié + f‘(t)[Itk +p f zcb(z)d:v] =u (3.32)
0
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donde k se puede elegir para que satisfaga
i
Lk + p/ z®(z)dr =0 (3.33)
0
con lo cual se garantiza que ninguna perturbacién ocurra en el centro de masa, es decir & = 0.
Al sustituir (3.30) y (3.31) en la segunda ecuacion de £ gz, resulta

EI®" (z)T(t) 4 p®(z)['(t) + px(é(t) + kI'(t)) = 0
en la cual, al aplicar el método de separacién de variable, se puede describir en tiempo y
espacio, como
2

nar e _
¢ (z)+ Foli (®(z) +kz) =0 (3.34)
I'@t)+7°T(t) =0 (3.35)
donde n? es el eigenvalor, (®(z) + kz) es la eigenfuncién y la solucién de (3.35) esta dada
por ['(t) = e~ 77 con las condiciones de frontera para ®(z) ~
P(0)=2'(©)=0
¢ﬂ(l) - @”I(l) -~ 0

Entonces, la solucion general para ®(z) tiene la forma
®(z) = Asin(yz) + B cos(yx) + C sinh(vyx) + D cosh(yzx) (3.36)

donde z € [0,],* = %713 , v las constantes A, B, C, D son determinadas a partir de las
condiciones de frontera.
Una solucién de &(z) es de la forma

®(z) = P,[(cos(y!)sinh(y!) — sin(y?) cosh(yl))(cos(yz) — cosh(yz)) (337
+(1 + sin(v!) sinh(y?) + cos(vl) cosh(!)) (sin((yz) — sinh(yz))
+2(1 + cos(yl) cosh(7l))(sinh(yz) — sin(yz))]

donde @, se determina por una condicion de normalizacion y -y debe satisfacer la ecuacion
caracteristica

Iny*(1 + cos(vl) cosh(vl)) + p(sin(xl) cosh(yl) — cos(yl) sinh(yl)) = 0 (3.38)

Se puede observar que esta ecuacion tiene una doble solucidn en v = 0, esto se debe al
movimiento sin restriccion en la base del robot. Si en esta ecuacion, la inercia del eje I

24



tiende a infinito, la ecuacién caracteristica (3.38), se convierte en (3.27), con ¥y = #. Con
esta aproximacion, se obtiene €l modelo restringido.

Por otra parte, se puede obtener un modelo dimensional finito aproximado utilizando solo
un nimero finito de eigenvalores y eigenvectores. Considerando sdlo las primeras n, raices
de la solucién (3.37), la deformacion del eslabon puede expresarse en términos de n, modos
modelados como sigue

w(zm, i) = Z &, (z)T;(2) (3.39)
=1
o) =a(t)+ 5. ¥ (O)Tu(®) (3.40)

Esto permite transformar las ecuaciones Y grg, en un conjunto de n, + 1 ecuaciones
diferenciales de segundo orden de la forma

Lé(t) = u(t) - ) N
B + niu(t) = B O)u(t) T 0,7 (3.41)

las cuales pueden describirse en forma matricial

(50 (0) (2 2)(58) =)o

donde los bloques cero y la matriz identidad son de dimensiones apropiadas. La
naturaleza desacoplada de estas ecuaciones es una consecuencia de la ortogonalidad de las
eigenfunciones ;(z), ademas la matriz de rigidez est4 definida como

k = diag{nZ}
Otra representacion se puede obtener al hacer las siguientes sustituciones
Lé=u
ORI IOORY
y sustituirla en
I'(t) + kD(t) ~ @,(0)u = 0
(0) + kI - F(0) o) - 3 (OF(8)] =0
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en forma matricial, se obtiene

( Lo ;é?;fig)(z)¢’(0)T )@+ ( 0 )( f‘ )

~ W
M ) D Q
00 6\ _(1 u G
0 k r ) {0
e, ot et oty et
K Q F

en donde se ha introducido una matriz de amortiguamiento D, la cual se puede calcular a partir
de la matriz de rigidez, o experimentalmente. Esto @ltimo, se puede realizar observando el
tiempo de caida del sistema, excitado a cada frecuencia de deformacion.

En consecuencia, el sistema descrito por (3.43),con Q@ = [ # I' |7 tiene la forma

MQ+DQ+KQ=F (3.44)

la cual es semejante a la representacion de un robot rigido.

3.4 Analisis Modal con la Posicién en la Punta k-

Uno de los elementos primordiales en el disefio del control de robots con eslabones flexibles,
es la localizacion de los sensores y de los actuadores [46] . La razon de esto recae en que una
seleccién apropiada de la posicién de los sensores y actuadores conlleva a una optimizacion
del desempefio del sistema en lazo cerrado. Sin embargo, en ¢l caso de los robots con
eslabones flexibles, el sensor generalmente se coloca en la posicion de la punta para asegurar
la retroalimentacion de la posicién de la herramienta. La medicién de la posicion de la
punta del eslabén flexible, se capta por medios pticos como una cdmara’ o por algin otro
dispositivo.

El objetivo del disefio de un control para los robots flexibles es posicionar la punta en el
lugar exacto con la trayectoria y ¢l tiempo deseados.

En esta seccién, se presenta el modelo del robot flexible desarrollado en las secciones
anteriores, ahora considerando como referencia la posicion de la punta, denominada z(l, t),
en lugar de la deflexién w(z, t).

El desplazamiento total de un punte particular del eslabén, se define por

z(z,t) £ 26(t) + w(z, t) (3.45)

5 En el caso del robot flexible en e] eslabdn experimental, el medio 6ptico que posee es una ¢Amara con una resolucion de 0.014 ¢m. a
un metro de distancia.
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que representa la longitud del arco medido a través del circulo de radio z, centrado en el eje
mas un desplazamiento relativo. Esto se muestra en la figura 2.1. Al hacer la sustitucién de
(3.45), en la ecuacién de 3 pppps S€ Obtiene

EIZ" (z,t) + p3(z,t) = 0

Lf(t) — EIZ"(0,t) = 0 Ll
Con las condiciones de frontera dadas por
Z(0,t) = 6(t)
2(0,t) =2"(l,t) =2 (L,t) =0
Si se aplica €l método de separacion de variables, se tiene
= ¢n(2)ga () (347)
O, = ngn(t) (3.48)
donde ¢ es el n-ésimo modo shape y g, es el modo asociado. ]
Al sustituir z,, y 6,, en la ecuacion (3.46), se obtiene
bu (2)anlt) + Lp00(2)in(t) = 0 649)
de las cuales, se puede observar que
nia 4 _

Ga(t) + wiga(t) =0

con w2 = (ET’)/\;‘,, y las condiciones de frontera

$,(0) =0

P$(0) + [ X36,(0) = 0

$al) = g, (1) =0
donde a,, = ¢,(0).

A partir de estas ecuaciones, se puede encontrar una solucién mediante un analisis similar
al desarrollado anteriormente. Al considerar sélo los primeros /N modos, se obtiene entonces,
un sistema de N + 1 ecuaciones lineales, cuya representacion de espacio de estado es de la
forma

2(t) = Az(t) + Bu(t)

y(t) = CTx(t) G3h
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con

[0 1 1 0
+ ()
0 1 0
ra —ff -2@51 . B - _1_ q)l:(o)
i
0 1 0
. & -2, | \ &.(0) /
coo (LO®O) 0 -0 0
—\01 0 @0 -~ 0 &,0
donde el vector de estado es z(tf) = [Go Go @1 4 - Gn Gn ] v €, representa el

amortiguamiento del sistema. Los renglones de C representan los variables medibles del
sensor. Este modelo lineal es similar al utilizado en la literatura [9] para el contro] de

estructuras espaciales largas. n

3.4.1 Analisis de Funciones de Transferencia

Los estudios realizados por Lim [46] en 1997, muestran que la seleccién de la
retroalimentacion de salida para el sistema del robot flexible, es una pieza clave en el disefio
del control. Uno de los enfogues para analizar la estabilidad de un sistema, son los estudios
basados en el plano s, estos esquemas de identificacion y control involucran tipicamente
funciones de transferencia. Las caracteristicas de las funciones de transferencia dependen de
la seleccién de entrada y salida del sistema. Al utilizar modelos lineales reducidos (truncados)
conviene analizar el comportamiento del sistema mediante las funciones de transferencia que
se obtienen al seleccionar cierta entrada y salida.

En esta seccion, se presentan las funciones de transferencia mas comunes del robot flexible
con sus respectivas caracteristicas. Esta seccion se basa en el estudio realizado por Barbieri
en [8] . Para esto, se considera al sistema lineal dado por ), con el vector z(t) = ¢ =

(90 @ -+ W Pyb=(/E) ¢ ¢» - ¢, 1"

3.4.1.1 Angulo del Eje al Torque del Eje

Consideremos que la salida seleccionada de! sistema X7, esta definida por
0=g,+Ib"g
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donde ¢, es el modo rigido. Esta salida representa el angulo del eje. La funcién de
transferencia Hi(s) de 3", estd dada por

o) _ 1, 1 a2 [40]

B =t =Tt L vy

(3.52)

donde T representa al torque, & la salida, &, es la n-ésima frecuencia modal y N es el
nimero de modos.

Esta funcién de transferencia es un ejemplo de “Sensor/Control Colocado”, s decir, que
el sensor y el actuador se encuentran localizados en el mismo lugar.

Ademas, H(s) resulta en un patrén de alternacién simple de polos y ceros en el gje
imaginario del plano complejo s. Wang y Vidyasagar {77] demostraron que este patrén
implica que la funcion de transferencia es pasiva y relativamente facil de estabilizar.
3.4.1.2 Posicion de la punta al torque del eje .

~

Ahora, consideremos que la salida medible es la posicién de la punta (1, ), entonces se tiene
que

2(1,t) = zp(t) = lgo + [ $1()) ¢2()) - dn(D) ]q

cuya funcion de transferencia esta dada por

th(s l 2¢n ¢n O)
Ha) = TGy ~ 1 I,Z (s +w2) S

Esta funcién es representativa de lo que se llama “Sensor/Control No Colocado™. A
diferencia de la funciéon de transferencia H;(s), el sensor y el actuador se encuentran
localizados en lugares distintos. Por otro lade, resulta que el sistema de fase no-minima,
con ceros en el semiplano derecho.

Como consecuencia de esto se ha requerido el disefio de compensadores. Los casos donde
¢l sensor y el actuador no pueden situarse en el mismo lugar son muy variados, gjemplo de
ello son los robots utilizados para la inspeccién de deshechos nucleares.

3.4.1.3 Longitud del arco menos la deflexion al torque del eje

Sea w*(l,t), la variable de salida que describe la longitud del arco menos la deflexion total
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de la punta y la cual esta definida por la siguiente expresion

w‘(lr t) = w:ip(t) = lqo - [¢n(l) - l¢:@(0)]qn
Entonces la funcién de transferencia del sistema ), es de la forma
Wip(s) _ 1 Z 6a(0)[216,(0) ~ $ (V)]
M) L& 'L (82 +£&3)

la cual es de fase minima. Se caracteriza por mostrar un patrén de pares alternados de polos
y ceros en ¢l ¢je imaginario.

Hi(s) =

(3.54)

3.4.1.4 Posicion relativa de la punta al torque del eje

Ahora, consideremos que la salida es la deflexion total de la punta. Esta salida es descrita por

N
y(1,8) = pup(t) = D _[¢a(l) — 16 (0)]gn(t)
n=1
y la funcion de transferencia de 3 ; resulta

Yip(s) 1 o= 6,(0)[¢.(0) - 16, (0
p) Z [d;2(+€ﬁ) (0)]

Al igual que Hs(s) se caracteriza por mostrar un patrén de pares alternados de polos y
ceros en ¢l eje imaginario.

En la tabla 1, se muestran, como ejemplo, valores tipicos de los polos y ceros de
las funciones de transferencia consideradas. Estos valores se obtuvieron utilizando una
aproximacién de dos modos.

Hy(s) = (3.55)

Funcién de Transferencia Polos Ceros
Hi(s): (3.52) 0;0;+712.35; +549.04 | £76.02; +747.76
Hj(s): (3.53) 0;0;4512.35; +549.04 | +9.61; +572.31
Ha(s): (3.54) 0;0,+;12.35; £749.04 | +53.89; ;50.24
Ha(s): (3.55) +512.35; £749.04 +552.24

Tabla 1. Ejemplos de polos y ceros de las funciones: N = 2

3.4.2 Concepto de Modo

En las secciones anteriores, s¢ presento el analisis modal con el cual se obtuvo un modelo
lineal del robot flexible en el eslabon. Para obtener un modelo de dimension finita se utilizaron
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solamente los primeros N modos, por lo que se considera necesario analizar hasta qué punto
es factible el uso de modos.

Un modo de vibracion [34] , se refiere al movimiento periédico que es fisicamente posible
en ausencia de cualquier influencia externa. En este movimiento, el desplazamiento elastico
w(z,t) en la posicion z y el tiempo ¢ se mueven regulados por la regla de que “todos
los desplazamientos pasan a través del cero simultdineamente y todos obtienen su maxima
simultaneamente”.

El concepto de modo de vibracidn es, de hecho, un concepto matematico y se expresa como

w(z,t) = ¥(z)n(t) (3.56)

donde ¥(z) se le llama modo shape y n(t) muestra la dependencia del tiempo de los
desplazamientos elasticos en todos los puntos de la estructura. Esta expresién es un caso
especial de la idea matematica de separacion de variables. Como ejemplo se analizé la barra
uniforme en el capitulo 2 donde la ecuacion diferencial asociada con los desplazamientos
laterales estd dada por ~
Elw" + piy = f(z,1)
w(0,t) = (0,t) =w'(l,t) =w™(I,t) = 0

La ecuacion diferencial dada por (3.57) tiene modos de la forma (3.56). En teoria, tiene
un infinito nimero de esos modos. La pregunta en cuestion es, si barras reales poseen esta
propiedad.

El suposicién de que una estructura real tiene un nmiimero infinito de modos, s como
establecer un absurdo.;Cémo puede, una estructura, tener mas modos que sus moléculas,
o de otro manera, mas que las moléculas en el universo conocido?.

Generalmente, cuando se dice que una estructura tiene un nimero infinito de modos, quiere
decir que la estructura tiene un niimero muy grande de modos. Una estructura fisica no posee
un nimero infinito de modos.

Entonces, la cuestion es jCuantos modos de vibracion tiene?. La respuesta mas precisa
seria ninguno, sin embargo para propdsitos de aproximacién matematica , el concepto de
modo es muy util.

La aproximacién matematica para la barra es valida para los modos de vibracién bajos.
Pero para los modos altos, conforme estos aumentan, su manejo matemdatico se vuelve
inapropiado. Para enfatizar esta idea se introduce la siguiente definicién.

ey
(3.57)

DEFINICION 3.1 El subespacio absurdo asociado con la idealizacion de una estructura
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PDE (Ecuaciones Diferenciales Parciales) es el subespacio extendido por todos excepto los
primeros billones de modos.

Todos los modelos estructurales PDE tienen un subespacio absurdo, esto significa que la
obtencién de modos para una estructura se puede aproximar hasta N modos, donde N es
tan grande como se desee pero siempre habrd modos mas alld de IV + 1 que constituyen el
subespacio absurdo.

En la practica, la ventaja del anélisis modal es que el analista puede expandir el movimiento
general de una estructura, en términos de unos pocos submovimientos imporiantes. Esta
ventaja se perderia si se insiste tomar una infinitud de modos.

Un método clasico para solucionar sistemas PDE similares a (3.57), es expandir la solucion
en términos de series de funciones que son definidas, examinadas y catalogadas. Usvalmente
estas funciones no son sencillas de calcular, inclusive las funciones sin, sin h, cos, cosh, que
proporcionan una solucion bien conocida para los modos de vibracién de una barra simple,
requieren de una sofisticacién numérica.

Debido a estas dificultades, a las estructuras complicadas se les divide mateméticamente
en pequefios elementos, donde cada uno de éstos es analizado por separado. De esta manera,
se pueden extraer los datos numéricos con la precision requerida y en forma relativamente
sencilla. A este método se le denomina de Elemento Finito.

Este método de elemento finito® (FEM) es una implementacion ingeniosa de un método
mas antiguo: ¢l Método de Ritz. Tiene los mismos fundamentos tedricos que €l Método de
Ritz, en forma particular se conocen las condiciones de convergencia. La solucién que se
obtiene al utilizar el método FEM es exacta para el modelo PDE solamente. No es exacta
para la estructura, ya que el modelo PDE, en si mismo, no es exacto.

El modelo FEM debe ser visto como un tratamiento numérico del modelo PDE, ya que
permiten la obtencion de una aproximacion numérica bastante precisa del modelo PDE. Si se
utiliza €] nimero de elementos apropiados, ¢l error que se presenta, debido al mimero finito
de elementos, siempre puede ser restringido al subespacio absurdo.

La ventagja del modelo FEM es que, con el andlisis estructural es posible realizar los
cdlculos numéricos para estructuras complicadas. Su debilidad estd en que nunca puede ser
mejor que el modelo PDE, al cual converge.

& La bisqueda de una solucidn exacta a la ecuacion diferencial de Euler normalmente es imposible por lo que se requiere una
aproximacion de la solucion. La idea de Rayleigh-Ritz-Galerkin es seleccionar un numero finito de funciones ..., p,, con
combinaciones de 1a forma y ¢;%; ¥ encontrar cual de estas combinaciones es minima, Esta ultima es la aproximacion de Ritz. Los pesos
¢; son determinados por medio de un sistema de N ecuaciones algebraicas. Entonces, ¢ objetivo consiste en seleccionar las funciongs @
tal que Ia energfa potencial pueda calcularse y minimizarse y al mismo tiempo encontar la aproximacion mas apropiada a la solucién de la
ecuacion de Euler.
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3.5 Modelo de Elemento Finito

En este método, el eslabon o barra flexible, se divide en un nimero finito de elementos.
Estos elementos son apropiados para cuestiones de calculo y de identificacion. Generalmente
son tridangulos o rectangulos. Entonces para cada elemento 6 pieza se seleccionan funciones
completas’, como ejemplo los polinomios. Las propiedades de cada elemento se analizan, y
las propiedades de toda la estructura se obtienen aplicando a cada elemento su aproximacién
asociada.

Los pasos basicos[72] en el método de elemento finito son: La formulacion variacional del
problema, la construccion de las funciones polinomiales, el calculo de la matriz de rigidez y
la solucion del sistema discreto y por tltimo, la estimacion de la exactitud de la aproximacion
de Ritz final.

El desplazamiento total de un punto en el eslabén flexible [7] , se describe por

2(z,t) 2 28(t) + wiz, 1) : (3.58)
~

Al aplicar la teoria Euler-Bemoulli, desarrollada en ¢l capitulo 2, resulta que la energia
cinética puede ser expresada en términos de z{z, ¢) como
!
T= % / p(2(z,1))%dz + 1,0(t)? (3.59)

o

Asimismo, la energia potencial puede expresarse como
i
1 »
U 5 / EI(z (z,1))%dz (3.60)

Ademas, el trabajo hecho por el torque, es descrito por
W = u(t)é(t)
Ahora bien, al aplicar ¢l Principio de Hamilton, resulta

ta tz
f&(T —U)dt + f&Wdt =0
Cl ty

7 El conjunto de fimciones completas son aquellas cuyas combinactones lineales llenan el espacio de soluciones cuando N — oo, ¥ PT
lo tanto ¢l método de Ritz converge.
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Al sustituir (3.59) y (3.60), en la ecuacidn anterior ¢ integrando por partes, resulta
Tl
/ (p3(z, )6z + EIZ" (z,1)62" )dz + 1,860 — uéf| =0 (3.61)
ty 0
Por otro lado, el desplazamiento z(z,t) puede ser discretizado usando la siguiente
expansion de elemento finito

N
2(z,t) = ) Ni(z)z(t) (3.62)

i=1
donde z;(t) representa la variacion de los desplazamientos nodales en el tiempo, NV es el
numero total de grados de libertad, y N;(z) son polinomios hermitianos que satisfacen las
condiciones de admisibilidad y que son definidos sobre una fraccién de la Jongitud que
constituyen el elemento finito,

Cuando se utiliza la teoria Euler-Bernoulli, el método requiere que para un elemento con
nodos en la punta, cada elemento posea dos grados de libertad, una deflexion transversal y
una rotacion. Esto requiere el uso de funciones de base ciibica[17] . ~

Las funciones Hermitianas de base cibica, usuales para ¢l intervalo local[ 0 [ ], son
usadas de manera que las funciones shape de los elementos son dadas por

¢1(s) =1 —3s%+ 2¢°
¢o(8) = In(s — 282 + &%)
¢3(s) = 3% — 23

¢uls) = I,(s* — 5%

La coordenada local s esta relacionada con la coordenada z de la barra utilizando la
transformacién lineal del n-ésimo elemento, como sigue

Esta transformacion permite que la ecuacion (3.62) pueda expresarse en IV elementos. De
este modo, la aceleracion puede expresarse como

N
Hz,t) =) Ni()z(t) (3.63)
=1

y la curvatura mediante Ja ecuacién

N
2z, t) =3 N (2)x(t) (3.64)

=]
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Ahora, al sustituir (3.62), (3.63) y (3.64) en (3.61), e integrando apropiadamente, se obtiene

Mpy, My O Zp Kip Kpi O Zn u(t)
My, My M Zi |+ K Ky Ky z | = 0
0 M ti M, +H Zt 0 K, 41 K tt 2t 0

donde 2, se refiere al grado de libertad en ¢l gje, es decir, z, = 8, z; se refiere a los grados
de libertad internos, es decir, aquellos entre la punta y el eje, y z se refiere al grado de
libertad traslacional en la punta. Las matrices de masa, rigidez, y de amortiguamiento son
particionadas con las dimensiones apropiadas.

Figura 3.1. Grados de libertad del elemento fnito.

Las ecuaciones semidiscretizadas del movimiento de un robot con flexibilidad en el
eslabon, pueden entonces, ser expresadas como

[M){Q} + [D){Q} + [K){Q} = {F} (3.65)

donde[M], [D] y [K] son las matrices de masa global, amortiguamiento, y de rigidez
respectivamente. {F'} es el vector de fuerzas externas.

La matriz de amortiguamiento, se puede obtener directamente de las matrices de masa y
rigidez para una razén de amortiguamiento dada en términos de la serie de Caughey[7] .

De esta manera, la respuesta total del sistema se obtiene mediante los modos de
vibracion. El sistema dado por (3.65), puede reducirse usando el andlisis modal. Con
las correspondientes transformaciones, se obtiene un conjunto reducido de ecuaciones, que
describen al sistema.

3.6 Resumen

En este capitulo se presentaron tres de las técnicas mds comunes para obtener un sistema
dimensional finito. La primera utiliza una funcién de transferencia, con la cual se calculan
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los eigenvalores del sistema, la segunda utiliza el analisis modal para obtener ¢l calculo de
cigenvalores y eigenvectores y la tercera es la aproximacion por medio de elementos que en
su conjunto representan una aproximacion al eslabén. También se presentaron las funciones
de transferencia obtenidas de acuerdo a la seleccidn de la salida. Se hizo un analisis de cada
una de ellas para observar sus caracteristicas. En el siguiente capitulo se podré apreciar la
utilidad de los modelos obtenidos en el disefio de controladores para el robot flexible.
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CAPITULO 4

Disefio de Controladores

En este capitulo se presenta el disefio de controladores para el robot con flexibilidad en el
eslabon. La primera seccion presenta los controladores que se derivan de un modelo de
dimensidn finita. Cuatro de estos controladores estian basados en el modelo lineal obtenido
por medio de la técnica de andlisis modal presentada en el capitulo anterior. Otro controlador
se deriva de un modelo reducido por medio de la técnica de Perturbaciones Singulares. La
segunda seccién del capitulo se centra en el disefio de tres controladores basados en un modelo
infinito, es decir, se derivan directamente del modelo original del robot.

~

4.1 Controladores Basados en Modelos de Dimension Finita

En esta seccion, se presenta el disefio de los controladores que estan basados en modelos de
dimension finita. Uno de los modelos es el modelo lineal 3, , que se obtuvo por medio de
analisis modal en el capitulo anterior. Con este modelo lineal se disefiaron los controladores:
Proporcional-Derivativo (PD), el Regulador Cuadratico Lineal (LQR), el Pasivo y el LQG
(Linear Quadratic Gaussian)/H,,. Otro modelo de dimensién finita se obtuvo aplicando
la técnica de perturbaciones singulares. Este modelo estd compuesto de dos subsistemas
(generalmente un subsistema representa la parte rigida y el otro la elastica), por lo que el
controlador se diseiia tomando en cuenta la ley de control para cada subsistema. Se incluye
también una modificacién de este modelo para la eleccién de la variables elasticas.

4.1.1 Controlador Proporcional-Derivativo

En la industria, el controlador Proporcional-Derivativo (PD) ha sido aplicado con éxito a
los robots rigidos, por lo que se ha extendido su aplicacién a los robots flexibles en el
eslabén. Como ejemplo, en esta seccion se presenta el disefio de un controlador Proporcional-
Derivativo para el robot flexible experimental.

En el capitulo anterior, en el analisis de las funciones de transferencia, se pudo observar
que cuando se retroalimenta la posicion del angulo del eje, €l sistema es de fase minima.
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El controlador proporcional derivativo, se disefia utitizando los datos de el dngulo del eje
con sus respectivas derivadas, éste tiene la forma

T = k(84— 0) + ky (04 — 6)

donde 8 es el 4ngulo del eje, 8, es el angulo deseado y 8, 8, sus respectivas derivadas,

Los valores de &, y k., se obtuvieron al considerar la mejor sintonizacion del sistema con
la funcion de transferencia dada por H;(s) con tres modos (N = 3).

Los valores usados para la experimnentacion fueron

k, =135 k, =028

Los resultados experimentales se muestran en el capitulo 5, en los cuales se pueden
observar severas oscilaciones cuando el robot se posiciona en el punto deseado. Esto muestra
que, aunque el robot alcanza su posicién deseada, la retroalimentacion sélo del dangulo del eje
no es suficiente para obtener una buena respuesta del robot. Una extension de este controlador,
a un robot de dos eslabones flexibles, puede hacerse tnicamente considerando- eslabones
independientes.

Una forma de mejorar la respuesta de un controlador PD se presenta en [81] , en el cual
las ganancias del control no dependen de los parametros del sistema. Un controlador similar
al propuesto por Yigit es presentado en la seccion 4.2.1.

4.1.2 Controlador LQR

Los valores de las ganancias para el controlador PD, generalmente no son las 6ptimas para el
sistema. Para esto se puede utilizar un criterio de optimizacion para el calculo de las ganancias
de control. En esta seccién, se presenta el disefio de un controlador que ademas de considerar
como retroalimentacion las variables de la base, toma en cuenta las del eslabdn flexible. La
ley de control resultante utiliza el criterio de optimizacion LQR para obtener las ganancias
del controlador. Las ventajas[24] al aplicar 1a técnica LQR son:

& Permite optimizacion sobre intervalos finitos (El enfoque en dominio de la frecuencia
esta limitado a intervalos de optimizacion finita).

¢ Es aplicable a sistemas variantes en el tiempo. (El enfoque en dominio de la frecuencia
esta limitado a sistemas invariantes en el tiempo).

© Puede manejar sistemas multivariables.

Para el disefio del controlador se utiliza el sistema lineal descrito por (3.51). En forma
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general, la ley de control es descrita por
u=—kTz (4.66)

donde k es una matriz de ganancia, y z €s el vector de estado. El control se determina por
medio de una combinacion lineal de los estados del sistema. Este lazo de retroalimentacion
se muestra en la figura 4.1. Los valores que conforman a & son las ganancias que deben
determinarse.

Al sustituir (3.51) en (4.66), se obtiene

t=(A- BkT)x
en la cual, el control lineal aplicado, tiene como efecto, el mover los polos del sistema.

f u X
yre+ K — | Robot

~
-

Figura 4.1: Configuracién de Retroalimentacién LQR-Optimo

Una forma de obtener los valores de k es aplicando el método de asignacién de polos, pero
para optimizar este resultado se utiliza el criterio de optimizaciéon LQR (Linear Quadratic
Regulator). Las matrices de ganancia son obtenidas por el criterio de optimizaciéon LQR [24]
donde @ es semidefinida positiva, y 7 es definida positiva.

Los valores de las matriz de peso ¢, pueden ser seleccionados de acuerdo con ([4] ,pag-
350), donde las especificaciones son dadas en términos de la méxima desviacién en los estados
y sefiales de control para una perturbacién dada.

Si se define la entrada de control como

T = —ky(Z — 2a) — kp(z — 24)

donde k, y &, son matrices de dimension (1 x 6) (dos modos), que se calculan por el método
de optimizacion. Se requiere el conocimiento de todo el vector de estado. En el disefio
experimental de este controlador, el vector x, se formé con 6, 8, w(l, 1), w(l,t), z(I,t) ¥
(1, t). Estas variables describen, respectivamente, el angulo y la velocidad angular del eje, la
posicidn y velocidad de la deflexién, la posicién y la velocidad de la punta.

Si se define el error como

E=T — g
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donde z,4 es el valor deseado. Se puede aplicar el criterio de optimizacion

Op = / (eTQe + uTru)dt (4.67)
0

Los valores utilizados fueron
r=1
Q = diag(8,1,1,1,1, 1)
Ia solucion correspondiente, utilizando Matlab, es dada por,

k, = 2.8284 1.4005 1.3363 |

k,=1[0.1323 —0.0012 0.0168 ]

En el capitulo 5 se muestran los resultados en simulacion y experimentales. Los resultados
muestran, que este controlador logra la respuesta deseada del sistema en un menor tiempo que
el controlador PD, ademas no muestran oscilaciones severas. Este método asegura margenes
de ganancia y de fase adecuados.

La ventaja de este controlador con respecto al PD es que permanece insensible a
perturbaciones externas. Para una extension del método a un robot flexible de dos eslabones,
el modelo depende de la configuracion del robot [3] .

4.1.3 Controlador LQG/H,

El controlador LQG, ha sido utilizado para el control de estructuras espaciales [10] , a pesar
de sus propiedades atractivas, tiene la desventaja de que no garantiza margenes de estabilidad.
En la Gitima década, se ha visto el surgimiento de la teoria de control robusto en la forma de
control optimal H,,. En este contexto, la caracteristica mas importante de esta teoria, es la
garantia de un margen de estabilidad ante perturbaciones acotadas normadas®.

Cuando al sistema lineal } ,; de dimension finita se le retroalimenta la posicion de la punta,
el sistema resultante es de fase no-minima y tiene polos ligeramente amortiguados. Uno de
los enfoques para disefiar un controlador para este sistema es la técnica LQG combinada con
H_,. Esta técnica se presentd en [6] donde se disefia un controlador en lazo interno usando
la técnica LQG. Este lazo interno introduce suficiente amortiguamiento a los modos flexibles
y a la vez condiciones favorables para aplicar H,,. Al hacer esto se aumenta el orden del

8  Esta caracteristica es mas poderosa que la estabilidad en presencia de perturbaciones paramétricas.
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controlador, pero en el procedimiento se inicia con un modelo de cuarto orden y el controlador
resultante estabiliza a un nuevo sistema de octavo orden.

En la seccién 3.4.1 se mostré que la funcién de transferencia del torque a la punta del robot
flexible es dada por

(4.68)

Z(s) _ 1 1 XNZ ¢a(),(0)
I(s)  Iis? I &5 (% + 2nwns + w})
donde ¢ es el amortiguamiento modal. En la seccion 3.4 se obtuvo un modelo® de orden
2(ne + 1). Claramente puede verse que si se selecciona una aproximacién a un modo, se
obtiene un sistema de cuarto orden y si se eligen 3 modos se tendré uno de octavo orden.

Al derivar un modelo dimensional finito lineal, se han considerado suposiciones
restrictivas que usualmente no son aplicables para movimientos largos de los manipuladores,
lo que ocasiona que se presente incertidumbre en ¢l sistema. Otra caracteristica de los sistemas
ligeramente amortiguados es la presencia de polos y ceros muy cerca del ejejw que hace que
el sistema sea mal-condicionado. Las matrices de estado de estos sistemas tienen valores
singulares muy alejados entre si, lo que provoca dificultades computacionales en el disefio
del controlador.

Este procedimiento busca solventar las dificultades numéricas y la incertidumbre del
modelo lineal. El controlador LQG en el lazo interno proporciona amortiguamiento flexural
y ¢l controlador Hy, en ¢l lazo externo proporciona la estabilidad robusta.

Paraeliminar el error de estado estable a una funcion paso, se inchuye una retroalimentacion
de ganancia constante.

El siguiente esquema muestra la configuracion en lazo cerrado del sistema con el
controlador LQG, H,, y la ganancia de retroalimentacion Kr.

El doble integrador en el origen, la fase no-minima y los modos flexibles ligeramente
amortiguados hacen al sistema lineal del robot flexible mal-condicionado numéricamente.
La aplicacion del controlador H,, por si solo no es posible debido a la presencia de polos en
el eje imaginario.

9 Existen algunas otras técnicas de teduccion, se tiene la reduccién de modelo Hankel (desarollada por Glover) y la del modelo
estocastico balanceado de Green y Safonoy [28] . La primera tiene la desventaia de que el modelo reducido es de fase no-minima, no
propio ¢ inestable. Mientras que ¢l modelo original tiene ceros en el semiplano derecho lejos del eje jur, el modelo reducido tiene los ceros
del semiplano derecho muy cerca del eje jw. Esto deteriora el desempefio en ¢l dominio del tiempo del sistema en lazo cerrado. En la
segunda técnica, se requiere que la matriz D sea de rank completo y ademas ¢s aplicable para plantas estables (¢l modelo del robot es de
fase no-minima).
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Figura 4.2 Configuracion en lazo cerrado. &

El algoritmo LQG permite la estabilizacion del sistema obteniendo ciertos Yequisitos de
desempefio usando retroalimentacion de salida. Esto tiene dos propdsitos, estabilizar al
sistema y volverlo bien-condicionado numéricamente. El controlador LQG se disefia para
minimizar el siguiente indice de desempefio

J= Of[(z'Qz+u'Ru)]

donde el modelo en espacio de estado esta dado por
T = Ax + Bu —+w
y = Cr+vw z2=Cz

donde w y » denotan procesos de ruido blanco.

La respuesta en frecuencia del sistema con tres modos en lazo abierto se muestra en la
figura 4.3. Los valores de w,v, (), R se obtienen mediante prueba y error, empezando con
matrices de covariancia arbitrarias. Los pesos de () y R tienen el valor de

@=0.25 R = 3000
y las covarianzas del ruido del proceso y de la medicion estdn dadas por
w=01 v=100
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Figura 4.3. Respuesta del sistema en Lazo abierto con tres modos. -

10

~
A partir de esta informacion, la funcién de transferencia del controlador LQG esta dada
por

3.55% + 2.35% + 502,945 + 25.4746
8% 4+ 54.4s% + 519.65s2 + 4034.559s + 4937.7

La respuesta a la funcién paso se muestra en la figura 4.4. De esta figura se puede observar
que la respuesta es lenta y que ¢l sistema en lazo cerrado muestra un comportamiento de estado
estable. Pero el sistema obtenido ya es numéricamente condicionado para la aplicacién de
sintesis de control robusto. Ademas, agregando una compensacion en la retroalimentacion se
puede llevar a cero el error de estado estable que se presenta a la sefial de entrada paso.

La columna vertebral del teorema de pequefias ganancias es la sintesis de Hy [28] .
Aplicando este teorema, si Ty, representa una matriz de una funcién de transferencia estable
de las sefales exdgenas (w) a las variables controladas (2) y A es cualquier perturbacién
estable!®, entonces una condicion suficiente para estabilidad del sistema en lazo cerrado es

Kbqg=

1]l 1Bl < 1

donde ||(.)|| ., denota la norma infinito y esta definida por las matrices funcién de transferencia

10 Aplicando el criterio de Nyquist no habré rodeos del punto ~1 + 0.
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G que son analiticas en el semiplano abierto derecho como
Gl 5P (Fmax(G(jw)))

donde o . denota el valor singular mdximo.

14

N

i

04

0.2

0.2
0 50 100 150 200

Figura 4.4 Respuesta con retroalimentacién LQG.

Como ¢l objetivo en este caso es la atenuacion de perturbaciones y la robustez, el
controlador esta disefiado de modo que minimice la norma de una combinacion de la funciones
de transferencia de sensitividad y sensitividad complementaria, cada una de las cuales es
ponderada por un peso determinado. Entonces definiendo la funcién de transferencia de lazo
interno como

Gy — GKroc
e

14+ GK LQG

Resulta que las funciones de transferencia de sensitividad y sensitividad complementaria
estdn dadas por

1 Gl Koo
3, Tauz =T N T

Esta formulacién tiene la forma de un modelo con incertidumbre multiplicativa como se

muestra en la figura 4.5.

Sauz =



+
2
y W —
. §
T +
Figura 4.5 Modelo con Incertidumbre 5

Luego, la funcién de transferencia de w a (21, 22) esta dada por

T = YW (I 4+ G1K) ! _{ WiSou
o W3G1 Koo (I + G1K )" W3(I — Sauz)

entonces, €l objetivo es minimizar

[Tzl oo

Los pesos Wi y W3, deben reflejar las especificaciones de desempefio y garantizar las
especificaciones de margen de estabilidad. Generalmente W es una funcién de transferencia
pasa-bajo W3 es un filtro pasa alto. Después de calculos a prueba y error se encontré que una
buena eleccion es dada por
_ 44 85s W, = 1.1y

841 155+ 1

El controlador He, se sintetizoé con la ayuda de la rutina hinf del toolbox de Control
Robusto de Matlab. Esta rutina fue modificada para que aceptara nuevos pesos para la

biisqueda de un controlador con mejor desempefio.
La modificacion de esta rutina y los resultados obtenidos se muestran en el apéndice E.

Los resultados experimentales se muestran en el capitulo 5.

W3
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4.1.4 Controlador basado en Perturbaciones Singulares

Un modelo perturbado singularmente de un sistema mecanico [39] , es un modelo de espacio
de estado en que las derivadas de algunos estados son multiplicados por un parametro positivo
pequeiio g, esto €s

- &= flt, 2,2 €), zeER"
"\ e =g(t,x;2,€), zER™

donde las funciones f y g son continuas y diferenciables en sus argumentos. Sie # 0, el
sistema es de orden n + m. Pero si € = 0, la segunda ecuacién de T se convierte en

0= g(t,z,2,0) (4.69)

por lo que el modelo X estd en forma estandar si y solo si la ecuacion 4,69 tiene k > 1 raices
reales, es decir

z=ht,z), =12 ..k ~
~
esto implica que se tendrd un modelo bien definido de dimension n que corresponde a cada

raiz de 4.69.
El sistema resultante consiste de

5 . = f(t,2,2,0) ;n ecuaciones diferenciales ordinarias
P71 0=gl(t,z,2,0) ;m ecuaciones algebraicas

en el cual, el orden del sistema se reduce de n + m a n.

En ¢l control de los robot flexibles se tiene como objetivo el movimiento de la estructura
a la posicién deseada y al mismo tiempo estabilizar las vibraciones excitadas. Un método
para lograrlo es la aplicacion de la técnica de perturbaciones singulares, en el que se reduce
el orden del sistema en una manera distinta a la técnica de truncamiento. Esta seccion se basa
en el trabajo realizado por Siciliano y Book en 1988 en [66] .

En este método el sistema se separa en dos subsistemas. Uno se considera “subsistema
lento”, mientras que el otro se le considera “subsistema répido”. Las variables de estado
“rapidas” son las fuerzas elasticas y sus derivadas en el tiempo.

Los dos subsistemas identificados son:

a) Un subsistema “lento” que es del mismo orden que del manipulador rigido.

b) Un subsistema “rapido” en donde las variables de estado lentas juegan el rol de
parametros.
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Sea el modelo del robot flexible descrito por
Mi+Dg+Kq=F

donde las matrices M, D, y K, estin definidas como en (3.42). Este sistema puede reescribirse

como
i1, [Aled) ] [a@dsd] [0 ] u
Mg, o i+ : + : . + = 4.70

donde M eslamatrizdeinercia. g=[ ¢ ¢2 - - ¢n ] esel vector de variables de estado
en la base. § ¢s €l vector de variables de deflexion, de orden m. fi y fa son los vectores que
contienen las términos de fuerzas de gravitacion, coriolis y centrifuga. g1, g2 son los vectores
que representan la interacci6n entre las variables ¢ y 6. K es la matriz diagonal de rigidez de
la forma K = diag(k;....... km ). u ¢l vector de fuerza aplicada.

Si se define

Hy H
=yt | Hu Ho
Hy Hy

se puede reescribir (4.70) como 1

¢ = ~Hufi = Hiofo — Hugr — Hiage — H1pK6 + Hyu
0= —Hafi — Hafs — Hng: — Hag2 — HiK6 + Hyu
Este sistema se caracteriza por tener n + m coordenadas generalizadas. Donde n es el
numero de variables de 1a base y m es el niumero de modos usados para describir la deflexion.
Para obtener un modelo de orden reducido, se obtiene un factor escalar comiin, por ejemplo
la constante mas pequeifia del resorte. Sea k; = kk;, i = | -
Se pueden definir entonces las siguientes variables
¢ =kKé
K = diag(ky.....km)
Si se define p = 1/k, se obtiene el nuevo modelo

g= —Hy (q’ uC)fl (‘L Q) - Hl?(qa “C)fz(qs Q) - Hll(Q’ ”C)gl(q’ g, ug, /-‘6)
- —Hulg, p()g2(q, 4, €, ud) — Hiz(q, uC)C + Hulg, ul)u .
6 = —H21 (q’ “C)fl (Qs Q) - H2?(Q! MC)f2(Qs Q) == H21(q’ ﬂ()gl (‘b 9'1 ﬂC) #6)
—-H22(Qa UC)QQ((]’ 4, G, 0”‘6) - H22(Qa ”‘C)C + Ha (g, F‘C)u
que es un modelo de perturbaciones singulares para el robot flexible.
Siseelijez, = q, 43 = ¢,z = (, 20 = el cone = /i, ver [66] , se obtiene una
representacion de estado dada por

(4.71)
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T) = T2

5 2

T2 = -H11($1,62 zl)fl(xli:cZ) o= H12(331,6221)f2(x1, :132) —_ Hu(:vl,ezzl)gl(xl,a;g,ezzl,ezg)
—Hio(z1,€°21)92(%1, 29, 8221, £25) — Hya(21,£22)) 21 + Hyy (21,6221

Eé] = 2
Eég = *H21($1,2€221)f1($1,$2) — Hoy(zy,6%21) folzy, 20) — Har(21,€%21) g1 (21, 22,6221, €22)
_H22(zl75 21)92(3?1)172,6221,822) = H22($1,€22)21 + H21($1,€221)u
4.72)
Para obtener el subsistema lento , se aplica ¢ = 0, que corresponde a la dindmica del
robot rigido. Para el subsistema rapido, se aplica la constante de tiempo 7 = /¢ a (4.72).
Para obtener €l controlador, se hace una composicion de los controles disefiados para ambos

subsistemas, lento y rapido.
U= Us + Uf

donde u, es el control para el subsisterna Iento y uy es el control para el répido. Sea
xz = [8 6] El control para el subsistema Jento se obtuvo de un control lineal como el
desarrollado en {117, dado por

s =7 [0 + ku(fa — f) + kp(fa ~ 0))]

donde ky, k,, son seleccionadas para mantener la separacion en la escala de tiempo entre los
subsistemas lento y ripido, 7y es una constante dependiente de la matriz de Inercia. Los valores
obtenidos fueron: k, = 1.5, ky, = 0.56.

Para ¢l control del subsistema rdpido se tiene

us = kpp21 + kg (2)2

Se utilizd la técnica de asignacidn de polos de sistemas lineales para obtener los valores de
kps, kys . Los valores obtenidos fueron kyy = —1.56, kyy = 0.12.
La ley de control implementada en la experimentacion estd dada por:

w=042[0;+ 0.56(6s — 0) + 1.5(64 — 0)] — 1.56pe; + 0.12pes

donde p.; ¥ Pe: son las variables de la deflexion.

Entre las ventajas de este método, se puede constatar la reduccion del orden del modelo.
Esto permite resolver el problema de sistemas que tienen menor nimero de entradas de control
que ¢l nimero de variables controlables. Hay minimizacion de los calculos en linea, ademas,
permite su extension al caso multieslabones.
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4.1.5 Método de Perturbaciones Singulares Modificado

El analisis de flexibilidad, usando perturbacion singular, se basa en la suposicién de que los
modos del sistema pueden ser separados en dos grupos distintos: Los modos de frecuencia
baja, denominados modos lentos y los modos de alta frecuencia, denominados modos rapidos.

Tradicionalmente el parametro de perturbacion €, usado para el andlisis de la flexibilidad,
es el inverso de la rigidez del mecanismo flexible o [a inversa de 1a rigidez ajustada por un
factor dependiente de la masa. Esto da por resultado, que el sisterna reducido sea el rigido.
Como éste solo estd alejado por medio de una perturbacién del sistema completo, se puede
manipular sélo flexibilidades pequefias[68] .

El punto de partida para el andlisis de perturbaciones es el modelo dindmico

wew[3]+[ 56855 ]+ (ke ]-[3]

~
donde O son los dngulos de la junta y las ¥ son las variables introducQas para modelar

la flexibilidad. El término K'¥ es una medida de flexibilidad. El 0 de la parte derecha
de la ecuacién denota que las fuerzas/torques no son aplicados directamente a las variables
flexibles.

Para llevar a cabo el método de perturbaciones singulares, la suposicién que se hace es
que las dindmicas del brazo pueden ser particionadas en dindmicas rapidas que son debidas
a la flexibilidad y las dindmicas lentas que son debidas a los modos del cuerpo rigido.
Para reforzar las dindmicas de alta frecuencia de la flexibilidad, la rigidez del manipulador
necesita ser grande. Es por esto, que generalmente se utiliza como parametro de perturbacion
el inverso de la rigidez. El sistema reducido es rigido ¢ = 0,K — o). Valores
pequefios en el pardmetro de perturbacién corresponden a sistemas que poseen “pequeiia”
flexibilidad, es decir, que el analisis presenta resultados ttiles para los sistemas cercanos a
ser rigidos. Inclusive es dudoso que la separacion de variables se justifique particularmente
en un movimiento de atta velocidad. La suposicion es mas cuestionable cuando se considera
movimiento restringido del manipulador. Debido a esta restriccion, cualquier movimiento de
las variables rigidas” tienen que ser descritas por el movimiento de las " variables flexibles”
para mantener la restriccion. Es por esto que la separacion de frecuencias parece no cumplirse.

Dado que lo que se requiere es modelar flexibilidades grandes en tareas restringidas
del robot, Sudipto en [68] propone un enfoque alternativo del andlisis de perturbaciones
singulares para robots flexibles que son capaces de manejar una flexibilidad significante.
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Considere el sistema lineal, escalar, mecanico
mi + ci + kx = f(t)
El factor de amortiguamiento (o razén de amortiguamiento) del sistema es dade por

_
‘= Wim
El valor de ¢ es importante en la determinacion de la respuesta transitoria del sistema. Si
¢ = 1, el sistema es criticamente amortiguado, { > 1, es sobreamortiguado y ¢ > 1, ¢s
subamortiguado. Se asume que la respuesta transitoria de la barra flexible es la caracteristica
mas importante en el analisis. Por esto, se debe conservar el valor de ¢, entonces el valor de
¢ tiene la forma

c=bym

donde b es una constante. En este sistema, si la masa del sistema tiende a cero, €l sistema
responde infinitamente rapido a cualquier entrada. Una forma de ‘elegir el parametro de
perturbacién, es ~

62 =mi

donde my; es la masa de los subeslabones flexibles. Los eslabones no tienen que tener la
misma masa, sin embargo, se¢ hace la suposicién de que la razén de amortiguamiento, se
mantiene constante.

4.1.6 Control Pasivo

La nocion de pasividad se ha venido utilizando para el analisis de estabilidad de entrada-salida
de una clase general de sistemas no lineales interconectados ([77] , [11] ). Esto se ha motivado
por el estudio de la disipacién de energia en circuitos eléctricos. En forma general, se dice
que un sistema pasivo no puede crear energia.

Se ha demostrado que la funcién de transferencia entre la posicién final y el torque de
entrada no puede ser controlado por un controlador PD simple en lazo cerrado porque la
funcién es de fase no minima. Una condicién necesaria mas no suficiente para que la funcién
sea pasiva es que la funcion de transferencia sea de fase minima. Una vez que la funcion de
transferencia sea pasiva, el sistema puede ser estabilizado aplicando €l siguiente teorema

TEOREMA 4.1 (Vidyasagar 1995) Suponga que en un sistema en lazo cerrado en cascada
(Figura 4.6), el compensador es estrictamente pasivo con ganancia finita y que la planta es
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pasiva, Entonces el sistema en lazo cerrado es L, estable.

u ¥,
—‘O—‘ Compensador Planta

Figura 4.6. Sistema en Lazo Cerrado en cascada

En estudios recientes [77] , se ha demostrado que si el eslabdn es lo suficientemente rigido,
la funcién de transferencia de la punta con respecto al torque es pasiva. Esto permite, por el
teorema de pasividad, disefiar un controlador estrictamente pasivo con ganancia finita. Con
esto, se obtiene un sistema L, —estable. Para poder disefiar el controlador pasivo, se establecen
las siguientes definiciones:

DEFINICION 4.1 El sistema y = F(u) es estrictamente pasivo si para todo t y para todo

u(t),

i

i
f y(T)u(r)dr > 6 / u(r)’dr, 6>0 (4.73)

(]

El sistema es pasivo 5i § = 0, en la expresion (4.73).

DEFINICION 4.2  El conjunto Ly, es el conjunto de todos las funciones medibles f : Ry — R
tal que
3

1Ol = | [170Fd] <oo

DEFINICION 4.3  El sistema y = F(u) es Ly — estable siu € Ly implica que Y € L. Si

7 := sup % ru€ Ly, u#0)r <o
[l

1020126752 -



entonces la ganancia del sistema es .

PROPOSICION 4.1 Una funcion de transferencia G(s) es estrictamente pasiva si y solo si
Re|G(jw)] =26, and 6>0 VweR. (4.74)

La funcion de transferencia es pasiva si 6 = O en la expresion (4.74).

El objetivo es entonces determinar una representacion pasiva del robot flexible de modo
que el teorema anterior se pueda utilizar.

En la seccién 3.4.1, se presentd la funcién de transferencia Hs(s), la cual tiene como
salida, la variable reflejada de la deflexion. Al seleccionar w*(l,¢) como salida, la funcién
de transferencia resultante es dada por

Wipls) _ 1 $,(0)[21¢,(0) — (D] s
sHy(s) = T{s) (In+ Iy)s Z (In+15) ~ (s*+w?)

la cual es pasiva!'. Se ha demostrado (Wang y Vidyasagar, 1992) que est; caracteristica se
mantiene siempre y cuando N no sea muy grande y que ) = I, /1, sea lo suficientemente
pequefia'?, Sise asume que N es un nimero fijo, para el robot con un eslabon flexible se puede
garantizar que {2 permanezca pequefia haciendo 7, suficientemente pequeiia, pero cuando esto
no es posible, la funcion de transferencia ya no s pasiva.

Rossi en {60] propone una salida modificada, la cual se muestra en la figura 4.6 y es
descrita por

y(t) = lg(t) — kw™{L,t)

donde k es un factorentre 0 y 1.
Se utiliza la variable k ya que eligiendo ésta en forma apropiada, se puede obtener una
funcion de transferencia pasiva inclusive cuando se tiene un valor de inercia muy grande.
La funcion de transferencia con esta nueva salida es dada por

Wile) L, 5~ (4RI, "0) ~ ko(Ogn) s
T(s)  (In+I)s (In + Is) (s? +w})

11 Las funciones de transferencia 1 /s y s/(s2 + w2) son pasivas por la proposicion 4.1. Los coeficientes 6 (0)[206(0) ~ ¢, (1)] som
no-negativos por lo que se garantiza que 12 funcién de transferencia es pasiva.
12 1, es lainercia del eje ¢ 1, 1a del eslabon.
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\ Linea Rigida

-————————
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-

Eje Fijo

A

Figura 4.7, Marco de referencia para la variable «*(x, t).\
B
¢l sistema serd pasivo si Ia siguiente condicién se cumple

((1 + k)i, 2(0) ~ k4, (0)2, (1)) > 0
si (Ig,, 2(0) — ¢,(0)#,,(1)) < 0, entonces

~lg,(0)

<k < — 52—
=S 06.0) = 60D

Un compensador posible es de la forma

K,
C(S) ~ p; +P€ + Kv

donde ¢ es una constante positiva pequefia cuya funcion es bacer que la ganancia del sistema
sea finita. La ecuacidn anterior es estrictamente pasiva ya que

K, Kpe
Re{jwiE+Ku}=w2+€2>0, VweR*

Si la entrada es dada por e(t) = yrey — y(t), entonces se tiene que

Ky
sC(s)=s (3+€ + Ku) ~ Ky + Kys

ya que € es pequefia. Como el sistema es L, — estable con respecto a (t), esto implica que
7(t) tenderd a Yr;(t). No se puede asumir que y(t) tienda a y,.¢(2), por lo que en general se
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tendra un error de estado estable.

Los parametros del compensador se calcularon por medio de la técnica de asignacion de
polos. En la implementacion experimental estan dados por K, = 0.546, K, = 0.966 y
€ = 0.001.

4.1.6.1 Diseiio de un Control Pasivo sin Modificacion de la Salida

En la seccidn anterior se disefié un controlador pasivo que modificaba la salida por medio de

una variable k. En esta seccion, se disefia en controlador pasivo mediante retroalimentacion

estitica de estado, sin alterar la salida. Este controlador se propone en [32] . Esto tiene la

finalidad de complementar el estudio de controles pasivos para el robot flexible en el eslabon.
Considere un sistema dinamico descrito por ecuaciones de la forma

5 . i = Az + Bu
'l y=C=z

dondez € R*, ¢ R™,y € R™, A € R***, B € R**™, C € R™X.

Sea U el conjunto de todas las entradas admisibles, consiste de todasJas R™ funciones
continuas a pedazos definidas sobre R, w una funcién real definida sobre R™ x R™
denominada Supply Rate.

Se asume que Yu € Uy z € R", la salida

y(t) = Co(t,z°, u)
con z = ¢(t,2° u) es tal que w(8) = w(u(d), y(§)) satisface

t
/|w(6)|d6<oo Vt 2 0

Para la implementacién del controlador se presentan las siguientes definiciones y lemas:

DEFINICION 4.4 El sistema ¥, con supply rate
w=<u,y>=y u

se dice ser pasivo si 3 una funcion C° no negativa V. : R® — R que satisface V(0) = 0,
llamada la funcion storage, tal que Vu € Uy z° € R*,t > 0

Viz)—V(z®) < [ 47 (6)u(8)ds

.
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LEMA 4.1 Zl sistema ¥, es pasivo si y solo si 3 una matriz simétvica definida positiva Q tal
que

ATQ+QA<0, @B=C"

Ademds, la funcion

Viz) = %Z’TQH}

define una funcion storage cuadrdtica si y solo si satisface las desigualdades.

DEFINICION 4.5 Suponga que CB es no singular Entonces, el sistema lineal ", es
1.- Fase minima: Si z = 0 es un equilibrio asintoticamente estable de 2 = 0,2

2.- Fase minima débil: Si existe una funcion cuadrdtica W*(z) = 12"Wz, con
W = W7 > 0, tal que

6TW +wo, <0 (4.75)

Para el disefio del control, se utiliza la aproximacién dada por (3.51), con dos modos.
Tipicamente, la variable de salida, a controlar, es el movimiento neto de la punta del eslabon,
esto es

Sin embargo, el grado relativo es 2 y las correspondientes dindmicas cero son inestables. Por
otro lado, si se toma como salida, la velocidad de la posicion reflejada de la punta, es decir

yi = L8 — w(l,t)

el grado relativo es 1 y las correspondientes dindmicas cero son estables. Se puede aplicar
entonces, el siguiente teorema de pasividad.

TEOREMA 4.2 Suponga el sistema lineal ¥, con rank{B} = m. Entonces el sistema
X, es equivalente por retroalimentacion a un sistema pasivo lineal con funcion storage
V(z) = %:z:TQ:z: que es positiva definida, si y solo si CB es no singular y el sistema es
de fase minima débil.

Al elegir la salida reflejada, como la variable a controlar, se tiene primeramente que CB
es no singular. Como e| sistema es de grado relativol es posible hacer el mapeo[35]

n=7Tx
donde T es una matriz constante. Se puede entonces implementar la ley de control
u=(CB)™'[~Byn— By +v]
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donde v es la nueva entrada y 84, B, son matrices constantes de dimensiones apropiadas, que
se obtuvieron en ¢l cambio de coordenadas. Con este control, el sistema ¥, toma la forma

= 6m+ 0y + TB(CB) v, Y=
Si se hace ¢l cambio adicional de variable
z=n—TB(CB) 'y
El sistema %4, se convierte
i=bz+yy, Y=v

donde ¥y = 6, TB(CB)~! + 6,.
La transformacién al utilizar dos modos, es dada por

0

0

0
0.56

0
0
0
0

| 1324 1

000
0 01
010
100
0 00

SO O -

¥ = col(—0.2235, ~0.5468, 0.3456, 0, 0)

-

0 0 0 1 —0.3456 ]
0 0 0 0 0.499%
By = 0 0 0 0 0.4965
~320.18 44323 0 0 0
256 —589 0 0 0 |

Con esto, con W = I, se cumple la desigualdad dada por 4.75.
En las coordenadas originales, el controlador tiene la forma

u= Fz+dw

donde
F=[00 0 -001722 —42.3503 10.9871 |

t
d=0.0056, w=060c+10e(8)ds], e=y—y.

Y ¥- es la salida de referencia. Los resultados del capitulo S, en los que se refleja el
comportamiento de este controlador, muestran que, a pesar de necesitar un menor torque,
requiere de m4s tiempo que los controladores LQR y PS para suprimir la deflexién.
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4.2 Controladores Basados en el Modelo Infinito

En esta seccidn, se presenta el disefio de tres controladores que se derivan directamente del
modelo original. El primero fue propuesto por Yuan en 1995. El segundo por Shifman en
1990. Y el tercero es propuesto en este trabajo de investigacion.

El controlador de Yuan requiere solo la medicion de las variables en la articulacion. Es
un ejemplo de la obtencién de un controlador Proporcional-Derivativo en la articulacién, sin
linealizar el modelo. Una de las ventajas es que en base a éste se pueden encontrar resultados
satisfactorios aiin cuando se manejen angulos de gran tamafio. El control lineal aplicado
por Cannon y Schmitz en 1984 y por Fukuda en 1985, utilizé6 un modelo lineal truncado
para obtener uno de dimension finita. Aunque sus resultados fueron satisfactorios, estos son
validos solo para el control del movimiento de dngulos pequefios.

Shifiman en {70] , utilizd una variable auxiliar para el desarrollo de su controlador. Esta
variable la obtuvo directamente del modelo y la aproxima por medio de un medidor de tension
(strain gage) colocado a lo largo del eslabén. Este controlador estddimitado por la necesidad
de la medicién de la variable auxiliar, el uso del strain gages estd limitade por la temperatura,
la longitud de la estructura y el acceso para llevar a cabo la calibracién. Cuando se trata
de ambientes no convencionales en los que se utilizan estructuras largas, como los robots
flexibles para inspeccion de deshechos nucleares, el uso de un strain gage es itnpractico.

Generalmente, la medicién de la posicién de la punta y de las variables en la articulacidn
son las Unicas variables disponibles para el disefio del control del robot flexible, lo cual no es
una tarea facil. En este trabajo, se propone un controlador que utiliza s6lo estas variables en
su implementacion.

4.2.1 Controlador Proporcional-Derivativo en la articulacion

En esta seccion se disefia un controlador Proporcional-Derivativo en la articulacién (Joint
PD), derivado directamente de X ;g7 , basdndose en técnicas de Lyapunov. El objetivo del
disefio de este controlador es ¢l hacer uso directo del modelo original.

Sea la siguiente funcién, una funcién candidata de Lyapunov, propuesta en [82] .

V=Th+ﬂ+U+C(T;+U)+%’Y(9—9d)2 (4.76)

y a la vez una funcién de error con respecto a los estados deseados 8. Donde 6, representa
el dngulo deseado del eje, ( > —1 y v > 0 son parametros de diseflo. Es claro que V' > 0,
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V =0solosif=0y6 =8,
Obteniendo la derivada en el tiempo de V, y mediante calculos directos resuita
V= [+ (- Ihé) + (6 - Gd)]é 4.77)

Se puede elegir la entrada de control (el torque) como

_ 1

= 1_+—C[_

donde & > 0 es también un parametro de disefio.
Sustituyendo la entrada de control en (4.77), se obtiene

V = —ké’

T k6 = (8 — 64) + (14| 4.78)

la cual es negativa semidefinida. Por lo tanto utilizando el Teorema de Estabilidad de
Lyapunov, se puede decir que ¢l robot alcanza el estado de equilibrio bajo la accidn del control
aplicado. Sustituyendo el control T in T ppper, se tiene que la ecuacidn de lazo cerrado es dada
por 85,

IO+ k) +40 =1+ w (0,8) + 404

Es claro que {# = 64,6 = 0} es el tinico estado de equilibrio del sistema en lazo cerrado.
También puede observarse que la funcion V' sélo se desvanece en el estado de equilibrio
deseado, es decir, # no puede ser cero hasta que V = 0 se alcance.

Sea

A {(e,é):o—od=0,é=0}
el conjunto invariante. Invocando el teorema de La Salle de conjuntos invariantes, se
obtiene estabilidad asintética global del punto deseado.

La ley de control dada por 7, no requiere retroalimentacion de las variables de deflexion.
Esta caracteristica hace a este controlador independiente del modelo utilizado.

4.2.2 Controlador utilizando medicion directa de un strain gage

En esta seccidn, se disefia un controlador al cual se le ha denominado “Controlador SG”. La
razon de este nombre €s que esta basado en la medicidn de una variable auxiliar por medio
de un medidor de tensién (strain gage) . El método para el disefio de este controlador fue
propuesto por Shifman [70] en 1991, por lo que esta seccidn estd basada en los trabajos: ([69]
;[70] ).

13 Considere un conductor de 4rea transversal umiforme Ar y longitud £ , compuesto de un material con resistividad p. La resistencia R
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El sistema en lazo cerrado con el controlador se muestra en la figura 4.8,

‘I’d

AY) rd
yd—-- Transformacion ny Pd) Controlador —T‘CD

-+

Robot flexible
W) en sieslabén

.
Figura 4.8. Sistema en Lazo Cerrado.

Las trayectorias se definen como los caminos tomados por el eslabon[69] y estin en
funcién del espacio y del tiempo. La variable espacial indexa continuamente los puntos a
través de la barra. La trayectoria a ser seguida se le denomina "trayectoria deseada”, que se
asume generada por un sistema idéntico al sistema actual de la barra (con un torque y unas
condiciones iniciales diferentes). El problema es forzar el error entre esta trayectoria deseada
y la actual a cero. Se asume que la trayectoria deseada es conocida.

Considere la figura 2.1 del capitulo 2. El eslabon tiene densidad de masa uniforme, inercia
seccional J, médulo de Young E y longitud /. Opera en un plane horizontal de modo que
no hay efectos gravitacionales. Hay un actuador en un extremo de 1a barra con momento de
inercia denotado por I,. Se indexan los puntos de la barra por la variable espacial z, y la
variable del tiempo con ¢. Esta posicién es descrita por la ecuacion

y(z,t) = 20(¢) + w(z, t) (4.79)
del conductor es dada por
eL
A

Si este conductor es sometido a compresion 0 a tension. su resistencia cambiard debido a los cambios dimensionales (longitud y area
transversal). La resistencia también cambiara debido a la propiedad de materiales denominada piezoresistencia, que indica la dependencia
de la resistividad p en las tensiones mecanicas.
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Al sustituir esta ecuacion en el sistema Y gpp S¢ Obtiene

py + EIy”’I - 0
con las condiciones dc frontera dadas por

Ely

”

If
O O o

0

{

1l

|

I

Tl
| o=—-7+1,0

correspondiendo a la barra sujetada a la base y sin momento aplicado en el extremo libre.
Si se consideran las siguientes definiciones de variables

e=y'-y
F=qt—g
0 = gd - 9 ~
donde el superindice d indica la variable descada. Al sustituirlas en (#.79), se obtienen
d
e =y* —z8(t) - w(z,t) e ¢
o _ 1l ‘ = - y .
z,,____ _guf?)(m ;‘)" (%) , é=—g=-ab(t) ~blz,t)  @80)
eml — —w""(,:z: t) €= -‘ma(t) = U:’(:E,t)

entonces, la segunda ecuacién de > | o5 €n la términos del error estd dada por

(11

Ele" + pg=0 4381)

con las condiciones de frontera

”n

Ele|y=0 El¢ ;=0 EI¢" ;=0 EI€ Jo= -7+ 1, 0

Al integrar dos veces la segunda ecuacion de (4.81) conrespectoa z, , primerode z al,y
luego de 0 a I, se obtiene la expresion

U 1
F=p f / é(z,)dz,dz) + I, 8
0o =z
[ 1

de la cual puede notarse que, p [ [ é(z,)dz.dzy + Iy § puede controlarse debido a que el

a Iy

torque afecta directamente la segunda derivada. Para ser mas explicitos en esta observacion,
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sca

Ut
Xi=p / / e(z,)dz.dzy + 1,0 (4.82)
o T

entonces resulta que
F=—aX—-cX=X

con las ¢; constantes, que se pueden seleccionar adecuadamente. De este modo, el sistema en
lazo cerrado tiene la forma

X+C1X+COX=0

donde el comportamiento de las X se determina mediante la eleccion de las c;s.
Como X representa todo €] movimiento del error de la barra, se disefia una ley de control
para e. Esta ley estd dada por

~

7 = c10X + eu1 0 +cpoX + epnf *,
donde las ¢;; > 0 son constantes.
Encontrando una relacion entre las c;;, este controlador pucde reescribirse como
F=—co(X +ef)— (X +¢, 8)

donde el valor de la variable X se puede medir mediante ¢l uso de un medidor de tensién
(strain gage).

Los siguientes teoremas, que se encuentran en [70] , prueban la estabilidad asintética y la
uniformidad exponencial respectivamente, del sistema (4.81) en lazo cerrado.

TEOREMA 4.3 E! sistema en lazo cerrado descrito por (4.81), es asintéticamente esiable
sweto a condiciones iniciales suaves con sus derivadas de cuarto orden continuas a pedazos.

Prueba:  Ver [70].

TEOREMA 4.4 El sistema en lazo cerrado descrito por (4.81), es uniformemente exponen-
cialmente estable cuando las condiciones iniciales yon syficientemente suaves.

Prueba:  Ver[70].
Para el célculo de la trayectoria, se hace la suposicién de que ¥2(¢) es un polinomio en
el tiempo y por lo tanto existe una k& > 0 tal que é‘;yg = 0. Como el torque se puede
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fijar a cualquier valor, la trayectoria requiere cumplir la ecuacién diferencial 4.81 con sus
condiciones de frontera y la trayectoria del efector final dada.
La trayectoria seleccionada y?(t) dada yZ(¢) esta dada por

yg(t) = ¢+ Cit + cot?

entonces
’ co + it + cot?
y(t) = —— <+ flz)g(®)
donde

2pcy T°
f(z) = —%}E +ag + a1 + apz® + ag2®, g(t) =1

y las a; cumplen las condiciones de frontera siguientes
1%(0,t) =0
g (L,t) =0
vt (L) =0
(1) = e + el + eol® = y2{0) N
Los pardmetros ¢, y c¢; determinan como el tiempo promedio del comportamiento del
eslabon, esto es de un sistema de segundo orden con X como la variable. El parémetro c; es
visto como un término que absorbe parte de la energia vibracional. Es el que varia el torque
para absorber esa parte de la energia vibracional. Para la medicion de la variable auxiliar
(ecuacion 4.82) se puede utilizar un medidor de tension continuo.
Los valores de los pardmetros utilizados en simulacién, se muestran a continuacién:

Parametro | ¢, | 1 | &
80| 15| .05

4,.2.3 Controlador utilizando una aproximacién numérica del medidor
de tension

El controlador propuesto por Shifman, presentado en la seccién anterior, garantiza estabilidad
del sistema en lazo cerrado, pero requiere la medicién de la variable agregada dada por (4.82).
Shifman propone el uso de un medidor de tension continuo para el cilculo de esta variable.
Otro método consiste en la colocacion de pequeiios eslabones flexibles en cascada a través
de la estructura flexible, cada uno de ellos retroalimenta del anterior de datos referentes a la
deflexién[49] 6 disefiar un arreglo de medidores de tension a través del eslabén y hacer la
aproximacién numéricamente.
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Cuando se trabaja en ambientes no convencionales, ¢l disefio de un robot flexible se realiza
tomando en cuenta las caracteristicas del material. Por esta razdn, las especificaciones del
material se conocen y contienen una proyeccién del comportamiento de éste en el ambiente
en el que va a trabajar.

En esta seccion, se presenta el disefio de un controlador que utiliza para su implementacién
las mediciones de las variables en la articulaciéon y de la punta. Se le ha denominado
“Controlador Strain Gage Aproximado (SGA)”, ya que se requiere la aproximacion numética
de una variable auxiliar, Este controlador tiene una forma similar al controlador de Shifman,
pero en lugar de tomar la medicion directa de strain gage continuo, lo hace mediante una
aproximacién numérica.

Como muestra del método, se utilizard la aproximacion numérica de un strain gage para
un eslabén flexible. El esfuerzo y las tension estd relacionado a la deflexion w(z) de la barra

por

oz dw 4
Em—p_ dx ~

como y(z,t) = 26(t) + w(z, t), se tiene que el esfuerzo (strain) ests dado por

L "

€ = 2W =2y

y la tension es dada por 622 = Ee,; = Ezy . También

I, =1, Au
o T~ Az

Ezz =

y z es la distancia con respecto al eje neutral de la barra al punto de interés.
Como

y(z) = 26 + w(zx)

la ecuacion de la variable auxiliar (4.82), esta dada por

] / (edzodoy = 516 / pa)y (z)ds

donde p(z) = 118 — 1z + i°
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(a)Antes de la deformacion

4

(b)Después de la deformacion

Figura 4.9. Medicién del strain gage en un segmento.

Ra
Escogiendo como el ancho del strain gage W(z) = 1/p(z) y sabiendo que

d B () = k%dz

obtenemos

% j d Ag () = j plz)y (z)dz

Desarrollando la aproximacion numérica de la integral del lado derecho de la ecuacién
anterior, se obtiene un valor para el intervalo de 0 a {. Hasta este punto, los errores que se
presentan, son los etrores de por parte del método numérico utilizado y por redondeo. Para
mejorar esta aproximacion, se utiliza la técnica de elementos finitos para dividir la barra en
segmentos iguales, y en cada segmento aplicar la aproximacion numérica.

Uno de los datos que se requieren es el dato de la medicién de la punta'®. Aplicando
la técnica de elementos finitos, en forma similar a la que se present6 en el capitulo 2, la
aproximacion numerica en cada segmento de tiempo, en tiempo real esta dado por

lgm P 1
=-PBo4+—--
A, 3 +8l0 3

14 En el robot flexible experimenal, csta medicion se realiza en tiempo real.



Donde [, se considera una cantidad constante igual a la longitud de labarra y la [ es medida
en tiempo real durante la trayectoria de la barra a la posicién deseada,

Al dividir la barra, tenemos que con 6 segmentos es mas que suficiente para aproximar
toda la medicién

=y
(=)

S

NOWw D ¢<h & =~ O o
| A

N

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 4.10. Error en aproximacién segin niimero de segmentos.

Los valores de los parametros en la implementacién experimental, son los mismos que
se utilizaron en la simulacién del controlador de Shifman, la razén de esto es comprobar
el comportamiento del robot con las variables auxiliares obtenidas de aproximaciones
numéricas. Estos parametros se muestran a continuacion:

[ Parémetro | ¢, | €1 | 2
80 15| .05

4.3 Resumen

En este capitulo se presentaron los controladores disefiados para la evaluacién experimental.
Cuatro de ellos se disefiaron basandose en el modelo lineal obtenido por andlisis modal. Este
modelo se truncd a 3 modos para su implementacién. Un controlador se disefié en base a
la técnica de perturbaciones singulares. Esta técnica divide al modelo en dos subsistemas,
donde como subsistema lento se considera la parte rigida y como subsistema rapido la parte
flexible del robot. Tiene como ventaja que la reduccién del modelo se obtiene considerando
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las constantes eldsticas. La principal ventaja de los controladores basados en modelos de
dimension finita es que se pueden aplicar las técnicas de control lineal existentes y disefiar
compensadores para suprimir los efectos de los modo altos. Como la supresion de estos modos
no es exacta, aun queda mucho camino por investigar para la aplicacién de estas técnicas a
estructuras flexibles.

La segunda parte del capitulo se concentré en el disefio de controladores basados en un
modelo infinito. Se les ha denominado asi, ya que se derivan directamente del modelo original
por lo que su principal ventaja es que conservan la estructura del modelo. El controlador de
Yuan, es un ejemplo de un controlador que requiere solo las mediciones de las variables en
la articulacion. La diferencia de éste con ¢l controlador PD basado en modelo finito es que
es aplicable para movimientos de angulos grandes del robot flexible. La forma que tiene el
controlador de Shifman, lo hace factible para aplicacion real ya que la variable auxiliar se
puede obtener de diversas maneras. La forma mas directa es por medio de un strain gage
continuo. El controlador que se propone en este trabajo, es un controlador que wutiliza las
mediciones de las variables en la articulacion y de la punta, que so:kl\as que generalmente se
tienen disponibles en el robot. Requiere también de una variable auxiliar por lo que se llevd a
cabo una aproximacioén numeérica y se aplicé la técnica de elementos finitos para su obtencion.

Todos estos controladores muestran un nuevo camino en el disefio de controladores para
estructuras flexibles.
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CAPITULOS

Evaluaciéon Experimental

En este capitulo se presentan los resultados experimentales de los controladores disefiados
en el capitulo anterior. En forma inicial se presenta la descripcion del equipo experimental
en el cual se llevaron a cabo las pruebas y se muestran los modos obtenidos de los calculos
de las frecuencias. Finalmente se muestran las graficas comparativas de los resultados en
simulacion con los resultados experimentales.

5.1 Descripcion del Equipo ~
~

El esquema de funcionamiento del robot experimental se muestra en la figura 5.1. Este consta
de una barra 6 eslabon flexible cuyo material es de aluminio, ésta esta fija en uno de sus
extremos a una base en la que se encuentra un motor de corriente directa. Este motor aplica el
torque al eslabon para su movimiento. Montada sobre €] motor se encuentra una cdmara con
resolucion de 0.014 cm/pixel, la funcién de ésta es detectar la posicion del led que se encuentra
en ¢l otro extremo de la eslabon, en la punta. Esta deteccion se realiza en tiempo real durante
el movimiento del eslabon. Al momento de que la camara detecta la posicién del led, se
determina la deflexién de la punta. Estos datos son retroalimentados a una computadora 486
mediante una interface A/D (Andlogo/Digital) y D/A (Digital Analogo). La funcién de la
computadora PC 486 es la retroalimentacion de datos y disefio del control, donde este control
se implementa en lenguaje de programacién C.

El equipo experimental del robot flexible en el eslabén con un grado de libertad se muestra
en la figura 5.2.

El experimento consiste en realizar movimientos del robot flexible a +n grados con
respecto al origen (en este caso el centro, considerando ahi la referencia 0 grados).

Los pardmetros del sistema son: Inercia de Camara 0.002K gm?, Longitud del eslabén
91.4cm, Altura del eslabon 2.54cm, Ancho del eslabon 0.3175¢m, Masa del eslabon 0.06 K g,
Inercia del eslabon 0.0042K gm?, Rigidez Flexural 8K gm?/s?, Densidad Lineal 0.8K g/m.
Un cuadro mas detallado de las especificaciones del robot experimental, suministrado por el
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distribuidor, se encuentra en el apéndice E.

Camara

) Led
—-J_Q Barra Flexible ?
— = =8 = -% T q—% = = = 1

Motor CD

=
Erncoder
Cam/Enc. AD DA
I PC BUS |

Figura 5.1.Esquema del Robot Flexible
R

Figura 5.2. Robot Flexible Experimental

5.2 Proceso de Calibracion

La salida de la cimara es una sefial andloga que es proporcional a la deflexion de la fuente de
luz relativa al eje central. La ganancia y el offset de la medicion son ajustables a traves de dos
tornillos localizados en la camara. La salida de la camara se calibra para obtener la deflexién
de la punta, para esto se requiere de un procedimiento para obtener la medicién de la cdmara
en 13 puntos de deflexion equidistantes.

El procedimiento de calibracién es el siguiente:
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1.- Coloque un dispositivo para obtener la primera medicion que es en el origen.

2.- Corra el programa de calibracion para imprimir el voltaje muestreado usando A/D.

3.- Ajuste el offset hasta que la medicion sea cero cuando la fuente esté ¢n la posicién del
origen (cero).

4.- Mueva ahora a la primera posicion equidistante y ajuste la ganancia hasta que el voltaje
sea de 1.5 volts.

5.- Repita los pasos 4 y 5 hasta que las mediciones formen una linea recta como se muestra
en la siguiente grafica:

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 5.3a. Curva de calibracién tipica de la posicion de la punta vs. voltaje medido.

5.3 Modos del Sistema

Para propdsitos de simulacion y de implementacion se utilizaron tres modos. Para su célculo,
se requiere la ecuacion dada por (3.27). Esto nos da los valores de los valores de frecuencia.

Se utilizo un algoritmo que se programé en Matlab para calcular estos valores. En la Figura
(5.3b) se muestra en forma grafica, como el algoritmo determina los valores que satisfacen la
ecuacion.
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Figura 5.3b. Modos del sistema

La siguiente tabla muestra los modos calculados y los medidos experimentalmente en la
estructura de robot flexible:

Modo | Frec. Cale. | Frec.Med. |
1 2.11 1.9

2 13.29 13.1

3 37.21 33

Para la obtencién de ¢ (0), se utiliza la siguiente ecuacion

_3h
5

Vs

donde L = Bly A; = Bl/L
Tomando en consideracion que de acuerdo a las especificaciones I, = 0.0042, I;, = 0.002,
la ecuacién anterior resulta

3x2.1x[

"ye-z_—-——

(B1)°

que corresponde a cada modo de frecuencia. Sustituyendo los valores de 3, que son los
modos de frecuencia en la ecuacion de solucion modal dada por (3.37), se obtiene

o

Modo | Frecuencia | ¢;(0) ¢,()

l 1.9 0.4424 -0.3743
2 13.29 0.000899 -0.6829
3 37.21 0.0000409636 | -0.5776




5.4 Resultados de simulacion y Experimentales

Las siguientes graficas muestran una comparacién de los resultados de simulacion (linea
Continua) y experimentales (linea punieada) de los controladores disefiados.

Deflexién {m)
S

5
L

0.0
L
N
Q17 -~
&
v} 1 2 3 4 5 6
Tiempo (Segundaos)
Figura 5.4 Controlador PD. Deflexion,
2 -
1 -
o/ o S SO 5.5
E
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(]
=3
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S -2
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at
0 1 2 3 4 8 i3

Tiempe{ Segundos)
Figura 5.5. Controlador PD. Torque.

El controlador PD, muestra un maximo torque de aproximadamente 1 Nm., pero su
respuesta en la deflexion del eslabon es oscilatoria. Hasta después de 5 segundos, la
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deflexidn es casi nula. Este controlador fue incluido como base de comparacion para los
otros controladores.

0.1
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Figura 5.6 Controlador LQR. Deflexitn.
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Figura 5.7. Controlador LQR. Torque.

El controlador LQR presenta un maximo torque de aproximadamente 1 Nm., pero su

respuesta en la deflexion del eslabon es amortiguada en un tiempo menor que el controlador
PD.
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Figura 5.8. Controlador PS. Deflexion,_

v A
o

s
2 [
1
3 0
=
L
g .1
o
LX)
C L2
a k
oy
0 1 2 3 4 5 6

Tiempo (Segundos)
Figura 5.9. Controlador PS. Torque.

Este controlador PS presenta un maximo torque de aproximadamente 1.5 Nm., pero su
respuesta en la deflexion del eslabon es amortiguada y en un tiempo menor que el controlador

LQR.
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Figura 5.10 Controlador LQG/H,,, . Deflexion.
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Figura 5.11. Controlador LQG/He,. Torque.

El controlador LQG/H,, presenta un maximo torque de aproximadamente 1 Nm., pero su
respuesta en la deflexion del eslabén es amortiguada en un tiempo mayor que el controlador
PS.
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Figura 5.12. Controlador Pasivo. Deflexién.
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Figura 5.13. Controlador Pasivo. Torque.

El controlador Pasivo presenta un maximo torque de aproximadamente 0.5 Nm. y su
respuesta en la deflexion del eslabon es amortiguada en un tiempo semejante al controlador
PS. En comparacién con la respuesta en deflexion del controlador PS, presenta una méxima
deflexién de 0.075 contra 0.05 del controlador PS.
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Figura 5.14. Controlador JPD. Deflexién.
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Figura 5.15. Controlador JPD. Torque.
El controlador JPD presenta un maximo torque de aproximadamente 1 Nm. y su respuesta
en la deflexién del eslabon es amortiguada en un tiempo semejante al controlador PS. En

comparacion con la respuesta en deflexion del controlador PS, presenta una maxima deflexion
de 0.35 contra 0.05 del controlador PS.
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Figura 5.16. Controladores SG y SGA. Deflexion
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Figura 5.17. Controladores SG y SGA, Torque

El controlador SG presenta un maximo torque de aproximadamente 0.5 Nm. y surespuesta
en la deflexion del eslabdn es amortiguada en un tiempo semejante al controlador SGA. El
controlador SGA muestra un maximo torque de 1 Nm. En comparacion con la respuesta
en deflexion del controlador PS, muestra una maxima deflexion de 0.07 contra 0.05 del
controlador PS, pero la oscilacion que se presenta en el controlador SGA es menor.
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Conclusiones

Esta investigacion ha tratado de contribuir al analisis del disefio del control de robots flexibles,
mediante el estudio de dos estrategias. La primera se centra en el disefio de controladores
basados en modelos de dimensién finita. La segunda en el disefio de controladores
basados en el modelo PDE, denominado modelo infinito. Como método para demostrar
el comportamiento de todos estos controladores, se desarrollaron simulaciones. También se
aplicaron los mismos controladores a un robot flexible experimental.

En la primera estrategia, la reduccion del orden del modelo PDE se obtuvo por
truncamiento y por ¢l método de perturbaciones singulares. Como ejemplo se disefiaron los
controladores PD, el LQR, el PS, el LQG/H,, ¥ el Pasivo. Los resultados mostraron que:

» El controlador PD, con sensor/control colocado, no es eficiente en la supresion de las
oscilaciones del eslabon.

» Los controladores LQR, PS y Pasivo, son una alternativa para cuando se tiene
sensor/control no colocado. El mas eficiente de éstos fue el de perurbaciones singulares, que
necesito un menor tiempo para controlar la deflexion de la punta y presenté menor deflexion.

» Las resultados cuando se utilizan las técnicas de LQG/H.,,, muestran que la deflexiéon
es amortiguada adecuadamente. Esta respuesta es similar a la observada por ¢l controlador
disefiado con técnicas de perturbaciones singulares. El torque requerido es mayor, pero esta
desventaja puede anularse encontrando unos valores de peso mas adecuados.

En la segunda estrategia, se disefiaron tres controladores. El primero se retroalimenta sélo
de la medicion de variables de la base. El segundo utiliza un strain gage para la medicion de
las variables del eslabon. El tercero se diseiié mediante una aproximacion numérica de una
variable auxiliar. Esta aproximacién s¢ basé en los datos de la posicion de la punta.

Los resultados mostraron que:

» Estos controladores logran suprimir las oscilaciones en un tiempo semejante al de los
controladores LQR, PS.

» En el primer controlador, el torque fue mayor al de los otros dos controladores.

» El segundo controlador requiere poco torque y su variable de salida es controlada en
forma precisa. Sin embargo, el hecho de necesitar un strain gage en su eslabén, lo hace
inutilizable en estructuras largas.

» El tercer controlador es similar al segundo, aunque requiere de un torque mayor. Como
se retroalimenta de la medicion de la posicién de la punta, tiende a ser un opcidn viable para
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el control de estructuras flexibles largas.

El estudio del disefio de robots flexibles sigue en proceso. Las conclusiones emitidas son
valiosas para un mejor entendimiento del campo y sirven como punto de partida para trabajos
futuros.
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Apéndice A
Preliminares Matematicos

DEFINICION 5.1 Una Funcion continua V : R® x Ry — R es localmente positiva definida
si para algiin € > 0y una funcion continua estrictamente creciente o : Ry — R,
Vio,t)=0 y  Viz,t)>efllzll) VzeB,vix0.

Una funcion positiva definida es localmente una funcion positiva con la condicion adicional
de que a(p) — oo como p — oo.

DEFINICION 5.2  Una Funcion decreciente es una funcion continua V. : R® x R, — R si
para algin € > 0y alguna funcion estrictamente creciente f: Ry — R,

Viz,t) < B(l|zll} VzeB,Vt>0

TEOREMA 5.1  (Téorema de Lyapunov para estabilidad). Considere una funcion no-negativa
Viz,t), V : R" x Ry — R teniendo como derivada a'V a través de las trayectorias del
Sistema

i=f(z,8) zt)=0 zER"

entonces,

1) Si V es positiva definida localmente y V< 0 localmente en z para todo

-—

t, entonces el origen del sistema es localmente estable en el sentido de Lyapunov.

2) Si V es localmente positiva definida y decreciente, y ~V es localmente positiva definida,
entonces ¢l origen del sistema es uniformemente asintdticamente estable localmente.

3) Si V es localmente positiva definida y decreciente, y —V es positiva definida, entonces el
origen del sistema es globalmente uniformemente asint6ticamente estable.

AV se le denomina funcién de Lyapunov para el sistema.

DEFINICION 5.3 (Principio de Invariancia de La Salle). Sea V(z),V : R™ — R una funcién
positiva definida localmente tal que en un conjunto compacie Q, = {x € R" : V(z) <
¢}, V(z) < 0. Definiendo

S={zeQ:V(z)=0
entonces, como t — 0, la trayectoria s(t, z,,t,) tiende al conjunto mas grande invariante

en S. En particular si S contiene solamente al conjunto invariante z = 0, entonces 0 es
asintéticamente estable.
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Apéndice B
Coeficientes para una barra

Coeficientes para una barra (Long slender rod). Una solucion bien conocida a la ecuacidn
(3.57) es

u(@,t) = Y dalz)na(z)

a=1

donde

!
i = / b} f (2, 1)

., = (pl)?[cosh Ao€ — €08 Ao€) ~ ko(sinh Ao — sin Apf)]
_pdl s
MV ST

ks = {sinh Ay — sin A,)/{cosh Ay + cos A,)

Las frecuencias naturales son calculadas de la solucién numérica de la ecuacion trascendental
1+ cosdecosh), =0

Los modos ”Shape” de la ecuacién (3.57), satisfacen las condiciones de ortogonalidad
!
[ baleltg(@liz =0 a#p
También la ecuacion (3.57), satisface la condicion de normalizacién

1 l
/¢§d7n=plf¢id€=l

En vibracion libre, la fuerza y el torque en la barra en 0 son:

F(t) = Zpaﬁa
a=]

G(t) = Zhaﬁa
a=1
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donde p,, y k, son los coeficientes de [a estructura dados por

i
Pa = /¢adm=ﬁ’l/¢ad€=2(p1)% a/Aa

!
e = / 2 gdm = pi? ] £6,d8 = 2(pi%)} /22
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Apéndice C
Teoria de Timoshenko

Como complemento, se describe en esta tesis, la teoria desarrollada por Timoshenko. Esta
teoria asume gue la deformacion de la barra solamente es debida al cortado y que el elemento
vertical antes de la deformacion permanece vertical después de la deformacion y se mueve a
una distancia w en la direccion transversal z. El campo de desplazamiento es entonces dado

por

U, =0
Uy =0
u, = w(z,t)

Los elementos tangenciales a ta linea central de la batra estdn sometidos a una rotacion 3(z, t),
mostrada en la figura 2.3b, que claramente tiene un dhgulo de corte 3. Las deformaciones
correspondientes estan dadas por €, = %w’que enteposo tiencun valore = 0.

El esfuerzo consiste de sélo un componente 7., = Gw', donde G es el médulo de cortado.
Con estos datos se puede continuar para derivar las ecuaciones de la barra sujeta puramente
a la fuerza de cortado con un procedimiento similar al anterior. En los casos reales, se sabe
que una componente significativa surge durante la deformacion, por lo que se analizan los
efectos combinados de las componentes por cortado y las componentes dadas en 1a teoria
Euler-Bernoulli.

Se asumen, entonces, los siguientes desplazamientos

g = ~z3f(z,t) = —z{w’ — B(x)}
Uy =0
Uz = UJ(Q:, t)

La pendiente total de la deflexion de la barra, consiste de dos partes: Una debida al curveado
denotada por 1(z) y la otra debida al corte denotada por 3(x). El desplazamiento axial de un
punto a una distancia z de la linea central es debido solamente a la pendiente de curveado.
El campo de desplazamiento es entonces dado por

Ea;z = —-Z’l{)
Ezz = %(U) - Ip)
¢ = 0, en reposo
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Los esfuerzos estan dados por

Tze = —EZU)I
Tzz = le(w' - d))

T =0, enreposo

dw
%ﬂ =375' Ux=-ZV¥

- -2y =)
U:Hbous
dwp
(@) Cortass (shesr) Yacs= {b) cunvesdo { Euler).

Figura 2.3b, Curveado y Contado

La energia potencial es dada por
]

1 ’ ' '
U= Ef{EI(zf; ¥ +k AG(w ~—¥)*}dz
La contribucién de energia cinética del eslabdn, estd definida como

!
1 .2 "2
Tz=§f(pz4w + pIy )z
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El trabajo realizado por la fuerza externa se denota por
t

/ qwdz

o
Al aplicar el principio de Hamilton, se obtiene

ty 1 ! !
) / [% [ {EI()? + K AG(w - ¢)2}dz — % f (pAG? + pIp")dz — / qwda:] dt=0
ty ° o o
Mediante el calculo de la variacion de esta expresion, se obtienen las ecuaciones diferenciales
del eslabon, descritas por
—{K AG(W ~ )} + pAid = g
~EIf—k AG(W —¥)+plp =0
kE AG (w' - I,D)(sw[o,g] =0
ElY dwigy =0
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Apéndice D
Medidor de Tension Resistivo

Uno de los dispositivos que se utilizan para la medicion de posicién en un eslabon, es el
medidor de tensién, denominado Strain Gage. En esa seccidn se presenta un andlisis medidor
de tensidn resistivo, el cual estd basado en [23] . Considere un conductor de 4rea transversal
uniforme Ay y longitud L , compuesto de un material con resistividad p. La resistencia R del
conductor es dada por

S (D.1)

Si este conductor es sometido a compresién o tension, su resistencia cambiara debido a los
cambios dimensionales (longitud y area transversal). La resistencia también cambiar4 debido
a la propiedad de materiales denominada piezoresistencia, que indica la dependencia de la
resistividad p en las tensiones mecanicas. s

Para encontrar como ¢l cambio, denominado dR, en R depende de los pardmetros basicos, se
deriva la ecuacion D. 1, lo que resulta

Ap(pdL + Ldp) — pLdAr

dR = A?, D.2)
Como el volumen es dado por V = ArL, al calcular su derivada se obtiene
dV = ArdL + LdAr
la cual es igual a
dV = L(1 4 €)Ap(1 — ev)? = ArL (0.3)

donde ¢ es la tension unitaria y v es la razon de Poisson. Dado que ¢ es pequeiia, se puede
hacer la siguiente aproximacion

(1—ev)? = 1—2we
aplicando 1z ecuacion anterior, D.3 resulta
dV = ArLe(l — 2v) = ApdL + LdAp
¥ como € = %, entonces
dV = ArdL(1 — 2v) = ApdL + LdAr
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de donde
—2vAprdL = LdAr

Al sustituir este resultado en D.2, se obtiene

pArdL + LAdp + 2vpArdL
dR = A2
y por lo tanto
dL L
JR=" (1+ 2v) " dp
Ay Ar
Al dividir esta ecuacién sobre D. 1, resulta
dR dL dp
Por lo que el factor de medicién, denominado Gage Factor, estd dado por
dR/R ;
dL/L || . 1 _
Cambio en la resistencia debido al cambio de longitud
+ 2v
Cambio en la resistencia debido al cambio en el drea
dp/p
+ ar/L

Cambio en la resistencia debido al efecto piezoresistivo

Entonces, si el factor de medicion se conoce, la medicién de dR/ R, permite la medicion de
latensién dL/L = e. Este es el principiode un medidor resistivo de tension.

El término aif/% también puede ser expresado como mE, donde m; es el coeficiente
longitudinal piezoresistivo y £ es el modulo de elasticidad. La propiedad del material
puede ser positivo o negativo. La razon de Poisson esta siempre entre 0 y 0.5 para todos los

materiales.
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Apéndice E

Especificaciones del Robot Experimental

Las siguientes especificaciones fueron suministradas por el distribuidor.

Camera

Camera/Encoder Board

Lens
Motor and Encoder

Flexible beam
Amplifier Module

A/D, D/A Board

Protection

EG&G Reticon Model 1911 KKN, 2048 pixel linear CCD.

13 micrometer per pixel at image end.

Resolution when light source is 1 metre away: 0.014cm. (.036in.) per p
Eight bit PC bus Quanser Consulting board.

Camera scan rate: 3.5 MHz.

Led Position sampling rate: 1682Khz.

Maximum encoder pulse frequency: 1.75Mhz.

Encoder counters: 16 bit.

Nikon 85mm F1.4

Direct drive PMI permanent magnet DC motot.

Peak Torque: 13.4 N (118 Lb-in). Stall Torque:1.22 Nm (10.8 Lb-in)
Continuous Stall Current: 7.52 Amps. Cogging Torque: ZERO.
Torque Constant: 0.17Nm/Amp (1.5 Lb-in/Amp)

Armature resistance: 0.73 Ohm.

Encoder Resolution: 0.03 degrees per count

Anodized aluminum. Width: 2.54cm. Thick: 0.3175 cm. Long: 91.4 cir
4 quadrant PWM current mode amplifier. Gain: 2 Amps per voit.
Output Current: 10 Amps. 20 Amps peak. Bandwidth: 500 Hz.
Deadband: ZERO. Self Protected.

Eight bit PC Bus Translation DT2811PGH board.

8 differential bipolar input 12 bit A/D. 2 bipolar output 12 bit D/A
Real time clock, 8 digital inputs, 8 digital outputs.

Mechanical limit switches disable the amplifier.

Current limiting built in amplifier. Compliant and latching hard stop.
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Apéndice F

Programa para obtener el Controlador .,

En este apéndice se muestra el listado del programa utilizado para obtener el controlador H.

Al final se muestra el sistema que representa al controlador %-

% Programa para obtener controlador H INFINITO
% Modificado por Martha Aguilera.

% Copyright. All Rights Reserved.

%

clc

disp(’ *)

disp(’ *) %
disp(’ << #1: Robot Flexible >>") N
disp(’ °)

disp(” )

disp(* *)

disp(’
disp(* +/ | H-inf | / | | | Rob.|)

——

disp(’ —>(X)— —| Cont- | — —>| ZOH |—>| }
disp(’ #- T5:0.01 | roller| T5:0.01 | | | fle.] |")

disp(’ | sec sec B

disp(’ | ')

disp(” |

disp(’ *)

disp(’ 7}

disp(’ (Presione una tecla para Continuar ...)")
pause

format long e

ceros8 = [-30.6308+19.4495*1 -30.6308-19.4495%; 29.9349+21.1595%1 29.9349-21.1595%] -

10.7968 11.1877]";

polos8 = [-0.9678+48.3716*1 -0.9678-48.3716*i -.04323+21.611*1 -.04323-21.611% -

1772+11.811*i -.1772-11.811*i 0 O;
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[num,den]=zp2tf{ceros8,poloss,1);

[a.b.c.d] = t{2ss(num,den);

clc

disp(* *)

disp(’ *)

disp(’ Lazo abierto del modelo del robot:”)

num

den

disp( Polos de la planta en lazo abierto:”)

poleg = roots(den)

disp(’Ceros de la planta en lazo abierto °)
zerog=roots(num)

disp(’ ")

disp(’ ") -
disp(’ (Presione cualquier tecla para Continuar..)’)
pause

clc

disp(’ ’)

disp(’ ")

disp(’ << Plano W >>7)

disp(’ *)

disp(**)

disp(’ Aiiadir a la planta un Z.0.H y convertirlo al *)
disp(’ *)

disp(’ plano W- ( periodo de muestreo: 0.01 seg) ....")
disp( *)

~

disp(’ *)

disp(’ ")
disp(’ {az,bz] = ¢2d(a,b,0.01);

disp(’ ")

laz,bz) = ¢2d(a,b,0.01);

disp(’ [ag,bg,cg,dg] = bilin(az,bz,c.d,-1, Tustin*,0.01);)
disp(’ )
[ag,bg.cg,dg] = bilin(az,bz,c,d,-1,” Tustin’,0.01);
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disp(’ )
disp(’ *)

disp(’ (Presione cualquier tecla para Continuat...)")

%pause

clc

disp(* *)

disp(’ ")

disp(’ - - - Calculando la Grafica de Bode de la planta en lazo abierto (ens & w) - - -")
w = logspace(-3,5,100);

svg = bode(a,b,c.d,1,w); svg = 20*log10(svg);

svw = bode(ag,bg,cg,dg,1,w); svw = 20*log10(svw);

disp(* *)

disp(**) ‘

disp(* ) -

disp(’ ")

disp(’ (Presione cualquier tecla para ver la GRAFICA.)’)
Yopause

semilogx(w,svg, w,svw)

title(’SISO Robot Flexible en Lazo Abierto (in s & w domain)’)
xlabel(’Frequency - Rad/Sec’)

ylabel(’SV - db’)

text(150,-30,"Nyquist Freq.: 100pi’)

grid

%pause

cle

%odisp(® *)

%disp(® << Especificaciones de Disefio >> )

Yodisp(’ °)

Y%disp(’ 1). Especif. de Robustez : ancho de banda — 30 r/s’)
%disp(’ Pesos asociados:’)

%disp(’ *)

%disp(® -1 50%)

%disp(” W3(s)=——)

%disp(* s")
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%disp(’ *)

Y%disp(" *)

%disp(® 2). Performance Spec.: sensitivity reduction of at least 100:1°)
%disp(’ up to approx. 11/s’)

%disp(” Associated Weighting:”)

%disp(’ ’)

%disp(® -1 -1 15s+17)
%disp(” W1(s) = Gam *
%disp(’ 10°)

Yodisp(* *)

%disp(’ donde "Gam” es de rango 1 —> 1.57)

puw3i=[1 1] ;dnw3i=44.8*[1 0];

syw3i = bode(nuw3i,dnw3i,w); svw3i = 20*1og10(svw3i);

nuwli =[1 1/15); dow1i=1.1*[0 1/15);

svwli = bode(nuwli,dnwli,w); svwli = 20*]6g10(svwli);

disp(’ *)

disp(’ )

disp(’ (Presione cualquier tecla para ver la grafica de los pesos ...)")
pause

semilogx(w,svw1i,w,svw3i)

grid

title"MIMO LSS Ejemplo de Disefio. Especificaciones de Disefio’)
xlabel("Frequency - Rad/Sec’)

ylabel(’1/W1 & 1/W3 - db’)

text(0.0035,-20," Sensitivity Spec.—~ 1/W1(s)")

text(100,0,"Robustness Spec.’)

text(1000,-10, 1/W3(s)")

pause

cle

disp(’ << FORMULACION DEL PROBLEMA >>7)

disp(’ *)

disp(* Formar una planta aumentada P(s) con las dis funciones de pesos:’)
disp(* *)

disp(> 1). W1 que penaliza )a sefial de error "e™)

b
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disp(C’ *)

disp(’ 2). W3 que penaliza la salida d¢ la planta "y™)

disp(’ )

disp(’ ¥ encontrar un controlador estabilizador F(s) tal que la Hinf-norm’)
disp(’ de TF Tylul es minima y menor que uno, i.e.”)

disp(’ *)

disp(’ min |Tylul| < 1,%)

disp(" F(s) inf")

disp(" *)

disp(’ donde *)

disp(’ | -1/°)

disp(’ Tylul = | Gam*W1*(l + GF) | = | Gam * W1 * S |")
dispC | -1 | W3 *(1-S)[") §

disp(’ | W3*GF*(1 + GF) |") =

disp(’ *)

disp(’ *)

disp(*)

disp(’ (Presione cualquier tecla para Continuar...)’)

Yepause

%acle

disp(’ )

disp(’ °)

disp(’ << PROCEDIMIENTO DE DISENO >>")

disp(’*)
disp(’***il*#*#****#********#**#****#’)
disp(’ * [Step 1]. Realizar el aumento de la Planta (run AUGTEM or *’)
disp(’ * AUGSS.M) **)

disp(’ * **)

disp(’ * [Step 2]. Balancear la planta aumentada para una mejor *’)
disp(’ * condicion numerica (run OBALREAL.M) *°)

disp(’ * *’)

disp(’ * [Step 3]. Realizar H-inf synthesis (run HINEM) *°)
disp(’ * *’)

disp(’ * [Step 4]. Hacer de nuevo 1y 2 *°)
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disp(’ * para una nueva "Gam” -> 1.5 y correr HINEM *°)
disp(at#*#**t****t#*tt******#*t*#**t*)

disp(’ °)

disp(’ *)

disp(’ (Presione cualquier tecla para Continuar..)’)

Yopause

%clc

disp(’ *)

disp(’ Infroduzca el coeficiente de costo "Gam” —> 1)

disp(> )

disp(’ Este valor sirve ge base para el disefio ....")

disp(* *)

disp(’ )

disp(’ % Aumento de la planta del actuador:”)

disp(” [aw],bwl,cwl,dw1]=tf2ss(Gam*dnw]inuwli); syswi=[awl bwl;cwl dwl];*)
disp(’ [aw3,bw3,cw3,dw3 j=tf2ss(dnw3i,nuw3i); sysw3=[aw3,bw3;cw3 dw3];’)
disp(* sysw2 = [J; sysg = [ag bg;cg dg}; dim=[81 0 1];)

disp(’ [A,B1,B2,C1,C2,D11,D12,D21,D22]=augss(sydosg,sysw1,sysw2,sysw3,dim);")
disp(® ’)

Gam = input(’ Introduzca coeficiente "Gam” = °);

[awl bwl,cwl,dwl] = tf2ss(Gam*dnwli,nuwli); syswl = [aw] bwl;cwl dwl];
[aw3,bw3,cw3,dw3] = tf2ss(dnw3i,nuw3i); sysw3 = [aw3,bw3icw3 dw3];

Sysw2 = []; sysg = [ag bg;cg dg]; dim=[8 1 0 1];
[A.B1,B2,C1,C2,D11,D12,D21,D22) = augss(sysg,sysw1,5ysw2,sysw3,dim);

disp(’ )

disp(® - - - El espacio de estado (A,B1,B2,C1,C2,D11,D12,D21,D22) esta listo para’)
disp(® ¢] problema de pequefia ganancia - - -*)

disp(‘ ,)

disp(® 4)
disp(* Balanceando la planta para mejor condicion numerica *)
disp(* _.%)

disp(* *)

disp(* {aa,bb,cc,mm,t] = obalreal(A,[B1 B2],[C1:C2]) % Balancing P(s)")
disp(* A = aa; B1 = bb(:,1); B2 = bb(:,2); C1 = ce(1:2,2); C2 = ¢¢(3,:);")
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disp(’ )
[aa,bb,cc,mm,tt] = obalreal(A,[B1 B2],[C1;C2]);

A = aa; Bl = bb(:,1); B2 = bb(:,2); Cl =cc(1:2,:); C2 = ce(3,);
disp(" *)

disp(’ ")

disp(’ (Presione cualquier tecla para Continuar..)’)

Yopause

Y%clc

disp(’ *)

disp(* )

disp(’ ’)
disp(’ hinf % Corriendo script file HINEM )

disp(’ - ’)
hinf

disp(’ ")

disp(’ ")

disp(’ (Presione cualquier tecla para Continuat..)’)

pause

pliopt % Preparing singular values for plotting

svwlil = sywli; hsvsl = svs; hsvtl = svt; hsvttl = svtt;

disp(’ )

disp(**)

disp(’ (Presione cualquier tecla para Continuar..)’)

Y%opause

clc

disp(’ ")

disp(’ *)

disp(’ ")

%disp(’ After a few iterations, we found a new Gam of 1.5 can push the”)
disp(’ °)

%disp(’ H-inf cost function close to its limit. *)

disp(’ *)

disp(’ *)

disp(’ Introduzca *Gam” —> 1.5, y corra HINF de nuevo .....")
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disp(" "

disp(’ )

disp(’ (Presione cualquier tecla para Continar...)’)

Yopause

Gam = input(’ Introduzea coeficiente de costo "Gam” =);
law1,bwi,cwl,dwi] = tf2ss(Gam*dnw1i,nuwli); syswl = [aw] bwl,ewl dwl];
[A.B1.B2,C1,C2,D11,012,D21,D22] = augss(sysg:syswl,sysw2,sysw3,dim);
[aa,bb,cc,mm, tt] = obalreal(A,[B1 B2],[C1:C2]);

A =aa; B1 = bb(:,1); B2 =bb(:,2); C1 =cc(1:2,); C2 = cc(3,);

disp(* *)

disp(’ ")

disp(’ (Presione cualquier tecla para Continuat...)’)

pause

hj_nf ~
disp(’ )

disp(’ *)

disp(’ (Presione cualquier tecla para Continuar...)’)

pause

pltopt

svwli2 = svwli; hsvs2 = svs; hsvt2 = svt; hsvit2 = svit;

disp(’ *)

disp(’ )

disp(’ (Presione una tecla para ver las graficas de comparacion ...)")
pause

semilogx(w,svwlil,whsvsl,w,svw1i2,whsvs2)

title("H-inf W-Plane Actuator Design — 1/W1 & Sensitivity Func.’)
xlabel("Frequency - Rad/Sec’)

ylabel("SV - db’)

grid

text(0.002,10,”H-inf (Gam = 1) —> H-inf (Gam = 1.5)’)

pause

semilogx(w,svw3i,whsvtl, whsvi2)

title(’H-inf W-Plane Actuator Design — 1/W3 & Comp. Sens. Func.’}
xlabel("Frequency - Rad/Sec’)
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ylabel(’SV - db’)

grid

text(0.002,-30,"H-inf (Gam = 1) —> H-inf (Gam = 1.5)’)
pause

semilogx(w;hsvitt]l,whsvit2)

titte("H-inf W-Plane Actuator Design — Cost function Tylul)
xlabel(’Frequency - Rad/Sec’)

ylabel(’SV - db’)

grid

text(0.002,-10,’"H-inf (Gam = 1) —> H-inf (Gam = 1.5)’)
pause

cle

disp(’ *)

disp(’ ’) -

disp(’ << H-inf Controller (Gam = 1.5) >>7)

disp(’ *)

disp(’ Polgs de] Controlador :*)

polecp = eig(acp)

disp(* ’)

disp(’ (Presione cualquier tecla para Continuar...)’)

pause

cle

disp(’ ")

disp(’ Espacio de Estado para el controlador H-inf FINAL:")
disp(’*)

acp

disp(’ (Presione cualquier tecla para Continuar...)’)

pause

cle

bep

disp(’ (Presione cualquier tecla para Continuar...)’)

pause

clc

ccp
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dep

disp(’ (Presione cualquier tecla para Continuar...)’)
pause

cle

disp(’ *)

disp(’ Polos en lazo cerrado TF matrix Ty lul:”)
poletyu = eig(acl)

disp(’ (Presione cualquier tecla para Continuar..)’)
pause

%
%

FIN

104



Apéndice G
Publicaciones
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ANALISIS COMPARATIVO DE DIFERENTES CONTROLES APLICADOS A UN
ROBOT FLEXIBLE EN EL ESLABON

Martha I. Aguilera Heméndez.
Instituto Tecnoldgico de Nvo. Laredo
= Doctorado en Ingenieria Eléctrica
FIME, Universidad Auténoma de Nvo. Lebn
Apdo. Postal 137-F

E-mail:ad917211@gama.fime.uanl.mx

San Nicolés de los Garza N.L. 66451
MEXICO

Abstracte: Tres tipos de control son aplicados a un robot flexible en el eslabon, para
comparar su comportamiento y versatilidad. Los resuitados obtenidos s muestran en forma
grafica y se analizan las diferentes posibilidades de cada controlador.

1. INTRODUCCION

En la actualidad, los robots flexibles tienen una gran importancia dentro del ambito de la
robotica. Como ejemplos, podemos mencionar los brazos largos que se requieren para
accesar lugares hostiles como sitios nucleares, espacio, sitios con sustancias quimicas, y €n
en el area industrial como robots desefiados con materiales ligeros apropiados para el
manejo de herramientas y ensamble, etc.

Recientemente, la aparicién de nuevos materiales y el disefio de estructuras robéticas mas
ligeras y/o largas, ha dado lugar al desarrollo de estrategias de control que minimicen los
fenémenos elasticos inclusive en la presencia de perturbaciones.

Con ¢l fin de resolver los problemas de control asociados a estas estructuras, se¢ tienen
disponibles diferentes metodologias para disefiar leyes de control, en base a: Modelo de
parametros distribuidos de brazos flexibles (Tarn, Bejcky,1988), Modelo discreto en tiempo
y en ¢l espacio (Rattan,Feliu,1992) y un Modelo discreto en el espacio y continuo ¢n el
tiempo. Dentro de este ultimo podemos encontrar el analisis Modal (Siciliano,
W.J.Book,1988) y el esquema de elemento finito (Chedmail, Michel,1992).

En este articulo, se deriva un modelo matematico de un robot flexible en el eslabén de un
grado de libertad, que considera los parametros fisicos del sistema. Se utiliza la teoria
Euler-Bernoulli de la barra. Partiendo de un modelo discreto en el espacio y continuo en el
tiempo, mediante la técnica de analisis modal, se obtiene un modelo dimensional finito para
propositos de simulacion y disefio del control.

Asimismo se muestra un estudio comparativo de estrategias de control, las cuales son
aplicadas al robot flexible, Se consideran tres tipos de controladores: el Proporcional-
Dernivativo (PD), €l Linear Quadratic Regulator (LQR) y el de Perturbaciones Singulares
(PS). Los tres fueron aplicados al equipo de Robot flexible que consiste de una barra de
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aluminio fija en uno de sus extremos a un motor de CD. Montada sobre el motor se
encuentra una camara con resolucion de .014 cm/pixel. En el otro extremo de la barra, en ia
_punta, se encuenira un led. La camara detecta la posicion del led y de esta manera se
determina la deflexion del elemento terminal. Una interfase entre €l equipo del robot y una
computadora PC es utilizada para la retroalimentacién de datos y control. El modelo y el
control es implementado en lenguaje de programacion C. Los resultados experimentales
obtenidos se muestran en forma grafica.

Camar

_ Leg
— = fars s S
| * 3 = & § S * 5 _%© 32 L L 1 [ ]
== wixg
Matar CD ll e
- : AMP Linea rigida
{CamEnc.] [ A.07a | e
T TS = ~
Fig. 1: Robot Flexible Experimental Fig. 2. Marco de referencia

El articulo esta organizado de las siguiente manera: La seccién I da al introduccién. En la
seccion I, se muestra la derivacién del modelo mateméatico del robot flexible. En la seccién
ITl, se muestra el controlador PD, el controlador LQR y ¢l controlador de Perturbaciones
Singulares. Finalmente, se muestran las conclusiones del articulo.

II.- MODELO MATEMATICO MODELADO DE UN BRAZO FLEXIBLE EN EL
ESLABON

Para el modelado,se utilizé las ecuaciones de Euler-Bernoulli para una barra. Los términos
de segundo y alto grado en las variables de deformacion son despreciables. Las hip6tesis en
las que se basa son; hl) El brazo es una batra con caracteristicas geométricas uniformes y
una distribucién de masa uniforme, h2) El brazo es flexible en la direccion lateral, solo as
deformaciones elasticas estan presentes. h3) Las deformaciones no lineales asi como la
friccién interna u otras perturbaciones ¢xtemnas son efectos despreciables. Los parametos de
interés son: La densidad lineal (p), Flexural rigidity (EI) y la Longitud del brazo(/ ).
La posicion absoluta de un punto a lo largo de 1a barra (fig. 2) esta descrita por:

P, = xcos6, — a(x,t)senb,

P, = xsen6, + o(x,t)cos 6,
donde @(x,?) es la deflexion de la barra con respecto al eje neutral.

Ademsis, dado que la barra esti sujeta a la base, se tienen las siguientes condiciones
geométricas de frontera w(0,t) = @'(0,£) =0.

La energia cinéticaestd dadapor: 7= T, + T, . Delgje: T, ==1,8(¢) y del brazo

N —



donde: k=Matriz de rigidez (n,xn,), D= amortiguamiento estructural del eslabén. (puede
ser calculado en base a la matriz de rigidez o experimentalmente)

CONTROLADORES
Controlador PD

Se utiliza la ley de control 7 =£,(8, - 6)+k,(6, — ). En los resultados experimentales,

podemos observar severas oscilaciones cuando el robot se posiciona en el punto deseado.
Una extensidn de este controlador a un robot de dos eslabones flexibies, puede hacerse
inicamente considerando eslabones independientes.

Controlador LQR

El torque estd definido por r=—kv(9'—0'd)—kp(9-9,,), donde k,,k, son matrices de

ganancia obtenidas por €] método LQR. Este métode asegura margenes de ganancia y de
fase adecuados. La ventaja de este controlador con respecto al PD es que permanece
insensible a perturbaciones externas. Para upa extensién a un robot flexible de dos
eslabones, el modelo linealizado, depende de 1a configuracion del robot.

Controlador PS

Este método separa al sistema en dos subsistemas denominados sistema "lento” y sistema
"rapido”. Se reescribe el sistema como

x, = F(x,,x,,u,t,¢)

&, = G(x,,x,,u,t,8)
donde x, es la variable lenta y x, es la variable rapida.

& z
]

donde 6, es medida en el proceso.

El torque viene dado por 7 = 5.254(4, — k,(8 - 6,))+.346D+.1324 5—32216,—21344,

La principal ventaja de este método es que minimiza los calculos en linea y permite su
extensién al caso multieslabones.

EXPERIMENTO

Consiste en realizar movimientos del robot flexible(fig. 1) a £n grados con respecto al
origen (en este caso el centro, considerando ahi la referencia 0 grados). Es decir, la



estructura recorre en total 2» grados. En las graficas mostradas se utilizé » = 20.Esto ha
permitido calcular también repetibilidad y exactitud. Donde estos 1ltimos son parametros
de interés en ¢l estado presente de la investigacion,

PARAMETROS DEL SISTEMA
Inercia de Camara (Incluyendo Inercia del Motor) .002 Kgm?
Longitud del eslabén 91.4cm
Alwira del eslabon 2.54 cm
Ancho del eslabon 3175¢cm
Masa del eslabdn D6 Kg
Inercia del cuerpo rigido del esiabén .0042 Kgm?2

RESULTADOS EXPERIMENTALES

DEFLEXONCONTROLALOR D i DEFLEXION-CONTROLADOR LGR
6 - <
4 1DL -
2 Bl 1
il -6 ]
2 -2 ad .|
5 z
34 % 2 4
g 5
w5 © ok A
8 2t
-10 4}
200 20 0 Fi) 100 ) am 250
tome
g
E v
=
“o ) 100 = 20 20
fime.
CONCLUSIONES

En el estado presente, se han analizado 3 controladores, de los cuales el que ha mostrado
mejor comportamiento €s el de perturbaciones singulares. Se pretende obtener un estudio
completo de 2 controladores mas, que son, €l de Modos Deslizantes e implementacion de



Control Adaptivo. Ademas de obtener un modelo del robot flexible sin hacer una
aproximacion finita.
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RESUMEN: ki este articulo se presemiq el
disehto y experimentacion de controladores para
un rohot flexible en el eslabon de un grado de
libertad. Se wtiliza la técnica de andlisis modal
para obtener mi modela dimensional finito gue
nos permite realizar simulacion v disefo del
conrol. Un analisis del compariamiento de 1os
comroladores  es mostrado  y fos  resultados

abrenidos se muestron en forme grdfica.

T {. INTRODUCCION

En los ultimos afos se han desarrollado nuevos
materiales con la finalidad de obtener incremento
de  rigidez(inflexibilidad),  dureza,  fuerza
(resistencia & impactos), estabilidad dimensional.
resistencia a la corrosion, reduccion de deflexion
debido & ta temperatura, permenbilidad & gnses v
liquidos, absorcion de agua, costos y energia;
modificacion de propiedades eléctricas, etc.

Estos nuevos materiales han surgido debido al
desarrollo de aplicaciones especiales en la industria
en general y en el espacio donde se presenta la
necesidad de estructuras mas ligeras, largas o
resistenies en ambientes no convencionales. Conio
ejemplos, podemos mencionar los brazos largos
que se requieren para accesar lugares hostiles
como sitios nucleares, espacio, sitios con
sustancias quimicas. y en en el area industrial
como trobols disefiados con materiales ligeros
apropiados para el manejo de herramientas y

~ ensamble, pintado, soldado, elc La necesidad de

conlrolar estas esirucluras en estas ambienies se
ha presentado como una funcion inherente en el
desarrollo de las diferentes aplicaciones

Se sebe que si una estructura flexible es controlada
colocando un sensor exactamente en el actuador

- que va a controlar, entonces se obtiene una
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operacion estable. En forma contrania, si se tiene
en uno de los extremos de la estructura el actuador
y en el otro extremo el sensor, el problema de
cbiener estabilidad se complica {9,10].

Varios 2studios con respecto al control de estas
estructuras se han realizado y experimentado
(Cannon & Schmitz, 1984, Qian & Ma.1992) El
enfoque es aplicar torque de control a un exiremo
del robot, Este control se basa en un sensor ijo en
¢l otro extremo (en Je punta). Pero una tecnologia
para utilizar sensores v actuadores en los extremos
na se ha desarrollado en su totalidad Los robots
industriales requerirdn de este tipo de control
debido a tn necesidad de ser mas ligeros pma
obtener una respuesia rapida con poca energjia v
una gran precision en la posicion del elemento
terminal.

Para contribuir experimentalmente en el desarrollo
de esta tecnologia, el presente articulo muestra el
diseflo de controladores para un robot con
flexibilidad en el estabon de un grado de libertad
(RFE). Se tienen disponibles diferentes
metodologias para disehar leyes de control, en
base a: Modelo de parametros distribuidos de
brazos flexibles (Tarn. Bejcky.1988). Modelo
discreto en fiempo y en ¢l  espacio
{Rattan Felin, 1992} v un Modele discreto en el
espacio y continuo en el tiempo Dentro de este
ultimo podemos enconirar el analisis  Modal
{Siciliano, W ) Book 1988) v el esquema de
elemento finto (Chedmait. Michet, 1992)

En este articulo, se deriva un modelo matematico
para el RFE que considera los parametros fisicos
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del sistema Se utiliza !a 1eona Euler-Bemoulli de
la barra Paniendo de unp modelo discreto en &l
espacio  y continuo en el tiempo, mediante la
tecnica de analists odal, se obtiene un modelo
dimensional finito para propositos de simulacion y
diseo del control.

Se consideran tres tipos de controladores: el
Proporcional-Derivativo (PD), el Linear Quadratic
Regulator (LQR) v el de Penturbaciones Singulares
{PS) Los res fueron aplicadas al equipo de Robot
flexible que es descrito en la seccion Ill. Los
resultados experimentales obtenidos se muestran
en forma grafica

El aniculo esta organizado de las siguiente
manera La seccidn I da al introduccion. En la
seccion I, se presenta la derivacion del modelo
malematico del robol flexible. En la seccion I,
los coniroladores PD. LQR y Penurbaciones
Singulares asi como el experimento practico son
mostrados Finalmente. se tienen las conclusiones
del arrculo

il.- MODELO MATEMATICOMODELADO
DE UN BRAZO FLEXIBLE EN EL
ESLABON

Para el modeiado. se ulilizd las ecuaciones de
Euler-Bernoulli para una barra Los términos de
seeundo y aho grado en las variables de
deformacion son despreciables Las hipotesis en las
que se basa son: hi) El brazo es una barra con
caraclenislicas  geomélricas uni{ormes y upa
distribucion de masa uniforme, h2) El brazo es
flexible en la direccion lateral. solo las
deformaciones elasticas estan presentes h3) Las
deformaciones no lineales asi como la friccién
interna u owras perturbaciones externas son efectos
despreciables los parametros de interes son la
densidad lineal (), Flexural ngidny (£7), la
inercia del ¢je ¢/, ) y la longitud del brazo(/ )

l.a posicion absolula de un punto a lo largo de la
barra (hgura 1) esta descrita por
P, YCcosir) -l x i)sen ki)
]~ b
d K. xsen (K1) + ol x 1 )ycosiXi)
donde i v, 1 )= Dellexion de la barra con
respecto al eje neutral
(= Vaniable en ¢l licinpo
X= Coordenada s teaves del ge
newsral de la basra

B{1)= Angulo de rolacion del gje

Eiernerto Terranal
wixl)
froa rigida
[ N
(¢ > X

Fig. . Marco de referencia

NOTA: En las siguiciies ecuaciones wna coma en
le parie  superior  represemion  diferenciacion
respecto u X,y punio represciia la

tiferenciacion con respecto ol tienpo,

Ademas, dz\z;do que la barra esta sujeta a la base, se
fienen las siguientes condiciones geometricas de
frontera w(0.4) = 0'(0,1) = 0. '
La energia cinérica esta dada por: /' =17, + 1,

Deleje. 1, :.-;-1,,9(.'] y del brazo

L ==p[(P+ P yedy

"

S — N —

0

e o

La energia potencial :
t
= 21.".'/! {aw”(x,N)

L.as ecuaciones del sisiema son obtenidas de [a
condicidn variacional

‘j(z)'l(r)- Iy Sy =@,

donde &Wii) = u(1)d%sy ey el trabajo vinual
realizado por ¢l torque

El modelo dinamico del robot flexible en ¢l eslabon
esta dado por

- [ -
LKy s pf xeotx gyde - afr)
o

zm' FLa™ ' (x0) 1 p{{‘(x_;} 4 j!\'-(-M) S 4
e,y w'(0). 0
n;"(l,l;. w'{l). O

donde £, 1, v 0"/ La primera ccuacion pucde <
ser altbuidi a Lo dinamica del gje, nuentfas Qe

(&) Y@ (x )Y + @)+ 208 1) ol x,1))
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) :«i:gitltda ecuacion esla asociada al eslabon flexible
Inicgrando con respecio al tiempo la scgunda
_ecuatian de 3. v sustituvendo en la segunda se
obliene
I,,}'?{I) El"(0.4) = n(1)
Pl (1) 4 P x ) ,n’f)(/) ]
I'stc sisigma consiituye 1 base para of analisis
modal de la deformacion en Ja bana de Fadler-
Bernoulli B! andlisis modal  restingido s
frecuentemente desarrollado asnmienda ¢r) - 0,
como si ¢l eje dgido-uviera ercia infinita y po to
1ANLo SICRIPre estuvicra en reposo

(h

De fa figura 1. OX  es ol cje newtral cuando el
brazo es.rigido. Fl desplazamicnto de cualquier
punto P través del eje neutiat a una distancia
cualguicra del eje (no excediendo la longitud de la
barra ¢ ) estd dada por el dngulo del eje ¢kr) yla
deflexion w(x.r) medida desde fa linea OX FEste
-desplazamiento se expresara come sigie
— rx.)y= wlxd) x61)

v ¢l sistema de ecuaciones dado por (1), puede
escribirse Tomo: ;

],,?}(I}—I'.I\"'(O,l)su(l) )
™' e )Y+ piix ) =0 1

- Con las condicianes de frontera sigiientes

1m0) = 0

Ehv(l )~ 0

LRy -0
Obteniendo fa (ransformada de laplace del sistema
(2} y resolvieado para las raices del delerminante
de fa matriz de coeficienics, se obtiene una serie de
modos vibracionales naturafes del sistema Usando
el méiado de modos asumidos §9.10]. las variables
del sistema pueden ser expresacas como:

Hx) =3 g (0

donde ¢ () —es la cigen-funcion det il modo
¢, (1) = es la coordenada generalizada
del sistema
Usando la ecuacion de lagrange se obtiene tma
serie . de  ccuaciones  diferenciales  ordinarias
desacopladas de la forma

G +2 g + @y, = T"¢:((),H =0 L7

Truncande la  seric  de
diferenciales  ordinarias a
reteniendo las primeras

ccuaciones
menof.

estas
un  orden
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n (1, se escribe un modelo de ecuaciones de fa

[orma
¥ Ax 1 hn
re(x 5
donde
0 1
. 0
fHn 0
0 1
A m -,
0 |
0 .
o 20m,
(o)
|
a1 o
h=‘_ '
/| #(0
0
~ #7'40)
\\
c=lq. 4 q 4 = 4 4]
. I o ¢t 0 g v
0t o 0 ¢

[.os dos renglones de € son vectores medibles del
sensor del elemento terminal v del sensor del eje
Este madelo lineal es usualmente usado en la
literatura [9] pata el conirol de estructuras
espacinles largas

Se wiilizaron dos  modos

oblenidos — experimentalmenie,
muestran en 1a sigiiente tabla

Num Mado Frecttenc- (11z2)

de
los

vibracionales
cuales se

o* 0
| 18
2 33

* cuerpee rpnde

IN.- CONTROLADORES
Controlador PD

Este tipo de controlador es muy ulilizado en
robots rigidos y muchos trabajos al respecto s¢
tealizado andlizande su estabilidad [3] Fn o

de los robots fexibles, se han utilizado dive

.
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estralegias para su electividad, por ejempio el
control utilizando un modelo rigide-flexible En
este trabajo se implemenio la tey de conirol
=k (Y, - &) 1 k,(f)!, - b). Los valores de
k, =133y k& =28 fueron oblemidos de la mejor
sintonizacion del controlador en su respuesta en el
sicmpo En los resuliados experimentales (figuras
3a, 3b). podemos observar severas oscilaciones
cuando ¢f robot se posiciona en el punto deseada
Una extension de este controlador a un robot de
dos eslabones flexibles, puede hacerse unicamente
considerando eslabones indepeadientes

Controlador LQR

Para aplicar este método se linealizé el modelo
aproximado del robot alrededor del punto de
equilibsio ¢, =0 La ley de control aplicada esia
detinida por

txk (0-0,31k (0-U)1 BAp_e D

Aifl(p_v 1)
donde p_e¢_¢ es la posicion del elemento lerminal
(que es aciualizada en tiempo realy y & k.58 .8

son mairices de ganancia obtenidas por ¢l criterio
de optiniizacion LOQR (12).
0 = !(c'(_)lc 16" Q.0+ u' ruyed

4
donde e¢=6-6,, 0.0, son semidefinidas
positivas y res definida positiva  Uiilizando
watlab los valores obtenidos fueron
k,=138K =328 =-11.8 =07
Este método ascpura margenes de panancia y de
lase adecvados  La ventaja de este controlador
con respecio al PD ¢s que permanece insensible a

perturbaciones  extesnas, Las figuras 42 y 4b -

muestran la sespuesta de este conwrolador. Se
aprecia una mejora notable con respecte al
controlador PD) Para una exlension a up robot
flexible de dos eslabones, el modelo linealizado,
depende de Ja configuracion ded robot

Countrolador  Utilizands el Mitodo de
Perturbaciones Singulares

4
Cste mélodo se basa en la separacion del sistema
en dos subsisiemas, e} cual uno s¢ considera
“lenio™ mientras que el oiro se considera “rapido™.
las variables de estado “rapwdas” son fas fuerzas

clasticas y sus derivadas en ¢l liempo Un sistema
de este tipo es una herramienta para: reducir -el
orden del sistema (los robots llexibles perenecen
al conjunto de sistemas que tienen menor AUMELO
de entradas de control que el numero de variables
controlables). Los dos sistemas identificados son:
a) Un subsistema “lento™ que es del mlsmo orden
que del manipulador rigido . .
b) Un subsistema “rapido™ <n donde las vaﬁables ’
de estado lentas juegan el rol de parametras -
El control para el sistema lento puede ser-diseiado
por los esquemas conocidos para los Tobols
rigidos. ’
Usando el procedimiento dado en [7] El sistema
del robot puede representarse

X= fl1,%,2,1.8)

g2 =gl x.2u.8)
donde X es la variable lenia (vanables rigidas), u
¢s el-~gontrol (lorque), Zes la variable rapida
{variables elasticas) y s

<) ()

Para obtener el modelo reducido, 1omamos £= 0 y

obtenemos el modelo lento de la forma
X= f(e,x,,2,0,,0)

0=glt.x,,7,.0,.0)

Para ¢} subsisiema rapido, conz =1/ ¢, obienemos
X=eflxz, (0 s u,(5)u,.8)
=gz (02,0, (1) +u £)

El control para el subsistema lenta se obtsvo de un
control lineal como ¢l desarrollado en {1F], -dade
por e
= N0, 1k (8, - Dk (6,- 0]
donde 4 .k son seleccionadas para mantener la
separacion en la escala de liempo enire los
subsistemas lento y rapido, y es una conslante
dependicnie de la matriz d¢ Inercia Los valores
obtenidos fucron. &, = 1.5, k. =56

Para el control del subsistema rapldo se uene

=k, (x), 4k, (x)z, Se milizo la técnica de
llijlOl'l de polos de sistemas lineales para obtencr
los valores de &, .k, . Los valorcs obtemdos
fueron &, = -1 56, lr -

lLa Iey de wmrol lmplemcnlada en la

expcnmenlacmn esta dada por: ’

=42(6, 1. 50(3 )+ 1 5({) -8)]-1 50[) o P
1 12p_e_
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Entre las ventajas de este mélodo se pucde
constatar la reduccion del orden del modelo que
permite sesolver el problema de sistemas que
tienen menor nomero de entradas de conlrol que el
nimero de variables controlables, la minimizacion
de los calculos en linea ademas de pemmilir su
extension al casa multieslabones.

EXPERIMENTO

El equipo del 1obol flexible en el eslabon con un
grado de tibertad es mostrado en la figina 2,
consiste de wma barra de aluminio fija en uno de
sus extremos a un molor de CD Montada sobre ¢l
molor se encuentra una camara con resolicion de
014 cov/pixel. En ed 0iro exiremo de §a barra, en la
punta, se encuenira un led. La camara detecta la
posicién del led y de esta manera se determina la
deflexion de) clememto fesoninal  Una intes fase
entte el cquipo del robot y una compuladora PC es
utilizada para la retroalimentacion de datos y
control. E) modelo vy el control es implementado en
lenguaje de programacion C.

£l experimento consiste en realizar movimientos
del robot fexible @ £ grados con respecto al
origen (en este caso el centro, considerando ahi la
referencia 0 grados) Es decir, Ia estructura recorre
en total 251 prados En las grificas mostradas se
wtiizo 72= 20.Esto ha permitido calcular tambicn
repetibilidad y exactitud Donde estos ultimos son
parametros de interés en el estado presente de la
investigacion
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CONCLUSIONES

En este trabajo se presentaron tres tipos de
coniroladores  Los que  presenian  mejor
comportamiento son el 1.QR y el de penurbaciones
singulares  Como trebajo fuluro se pretende
trabajar con un modelo infinito del robet flexibie
agregando los controladores de Modos Deslizanles
y Adaplivo De esta manera oblener un estudio
mas completo tanlo de andlisis como de
expenmentacion  de  esie tipo de  esimiciuras
fexibles
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RESUMEN

Reciememenic, la aparcion de nuevos matenales v el disefio de estructuras robdticas mas
ligcras yio largus. ha fomcalado la investigacion cn una vancdad dc problemas técnicos
tales come. sistcmas sensoriales avanzados, combinacioncs de fucrza y movimiemto y
electos de fiexibilidad en fa union y en ¢l eslabon. Esie ulumo ha dado lugar al desamrollo
de estratepias de comrol que minimicen los fenomenos de flexibilidad (tales como
desplazamientos elasticos), inclusive en la presencia de perturbaciones. '

Con <l fin d¢ rmolver los problemas de control asociados a esias estructuras, s¢ lienen
disponibles diferentes metodologias para diseiiar leyes de control, en base a: Mudelo de
paramecuos distnbuidos de brazos flexibles (Tam, Bejcky,1988), Modelo discrcto en
ticmpa v en el espacio (Rattan,Feliu,1992) y un Modelo discreto en el espacio y continuo
en ¢l tiempo Dentro de estc ultimo podemos cncomtrar ¢l andlisis Modal (Siciliano,
W.J.Book,1988) y ¢l csquema de clemento finito {Chedmail Michel, 1992).

En estc articulo, s¢ deriva un modelo matematico de un robot flexible en ¢l cslabdn de un
grado de libcriad. que considera los parametsos fisicos del sisicma. Se utiliza fa teoria
Eulcr-Bemoulli de la barra. Partiendo de un modelo discreio en el espacio y continuo en cf
ticmpo, mediante 1a técnica de analisis modal, sc obtiene un modelo dimensional finito
para propdsiios de simulacién y disedio del control.

segunda conferencia de ingenieria eléctrica cie
11-13 de septiembre de 1996, México, D.F. Q6




El articulo muestra un cstudio comparativo de estralegias de conlrol, Jas cuales son
aplicadas ul robot flexible. Resultados en simulacion asi como experimentales son
presentados con el fin de analizar los datos obtenidos

Se consideran tres tipos de controladores: ¢l Proporcional-Derivative (PD), el Lincar
Quadraic Regulator (LQR) y el de Perturbaciones Singulares (PS). Los tres fueron
aplicados 4l equipo de Robot flexible que constste de una barra de aluminio fija en uno de
sus exlremos a un motor de CD. Montada sobre ¢ motor se encuentra una camara con
resolucion de 014 cmvpixel En ¢f otro extremo de la barra. en la punta. se encuentra un
led. la cdmaru delecta 1a posicion del led v de esta manera sc determina la deflexion del
elemento terminal.

Una interlase entre el equipo del robot ¥ una computadore PC es utilizada para la
. retroalimentacién de datos v control. El modelo y ¢l control es implementado cn lenguaje

de programacién C.

El articulo contiene primcramente un panorama gencral de las estructuras roboticas
flexibles Lucgo un modelo matemitico del sobot flexible es derivado En la scccion
siguiente, s¢ analizan los controladores PD. 1.QR v Perturbacioncs Sinpulares. Finalmente
las conclusiones del articulo son mostradas. El resultado principal de este antlculo es ¢f
andlisis ¢omparativo, cn base 2 los resultados~experimentales y de simulaciones, de lo
controladores considerados



El anfculo muestra un cstudio comparative de esttategias de control, las cuales wn
aplicadas u! robot Mexible. Resultados en simulacion asi como experimentales son
prescntados con el fin de analizar los datos obtenidos

Sc consideran tres tipos ‘de contmladores: ¢l Proporcional-Derivativo (,P;D), el Eincar
Quadratic Regulator {(LQR) y el de Penurbaciones Singulares (PS). Los tres fueron
aplicados sl equipo de Robot flexible que consiste de una barra de alumiruo fija en une de
sus eatremos a un motor de CD. Montada sobre ¢l motor se encuentra una camara con
resulucion de 014 cvpixel En el otto extremo de la barra. en |2 punta. se encucntra un
led. 1.2 cdmara detecta la posicion del led v de esta manera se determina la deflexion del
¢lemento terminal.

Unit interlace enue el equipo del robot ¥ una computadora PC es utilizada para 13
. retroalimentacién de datos v control. El modelo v el control es implementado en lenguaje

de programacion C.

El articulo comtene primcramente un panorama gencral de las estructuras robdticas
flexibles. Lucgo un modelo matematico del robot flexible es derivado En la scecitn

siguiente, se analizan los controladores PD. 1.QR v Perturbaciones Singulares. Finelmente
" las conclusiones del articulo son mostradas. El resultado principal de este articulo es o
anilitis Comparativo, on base a los resultados experimentales y de simulaciones, de los
controladores considerados
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RESUMEN: En este articulo se presenta el
diserio y experimeniacion de conlroladores para
un robot flexible en el eslabén de un grado de
libertad Se utiliza la técnica de andlisis modal
para obzener wn modelo dimensional finito que
nos permite realizar simulacion y disefio del
cortrol. Un andlisis del comportamiento de los
comtroladores es mosrado y {os resultados
obtenidos se muestram en forma grafica.

I. INTRODUCCION

En los ultimos afios se han desarrollado nuevos
materiales con la finaiidad de obtener incremento
de  rgidez(inflexibilidad),  dureza  tfuerza
(resistencia & impactos), estabilidad dimensional,
resistencia a fa corrosion, reduccion de deflexion
debido a la temperatura, permesbilidad 3 gases y
liquidos, absorcion de agua, costos y energis,
modificacion de propiedades eléctricas, etc.

Estos nuevos materiales han surgido debido al
desarrollo de aplicaciones especiales en la industrna
en general y en e! espacio donde se presenta la
necesidad de estructuras mas ligeras, largas o
resistentes en ambiemnites 1o convencionales. Como
ejemplos, podemos mencionar los brazos largos
que se requieren para accesar higares hostiles
como sitios nucleares, espacio, sitios con
sustancias quimicas, y en en el area industrial
como robots disefiados con materiales ligeros
apropiados para ¢l manejo de herranvemas Yy
ensamble, pintado, soldado, etc. La necesidad de
controlar estas estructuras en estos ambientes se
he presentado como una funcion inherente en el
desarrollo de las diferentes aplicaciones.

Se sabe que st una estructura flexible es controfada
colocando un sensor exactamente en el actuador
que ve a controlas, entonces se obtiene una
operacion estable. En forma contraris, si se tiene
en uno de los extremos de la estructura el actuador
y en el otro extremo el sensor, el problema de
obtener estabilidad se complica [9,10].

Varios estudios con respecto al control de estas
estructuras se ban reslizado y experimentado -
{Cannon & Schmitz, 1984, Qian & Ma,1992). El
enfoque €5 aplicar torque de controf a un extremo
del robot. Este control se basa en un sensor fijo en
€l otro extremo (en 1a punta). Pero una tecnologia
para utilizar sensores y actuadores en ios extremos
no se ha desarrollado en su totalidad. Los robots
industnales requeriran de este tipo de control,
debido = la necesidad de ser méis ligeros parz
obtener una respuesta rapida con poca energia y
una gran precision en la posicion de! elemento
terminal.

Para contribuir experimentaimente en ei desarrollo
de esta tecnologia, el presente articulo muestrs ef
disefic de controladores para un robot con
flexibilidad en el eslabén de un grado de libertad
(RFE). Se tienen disponibles diferentes
metodologias para disefiar leyes de control,
base a: Modelo de parametros distribuidos de
brazos flexdbles (Tam, Bejcky,1988), Modelo
discreto en tiempo y en el espacio
(Rattan, Feliu, 1992) y un Modelo discreto en el
espacio y continuo en el tiempo. Dentro de este
ulimo podemos encomtrar el anilisis Modal
(Siciliano, W.J.Book,1988) y el esquema de
elemento finito (Chedmail, Michel, 1992).

En este articulo, se deriva un modelo matemitico
para ¢l RFE que comsidera los pardmetros fisicos



del sisterna. Se utiliza ia teoria Euler-Bernoulli de
[z barra. Partiendo de un modelo discreta en el
espacio  y conunuo enr el tiempo, mediante la
recruca de andlisis modal, se obtiene un modelo
dimensional fimto para propositos de simulacion y
drsefio del contrel.

Se consideran tres tipos de controladores: el
Propotcional-Derivativo (PD), el Linear Quadratic
Regulator (LQR) y el de Perturbaciones Singulares
(PS) Los tres fueron aplicados al equipo de Robot
flexible que es descrito en la seccion III. Los
resultados experimentales obrenidos se muestran
en forma grafica.

El aniculo esti organizado de las siguiente
manera: La secaon @ da al introduccion En la
seccidn 1, se presenta la demvacidn del modelo
matematico del robor flexible. Ep la seccion HI,
los controladores PD, LQR y Perturbaciones
Singulares asi como el experimento prictico son
mostrados. Finalmente, se tienen las conclusiones
del anticulo.

1I.- MODELO MATEMATICO MOUDELADO
DE UN BRAZO FLEXIBLE EN EL
ESLABON

Para el modelado, se utilizd las ecuaciones de
Euler-Bernoulli para una barra. Los términos de
segundo y alto grado en las wvariables de
deformacion son despreciables Las hipatests en las
que se basa son. hi) El brazo es una bamra con
caracterisncas geométricas uniformes 'y una
distrbucion de masa uniforme, h2) El brazo es
flexible en la direccion lateral, solo las
deformaciones elasticas esian presemtes. h3) Las
deformaciones no lineales asi como la friccion
imMerna u oiras perturbaciones externas son efectos
despreciables. Los parametros de interés son: La
densidag lineal (P), Flexural ngidity (EI), la

inercia del eje {({,) ¥ la longitud del brazo(/ ).

La posicion absoluta de un punto 8 lo largo de la
barra (figusa 1) estd descnia por:

RAan xcos&(1) - w(x,i)ysen &)
p= P, "\ xsen B(1) + w(x, 1) cos &(1)

donde @ x,t) = Deflexion de la barra con
respecto al €je neurral.
= Variable erd e} tiermpo
x= Coordenada a traves del eje
neutral de ta barra

8(t) = Angulo de rotacion del eje

Semento Termng

wix f)

Linea rigca
X

> X
Fig 1 Marco de referencia

NQOTA: En las siguienies ecuaciones una coma en
la parte superior representan diferencracion
respecto G x, Y unm punto representa la
aiferenciacion con respecio al tiempo.

Ademas, dado que 13 barrz estd sujeta a la base, se
tienen las siguienes condiciones geométricas de
fromera w(0,7) = @'(0,1)=0.

Laenergia cinética estadadapor: T=1, +7 .

Del gje: T, = li‘ B(r) y del brazo

'+ P )k

370
e\

Nlh-‘ N

La energia potencial

U:Elﬂf(m"(x,x))’ak

¢

L8 ecuaciones del sistema son obtenidas de la
condicion variacional
](57(0 SU (1) + W (1))yds = 0,
donde SW (1) = u(1)56(1) es el Lmbajo virtual
realizado por el torque.

El modelo dinamico del robot flexible en el eslabon
esta dado por:

1.81)~ pf xaxx,t)dx = u(t)

T e | E10"(x,0) + pli(x,1) + (1) = 0
) . w(0,0)=w'(0,1)=0
@"(1,1) =w"{{,1)=0

donde /, = {, + pl’ /3. La primera ecuacion puede
ser atribuida a la dinamica del eje, mientras que la

x 6(1) +at (x,0)&2) + 0¥ (x, )+ 2x&1)ixz, 1))



segunda ecuacion esia asociada al eslabén flexible.
Imegra.ndo wh respecte al tiempo Iz segunda
ecuacion de L. Y Sustituyendo en 1a segunda se
obtiene:

1,81)- Elw"(0,1) = u(r)

- Ve 1)
Flo™ (x,0)+peXx.t)+ m&t)=0 (
Este sistema constituye la base para el analisis
modal de la deformacion en la barra de Euller-
Bemoulli. E!l analisis modal resmingido es
frecuentemente desarrollado asumiendo &(¢) =0,
como si ¢l eje rigido tuviera inercia infinita y porio
tanto siempre eStuviera en reposo.

De ia figura !, OX es el ¢je neutral cuando ef
orazo es Tigido. El desplazamiemo de cualquier
punto £ a través del eje neutral a una distancia
cualquiera del eje (no excediendo la tongitud de ta
barra / ) ests dada por e angulo del ge £(t) y la
deflexion @({x,1) medida desde la linea OX Este
desplazamiento se expresara como sigue:

Wx.1)= o(x,0)+ x&1)
y el sistema de ecuaciones dado por (1), puede
escribirse como.

1.&t)- En'(0,0) = u(1) @
Ely™'(x ) +py(x.1)=0

Con las condiciones de frontera siguientes:

»(0,1)=0

Efy"(l,1)=0

Ey{.0)=0
Obteniendo la transformada de laplace del sistema
(2) y resolviendo para las raices del determinante
de la matriz de coeficientes, se obtiene una serie de
modos vibracionales naturales de] sistema. Usando
¢l método de modos asumidos {9,10}, las variables
del sistema pueden ser expresadas como:

yix,1)= Z¢.(I)f{.(f)
donde ¢ (x)=esla exgen—ﬁmcmn del ith modo
g,(1) = es la coordenagda generalizada

del sistema
Usando Ia ecuacibén de Lagrange se obtiene una

serie de ecuaciones diferenciales ordinanas
Jesacopladas de la forma:
“il+2£.|q-'*w-:q‘=_]!—¢:(o)u ; j=0,...'x'

Truncando la  sefic de estas ecuaciones
diferencinles ordinarias a un orden menor,
reteniendo las primeras

~

n,+1, se escribe un modelo de ecuaciones de la
forma

Xx= Ax +bu
v=_Cx
donde
(0 1 \
00 0
0 1
A= -o -,
o 0 1
\ -, -2{ o
4 0 \
1
4 ©
=71 ¢@
0
L6 (0))
x=[q. qo qi q.l a3 q-‘ é-]r
c—(’ 0 ¢ 0 4. 0
lo 1o g0 - 0 g0

Los dos rengiones de C son vectores medibies del
sensor del elemento terminal v del seasor del efe.
Este modelo lineal es usucimente usado en la
literatura [9] para el control de estructuras
espacizles largas.
Se  utilizaron dos modos
obtenidos  experimentaimente,
muestran en la sipuiente tabla
Num. Modo _Frecuenc. (Hz)

de - vibracionales
los cuales se

0* 0
1 1.8 -
2 3.3

* cuerpo rigido

.- CONTROLADORES
Controlador PD

Este tipo de controlador es muy utilizado en fos
robots rigidos y muchos trabzjos al respecto se han
realizado analizando su estabilidad [3]. En el caso
de los robots flexibles, se han utilizedo diversas



estrategias para su efectividad, por ejemplo el
controf utilizando un modelo rigido-flexible. En
este trabajo se implemenid la ley de control
t=k (6,-@+k(8,-6). Los valores de
k,=135y k, =28 fueron obtenidos de la mejor
sintonizacion del contrelador en su respuesta en el
tiempo. En los resultados experimentales (figuras
3a, 3b), podemos observar severas oscilaciones
cuando el robot se posiciona en el punto deseado
Una extension de este controlador a un robot de
dos eslabones flexsbles, puede hacerse gnicamente
considerando eslabones independientes.

Controlador LQR

Para aplicar este método se linealizd el modelo
aproximado del robot alrededor del punto de
equilibrio &, = 0. La ley de contro] aplicada esta
definida por

r=k,(8-6,)+k, (0-6,)+8,(p_e_1)

+8,(p_e_1)
donde p_e_t es la posicion del elemento terminal
(que es actualizada en tiempo real) y £,.k,,5..B,

son matrices de ganancia obienidas por el criterio
de optimizacién LQR [12]:

0, = [ (¢! Qe +¢' Q.6 +u" ri)ir
[J

donde e=6-6,, Q,0, son semidefinidas
positivas y res definida positiva. Utilizando
matlab los valores obtenidos fileron

k,=138,K =328 =-114, =07

Este método asegura margenes de ganancia y de
fase adecuados. La ventaja de este controlador
con respecto al PD es que permanece insensible 2
perturbaciones externas. Las figuras 4a y 4b
muestran la respuesta de este controlador. Se
aprecia una mejora notable con respecto al
controlador PD. Para una extension a wn robot
flexible de dos eslabones, el modelo linealizado,
depende de {a configuracion def robot.

~

Controlador  Utilizando el Método de
Perturbaciones Singunlares

Este método se basa en la separacion del sistema
en dos subsistemas, el cual uno se considera
“lento” mientras que el otro se considera “rapido”.
Las variables de estado “rapidas™ son las fuerzas

elasticas y sus derivadas en el tiempo. Un sistema
de este tipo es una herramienta para reducir el
orden del sistema (los robots flexibles pertenecen
al conjunto de sistemas que tienen menor AUmMeTe
de entradas de control que el nimero de variables
controlables). Los dos sistemas identificados son:
a) Un subsistema “lento” que es del mismo orden
que de! manipulador rigido.
b) Un subsistema “rapido” en donde las variables
de estado lentas juegan el rol de parametros.
El control para el sistema lento puede ser disefiado
por los esquemas conocidos para los robots
rigidos.
Usando el procedimiento dado en [7]. El sistema
del robot puede representarse

x=f(1,x,2,8,8)

€i=g(l,x,2,u,8)
donde X es la variable lenta (variables rigidas), u
es el control (torque), Zes ia varable rdpida
{variables elastcas) y,

(i) ()

Para obtener €l modelo reducido, tomamos £=90 y

obtenemos el modelo lento de la forma

x‘= f(t!x:»z.nu_, 90.)

0=g(t,x,,2,,u,,0)

Para el subsistema rapido, conz={/ g, obtenemos
x=&f(x,z,(2)+z2,,u(7)+u,,¢)
z,=g(x,z,(7)+z2,,u,(1)+u, &)

El control para el subsisterna lento se obmvo de un

control lineal como et desarrotlado en [11], dado

por - - .

u: = 7[al+kv(ed - 9)+k'(9‘ ‘@]
donde %, .k, son seleccionadas para mantener la
separacion ep la escala de tiempo entre los
subsistemas lento y rapido, ¥ es una constante
dependiente de la matriz de Inercia. Los valores
obtenidos fueron: £, = 1.5, k, =.56.

Para el conmtrol del subsistema ripido se tiene

u, =k (x)z,+k, (x)z, Se utiliz6 la técnica de

fjacion de polos de sistemas lineales para obtener

los valores de %,k . Los valores obtenidos
fueron k” =-1.56, k_, =.12,

La ley de control implementada en la

expenmentacion esta dada por.

u=42(8,+.56(6,- §)+1.5(6, - 6)]-1.56p _e_t

+.12p e_t



Entre las ventajas de este méodo se puede
constatar la reduccion del orden del modele que
perntnite resolver e} problema de sisternas que
tienen menor numero de enrradas de controf que el
numero de variabies controlables, la minimizacion
de los calculos en linea 2demas de permutir su
extension al caso multiestabanes.

EXPERIMENTO

El equipo del robot flexivle en e} eslabon con un
grado de fibertad es mostrado en Ja figura 2,
consiste de una batma de aluminio fja en uno de
sus extremos 3 un moter de CD. Montada sobre ¢l
TMOLOr $¢ encuenita una Camara con resolucion de
014 cm/pixel. En el otro extremo de la barrz, en la
puma, se encuentra un led. La cimara detecta la
posicion del led y de esta manera se determina la
deflexion def elemento terminal. Una interfase
entre ¢l equipo del robot y una computadera PC es
utilizada para la retroalimentacion de datos y
control. El modelo v el control es implementsdo en
lenguaje de programacion C. ~

El experimento consiste en realizar movimientos
del robot fiexible a £n grados con respecio al
ongen (er este caso el centro, considerando ahi ia
relerencia 0 grados). Es decir, la estructura recorre
en 1otal 277 grados. En las grificas mostradas se
utilizd 7 = 20 Esto ha permitido calcular también
repeiibitidad v exactitud. Donde estos Ultimos son
parémetros de interés en el estado presente de la
investigacion.
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Fig. 2: Robot Flexible Experimental

PARAMETROS DEL SISTEMA
lnerciz de Camara

(Incluyende Inercia det Motar) 002 Kym?
Longitud def eslabon 914 an
Altura dei eslabon 2.54 cm

Anzho del eslabon 3175cm
Masa del eslabon .06 Kg
Inercia del cuerpo rigido

del esiabon 0042 Kgm?

RESULTADOS EXPERIMENTALES
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CONCLLUSIONES

En este trabgjo se presentaron tres tipos de
controladores.  l.os  que preseman  mejor
comportamierto son el LQR y el de perturbaciones
singulares. Como trabajo future se pretends
trabaiar con un modelo infinito del robor flexible
agregando los controladores de Modos Deslizantes
y Adaptivo. De esta manera obtener un esiudio
mas completo tanto de analisis como de
experimentacion de este tipo de estructuras
flexibles.
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emzil: aguilera@teciaredo.edu.mx, jleon@cer.dsi.nanl.mx
Nnstitute of Technology of Nuevo Laredo, Department of Electrical Engineering
88240 Nuevo Laredo, Tam., México
2Um'versity of Nuevo Ledn, Department of Electrical Engineering
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ABSTRACT

This paper presents an experimental evaluation of three
infinite model based controllers. The results are com-
pared with the simulations to demonstrate the perfor-
raance of each controller.

Keywords : Flexible link robot, Lyapunov ‘s Method,
Distributed Parameter system.

1 INTRODUCTION

One of the most active research area in the last decade
has been the flexible link robots control. This happens
because of the necessity of light weight manipulators that
consume less energy and at the same time improve the
end effector accuracy. Some applications of flexible link
robots are the aircraft antennas, satellite rescue arms
and the industrial links for welding or painting.

These robotics arms have been frequently modeled us-
ing the Bernoulli beam theory or Timoshenko beam the-
ory [5]. In most of the cases small deflection assumption
has been made, The bearn model is a distributed para-
meter system. This distributed characteristic of the sys-
tem has made the designing of the controller a difficult
task. The model obtained for the flexible link robot is
a set of intégro-differential equations with coupled non-
linear boundary conditions. Due to this characteristic,
the original model is often reduced. This can be done by
using assumed modes method, finite element technique
or singular perturbation theory.

The control strategies are classified in Finite (or Re-
duced) Model Based Controllers and Infinite Model
Based Controllers. In the literature, some controllers
are called “model independent”. In this article they are
classified by the model used to derive them.

The great advantage of the reduced models is that the
controller can be obtained by using techniques of linear
systems, for instance LQR and PD, or by applying the

singular perturbation theory. The disadvantage of the
reduced models is the effects of the truncated modes.
Most of the recent studies have been concentrated in
compensating the effects of this disregarded modes, usu-
ally called “spillover”. A survey can be found in [8],
where some finite dimensional control strategies are ans-
lyzed and compared, concluding that “the effects of high
order modes must be considered”. Another similar sur-
vey can be found in [1].

An attempt to overcome the difficulties associated
with the reduced models is the design of an infinite
dimensional contro} strategy. The main advantage of
the infinite model approach is the preservation of the
model structure, usually destroyed by approximation
techniques [L1].

Although there have been several experimental studies
of different controllers [1,8], none of themn has focused the
attention to the infinite model based controllers.

This paper examines three Infinite Mode!l Based Con-
trollers. The first one was proposed by Shifman in
[10,11]. The variable needed for the implementation of
this controlier is the measurement obtained from a strain
gage installed along the beam. The second, is a controller
proposed by Yuan in (9]. The controller variables needed
for implementation is the measurement of the angle hub
with the first and second derivatives. The third one is
proposed by Aguilera in [14], and the variables needed
for the implementation are the hub variables, an aux-
iliary approximated variable and the end effector mea-
surement.

The simulations obtained for each controller are com-
pared with the experimental results. The results show
that all the infinite based model controllers tested reach
the desired position. The inclusion of auxiliary variables
in the controller’s design improve the performance of the
system. The infinite model based controller design is &
good approach to control flexible link robots in a wide
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range of real applications.

The paper is organized as follows: Section 1, gives
the introduction. Section 2 shows the mathematical
model of the Sexible link robot. This model has been de-
rived using the Euler-Bernoulli beam theory and apply-
ing Hamilton Principle. In Section 3, the three Infinite
Mode! Based Controllers are presented. The controller
design is described with all the considerations and the
assumptions needed for implementation. Section 4 gives
the technical details of the flexible link robot apparatus
and the simulations and experimental results. Finally
the conc¢lusions of this paper are shown.

2 MATHEMATICAL MODEL OF THE

FLR

The single flexible link robot (FLR) consists of a flexible
link attach to a base. The structure is fixed in one end
and free on the other (Figure 2.1), were w(z,t) denotes
the deflection of the beam with respect to the neutral
axis, ¢ is the time variable, ! is the beam length, = rep-
resents the spatial variable that index the beam points
where z € [0,!], 8(t) denotes the rotation angle of hub.
We assume that the beam is uniform with mass density
P, Young s Modulus E and cross sectional inertia I. The
bub inertia is denoted by I, and the applied torque by
T

Fig. 2.1: Schematic Flexible Link Robot

Remark 1 In what follows, { ° ) represents differents-
ation with respect to =, and a (° ) represents differenti-
ation with respect to time.

Since the beam is fixed at the base, the following
geometric boundary conditions are verified w(0,t) =
w (0,t) = 0. The mathematical model which represents
the dynamic’s tobot is deduced by means of Hamil-
tonian “s principle, for that, the kinetic energy is given
by T = Thus + Ttink , where the contribution of the hub
is given by

Thus = 5 140(6)? )

and the link ‘s contribution

I
1 . :
Think = 30 / (228(t)* + &%(z, 1) + 220(t)(z, t))dz (2)
0
The potential energy is given by
) 1
Unine = SEI / (' (z,1))%dz (3)
0

Assumption 1: w is consider to be small with respect
to the length of the beam i.e. w <0.11

Then, using techniques of calculus of variations, the
principle takes the form

£
/ (BT(2) = 8Ukini(2) + 6W (£))dt = 0
£

where W (t) = 766(t) is the virtual work of the torque.
Joining éw and 68 terms, the dynamic model of the flex-
ible link robot is represented by
N . :
(In +p13/3)0(2) + o [ zid(z, t)dz =7
b

Elw™ (z,1) + p(,t) + pzb(t) = 0
w(0,t) = w'(0,2) =0
Wl =w (,t)=0

Y RFE

The first equation of Zzrg is contribution of the hub
and the second is associated with the flexible link[13].
Integrating the second equation with respect to z and
substituting in the first one and using, the boundary
conditions, we obtain

1n0(t) — Bl (D,t) =7 (4)

Now, let y(z,t) = z6(t) + w(z, t), be the total deflec-
tion of the beam, then 3 prp takes the form

. !
I8 +p [2i(z. t)dz =17
0

EIy" (z,2) + pi(z,t) = 0
¥(0,8) =3'(0,8) = 6() = 0
vy (Wt)=y (Lt)=0

ERFET:

3 INFINITE MoODEL BASED CON-

TROLLERS

3.1 JoinT PD CONTROLLER
This controller was proposed by Yuan in [9]. Based on
Lyapunov ‘s techniques, the controller is design using a



weighted error function with respect to the target state
4 as Lyapunov candidate. This function is given by

V. = Tous + Time + Uisns + (it + Uisns) + 3710 - 0
(5)

where 84 represents the hub desired angle and ¢ > -1
and 4 > 0 are design parameters. It is clear that V > q,
V=00n1yif9=0and9=8¢.

Taking the time derivative of V, using equations (3, 1,
2) and straightforward calculations it follows that

V = [7 +¢(r— In8) + (6 — 6a)) (6)

The torque control input can be chosen as

T =

1 ; .

~k8 - ~(@ -0 1,0
1+C[ ¥ da) + C1n0| (7
where & > 0 is also 2 design parameter.

Substituting the control input 7 in (6), we obtain

V= —ké

which is negative semidefinite. Therefore, using the Lya-
punov Stability Theorem, we can say that the robot
reaches an equilibrium state under the action of the ap-
plied control at which all the joint velocities are equal tg
zero. Substituting (7) in (4), we have that the closed-
loop is given by

I+ kd++49=(+Cw (0,8) +78a

It is clear that {# = 84,0 = 0} is the unique equilib-
rium state of the closed-loop system. It is worth noticing
that the function V vanishes only at the desired equilib-
rium state i.e.  cannot vanishes until V = 0 is reached.
Invoking La Salle’s Invariant Set Theorem, global as-
ymptotic stability of the desired point follows.

The control law given by (7) does not require any
feedback from the deflection variables. The design para-
meters were calculated using the assignment pole tech-
nique. The experimental values used were ¢ = 1, v = 40,
k=21,

3.2 CONTROLLER DESIGN USING A STRAIN
GAGE
The controller is implemented with the feedback of the
deflection variables. This controller was proposed by
Shifman in [11]. The deflection variables are measure
using a strain gage collocated along the beam.
The position of the link is described by

Wz, t) = 28(t) + w(z,t) (8)

The second equation of 3 ar g7, given by

rer

has the following boundary conditians

Ely | o=0
Ely | 1=
EIyul l ‘=0
Ely' | o=-T+In6
If we define ‘
E=Y —Y
F=T~7T
f=60-¢

were the subindex d is use to0 identify the desired variable.
The error is then given by

e =y%—z0(t) — w(z,t) (9)
were the derivatives with respect to z is given by

e' = —O(t) = w'(:c, t)
. € =-w (2.1)

e =—Ww (z, t)
and the time derivatives by

é = —g = —28(t) - iz, 1)

& = —2(t) - ¥Az,1) o)

The second equation of 3 gz results in an error equa-
tion given by

s

Ele +pé=0 (11)
with boundary conditions
Elejo=10 Ele |=0
Ele" =0 Ele" o= -7 +1n 6

If we integrate twice with respect to z, the equation
given by (11), first from z to ! , and then from 0 to [, we
obtain the relation

| S § )
e p / / H(z0)dTodzy + I §
C Ty
i

it t
Ko p / / 8(ze)dz dzy + Iy 8

[ 41

(12)



then we can choose
7..= "CIX"’COX= X

where the ¢; are constants.
The closed loop system has the form

X+ X+c,X=0

where the behavior of X is determined from the section
of the ¢;s.

X represents all the error movement of the beam, the
control law is designed such that the error e can be con-
trolled. The controller has the form

i — Clox + €11 8 +cg X + Colé (13)
where the ¢;; > 0 are constants. The above equation
(13), can be rewritten as

T =—co(X + Czé) -g(X+c é)

The variable X is directly measure from the strain
gage.

3.3 CONTROLLER DESIGN USING FINITE EL-

EMENT NUMERICAL APPROXIMATION
The use of a strain gage for deflection measure are lim-
ited by external factors like temperature or pressure, and
have to be calibrated. The longitude of the strain gage
" i5 also a limiting factor. Non-conventional sites like nu-
clear waste places, use [ong links to perform inspection
and service. The use of & strain gage for this kind of
work is impractical. Other methods to measure the end-
effector position is the use of an acelerometer or photodi-
odes. However the efficiency of the measure equipment is
limited by the longitude of the link and for the working
environment.

One method is collocate small flexible links in cascade
through the flexible link. Each one feedback the data to
the last one. The data is referring to the deflection(15].

The controller proposed by Shifman, explained in the
last section, guarantee stability of the closed loop sys-
tem but requires the aggregate variable measure given
by (12). The material properties is a main factor in the
design of flexible structures for non-conventional sites,
sufficient information of the performance of the material
has to be known.

The controller proposed (SGA) has a similar for as
Shifman’s but the direct measure of the strain gage is
approximated numerically, with the help of the mater-
ial properties information and the feedback of the tip
position. A finite technique is use to divide the beam
in small links. For each link, the approximation of the

_—

strain gage is made. The total value of approximation is
the combination of all the small links vaiues.

The strain is related to the beam deflection w(z) by
z dw
Exz = ; = ZE (14)

as y(z,t) = z8(t) + w(z,t), (14) can be rewritten as
€zz = 2w = zy , the stress is given by

Ty = Eiu — Ezy"

Als
© t:"[o 93

i Az

where z is the distance respect to the neutral axis to the
beam point of interest.

ezz -

(b)After deformation
Figure 3.1 Strain gage measure in a2 segment.

From the last section, we have that the controller is
given by

j j W{zo)dzodry = %13 6~ j plz)y (z)dz

where p(z) = 1% — 11°z + }2°. Choosing the width of
the strain gage as W{z) = 1/p(z) and knowing that

L@
dAg (z) = km-x—)dx

we pbtain

1 ]
% /d sz {z) = /p(z)y"(z)dx (15)

This approximation by means of a strain gage is valid

for a single link. If we separate the link in small sublinks



applying the finite element rnethod each sublink can be

approximated by 4, = 33 ] +-g‘ - 31t where [, is a
constant and equal to the beam lengtb and { is measure
in real time during the beam trayectory to the desired
position.

4 EXPERIMENTAL SETUP

The flexible robot equipment of one degree of freedom
is shown in figure 4.2, it consists in an aluminium beam
fixed on one end. A CD motor and a camera are mounted
in the shaft of the motor. The camera’s resolution is
0.014 ecm/pixel. A led is used to measure the end beam
position. The camera detects the led position and the
deflection is measured. An interface is used to feedback
the data and control to the equipment. The control is
implemented in C language. To determine 6 a software
filter was used. The System Parameters are: Camera
Inertia 0.002K gm?2, Link length / = 0.914m, Link height
2.54cm, Link vndth 0.3175¢m, Link mass 0.06K g, Link
inertia 0.0042K gm?, Flexural rigidity EI = 8K gm?/s?,
Linear density o = 0.8Kg/m. The flexible link robot
finite was simulated using three modes. The norninal
values used for the first controller were{ = 1,y =40,k =
21. For the second controller, the nominal values used
were ¢, = 80, ¢; = 15, ¢co = .05.

The experiment consist in move the beam to a desired
position. The computer collect the values of hub angle,
deflection and driven torque. The simulations were per-
formed using Matlab® with a stepsize of 0.0ls. The
time closed loop plot showing the dynamic behavior ob-
tained by simulations and experimental of the deflection
are given in figures (7.1) and (7.3) . Also in figures (7.2)
and (7.4), the driven torque is shown.

From the plots one can notice that the curves obtained

from simulations are closed to the ones obtained experi-
mentally.

Camena tad
Flantsie Lmk []
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Figure 4.1: Schematic System

Figure 4.2 Expenmenta.l Flexible Robot

5 CONCLUSIONS

An infinite model based controllers were compared and
tested in an experimental flexible robot equipment. This
experimental results show that controllers derived from
the infinite model are a viable approach for the control
of flexible link robots. Future work include the design of
a controller based on infinite model with gravity effects.
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7 SIMULATION AND EXPERIMENTA-
TION RESULTS
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ABSTRACT

This paper presents an experimental study of finite based
controllers (PD, LQR, Passive, LQG/H,, and Singular
Perturbation) and three infinite model based controllers.
The results are compared with the simulations to demon-
strate the efficiency of each control technique.

Keywords : Flexible link robot, Lyapunov ‘s Method,
Distributed Parameter system.

1 INTRODUCTION

Over the last decade, the research area of light weight
manipulators that consume less energy with an accept-
able end effector accuracy had grown. This is because
of the development of applications like aireraft antennas,
satellite rescue arms and the industrial links for welding,
painting or manipulators for nuclear waste remediation.

The flexible robotics arms have been frequently mod-
eled using the Bernoulli beam theory or Timoshenko
beam theory. In most of the cases small deflection as-
sumption has been made. The model obtained for a
flexible link robot is a set of integro-differential equa-
tions with coupled nonlinear boundary conditions; due to
this characteristic, the original model is often reduced|4].
This can be done using assumed modes method, finite
element technique or singular perturbation theory,

The control strategies are classified in Finite (or Re-
duced) Model Based Controllers and Infinite Model
Based Controllers. In the literature, some controllers
are called “model independent”. In this article they are
classified by the model used to derive them.

The great advantage of the reduced models is that
the controller can be obtained using techniques of linear
systems. However most of the recent studies has been
concentrated in compensate the effects of the disregarded
modes, usually called "spillover”. A survey can be found
in [3], where some finite dimensional control strategies

are analyze and compared, concluding that the “the ef-
fects of high order modes must be considered”. Another
similar survey can be found in [1].

An attempt to overcome the difficulties associated
with the reduced models is the design of an infinite
dimensional control strategy. The majn advantage of
the infinite mode] approach is the preservation of the
model structure, usually destroyed by approximation
techniques [5). Although there has been several exper-
imental studies of different controllers ([3],[1]), none of
them have include the infinite model based controllers.

This paper examines several control strategies which
have been implemented on a single link robot appara-
tus. The strategies include five Finite Mode! Based Con-
trollers (Proportional-Derivative, the Linear Quadratic
Regulator, LQG/He, the Passivity approach and a con-
troller derived by using the Singular Perturbation The-
ory} and three Infinite Mode! Based Controllers. The
first one (of the infinite model scheme) was proposed by
Shifman in [5]. The variable needed for the implementa-
tion of this controller is the measurement obtained from
a strain gage installed along the beam. The second, is a
controller proposed by Yuan in [4]. The controller vari-
ables needed for implementation is the measurement of
the angle hub with the first and second derivatives. The
third one is proposed by Aguilera in [6], and the vari-
ables needed for the implementation are the hub vari-
ables, an auxiliary approximated variabie and the end
effector measurement. The simulations obtained for each
controller are compared with the experimental results.

2 MODEL OF THE FLR
The single flexible link robot(FLR) consists of a flexible
link attach to a base. The structure is fixed in one end

and free on the other (Figure 2.1), were w(z,t) denotes
the deflection of the beam with respect to the neutral
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axis, ¢ is the time variable, { is the beam length, z rep-
resents the spatial variable that index the beam points
where z € [0,1], 8(¢) denotes the rotation angle of hub.
We assume that the beam is uniform with mass density
p, Young “s Modulus F and cross sectiona] inertia J. The
hub inertia is denoted by I and the applied torque by
#.

Fixed Axis

..

Fig. 2.1: Schematic Flexible Link Robot

Remark 1 In what follows, ( ° ) represents differenti-
ation with respect to z, and a {(* ) represents differenti-
ation with respect to time.

The dynamic model of the flexible link robot is repre-
sented by

(Zn + pI3/3)8(2) + pfa:&.'i(:c,t)dz z=

¢ 0 &
Elw"" (z,t) + pir(z,2) + pzB(t) = 0
w(0,t) = w (0,2) =0

(L) =w () =0

XRFE

3 INFINITE MODEL BASED CON-

TROLLERS

The first controller tested was the Joint PD Con-
troller(JPD), This controller was proposed by Yuan in
[4] and is given by T = ﬁ—c[—ke - ¥(0 — 84) + ¢1n8),
wheve 6, represents the hub desired angle and ¢ > —~1,
k > 0 and ¥ > 0 are design parameters. The control
law does not require any feedback from the deflection
variables. The design parameters were calculated using
the assignment pole technique. The experimental values
used were ( =1,y =40, £ = 21.

The second controller use an euxilliory variable mea-
sure using o strain gage(SG). The controller is imple-
mented with the feedback of the deflection variables.
This controller was proposed by Shifman in [5]. The
deflection variables are measure using a strain gage col-
located along the beam. )

The control law is given by 7 = —co(X +c28) —cy (X +

- [ —_
3 0), were X := p [ [ é(zo)dz,dzy+ 146,60 = 8°—f and
DI

X represents all the error movement of the beam and is
directly measure from the strain gage. The values of the

¢; used for simulation are given by ¢, = 80, ¢; = 15,
Co = .05.

The third controller is design using finite element nu-
merical approrimation(SGA). The use of a strain gage
for deflection measure are limited by external factors like
ternperature or pressure, and have to be calibrated. The
longitude of the strain gage is also a limiting factor. The
controller proposed has a similar form as Shifman s but
the direct measure of the strain gage is approximated
numerically, with the help of the material properties in-
formation and the feedback of the tip position. A finite
technique is use to divide the beam in small links. For
each link, the approximation of the strain gage is made.
The total value of approximation is the combination of
all the small links values. The approximation for each
small link is given by A, = 1% 8 +¢- — 114, where
l, is a constant and equal to the beam length, and [ is
measure in resl time during the beam trayectory to the
desired position.

4 FINITE

TROLLERS
The procedure used to obtain a finite model was the
assumed modes method. The linear system obtained has
dimension 2(ne +1),were 7, is the number of modes. See
[2,6] for details. The following table show the first three
modes calculated and measured experimentally.

MODEL BASED CON-

Mode | Calc.-Freq. | Measure-Freq.
1 211 1.9

2 13.29 13.1

3 37.21 33

The controllers designed based on this linear truncated
model were the Proportional-Derivative(PD), the Lin-
ear Quadratic Regulator (LQR), the LQG/H,, and the
Passive. For details see [6). The PD controller results
is shown in figure (5.4). The graphics describe severe
oscillations as the robot reach the desired point. This
show that only feedback from hub is not enough to ob-
tain a good response from the robot. The LQR results
are shown in figure (5.5). This controller has better re-
sponse than the PD. This method assure adequate gain
and phase margins. The design of this controller for
the multilink case depend on the robot configuration.
The response of the passive controller is similar as the
LQR. Only the torque needed is smaller than the one
needed for the LQR. The LQG/H, results are similar
as the JPD controller. The H, controller is design with
the help of the kinf routine from Matlab. This routine
was modified to accept new weights to optimize the sys-
tem response. The singular perturbation controller was



design by means of the singular perturbations method.
The method separate the model in two subsystems. One
is consider the "fast subsystem” and the other "slow
subsystem”.The fast variables are identify as the elastic
forces and their respective time derivatives. The advan-
tage of this method is the order reduction of the model
that allow to solve the problems of systems having less
control signals than controlled variables. The response
is similar as the SGA controller.

5 EXPERIMENTAL SETUP

The flexible robot equipment of one degree of freedom
is shown in figure 5.1, it consists in an aluminium beam
fixed on one end. A CD motor and a camera are mounted
in the shaft of the motor. The camera’s resolution is
0.014 cm/pixel. A led is used to measure the end beam
position. The camera detects the led position and the
deflection is measured. An interface is used to feedback
the data and control to the equipment. Ihe control is
implemented in C language. To determine 8 a software
filter was used. The System Parameters are: Camera
Inertia 0.002K gm?, Link length { = 0.914m, Link height
2.54cm, Link width 0.3175¢m, Link mass 0.06 K g, Link
inertia 0.0042K gm?, Flexural rigidity EJ = 8K gm?/s?,
Linear density p = 0.8Kg/m. The flexible link robot
finite was simulated using three modes.The simulations
were performed using Matlab® with a stepsize of 0.01s.

The experiment consist in move the beam to a desired
position. The computer collect the values of hub an-
gle, deflection and driven torque. From the plots’ one
can notice that the curves obtained from simulations are
closed to the ones obtained experimentally.

Conclusions

An infinite and finite model based controllers were
compared and tested in an experimental flexible robot
equipment. The results show that controllers derived
from the infinite model are a viable approach for the
control of flexible link robots. Future work include the
design of a controller based on infinite model with grav-
ity effects.
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