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Evento.

Probabilidad del evento A.

Espacio muestral.

Evento imposible o conjunto vacio.
o-algebra. _

Elementos de la o-dlgebra.

Unién de conjuntos.

Interseccién de conjuntos.

Algebra de Borel.

Vector aleatorio.

Componentes del vector aleatorio X.
Distribucién de la variable aleatoria X
R xR x ... x R (n veces).

Funcién de distribucién de X.

Funcion de densidad de probabilidad de X.
Valor esperado de X o esperanza matemética.
Esperanza condicional de X dada Y.
Momento de segundo orden.

Matriz de covarianza.

Transpuesta de la matriz myx, tomando
el conjugado de los elementos complejos.
Vector de variables reales.

Traspesicién del vector X.

Ndmero complejo.

Valor esperado de X.



Continuaciéon de la Notacion
X, méX

X1l

v(t)

(1)

X}

W(t)

Y'(¢)
Wi(t), Wal(t)

X, converge en media cuadratica a X.
Norma del vector X.

Intensidad del ruido blanco.
Funcién delta de Dirac.

X, — my.

if’roceso de Wiener.

Realizaciones de W (t).
Covarianza del proceso de Wiener.
Ruido blanco.

Entrada de control.

Ley de control éptima.

Proceso de salida.

Procesos de Wiener.
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En el trabajo desarrollado en la presente tesis fuerdn obtenidos los algoritmos de fil-
trado y control éptimos para sistemas de It6-Volterra, sistemas polinomiales de tercer y
cuarto grados, y sistemas bilineales, en todos los casos anteriores, con observaciones con-
tinuas en el tiempo, y ademas con observaciones discontinuas para el caso de los sistemas
de Ité—VGiterra. También se trabaja con el caso en el cual el proceso es no observable,
tanto en los sistemas de [t6-Volterra, asi como en los sistemas polinomiales, obtenien-
do los algoritmos del controlador, mediante la aplicacién de los principios de dualidad y
de separacién. En el caso de los algoritmos de filtrado, control y controlador polinomial
obtenidos, se realiza una aplicacion a un sistema automotriz, en la cual se compara la
eficacia de estos algoritmos con respecto a los algoritmos del filtro lineal de Kalman-Bucy.
Por iltimo, se obtienen los algoritmos de filtrado para sistemas bilineales, para los cuales
se presenta una aplicacion a un reactor de polimerizacién en la cual se compara la eficacia
de los algoritmos de filtrado obtenidos, con los lineales (de Kalman-Bucy). Los algoritmos
de filtrado presentados en este trabajo, son obtenidos matematicamente y su eficacia es

mostrada mediante simulacién en MatLab 6, version 1.2.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccion

Dentro de la calidad y la mejora continua va implicita la palabra filtrado, como algo
que permitird eliminar lo no deseado y mejorar de esta manera la calidad. Los ruidos,
presentes en todos los procesos (quimicos, biolégicos, mecdnicos, etc.) causan disturbios,
los cuales afectan al proceso y por lo tanto a los resultados del mismo. En este trabajo
se estudia el caso particular de procesos con la presencia de disturbios con la forma de
ruidos blancos Gaussianos. El deseo es eliminar o minimizar los disturbios presentes en
los procesos. Este aspecto de la calidad es estudiado por la teoria de control para procesos
estocdsticos y en especifico, por la teoria de filtrado. En esta tesis se elaboran algoritmos
de filtrado y control 6ptimo partiendo del método de minimos cuadrados, el cual ofrece las
condiciones mediante las cuales se podra minimizar el error, para procesos representados
por sistemas de ecuaciones polinomiales de grados tres y cuatro, ya que hay algunos
procesos técnicos, quimicos, que son representados por sistemas de ecuaciones de grados

no lineales y no se cuenta con los algoritmos correspondientes.
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1.2. Antecedentes :

Ya que en este trabajo es presentado el control y el controlador para sistemas de [t6-
Volterfa., se presentardn primero algunos antecedentes al respecto, y posteriormente se
trataran los referentes al filtrado polinomial. Los problemas de filtrado y control éptimos,
para sistemas dindmicos con retardos, los cuales representan un caso particular de los
sistemas integrales discontinuos, han sido estudiados desde diferentes puntos de vista
(ver, por ejemplo, [34],(35],{1]). La aplicacién de los sistemas dindmicos con retardos se
puede ap..reciar en conceptos de economia global [40], modelos de mercado [43], sistemas
técnicos [32] y otros. El italiano Vito Volterra (1860-1940), en los anos 20, elaboré un
modelo matematico de la coexistencia entre dos poblaciones ecoldgicas para analizar las
variaciones ciclicas observadas en las poblaciones de tiburones y los peces que les sirven
de alimento en el mar Adridtico, el enal concluyé con la ecuacién integral (la cual puede
0 no, ser reducida al caso de una ecuacién diferencial}. En [57] se puede apreciar el caso
particular de la integral de Volterra, en el cual se trabajé para obtener los algoritmos de
control y filtrado. Esta ecuacién, combinada con la integral estocastica de Itd, dié paso
a la integral estocdstica de It6-Volterra, la cual es tratada en esta tesis. En 1979, fueron
realizados los primeros trabajos sobre existencia y unicidad de la ecuacién de It6-Volterra,
por K. It ‘[45]. En 1980. Balakrishnan [4] realizé las primeras aplicaciones de este modelo
a la teorfa de control éptimo. En 1985, Kleptsina y A. Yu. Veretennikov [51] establecieron
el procedimiento para obtener el filtro 6ptimo del proceso descrito sobre observaciones
continuas de una ecuacién reducible a una ecuacion diferencial en el caso escalar. Un aiio
més tarde, L. E. Shaiket [74] presenté el resultado para el caso vectorial. Finalmente, en
[67],(65], se sentaron las bases necesarias para el andlisis de filtrado sobre observaciones
discretas-continuas. En este trabajo se presenta el control y el controlador dptimos para

sistemas de [t6-Volterra con observaciones continuas y discretas en el tiempo. El principio
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de dualidad [56] establece la utilizacién dp la estructura de la matriz de ganancia 6ptima
del problema de filtrado dual como la matriz de ganancia en el problema de control, tal
como se hizo para sistemas diferenciales estocésticos en [47], [46]. Como un resultado, la
ley de control 6ptima y la matriz de ganancia son obtenidas primero en el caso general en
la ecuacion de estado de 1to-Volterra, donde la matriz de ganancia satisface la ecuacion
de Riccati, la cual depende de dos variables de tiempo, como la funcién matricial de
correlacién cruzada en el problema dual (ver [26] [27]). También es presentado el caso
de la planta dindmica, gobernado por una ecuacién diferencial, en el que la funcién de
correlacién cruzada coincide con la varianza como puede verse en [25]. En esta situacién,
la varianza y la matriz de ganancia satisfacen ecuaciones de Riccati, las cuales dependen
solo de una variable, el tiempo, similarmente a la varianza en el problema de filtrado para
procesos dindmicos sobre observaciones de It6-Volterra [25], [22].

Las ecuaciones del controlador para sistemas de [t6-Volterra con estado discontinuo so-
bre observaciones discontinuas son obtenidas usando el procedimiento del filtrado [26],[27],
en las cuales, derivando las ecuaciones de filtrado sobre observaciones discontinuas, se
conocen las ecuaciones de filtrado sobre observaciones continuas, como un caso particu-
lar, y a partir de ellas. son obtenidas en este trabajo las ecuaciones de los algoritmos de
control éptimo como un resultado dual del filtro dptimo, para sistemas de Ité-Volterra en
el Capitulo 3, con observaciones lineales continuas y discretas en el tiempo.

El inicio de la teoria de filtrado se remonta al afio 1949, cuando N. Wiener [77] estu-
did los problemas de filtrado de sistemas bajo la presencia de ruidos blancos Gaussianos.
Wiener utilizé técnicas de interpolacién y extrapolacién sobre series estacionarias en el
tiempo y:a este método se le conoce como Filtrado de Wiener. Rudolf Emil Kalman
(1930) elabord en 1958 una aproximacién del modelo basado en el problema de filtrado

de Wiener, siendo conocido como el Filtro de Kalman [47] . En 1961, R. E. KaJman y R.

14



S. Bucy [46] presentaron una nueva aplicacién a la teoria de filtrado, la cual se conoce
como el Filtro de Kalman-Bucy. Los trabajos en [47] y [46] desarrollaron el concepto de
filtrado para sistemas lineales en tiempo discreto y en tiempo continuo respectivamente.
Posteriormente, la generalizacién del caso lineal al no lineal, fue hecha por P. Frost y T.
Kailath [41] en 1971, utilizando el mismo esquema del filtrado lineal.

La solucién general al problema de filtrado 6ptimo para el estado no lineal y ecuaciones
de observacion con presencia de disturbios representados por ruidos blancos Gaussianos fue
abtnida por Kushner (53]en 1964.La solucién que obtuvo Kushner se basa en la densidad
condicional de un estado no observable con respecto a las observaciones. Mas tarde se
abtuvo el filtro finito dimensional no lineal para otros casoes, por ejemplo, cuando el vector
de estado puede tomar solo un nimero finito de estados admisibles [78], o si la ecuacién
de observacidn es lineal y el término drift en la ecuacion de estado satisface la ecuacién de
Riceati df /dz + f? = x? (ver [29]). La clasificacién completa de los casos generales en los
cuales existe el algoritmo del filtro dptimo no lineal de dimensién finita es dada en [79].

En 1977 fue planteada la forma abstracta para funciones de densidad de probabilidad
condicional que se establece en el Teorema de Correlacién de Procesos Gaussianos por R.
S. Liptser y A. N. Shiryayev en [60]. En el articulo [62] de S. K. Mitter (1996) se puede
encontrar:mas informacion referente a teoria de filtrado.

En 1995, en [67] se elaboraron los algoritmos de filtrado Minimax sobre cbservaciones
continuas y discretas, obteniendo vibroscluciones de las ecuaciones diferenciales en dis-
tribuciones con tiempos discontinuos.

En forma similar fue resuelto el problema de control éptimo o regulador éptimo para
el estada de sistemas lineales durante los afios 60s. [56], (39]. La funcién de control dptimo
para sistemas no lineales se obtiene usando el principio general de méximo [70] o partiendo

de programacién dindmica [28] sin embargo, en estos trabajos, no se establece una forma
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especifica de control éptimo. Hoy en dia, tomando en cuenta que el problema de control
dptimo en el caso lineal puede ser resuelto mediante la aplicacién del principio de dualidad
a la solucién del problema de filtrado éptimo, en este trabajo se presenta la aplicacién de
este principio al caso de obtencién del control para un sistema polinomial, con entrada
de control lineal, usando el filtro 6ptimo para sistemas polinomiales sobre observaciones
lineales. Los resultados obtenidos en virtud del principio de dualidad estdn basados en los
resultados obtenidos por Bellman en 1957 [28], Pontryagin, Boltyanskii, Gamkrelidze, y
Mishchenko [70] en 1962, y por Pugachev en 1984 [72] y [71] respectivamente, y pueden
ser verificados rigurosamente usando estas referencias. Aplicando el principio de dualidad
a un caso polinomial, por medio de la dualidad fisica se tiene que si el filtro 6ptimo existe
~ en forma cerrada, el regulador dptimo existe en forma cerrada, y viceversa.

El problema del controlador para una ecuacién de estado lineal, no presenta una aplicacién
muy amplia, ya que, por ejemplo, los procesos quimicos son descritos por ecuaciones
cuadréticas [64]. El principio de separacién para sistemas polinomiales con observaciones
lineales y criterio cuadratico es establecido en la misma forma que en el caso lineal [56].
En este trabajo este principio es aplicado a sistemas.polinomiales de tercer grado con
observaciones lineales v criterio cuadratico a minimizar, para los cuales ya existen el filtro

y control éptimos [7].

1.3. Motivacion

La motivacidn para la realizacién de este trabajo radica en la importancia de filirar
senales que contienen ruidos en cualquier proceso y la necesidad de desarrollar algoritmos
para la elaboracion de filtros y controles 6ptimos que permitan trabajar con sistemas poli-

nomiales de grados 3 v 4. va que muchos procesos (principalmente quimicos y petrogquimi- |
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cos) se representan mediante este tipo de ecuaciones y no se contba con los algoritmos
de filtrado y control correspondientes. Ya que no se contaba con ias bases mateméticas
necesarias, como son las técnicas de filtrado éptimo para sistemas polinomiales y para
sistemas de It6-Volterra. Ademads, algunos procesos son representados por medio de las
ecuaciones de It6-Volterra, para las cuales no se contaba con los algoritmos de filtrado y'
control éptimos y en esta tesis se hace el desarrollo de éstos para el caso de observaciones
continuas, y discontinuas (con retardos en el tiempo) y el casc mas simple, las ecuaciones

para la planta dindmica.

1.4. Aportaciones

A continuacion son presentadas las aportaciones de esta tesis.

1.4.1. Control Optimo en Sistemas de Ité-Volterra

El contenido de este trabajo es basado en la obteﬁcién previa del filtro 6ptimo para
sistemas de 1t6-Volterra, presentado en [26], [27], en los cuales es obtenido el filtro éptimo
para sistemas de It6-Volterra, con observaciones continuas y discontinuas. En este trabajo
se presenta el control dptimo en sistemas de It6-Volterra, para observaciones continuas
y discontinuas, asi como los algoritmos de control éptimo con observaciones continuas y
discontinuas, partiendo de las ecuaciones para la planta dindmica (cuando el integrando
de la ecuacién integro-diferencial depende de una sola variable). Los resultados de este

capitulo se publicaron en [6], [16].
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1.4.2. Controlador Optimo para Sistemas no Observables de Ito-

Volterra

Cuando el proceso es no observable, es necesario considerar los algoritmos del filtro
[26], [27] y control [6] éptimos ya obtenidos, para elaborar un controlador 8], aplicando el
principio de separacién para sistemas integrales, el cual es establecido en la misma forma
que en las ecuaciones diferenciales dindmicas [56]. Los algoritmos son obtenidos para
observacienes continuas y discretas y ademads se presentan estos casos para las ecuaciones
de la planta dindmica (cuando el integrando de la ecuacién integro-diferencial depende de

una sola variable). Los resultados de este capitulo se publicaron en [8], [15].

1.4.3. Filtrado C)ptimo en Sistemas Polinomiales

Considerando que ya han sido elaborados los algoritmos de filtrado cuando las ecua-
ciones de estado son lineales, con tiempo continuo y observaciones lineales, por Kalman
y Bucy [46], y siendo planteado el caso general de los algoritmos de filtrado por Kushner
[53], ¥ considerando la existencia de los algoritmos de filtrado para el caso cuadrético y
observaciones lineales. obtenidos por Basin [5], en este trabajo son presentados los algo-
ritmos de filtrado para el caso en el cual las ecuaciones de estado son polinomiales de
tercer y cuarto grados. ¥ ademads es realizada una aplicacién donde se muestra la eficacia
del filtro polinomial respecto al filtro lineal. Los resultados de este capitulo se publicaron

en [7], [13],[14], [18], f21].
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1.4.4. Ecuaciones del Filtro para Ecuaciones de Estado

Bilineales

Multiples procesos (por ejemplo, los de polimerizacidn) son representados mediante
ecuaciones de estado bilineales, con observaciones lineales, donde éste es el caso general,
(siendo el caso cuadratico un caso particular de éste} y no se contaba con los algoritmos
de filtrado correspondientes. En este trabajo son obtenidos los algoritmos de filtrado para
el caso de ecuaciones de estado bilineales, con observaciones lineales y se presenta una
a,plicacié_n_ a un reactor de polimerizacion, mostrdndose su eficacia respecto al filtro lineal.

Los resultados de este capitulo se publicaron en [11], [17], [19], [20].

1.4.5. Control Optimo en Sistemés Polinomiales

Una vez obtenidas las ecuaciones de filtrado éptimo para sistemas polinomiales de ter-
cer grado, con observaciones lineales [7], aplicando e! principio de dualidad, son obtenidas
las ecuaciones del control éptimo para sistemas polinomiales de tercer grado, con ob-
servaciones lineales {11], [12]. Se presenta una aplicacién a un sistema automotriz [63],
representado por un sistema de ecuaciones no lineales y con observaciones lineales, donde
se puede apreciar la eficacia del control polinomial 6ptimo respecto al lineal. Los resultados

de este capitulo se publicaron en (7], {111, [12], [18].

1.4.6. Controlador f)ptimo en Sistemas Polinomiales

Cuando el proceso es no observable, es necesario considerar las ecuaciones de los algo-
ritmos de filtrado éptimo, previamente obtenidas [7], el principio de separacién para sis-
temas polinomiales, y reformular e] problema para obtener un controlador 6ptimo para sis-

temas polinomiales con observaciones lineales y tiempo continuo (ver [9], [10]). Ademads, se
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verifica la eficacia de este controlador polinomial, respecto al controlador lineal, mediante
una aplicacién al mismo sistema automotriz que se utilizé en el filtro y en el control

éptimos. Los resultados de este capitulo fueron sometidos para su publicacién en [9],[10].

1.5. "Organizacién de la Tesis

En el Capitulo 2 se presenta una sintesis de la teorfa de probabilidad, teoria de andlisis
funcional, procesos estocasticos, ecuaciones de It0-Volterra, teoria de filtrado, teoria de
control, y teoria de vibrosoluciones, necesarias para dar al lector una idea de los conceptos
en los que se fundamentan los resultados obtenidos, asi como las referencias en las que
se sustenta la base teérica de los mismos. En el Capitulo 3 se presenta la obtencién de
las ecuaciones de control 6ptimo para sistemas de Ito-Volterra, con observaciones lineales,
para el caso de observaciones continuas y discontinuas, y en la planta dindmica, partiendo
de las ecuaciones de filtrado 6ptimo obtenidas previamente y aplicando el principio de
dualidad.” Ademaés, se presenta una aplicacion de estas ecuaciones de control optimo al
movimiento de un misil con motores jet e impulsivos. En el Capitulo 4 se presenta el caso
del controlador 6ptimo para las ecuaciones de Itd-Volterra, con observaciones lineales, con
los casos de observaciones continuas, y discontinuas. Finalmente, se presenta el controlador
para la planta dinédmica, también con observaciones lineales, continuas y discontinuas y
una aplicacién al movimiento de un misil con motores jet e impulsivo y velocidad no
observable. En el Capitulo 5, tomando como base la existencia de los algoritmos de filtrado
éptimo para ecuaciones de estado lineales y cuadraticas, son obtenidos los algoritmos de
filtrado para ecuaciones de estado polinomiales de tercer y cuarto grados con observaciones
lineales y continuas; ademas, se presenta una aplicacion de estos algoritmos de filtrado

6ptimo a un sistema automotriz, mostrdndose su eficacia respecto a los algoritmos de
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Capitulo 2
Marco Tedrico

El contenido de esta seccidn fueron tomados de las siguientes referencias bibliograficas:
Probabilidad y Estadistica [72], [71], Ecuaciones Estocdsticas [71], La Teoria de Filtrado
Optimo, [2], [47], [46], {71], Teoria de Control Optimo [39], [58], [59], [56], y Teoria de
Vibrosoluciones [67], [50], [66].

2.1. Probabilidad y Estadistica

2.1.1. Conceptos Bésicos

Definicion La observacion de algun fenémeno bajo algunas condiciones y acciones, la
cual es realizada en un periodo de tiempo, repitiendo un experimento dado, es lamada
una prueba.

Definicién Una caracteristica cualitativa de una prueba consiste en registrar si los
resultados de un experimento presentan algiin efecto o no. Este efecto es llamado evento.

Definicién Una caracteristica cuantitativa de una prueba consiste en determinar los

valores de algunas variables obtenidas como un resultado de una prueba. Cada una de
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estas variables supone diferentes valores, los cuales son imposibles de predecir. A estas
variables se les llama wariables aleatorias. Los valores especificos que toma una variable
aleatoria son llamados valores simples o realizaciones de la variable aleatoria.

Definicion La proporcién del niimero de apariciones de un evento respecto al niimero
total de pruebas es llamada la frecuencid' del evento. Asi, si un evento aparece m veces en
n pruebas, entonces la frecuencia en esta serie de pruebas es igual a m/n.

Definicién Dada la estabilidad de la frecuencia de un evento, y suponiendo que a
todo evento le es asociado un nimero, a este nimero se le llama la probabilidad de este
evento.

Esto es, el nimerc P(A) al cual tiende la frecuencia de A, cuando el nimero de experi-
mentos tiende a oo es lla probabilidad del evento A.

Definicion Un evente elemental es aquel que no contiene sub-eventos, excepto el
evento imposible (@) v a si mismo.

Definicién El conjunto de todos los posibles resultados de una prueba, es llamado el
espacio muestral y usualmente es denotado por {2.

Definicién Sea 2 un espacio muestral. Sea ¥ un conjunto de subconjuntos de Q. ¥

es llamada una o—dlgebra si:

» Paratoda A; € T, A¢ € 32, donde A¢ = {z € R|z ¢ A;, } es el evento complementario

al evento A;.
= Si Ay, Ay, ... A,. ... es una sucesién contable de elementos de £, entonces | JA, € &
= pE L.

Definicién Sea Q un espacio muestral y A un evento de ¥, la o—élgebra definida en
Q2. La funcién P(A) es llamada probabilidad (0 medida de probabilidad de A ) si se cumplen

las siguientes condiciones:
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= P(A) 20
u P(Q) = 1;

s Si Aj, Ag,... es una sucesién finita o infinita de eventos mutuamente excluyentes
AiA; = ¢ para todas %,j tales que ¢ # j, entonces:P(4;|JA42(JAslJ...) =
P(A;) + P(Az) + P(A3) + ...

Definicién Un espacio muestral §2 con una dlgebra o o-dlgebra dada de conjuntos %,
y una probabilidad en ¥ definida como una medida no negativa P(A), 4 € T, es llamado
un espacio de probabilidad y es denotado por (S, £, P). Asi, el espacio de probabilidad
sirve como un modelo matemético de algiin fenémeno aleatorio en la teorfa moderna de
Jprobabilidad.

Definicion Al conjunto de eventos, de los cuales es determinada su probabilidad, es
llamado o-dlgebra de eventos y es denotado por X.

Definicién Un conjunto contable de eventos {Ax} es llamado un conjunto completo
de eventos si hasta el Gltimo de ellos aparece como resultado de una prueba. Es decir; los
eventos A, ..., Ap, n < oo, forman un conjunto completo si | ) Ax = 2.

Definicién Si P(B) # (j, B € I entonces la probabilided condicional de algin evento

A € X relative al evento B es determinada por la siguiente férmula.:

P(A|B)
P(B)

El evento A es independienie de B si P(A|B) = P(A), y ademés:

P(A|B) =

P(A(B) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B)
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2.1.2. Variables Aleatorias

Definiciéon La o-dlgebra de Borel es definida como la menor g-dlgebra que contiene a
los abiertos de un espacio topolégico.
Definicién Una variable aleatoria X es una funcidn real cuyo dominio es {2 y el cual
" es ¥ — medible, esto es, para cada nimero real z, {w € QX (w) <z} € Z.
Definicién Un vector aleatorio es una funcién X :  — R” tal que, para B € B(R"),
X(B)eZ;
X = (X1, Xay vy Xy}

donde

{Xl <z,X; <z, gy In} ex,r; €R

Definicién El valor de una variable aleatoria en algin punto dado w del espacio
(i.e. el valor que se supone cuando aparece un resultado de la prueba) es llamado una
realizacion de esta variable aleatoria.

Deﬁni(;ién La probabilidad Px es llamada la medida de probabilidad o la distribucidn de

la variable aleatoria X, y estd dada por:
Px(A)=P(X € A) = P(X"(4)),A€ T

Definicién El espacio de probabilidad (R, B(R), Px ) es llamado el espacio de probabilidad
de la variable aleatoria X.

Definicién Sea Py la medida de probabilidad de la variable aleatoria X. La funcién

Fx(z) = P(X € (—o0,2]) = Px((—o00,z]) es lamada una funcidn de distribucién de

{a variable aleatoria X.
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Propiedades de la Funcion de Distribucion

Una funcién de distribucion es una funcién no decreciente, F : [—o0, 00] +— [0, 1].
(Es considerado el intervalo [—00,00] ya que hay variables aleatorias que pueden

tomar valores infinitos, y de esta manera quedan representadas.

F(=o0)=0;F(c0) =1

F(x) es continua por la derecha, es decir F(z) = F(z+).

La funcién de distribucién de una variable aleatoria discreta con saltos en los puntos
Z1, Lo, ..- Ty 1gual a py, P2, ..., Pn respectivamente y es constante en algin intervalo
que no contiene alguno de los valores z,, s, ...Zn, como la probabilidad del evento
X < z no cambia s z varia en cada intervalo. Entonces, la funcién de distribucién

de una variable aleatoria discreta, es representada por una funcién escalén.
» La funcién de distribucién de una variable aleatoria continua es continua.

» La funcién de distribucién de una variable aleatoria continuo-discreta tiene puntos de
discontinuidad z,, %3, ... Zn con saltos de longitudes p;, ps, ... Pnx respectivamente,
y es continua y diferenciable en todos los otros puntos del eje numérico y su derivada

vale cero.

Diferenciando la férmula anterior con respecto a x en ¢l caso de una variable aleatoria

continua escalar y aplicando el Teorema Fundamental del Célculo, se obtiene

f(z) = F'(z),
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Propiedades de ia Funcién de Distribucion

Una funcién de distribucién es una funcién no decreciente, F : [—o0, 00] — [0, 1].

(Es considerado el intervalo [—o0, 00| ya que hay variables aleatorias que pueden

tomar valores infinitos, y de esta manera quedan representadas.

F(x) es continua por la derecha, es decir F(z) = F(z+).

La funcidn de distribucién de una variable aleatoria discreta con saltos en los puntos

Z1, T2, ... zy igual a p1, pa, ..., Py T€spectivamente y es constante en algiin intervalo
que no contiene alguno de los valores z,, s, ...2n, como la probabilidad del evento
X < z no cambia si 7 varia en cada intervalo, Entonces, la funcion de distribucion

de una variable aleatoria discreta, es representada por una funcién escaldn.
= La funcién de distribucién de una variable aleatoria continua es continua.

= La funcién de distribucion de una variable aleatoria continuo-discreta tiene puntos de
discontinuidad zy, x,, ... Ty con saltos de longitudes p,, ps, -.- py respectivamente,
y es continva y diferenciable en todos los otros puntos del eje numérico y su derivada

vale cero.

Diferenciando la férmula anterior con respecto a x en el caso de una variable aleatoria

continua escalar y aplicando el Teorema Fundamental del Célculo, se obtiene

f(z) = F'(z),
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siempre y cuando F(z) sea diferenciable en toda X. Asi, la densidad de una variable
aleatoria es la derivada Radon-Nikodym [71] Px respecto a la medida de Lebesgue (73]
de su funcidén de distribucién.

Definicion El limite de la proporcién de la probabilidad de la ocurrencia de una
variable escalar aleatoria X en un intervalo [z, z 4 Az) con longitud Az cuando Az — 0

es llamado densidad o denstdad de probabilided de la variable aleatoria X en el punto z.

f(z) = lim Pz < X < +Az) - F(z)

Az—0 Az

Propiedades de 1la Densidad de Probabilidad
= f(z) 2 0.
. [ f@)da =1

» La densidad de Y = X + a evaluada en Y estd dada; por:

Ply< X +a<y+Ay)

o ., Ply—a< X <y—a+Ay)
fly—a) = 1;130 Ay lim

Ay—0 Ay

La probabilidad de ocurrencia de una variable aleatoria X en el dominio A es deter-

minada por la férmula
PX eA)= / flz)dx
A

si la densidad f(z) es continua parte por parte y acotada en el dominio A. La funcién de
distribucién de la variable aleatoria X estd dada por F(z) = P(X < z) . Utilizando la
densidad,
Flz) = P(-0< X <2)= /z f(u)du
—o0

cuando X es una variable aleatoria continua escalar.
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Teorema [72] El valor esperado de una funcién ¢(X) de la variable aleatoria continua

X con densidad f(2z) estd dado por
o0
B@(x) = [ #@)f()ds
Definicién La varianza de una variable aleatoria escalar es definida como
o’ = B(X — E(X))?

Definicién La esperanza condicionel de una funcién dada ¢(X) de una variable o
vector aleatorio escalar X, dado el valor de una variable o vector escalar aleatorio Y,
estd dada por:

Blpx)IY) = | " (@) (2] )dz,

-—00

donde f(|Y) es la densidad condicional de la variable aleatoria X, dada la variable aleato-
ria Y.
Definicién Dado un vector aleatorio X, el momento de segundo orden estd dado por

Iy = EXXT y la matriz de covarianza es determinada por la férmula
Kx=EX°X"7
donde X°® = X —mx v mxy = EX. Adem4s »»
[y =Kx +mxmk.

Donde el * indica la tansposiciéon de una matriz, cambiando sus elementos complejos
por sus conjugados correspondientes. Para dos vectores aleatorios X y Y, la matriz del
momento de segundo orden I'yy y la matriz de covarianza cruzada Kxy estdn dadas por
las férmulas

Tyy = EXYT,
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Kxy = EX°YT

Y ademas

*
ny = ny-l-mxmy.

Definicion Para los momentos centrales e iniciales de drdenes superiores, la formula

esta dada por

p = EXY, 0 =EX",(r=12,..)

o = Q. = EXT X
By = Pyape = BXDM...(X)™
(Ir] = r+.+rm,|rle{l,2,.}).

Definicién La funcidn caracteristica -de une variable aleatoria X estd determinada
por el valor esperado de la variable aleatoria gV X y es considerada como una funcién de
la variable real A. Su férmula estd dada por

s0) = By = [ e @y
—00

La dimensiéon de la variable A coincide con la dimensién de la variable X.

Propiedades de la Funcién Caracteristica

= La funcién caracteristica es continua y | g(A) |< 1,9(0) = 1,g(—)) = g(}), donde

indica el conjugado.

» La funcién caracteristica es positiva definida, esto es: para algunos valores Ay, ..., Ay
de una variable A y algunos niimeros complejos &, ...,£x

N

> 9 — A)GE, 2 0.

9=l
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s La funcién caracteristica ga() de una variable aleatoria ¥ = AX + o obtenida
como el resultado de una transformacién de una variable aleatoria X es expresada

en términos de la funcién caracteristica g:()\) de la variable aleatoria X por
it
g2(1t) = e g (A )

= La funcidn caracteristica de la proyeccién de un vector aleatorio en algtin subespacio
G es ignal a la contraccidén de su funcién caracteristica en este espacio. Sia=0y A
es la matriz proyeccién en G, entonces AT = A, A\ = A paraalgin A € Gy 4\ =0

para algin vector A ortogonal a G.

» La funcién caracteristica g()) de la suma de variables aleatorias independientes

X1, ..y Xy es igual al producto de sus funciones caracteristicas gi(2), (k=1 .m):
g(A) = IIE_, g6 (N).

» 5i X}, ...X, son variables aleatorias independientes, entonces la funcién caracteristi-
ca correspondiente g(A), A = [Ay, ... A\y]T del vector compuesto aleatorio X =
[XT, ... XT]T es ignal al producto de las funciones caracteristicas g«(Ag), (K =1,...,)

de las variables aleatorias X, ..., X, :

9(A) = IE_ 95 (k)

El inverso también se cumple.

2.1.3. Convergencia de Variables Aleatorias

Definicién La sucesién o red de variables aleatorias {X.,}, con valores en un espacio

topoldgico, es lamada convergente casi sequramente (o con probabilidad 1) a la variable
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aleatéria X si la sucesién de las funciones {z,(w)} converge a z(w) casi donde quiera en

2 relativamente con la medida P.

P(X, — X) = P(w : 2,(w) — a(w)) = 1. (2.1)

Definicién La red de variables aleatorias {X,} converge en probabilidad a X si para

algin e > 0

lim P(|| X, — X|| > €)= lim P(w: ||z,(w) — z(w)|| > €) =0 (2.2)
710 T—7g

Definicién Consideremos una red de variables aleatorias {X,}, con valores en el
espacio Q. Se dice que X, converge en medie cuadrada a la variable aleatoria X , X. W8 X

81

ElXI%HE| X P< o (2.3)

o

E|X,—X|*—0 (2.4)
cuando 7 — r¢. La convergencia estocastica es la mds débil de las tres anteriores:

(2.1) = (2.2) < (2.4).

2.1.4. Procesos Estocasticos

Definicién Un proceso estocdstico es una red de variables aleatorias, {X;,t € T},

definidas sobre el mismo espacio de probabilidad, donde T es un conjunto de indices y X,
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es una variable aleatoria para cada t. X, también se denofa por X(t) y los valores que
esta variable aleatoria asigna al evento elemental w se denotaran por X (£, w).

Definicién Dado el proceso estocdstico vectorial X (t) = [Xi(f1), ... Xn(ts)], se define
su funcién de denstdad multidimensional f(zq, ..., Zp; ty, ---, ta) como la densidad conjunta
del vector aleatorio X (t) = [Xi(¢), ... X,.(t)], la cual toma los valores de Xy, ..., X,, en
los tiempos ¢y, ..., ¢, '

Para el proceso estocéstico vectorial X (t) con valores independientes, los valores de las
variables X, , ..., X, son independientes para algiin ¢y, ..., € T y algiin nimero natural n.
Para la funcion aleatoria X (¢) con valores independientes para n = 1,2, ... es presentada

la siguiente relacién

fa(Z1, ey Tai by o tn) = fil@n, ) fil@e, t2) . fi(@as ta)

Asi, todas las distribuciones multi-dimensionales de una funcién aleatoria con los valores

independientes es determinada Unicamente por sus distribuciones uni-dimensionales.
Definicién Dado el proceso estocdstico X (¢), t € T3, los conjuntos de funciones

caracteristicas uni-dimensional g1 (A; t) y multi-dimensional g, = gn(A1;, A2,y ..y Anity,.-tn),

con los pardmetros t y { t1,...,t,,} son determinados respectivamente por:

o (A, t) _ E(ez‘/\TX(t))’
gn()\l,)\z, ....An;tl,..-,tn) = E(eiATX(£1)+...+'iA{X(tﬂ))(n = 2,3,)
Definicidon Las funciones del momento de sequndo orden del proceso estocastico

{X(@®)}, t € Ty (matriz T'x(¢1,t2)) y la funcidn de covarianza (matriz Kx(f1,t;) son

determinadas por la siguiente férmula:

Tx(tits) = EX(1)X(%) (2.5)
Kx(tl,tg) = E"Xu(t]_))i’o(tg)!t
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Ademas

Cx(t1,t2) = Kx(t1,t2) + mx(t)my(t2),

donde el * indica la transposicién de una matriz, cambiando sus elementos por sus con-
jugados. El momento cruzado de segundo orden (matriz [xy(t1,12)) ¥ la funcidn de co-
varianza cruzada (matriz K xy (¢1,%2)) para dos funciones aleatorias X (1), Y(t),¢ € T; son

determinadas por
Tx(ti,t2) = EX(H)Y (%), (2.6)
Kx(ti,ts) = EX°(t)Y°(t.)",
y ademads:
Cxy(ts, t2) = Kxv(t1, ) + mx(t1)my (ta).
Andlogamente, los momentos superiores pare funciones reales, escalares aleatorias
X(t), t € Ty, son determinados por las siguientes férmulas
G = e = (2.7)

o0 O
/ / 3 e A S G SRS, s R AT TR S

-0 J -0
prlty, ote) = EX(0),- X () =

foo /oo [z, — me (b)) [2r — Mme(t)) fr (21, -2 b1t ) Ay Ay

Definicién El proceso estocdstico {X(t)} con esperanza cero y funcién de covarianza

Kxy la cual contiene como un miiltiplo la funcién ¢ de Dirac,

mz(t) = 0, (2.8)
K(t1,82) = v(t1)6(ty — 12)
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es llamado ruido blanco, en sentido amplio. ;

Tomando en consideracién que §(t1 —tp) =0enty F# i, y 6(f; —t2) =1l en iy =y, el
multiplicador v(¢1)} puede ser reemplazado por el multiplicador v(¢,) ¢ por el multiplicador
simétrico \/u_(tT)Ttg) . El multiplicador »(t) de la funci6n é es llamado la intensidad del
ruido blanco {X(¢)}. La intensidad de un ruido blanco escalar es positiva. La intensidad
del ruido blanco vectorial representa una matriz simétrica definida no negativa.

Si la variable
[Kx (1, t2)]
KX (tla tl)

para el proceso aleatorio estocdstico escalar X(t) puede suponerse pricticamente igual
a cero cuando |t; — | > 7 y la variable 7; es suficientemente pequefa, entonces el
proceso estocdstico {X(¢)} puede ser considerado como un ruido blanco no estacionario

con intensidad igual a

v(t) = foo Kx(t,t+7)dr

—0
Condiciones para Procesos Independientes y Proceso de Wiener

Definicién Dos pfocesos estocdsticos {X;}, {Yi},t € T son independienies si para
todo conjunto de pardmetros {;} € T, los vectores aleatorios [zy,, ...¥s, |7, [¥e, -4, ]T son
independientes.

Definicién Un proceso {X;}, ¢ € T con paridmetros continuos tiene incrementos
independientes si para todo conjunte finito {&[t: < {41} € T los vectores aleatorios
X, — Xy, Xoy = Xips - Xi, — X, son independientes.

Definicién El proceso {X;},t € T tiene incrementos independientes estacionarios si

Xtsn — Xryp tiene la misma distribucién de X; — X, para todat > 7 € T.
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Definicion El proceso estocastico {X;,% > 0} ¢s un proceso de Wiener o un proceso

de movimiento Brouniano si se cumple lo siguiente:

= {X;t > 0} tiene incrementos independientes estacionarios.

e {X;,t > 0} tiene distribucién Normal.

= Para todat >0, E[X,]=0

» P(zo = 0) = 1. y sus realizaciones son continuas con probabilidad 1.

Si {X.} es una sucesién de variables aleatorias normalmente distribuidas, X; ~ X,
también estd normalmente distribuida para todos los valores ¢,7 > 0. Para encontrar la
~distribucién del proceso de Wiener, hay que encontrar la distribucién de X; — X,. Dado
que X;— X, es Gaussiana, su distribucién es determinada por su media y su varianza. Por
lo tanto, tenemos que FE(X; — X,) =0, y ya que el proceso de Wiener tiene incrementos
independ"iientes y estacionarios, var{(X;— X,)} = ¢*(t—=7),t > 7, donde ¢ es la varianza

y es constante. La funcién de correlacion para el proceso de Wiener estd dada por:

1t.7) = E(XX,) = EB{(|Xi — X;] + X¢) X:} (2.9)
= B{(X,— X7)X,} + E(X})
= 0+ 0
Ademés
Y(t,7) = o*min(t,T) (2.10)

(@), t< T
= (a*)(r), T <1,

para todos valores de t,7 > 0. La funcién min(t, ) es continua para todos los valores de

2 1 - - - -
t v 7, pero %‘—’T—) no existe en (t,t). Pero acerca de la continuidad es posible afirmar
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lo siguiente: el proceso de Wiener {X;} es continuo por media cuadrada, con ¢ € T, si y
solo si (¢, 7) es continua en (¢,7),% = 7. Entonces el proceso de Wiener es continuo por
media cuadrada en [0, c0). |

Definicién El proceso estocdstico {X:} es Integrable por Riemann en sentido media
cuadrada sobre [a,b] si y solo si 4(t,7) es Riemann integrable sobre [a,b] x [a,b]. El
proceso estocdstico {X:} es Riemann integrable en el sentido de media cuadrada, y es
diferenciable en el sentido de media cuadrada, para ¢ € T si y solo si %l existe en
(t,1). Pof: lo anterior se tiene que el proceso de Wiener no ¢s diferenciable por media

cuadrética. Las funciones que cumplen con las condiciones del proceso de Wiener son

muy irregulares y diferenciables en ningin punto.

Proceso Gaussiano

Definicién Un proceso estocastico {X;},¢ € T' es un proceso Gaussiano o normal
si la ley de probabilidad es normal. Las derivadas e integrales por media cuadritica de
procesos Gaussianos son procesos Gaussianos. .

El proceso de movimiento Browniano es un proceso normal, ya que dados n tiempos

t1, f2, -, In, podemos escribir
Xlk N (Xf-k q th-l) + (th-n N th—z) + ... + Xy,

para todo 1 < & < n. Ahora los incrementos en el lado derecho, del movimiento Browniano
son independientes y Gaussianos. Por lo tanto las X;, s son combinacién lineal de variables
aleatorias normales.

El movimiento Browniano o proceso de Wiener es un proceso de Markov, dado que

p(thlXt.,_p vey th) = p(th - th-l. + th——l - 4¥0|th_1 - XO'J sy th - Xo)
= p(Xen — Kooy + Xegor — Kol Xy, = Xo) (2.11)
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= p(thl'th—l) :

Dado que el proceso de movimiento Browniano es también Gaussiano, es llamado proceso
Gauss-Markov. Esto es establecido ya que los incrementos del proceso de Wiener son

independientes.

Ruido Blanco

Un buen modelo del ruido es el ruido blanco.
Definicién Una sucesién blanca aleatoria {Xn,n =1,2,..} es una sucesién de Markov
para cada p(Xi|X;) = p(Xk), k > I. Una sucesién blanca es completamente aleatoria. Si
las variables aleatorias Xjis son normalfnente distribuidos, la sucesién {X,} es llamada
sucesién aleatoria blanca Gaussiana. Podemos decir que el ruido blanco estd compuesto
por la superposicién de un gran ndmero de pequeiios, independientes, y aleatorios efectos,
y tomando en cuenta el teorema del Iimite central, es siempre Gaussiano.

Si {Xn,m = 1,2,...} es una sucesién de vectores aleatorios blancos Gaussianos, la
ley de probabilidad es especificada mediante su media F(X,) y su matriz de covarianza
E{(Xa — E(Xu))(Xm = E(Xm))T},myn > 1.

Y que la sucesién es blanca, entonces:

E{(Xn = E(Xn))(Xm = E(Xm))T} = (mOmn {2-12)
bmn = ln=m
= 0,n#m.
Donde @, es una matriz de covarianza semidefinida positiva y 4 es la funcién delta de

Dirac. Para conocer mas propiedades acerca del ruido blanco Gaussiano, consideremos

la funcién de densidad de poder espectral, la cual es definida como la transtormada de
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b
f FRaw @)

no existe en e} sentido usual. Sin embargo, es posible dar un significado a ésta integral.

Una forma de hacer esto es definir la integral como

b —
lim[f(t)(w(t-i-sl W(t))dt,

e—0

si el limite existe. Al evaluar explicitamente, observemos que

b _ b t+e
f py e W, f f(t)%(% t+ W (s)ds)dt.

€

Calculando por partes la integral del lado derecho de la ecuacion, tenemos que

._fb f(t)(W(t h 6‘2 - W(t))dt (2.16)

t+& ] t4e
=tz [ Wk [ 1o [T wieds

Dado que el proceso tiene funciones simples continuas, el lado derecho converge a

b
rawak- [ rowod,
a
cuando € — 0. Asi, definimos \
[ rwawa)
Qa
como el limite del lado derecho de {2.16), cuando € — 0, es decir, por la férmula

b b
] FOEW(E) = FBWEG) — f@)W(a) - / FOW @t (2.17)

El lado derecho de (2.17) es bién definido y coincide con la férmula de integracién por
partes. La derivada del proceso de Wiener es llamada ruide blanco. Y no es un proceso

estocéstico en el sentido usual. Ya que dW (t) = W'(t)dt es un funcional que asigna valores
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a la integral que aparece en el lado izquierdo de (2.;17). El ruido blanco puede ser usado
1

para definir ciertas ecuaciones diferenciales estocésticas, las cuales son usadas en ciencias

fisicas v especialmente en ciertas dreas de ingenierfa. Dado que el proceso de Wiener.es .

Gaussiano, de (2.17) tenemos que

b
[ FO)aw )

se distribuye normalmente. Como es sabido, esta variable aleatoria tiene media cero. Para
calcular la varianza, tomemos a < b y ¢ como otra funcién continuamente diferenciable

en [a, b,
b b b
B[ s@aw | awaw )= [ foamdo 219
Si f=g¢de(2.18), paraa < b

b
Var( / fR) AW {§)) = o* / b F2()d()

Diferenciacién de variables aleatorias

Definicién La funcién aleatoria X (f) es llamada diferenciable en media cuadrada en
T si esta es diferenciable en media cuadrada para toda ¢ € T;.

Definicion La derivade en media cuedrade de X(t) esta determinada por

(t+7) - X(t)
r

X
lim £ || - X'(t) I>=0 (2.19)
r—>
Teorema [71] La funcidn escalar aleatoria X (£) es diferenciable por media cuadrada

- 2 4
en T, si y solo si existe la derivada finita 2 gfa(:,’” para todos los puntos en la diagonal

t'=teT,.

Definicién L?(2) = {X : @ —> R|X es una variable aleatoria con varianza finita}.
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Definicién Sea V un espacio vectorial. X es un funiional lineal estocdstico si para
cada f € V, X(f) es una variable aleatoria definida en un espacio muestral Q, tal que
f+—— X(f)(w) es un funcional lineal para cada w € .

Definicién Uana red de variables aleatorias { X, } converge débilmente en media cuadre-
da a un funcional estocdstico X, si se tiene que F|X|? E|X,|* son finitos, y ademés la
red {E|X, — X|*} converge a cero.

Definicién Una red de va.riébles aleatorias {X,} converge débilmente a un funcional
lineal X con dominio en L?(Q) si para cada vf € L*(Q), se tiene que todo E|fX,| es
finito y ademds la red {E(fX,)} converge a X(f).

Definicién Una red de procesos estocdsticos {Xr(t)i>0} converge débilmente en media
cuadrada ¢ un funcional lineal estocdstico X, si para cada f € L*(2 x [0, +00)) se tiene

que X (f)'e L3(R) y ademss la red

(B / " B X, (B)dmit) = X(1)1)

converge a cero.

Definicion Decimos que converge débilmente en media cuedrada al Tui-

W(t+e)—W(t)
€
do blanco. Lo anterior significa que el procesa estocdstico {( w)eo}ezﬁ eonverge

débilmente en media cuadrada, cuando € — 0, al funcional lineal

p=tim [ seawe)

Teorema [71] Para la existencia de una derivada en sentido de la convergencia débil
en media: cuadrada para procesos estocésticos, de la funcién aleatoria X(t) en T, es
necesaria y suficiente la existencia de la derivada finita 22-%:—;‘—'& para todos los puntos
en la diagonal ' =t € Ty, para toda A € A (A es un conjunto de funcionales lineales en el
espacio lineal). O de otra forma, se necesita la existencia de la derivada en sentido de la

convergencia débil en media cuadrada para procesos estocasticos, mj () = EX'(t) = mi(t)
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v la derivada finita at—*g%:;‘i para todos los pintos en la diagonal ¢ = t € T, y para

toda A € A. Todo lo anterior es vélido si se sustituyen los momentos iniciales I' por la

correspondiente funcién de covarianza K.

Procesos con Incrementos no Correlacionados

Definicién Un proceso estocastico {X(t)} es llamado proceso con incrementos no
correlacionados si, para todos los intervalos disjuntos [t1,82), [t3,24),...,f1 < €2 < #3 <
t4, ..., los incrementos correspondientes Xy, — X3, v Xy, — Xy, ... del proceso X (¢) son no
correlacionados.

De la definicién resulta que los incrementos de cada proceso o algunos intervalos finitos
tienen momentos finitos de segundo orden (y consecuentemente de primer orden). En
este caso, el proceso X (t) mismo puede no tener media ni momento de segundo orden.
Pero si en algin instante ¢y el valor del broceso con incrementos no correlacionados X (t)
es igual a cero con probabilidad 1, entonces el proceso X(t) tiene esperanza finita y
momento de segundo orden como el valor X;, que en algiin instante coincide con su
incremento en el intervalo [¢g,t) con ¢ > % y con su incremento en el intervalo [t, to)s
tomado en forma inversa si t < ;. El proceso aleatorio Y(t) = X(t) — X;, representa
un proceso con incrementos no correlacionados, los cuales tienen la propiedad ¥, = 0.
Ademés, si X;, = 0 (con probabilidad 1), entonces el valor X, del proceso X (f) en algin
instante ¢ es no correlacionado con sus futuros incrementos en los intervalos en los cuales
sigue el instante ¢y ¥ con sus previos incrementos en el intervalo que precede al instante
ty s EXMXE —XY) =0cont € b < tpyty 2t oty <ty < Lty < to, donde

—

X = Xy — myg; (my = EXY). Consideremos la siguiente formula:

k(t)y = EX'X); t>tq, (2.20)

= 0; t:th
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= —EX’XY; t < .

Donde el asterisco indica el vector transpuesto cuyos componentes son los conjugados. La
matriz de covarianza del incremento X,, — X,, del proceso X (t) en algin intervalo y la

funcién de covarianza del proceso X (t) son determinadas por las siguientes férmulas:

E(Xp — Xo)XY = X)) = k{ts) — k(t), (2.21)
Kz(t,ta) = k(min(ty, i2)); t1,t2 > o,
= LSt Sy, taZStp S,

= —k(min(tl,tg)); t1, 8 < tg.

FEl proceso aleatorio con incrementos no correlacionados es continuo por el criterio de
media cuadrada si y solo si la funcién k(z) es continua.

Por otro lado, si k(¢) es no solo continua, sino ademas diferenciable; en este caso, la
férmula (2.22) puede ser escrita (con ¢;,t; > tg) en la forma:

k(t) = /tt v(7)dr, (2.22)

Q

donde v(t) es una funcién no negativa, la cual es llamada la intensidad de un proceso X ()

con itncrementos no correlacionados.

Procesos con Incrementos Independientes

Definicién Un proceso estocdstico. X () es un proceso con incrementos independientes
si para cualquier N € N, fy < t; < ... < ty las variables aleatorias X, X, — Xe¢gy oor Kiyy —
Xiy-1, son independientes. '

Teorema [71] La funcidn caracteristica del incremento de un proceso con incremen-
tos independientes esta completamente determinada por su funcidén caracteristica en una

dimensién, i.e. su distribucién uni-dimensional.
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Teorema[71] Todo proceso con incrementos independientes y con funcién de covarian-
za difereniciable tiene una derivada en sentido de la convergencia débil en media cuadrada
para procesos estocdsticos, la cual representa un ruide blanco.

Definicién El ruido blanco obtenido por diferenciacién de un proceso con incrementos
independientes es llamado un ruido blanco en el sentido estricto.

Un escalar o un proceso estocéstico real con incrementos independientes W(t), ¢t > 0,

serd un proceso de Wiener si satisface las siguientes condiciones:

= Casi seguramente las realizaciones w(t) del proceso {W(t)},£ > 0 son continuas y
w(0) = 0;

» La distribucién uni-dimensional de W (%) es normal;

= La esperanza de cada proceso W{t) es cero y su funcidn de covarianza estd deter-

minada por la férmula

min(t1,t2)
Kot t2) = f v(rydr,
0

donde v(¢) es una funcién no negativa que representa la intensidad del proceso de Wiener
W (t). El ruido blanco representando la derivada en sentido de la convergencia débil en
media cuadrada para procesos estrocasticos, de un proceso de Wiener es llamado ruido
blanco normalmente distribuido. Un proceso de Wiener como un proceso con incrementos
independientes el cual posee media cero y momento de segundo orden finito k(t) para
cada instén‘ce t, genera una medida estocédstica en el eje real con valores independientes en

intervalos disjuntos. Esta medida estocastica es determinada por la férmula Z((#y,t2]) =

W {ts) — W(t1).
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La Integral de It6 i

Sea W (&) un proceso escalar con incrementos independientes con esperanza cero y mo-
mento de segundo orden k(t); sea X (t) un proceso aleatorio continuo por media cuadrada
(nﬁ), escalar con momento de segundo orden finito cuyo valor en todo ¢ es independiente
ae los incrementos futuros del proceso W (t), W (t2) — W(t1), t <t < tp; sea P, una suce-
si6n de particiones del intervalo (a,?] ,

Ny
By o o8] = |2 8005 =0l =, (2.23)
k=1

tal que maz; (t,(‘") = ti"_)l) — 0 cuando n — o0.

Definicién El limite por media cuadratica de la sucesion de sumas integrales {?n},
Nn
Yo = XE2)WVE) - W)l
k=1

si el limite de la sucesion existe, es Hamado la integral estocdstica de Ité de la funcién
aleatoria X con respecto al proceso con incrementos independientes {W(t)}: sobre el
intervalo (a, b|: -
¥ &= fa X(t)dW(t) = nlgrclo Yia
Teorema [71] La integral estocéstica de It6 existe si y solo si la integral

f " BIX(OPu(2)dt = BIYP = DY

existe, en cuyo caso esta is igual a la varianza DY de la integral de It Y. Siendo un
caso particular de la integral de [t0 cuando € = 0. La integral Y, es el limite por media

cuadratica de las sumas integrales
Na
Y= lim S X(EWEY) - wEl,
k=1
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cuando n tiende a infinito. ]

Definiendo una #—integral estocdstica para algin @ € [0, 1] por la siguiente férmula:
b
¥ = f X dW(r) = (1 - )Y + Y,
a

Cuando € = 1/2, la integral estocistica anterior representa la integral estocdstica de

Stratonovich.

2.2. Ecuaciones Estocasticas
Definicién La ecuacién diferencial
X =a(X,t) +b(X,t)V (2.24)

es llamada ecuacidn diferencial estocdstica si lafuncion aleatoria (generalizada) V' representa
un ruido blanco en el sentido estricto. Sea Xg un vector aleatorio de la misma dimensién
que X(t). La ecuacién (2.24) con la condicién inicial X(¢3) = X, determina el proceso
estocastico X (£). La ecuacién anterior es la representacion simbolica de:
i 4

X&) = Xo+ [ a(X (r), 7)dr + /ta b(X (7), 1)V () dr (2.25)
donde la-primera integral existe por el criterio de media cuadratica. Introduciendo el
proceso con incrementos independientes W (%) cuyas derivadas son un ruide blanco V (),

la ecuacién anterior se puede reescribir como
t t
X(t) = Xo+/ a(X(r), T)d7'+/ b(X(7),T)dW (1) (2.26)
% to -

La ecuacion (2.26) tiene un sentido exacto. La ecuacién (2.24) con la condicién inicial
X (to) = Xo es una representacién simbdlica de la ecuacién (2.26). La ecuacién (2.26)

en la cual la segunda integial es una integral estocdstica de It0, es llamada la ecuacion
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v

Integral estocdstica de Itd, y la ecuacion (2.24) y la qué se forma sustituyendo dW por V
en (2.24), son llamadas ecuaciones diferenciales estocasticas de It6. Un proceso aleatorio
X(t) el cual satisface la ecuacién (2.26), en el cual las integrales representan limites
por el criterio de media cuadrética de la correspondiente suma de integrales, es llamado
solucién de la ecuacidn integral estocdstica (2.26) y de la ecuacién diferencial estocastica

correspondiente (2.24), con la condicién inicial X (tg) = X,.

2.2.1. Ecuaciones Estocasticas para Densidades
Momentos
Consideremos el sistema lineal
Y =aY +ag + bV, _ (2.27)

donde a = a(t), ap = ay(t), b = b(t) pueden ser funciones en el tiempo ¢, y V es un ruido
blanco citya intensidad v puede ser una funcién de tiempo ¢. Resolviendo la ecuacién

(2.27) es obtenido el vector Y, el cual estd dado por la formula

t t
Y (t) = ult, to) Y + / wlt, T)B(T)V (r)dr + / wlt, TIng(rdn, (2.28)
to to
donde u(t,7) es la matriz determinada como una funcién de ¢ por la ecuacién diferencial
homogénea % = g(t)u y la condicién inicial u(r,7) = I.

Momentos de Segundo Orden

Tomando en cuenta que la esperanza de un ruido blanco es igual a cero, en virtud de
(2.28), es encontrada la siguiente férmula para la esperanza del vector estado del sistema

Y (%)

m(t) = u(t, to)mo + /t u(t, T)ag(T)dT (2.29)

vto
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donde m; es la esperanza del valor inicial Yy del vector de estado Y. La funcién de

covarianza del vector de estado Y es determinada por la férmula

K(tl, t2) = u(ty, to)Kou(tQ, to) + (2.30)
- / i) w(ty, T)O(T)v(7)b(T) Tulte, 7) dr

to
donde Ky es la matriz de covarianza del valor inicial Y; del vector de estado Y. Dadas

las funciones de valores reales m(t) y K(t1,t2), se sigue la férmula para el momento de

segundo orden.
T(t1, ta) = K (t1,12) + m(t:)m(tz)” (2.31)
La ecuacién diferencial para la esperanza del vector Y es obtenida diferenciando (2.29):

nt) || = ut(t,to)mg+/ u(t, 7)ag (7)dT + ao(t) (2.32)
¢

- a(t){u(t,to)mo*F/t uy(t, T)ao(r)dr] + ao(f)

pero la expresidn entre corchetes es igual a m(t) por(2.29). Por tanto, la ecuacién (2.32)

se puede escribir en la forma
m = am + ao. (2.33)

Integrando la ecuacién (2.33) con la condicién inicial m(ty) = mg se puede calcular la
esperanzé’ del vector aleatorio Y en el sistema lineal estocastico (2.27).

La ecuacién para la matriz de la varianza K(t) del vector ¥ en (2.30) t; =t, = ¢

K(t) = K(t,t) = u(t, to) Kou*(t, t0) + (2.34)
. /tu(t,T)b(r)u(T)b(T)Tu‘(t,'r)dT

48



Derivando esta férmula respecto a t y sustituyendo wi(t,7) == a(t)ult,7),u(t,7)* =

u*(t,7)a(t)?, se obtiene

K(t) = a(t)[u(t, to)Kou (¢, to) + (2.35)
/ u(t, P)B()AR)O(T) Tt (&, 7)dr] + [ult, to) Kou™ (£, )

0

/ | ult, T)b(T)w(T)b(r)Tu’ (¢, T)dr]a(t)T + b(E)v(£)b(2)".

to

Dado que la expresién en corchetes es igual a K = K(t), entonces
K =aK + Ko + bwi". (2.36)

Integrando la ecuacién (2.36) con la condicién mnicial K () = K se puede calcular la
matriz de la varianza del vector aleatorio Y para el sistema lineal estocdstico (2.27). La
ecuacién diferencial para el momento de segundo orden I'(¢) del vector Y con ¢y =t, = ¢

se puede obtener en base a la formula,
L(t) = K({t) + m(t)m(t)7, (2.37)
diferencia,ndo la férmula anterior se obtiene
I = K 4+ mm” +mm. (2.38)

Sustituyendo aqui las expresiones para m y K para las ecuaciones (2.33) y (2.36), y usando

la férmula (2.37) se ilega a
I' =al + Ta” + bwb" + agm® + mal. (2.39)

Integrando la ecuacion (2.39) y después la ecuacién (2.33), la cual determina la esperanza
m con la condicién inicial () = Ty = Ky + mgm?, se puede calcular el momento

inicial de segundo orden del vector aleatorio Y en el sistema lineal estocastico (2.27). La
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ecuacién para la funcién de covarianza K (1, ¢2) del proceso aleatorio Y considerada como
1

una funcién de ¢; y algtin #; fijo, con el caso {; < 3 :
f
K (t1,t2) = u(ty, to) Kow(ta, to)" + / u(ty, T)b(T)U(T)b(T)" u(ty, 7)"dr (2.40)
to

Diferenciando la férmula anterior respecto a i :

K (t1,1,)
Oty

/t’U.(tl,T)b(T)J/(T)b(T)TU(tg,T)*d’r = u(t1,to)KOu(tg,to)‘aT(tz)+

tg

U(tl, tO)KO'u’tz(t2)t0)* + (2‘41)

[ "t T s, 7Y T (o),

0

= K{t;,t)a(t:)T, 1, < to.

con la condicidn inicial K(#1,¢) = K (¢1)-
Integrando la ecuacion (2.41) con varios valores de #1, se obtiene el niimero de secciones

de la matriz de covarianza K(t;,%,) con t; < ts. Al obtener K (£, t2) con ta < #; se usa

K(t1,t2) = K (t, )7

Funcién Caracteristica Uni-dimensional

Sea considerado el sistema cuyo vector de estado es descrito por la ecuacidn estocdstica

diferencial de Itd
Y =a(Y,t) +b(Y, 1)V, (2.42)

donde V es un ruido blanco en el sentido estricto. El problema es encontrar la distribu-
cién multidimensional del estado del sistema Y'(t), suponiendo que la distribucién uni-
dimensional del proceso con incrementos independientes
t
W{t) = W) +/ V(r)dr (2.43)
to
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es conocida. La ecuacion de la funcién caracteristica uni-dimensional esta dada por

8g1 (/\, t)

o = E{iMTa(Y, 8) + x(0(Y, () X 1)} (2.44)

La ecuacién multidimensional de la funcién caracteristica de un vector estado Y de

un sistema estd dada por
. A
G (ALy oo Anj s ey ) = Eleap{i Y ALY (t)}] (2.45)
k=1

Supongamos que la densidad unj-dimensional f,(y,t) para el vector estado del sistema

existe. Entonces la ecuacion (2.44) puede escribirse como

dgi{A, t L. .
"—_‘glét ) / 3T aly, £) + x(b(y, )73 8)]e™" i (y; t)dy (2.46)
Por la Transformada de Fourier
« —_— 1 o —iuTy
fly;t) = @y /_ 4 a1 (u, t)dp (2.47)

donde p es la dimensién del vector de estado Y, y la integral con respecto a todos los
componentes del vector p-dimensional p es asumida como el valor principal de la integral
en el sentido de Cauchy si g1(j2,¢) es no integrable absolutamente. Sustituyendo 1a ecuacidn
(2.47) en la ecuacién (2.46) es obtenida la ecuacién integro-diferencial [ineal

o) _ (2; 5 / : f :[i/\Ta(y,t) + X )7X )] x (2.48)

O W (s t)dpdy

Anélogamente, suponiendo que la densidad multidimensional del proceso Y (t) existe,

se obtiene la ecuacién integro-diferencial relativa a gn(A1,...s Anj b1y ooy tn)

3]
at—gn()\l,...,hn;tl,...,tn) (249)
1 * R
- (_)—_)':1—7 / / [ZATa(ymtn) + X(b(ym tn)T)\n; i:ﬂ)]
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n

xezp{i » (OF — 1 )y} gntins -1 Hni b1, -oos ta)
k=1
Xdp1Qpndindy,

Ecuaciones Uni-Dimensionales para las Densidades

Reemplazando en la ecuacién (2.46) la variable de integracion y por 7, multiplicando
esta ecuacién por (27)Pe—iATy, e integrando esto con respecto a A, se obtiene la ecuacién

integro-diferencial para la densidad de una dimensién f1(y,t)

aflzgi/’ ) - (271r)p f_: /_m[i)‘Ta(n, £) + x(b(n, £) A )™ 9 £y (s )dndX  (2.50)

Férmula para la Funcién x(u,t) para el Proceso de Wiener

Una forma especifica para la funcién x = x(u;t) en las ecuaciones obtenidas para las
funciones caracteristicas es determinada por el cardcter del proceso con incrementos inde-
pendientes {W(£)},t > 0. Aqui es obtenida cuando {W(t)} es un proceso de Wiener, pero
se puede_‘(":alcula,r para cualquier proceso, aunque este calculo puede ser mas complicado.
Si {W(t)} es el proceso de Wiener, entonces su funcién caracteristica uni-dimensional

hi(p,t) se determina por la férmula

hi(p,t) = Cﬂ’:‘p{*%#T/O v(t)dTu}, (2.51)

va que la funcién x(u:t) representa la derivada logaritmica de la funcién caracteristica
hi(p;t) con respecto a ¢ : x(u;t) = %[lnhl(u; t)]. Sustituyendo aqui la expresién de la

funcién hy(p;t), se obtiene

x(p 1) = —pTv(t)p/2 (2.52)

52



Ecuaciones para las Densidades en el Caso Multi-Dimensional |

del Proceso de Wiener
En el caso de un proceso de Wiener W (¢), de acuerdo con (2.46) se obtiene la siguiente
ecuacién
1
x(b(n, ) A5t) = =5 2Tb(m, D) (£)}b(n, 1) A (2.53)

La ecuacién (2.52) toma la forma

afla(?tv’g t) aY (27];-)12 [m /_OO[ZATG(U, t) — _ATb(n, V(t n, )T] (2'54)

x N @), (n: ) dndA.

Tomando en cuenta que u’Au = #r(uufA) para un n-vector u y una matriz A,y,, es

obtenida la siguiente férmula

%{gﬁtﬂ - W / f iNTa(n, 1) — StrATBn, (b (n )] (2.55)

M09 £, (s t)da.
Utilizando la férmula integral de la funcién delta

1
(2m)P

oQ
j X g\ = §(n —y) (2.56)
—o0

Diferenciando (2.56) con respectola. 71 son obtenidas las siguientes férmulas

1 % 3 N gy _ i —y)=48(n—
o [ ihd dr =5 8-y =80 -v) (2.57)
f /\AT v\T(" y)dA — _a__ga(n — y) = 5"([} — y).
T 2n)p on o
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E En base a las dltimas tres férmulas anteriores, es posible escribir
L/m /oo iXTa(n,t)er -y Ny )dndr = (2.58)
(271')? —X 4 —0Q ’ '

o0 T
/_ &'(n—y)Ta(n,t) fu(n; t)dn = —g—yla(y, t)f1(y, 1)),
_(2—;)5 /_: /_: AT b(a; t)v(8)b(m; 1) €X =9 £ (n; t)dndr =
oo T
f_ 8" (n — y)b(m; ) (2)b(n; )" fi(n; t)dn = gyg—ylb(y; t)w(E)b(y; 1) fi(y; 1))

Usando las férmulas (2.58), es posible representar la ecuacion (2.55) en la forma

BRD - S oty 8] + o o2 b AR (259)

Esta ecuacion (2.59) fue obtenida en el inicio del siglo XX por Fokker, Einstein y
Smoluchovsky, los cuales estudiaban el movimiento Browniano y la difusién [37], para el
caso de Y escalar y luego para un vector Y, y es llamada la ecuacion de Fokker-Planck-
Kolgomarov [52], y se obtiene solo para el proceso de Wiener. La ecuacion (2.59) también
es véalida para la densidad multi-dimensional f,(v1, ..., ¥n; t1, --., t,) 8i la diferenciacién con

respecto a t y a y es considerada como la diferenciacién respecto a in ¥ Yn.

2.3. Teoria de Filtrado Optimo

2.3.1. Filtro de Wiener
Planteamiento del Problema

El filtrado de Wiener [77) probablemente representa la primera presentacién de ter-
minologia en el cual dos importantes ideas han sido rescatadas: sistemas dindmicos y

estimacion dptima en presencia de ruido. Se considera una senal ¥(), la cual contiene un

54



ruido v() y una medida z(). y(), v(), ¥ 2() pueden originar un problema del tipo continuo
o discreto en el tiempo, dependiendo de la naturaleza de las mismas. Las sefiales de tiempo
son consideradas como escalares continuos definidos en el intervalo (—oo, 00) solamente. Se
supone que y(), y ¢(), son funciones simples de procesos aleatorios estacionarios. Normal-
mente ellos son independientes y tienen media cero. Posteriormente ellos son considerados
para la obtencién de ¢, (jw) ¥y du{jw), w € R. La tarea del filtro de Wiener es utilizar
las mediéiones z() para estimar y(). Més precisamente, se requiere que la estimacion sea
causal, en linea y 6ptima. Causal significa que y(t) va a ser estimada usando z(s} para
algiin s < t; en linea significa que al tiempo ¢ el estimado de y(t) deberia desempenarse
ptimamente. Optima significa que §(t), deberia presentar un error cuadrado minimo, i.e.
E[y(t) — #(¢)]?, el cual debe ser minimizado. Si y(), y v() son Gaussianos, esto significa

que F{t) es el estimado condicional, Efy(t)|z(s),s < t}.

Solucidén

La solucidn a este problema estd dada en la siguiente explicacién: El filtro de Wiener
es un sistema lineal, invariante en el tiempo, causal, estable, cuya relacién entrada-salida

estd dada por una funcidn de respuesta al impulso A() :

g(t) = f_t h(t — s)z(s)ds (2.60)

La sefial y(¢) v el ruido v() son representados como la salida de un sistema lineal
excitado por ruido blanco. Si £4(), €x() son ruidos blancos con media cero y la intensidad

de la varianza es 1, entonces
Elz, (t)e,(8)] = Bleu(Den(s)] = 8t - 5), (2.61)
y. por tanto,
oy jw) = [Wy(§w)[*, du(jw) = [We(juw)? (2.62)
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La clave del problema es la obtencién de ¢y, (7), $vo(3w) para la funcién de respuesta
al impulso h(t) o su funcién de transferencia H (jw). El paso crucial es la técnica de
factorizacién espectral. El espectro de z() cuando y() y v() son independientes estd dado

por
Pz (Jw) = ¢yy(j'w) + Guy(Jw) {(2.63)

La factorizacién espectral requiere la determinaciéon de una funcién de transferencia

W, (jw) tal, que W,{s) y W, !(s) son analiticasen R, s > 0, y tal que

b (Jw) = |Wz(jw)|2; (2.64)

En [48] esta operacion de factorizacién espectral es presentada como un paso crucial
en la obtencién de H (), la cual en [47] es la clave para la determinacién del filtro éptimo.
A continﬁécién se procede de la siguiente manera: Se define una sefial £, (¢) como la salida
de un sistema lineal de una funcién de transferencia W 1(jw) conducida por z(). Si existe
W, (), entonces €, () es equivalente a z(;), es decir, la estimacién de y(¢) usando £,(s) para
s < t deberia dar el mismo resultado como estimacién de y(t) usando z(s) para s < t,
y ademds £,() es un ruido blanco. Esta simplificacién es muy importante y es utilizada
para la obtencién del filtro éptimo en [59).

Ademas, es notable que la construccién de W, () satisface las condiciones de estabilidad
y {2.64) y es un paso importante para la construccién de H (). La pregunta es ; Cémo puede
hecerse esto? Si ¢,.() es racional, la clave es la factorizacién polinomial. En otro caso,

utilizar:

o N 1 e ln‘ﬁzz(]'w)
W, (jwo) = min ezp{ v [m T A Edw} (2.65)

Otra forma de resolver el problema de filtrado, en el dominio del tiempo, es utilizando

la funcién de respuesta al impulso h(t), la cual corresponde a la transformada inversa de
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Laplace de la furzlcién H(jw), mediante la ecuacion

h(t) + /0 th(f)K(} —8)ds = K(t),t > 0, (2.66)

donde K (7) es la funcién de covarianza de z(t). Esta ecuacién es conocida como la ecuacién
de Wiener-Hopf.

2.3.2. Filtro de Kalman (Tiempo Discreto)

Pricticamente, todo lo establecido para el filtro de Kalman en el tiempo continuo,
se traslada al caso del filtro con tiempo discreto. La teoria en el caso continuo es mas

transparente que en el caso discreto, ya que presenta aplicabilidad a més problemas.

Planteamiento del problema

El modelo estd dado por

ZTre1 = Frzp +Grwg (2.67)

2k = HT/C.TCk-!'—'Uk

con

€ % [w,T v,T]= St 1 Ot
Tk 0 R
v {wk}, {vx} son sucesiones con media cero. Por convencionalismo, se considera el tiempo
inicial £ = 0. Agregando que la media Z; y la varianza P de zj, son independientes de
{wr}, {ve}. Todas las variables son Gaussianas. La idea principal es distinguir el efecto
de dindmicas y las mediciones en el filtro. M4s precisamente, sea Zx/x €l estimado 6ptimo,
una media estimada de ry dada z,l < &, ¥ sea ’:Ea_?:._x dado por Elkrs1/2;, 1 < k], el primer

paso en la prediccién del estimado.



Solucién

Dado que wy es independiente de 2 para [ < k, se tiene

ik_;lei = Fz

(2.68)

E it ]

Esto demuestra la forma de actualizar un estimado como resultado de sistemas dindmicos,

cuando no aparecen mediciones extras. (2.68) se apoya en

V =F\ Ff + GiQiGL (2.69)
k1 k/k

Aqui Ve, ¥y Vi sk son las covarianzas del error asociadas con Ze y Teya. Actualizar las
k k k
ecuaciones de los estimados equivale a pasar de T k1 y Vier a i’i:il y VﬁJ—_l- Esto se
! e +1 FE)

muestra a continuacion:

Teen = Ten + \/ HeHi v Hiy + Ry ™ (2.70)
>3 e

X[2e41 — HL@"—;&]

V - \/ Hy 100 V Hys + R Hiy \/
k1 & %

<
I

b

k+1 k+1
&

iy t
2.3.3. Filtro de Kalman-Bucy (Tiempo Continuo)

Planteaihiento del Problema

La representacion del modelo estd dada por:

d‘;f.) = F)a(t) + Clt)yw(®) (2.71)
2(t) = HT()z() +v(t) (2.72)

-en el cual F, G, H son matrices n X n,n X m, y n X p respectivamente. Los procesos w(()

v v(.) son ruidos blancos Gaussianos con media cero, tales que:
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w(t)
v(t)

con R(t) = R'(t) > 0 para toda ¢t. Muy frecuentemente, S(t) = 0, i.e. w() y v() son

- QW S0 ] -

[ w(s) v (s) ] = [ ST R@)

independientes. Entonces Q(t) = QT (¢) > 0. Se supone un tiempo inicial finito #y. Por otro
lado, z(t) serd considerada como variable aleatoria Gaussiana con media zy y varianza
po- La tarea de la estimacién es usar mediciones de z(s) para s < t para estimar z(t);, este
estimado es llamado Z(t), el cual minimiza E{|| z(t) — Z(t) ||?]. Esto significa que Z(t) es

necesariamente una estimacién de la media condicional, con respecto a las observaciones.

Solucién

La solucién se obtiene de la siguiente manera: Definamos P(t) = P7(t) > 0 como la

solucién de
P=PFT+ FP— PHR'HTP 4+ GQGT,P(t;) = P (2.73)

Y z(t) es la solucién de

dz - .
d—‘;’ = F()3(t) + PO H{)R™(t)[2(t) — HT1)3(1)] (2.74)
Donde P(t)H(t}R~'(¢) denota la ganancia de Kalman. E[z(t) — ZT(¢))[z(t) — Z(#)]T =
P(t). La efectividad del estimador 6ptimo es medida por la covarianza del error, la cual
es dada por la solucién de la ecuacién (2.73), y la existencia de la solucién a esta ecuacién
en (tp,00) estd garantizada.

AIguﬁas diferencias del filtro de Kalman con respecto al de Wiener son dadas en Ja

signiente tabla:
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Filtro de Wiener Filtro de Kalman

tp = —00 g 2 —00
Estacionario Acepta no estacionario.
Infinito dimensional Finito dimensional
Ruido no necesariamente blanco Ruido blanco
Factorizacién espectral ~  Solucién de la ecuacién de Riccati
Estimacién de la sefial Estimacién del estado

El problema de prediccidn es resuelto por la teoria de filtrado. Esto consiste en calcular

z(t+ A) para algiin A positivo, dado z(s) para s < {. Esto es:

Z(t+ A) = (t + A)zE(t) (2.75)

2.3.4. Ecuacién General de Filtrado Optimo

Consideremos el proceso continuo estocdstico descrito por la ecuacién
X = (X, 1) + (X, )V (2.76)

donde X es el vector de estado n—dimensional del sistema, V' es un vector 7 —dimensional
que representa el ruido blanco Gaussiano, y (X, 1), ¢¥(X,t) son funciones conocidas del
estado del sistema y del tiempo. Los valores de la funcién (X, t) son vectores n— di-
mensionales y los valores de la funcién (X, ¢) son matrices n x r. Si el vector de estado
del sistema X es medido continuamente, entonces el proceso aleatorio n—dimensional
Y(t) = X(t) + U(t) seria el resultado de las medictones, donde U{t) es el error de la
medicién, el cual representa usualmente una funcién aleatoria del tiempo. Por otro lado,
s1 esto no se cumple con el vector de estado, pero si algunas funciones del vector de estado

son medidas por algunos de los componentes del vector de observacién. el resultado de
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las medicio:f}es es determinado en forma general por la férmuia
Y =Y(t) = po(X, U, 1), (2.77)

donde Y es un vector n;—dimensional, U es el error de la medicién, representando una
funcién vectorial aleatoria de tiempo de dimension 7 > ny, y @o(,u,t) es una funcién
conocida del estado del sistema, el error de la medicién y del tiempo. El modelo general
de las mediciones que se llevan a cabo en un sistema, puede ser descrito por la ecuacién

diferencial
Y = o (Y, X, U, ). (2.78)

El resultado de las mediciones representa el proceso aleatorio Y. El problema de filtrado
es planteado para el vector de estado del sistema X en cada instante ¢t > t5, usando los
resultados de mediciones continuas del proceso ¥ determinado por la ecuacién (2.78) en
el intervalo de tiempo [to, t].

Sea un vector aleatorio de un proceso [Y7XT]T determinado por las ecuaciénes dife-

renciales estocdsticas de It6

dY = (Y, X, 8)dt + (Y, X, t)dW, (2.79)
dX = oY, X,0)dt +y(Y, X, t)dW,

donde Y es un proceso aleatorio ny —dimensional, X es un proceso n—dimensional, W es
un proceso r—dimensional, ¢;(y, z,t) ¥ ¢(y, %, t) son funciones vectoriales que mapean el
espacio R* x R* x R en los espacios R™ y R” respectivamente, y ¥ (y, z,t) y ¥(y, ,t) son
matrices de funciones conocidas que mapean R™ x R” x R en R*" y R™ respectivamente.
Esto constituye el planteamiento del problema de filtrado para el vector estado del sistema
en algln instante ¢ > ¢, usando los resultados de mediciones continuas del proceso Y en

el intervalo de tiempo ...
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5 La solucidn general al problema de filirado 6ptimo se obtiene de la siguiente propiedad
para los momentos de segundo orden: el menor de todos los momentos de segundo orden de
una variable aleatoria escalar es su varianza. De aqui resulta que la mejor aproximacion de
una variable aleatoria por una variable no aleatoria mediante el criterio de media cuadrada
es dada por su esperanza condicional con respecto a las observaciones. Sea Yzf, el conjunto
de valores del proceso medido en el intervalo de tiempo [to, ], ¥} = {¥(7) : T € [to,#]}.
Entonces, el estimado optimo del vector X, = X (u), el cual da la solucién del problema

para 4 = t, es determinado por la formula
X, = BIX./YY) (2.80)

Esta férmula determina el estimade éptimo del valor X, para alguna funcién aleatoria
X (u) usando los resultados de las mediciones de otra funcién aleatoria Y (¢) en el intervalo
[to,t]- También es vdlida para el caso de un vector con argumento ¢ y la medicién de la
funcién Y (¢) en algin conjunto T' de valores de t. La aplicacién de Ja férmula (2.80) es
necesaria para encontrar la distribucuén condicional de X,,. Este es un problema que en
._ocasiones no tiene solucién. En el caso particular en el que Y(t) v X(£) son determinados
| por las ecuaciones (2.79), el problema puede ser resuelto bajo algunas restricciones adi-
cionales. La férmula general para el diferencial estocdstico del estimado éptimo de una
funcién del vector de estado dado es la base de la teoria de filtrado éptimo. Sea f{X,,1)
alguna funcién escalar del vector de estado n—dimensional de un sistema y de tiempo.
Su estimado éptimo usando los resultados de observacién Y, de acuerdo con (2.80) es

determinado por la férmula
ft) = Blf (X 9)|Y;]. (2.81)

Este estimado representa un funcional del proceso aleatorio Y(£) en el intervalo de tiempo

[fo. ], ¥ consecuentemente es por sf{ mismo una funcién de ¢. Un problema matemdtico
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que sirve de ayuda es encontrar la diferencial estocastica de Itd de este proceso aleatorio.
Este problema puede ser resuelto bajo la condicion de que W (¢) en las ecuaciones (2.79)
representa, el proceso de Wiener cuya dimensién r es no menor que n, que es la dimensién
del proceso de medicién Y (t), y que la funcién (1 en las ecuaciénes (2.79) no depende de

X . Las ecuaciones (2.79) toman la forma

dY = o (Y, X, t)dt + (Y, t)dW, (2.82)
dX = (Y, X, t)dt + (Y, X, t)dW,

Diferencial de It6 para una Funcién del Estimado Optimo

La ecuacion diferencial estocastica del estimado dptimo de la variable aleatoria f( X, f)

para las ecuaciones (2.79) es dada por la férmula

~

df = BElf(X,t) + fo(X, )oY, X, 1) (2.83)
| +%tr{fm(x, H(prT) (¥, X, 1)} Vi ldt + E[f(X, ) {er (Y, X, )T — &7}
+1 (X, 6)T (vl (Y, X, )Y ] (rv] )Y, E0dY — @1dt),

donde

(W) (z, y,t) = v,z OvB)e(y, z,1)" (2.84)
Wyl )y, z,t) = P(y,z, vty t)°,
) w0 = [, vty 7))

fi= [ omias = Blax,Yodvy),

oo

pi(7) es la densidad condicional de X, relativa a Y{; las derivadas [t fa, faz ¥ todas las

esperanzas condicionales del lado derecho existen.
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Ecuacién para la Funcién Caracteristica

Sustituyendo f(z,) = e’ X en la ecuacién (2.83), se obtendra la ecuacién estocdstica

para la funcién condicional caracteristica del vector aleatorio X; :
g(}) = E[eX XY, (2.85)
Haciendo las sustituciones
fo=0,f, = i2e¥=, £, = — AT, (2.86)
tr{ T (Yrp”)(y, 2, 1)} = M (" )y, 7, 1) A,
de la ecuaci6n (2.83) se obtiene
. 1 i
dg(N) = E[NTo(Y, X,0) = STV, X, 00X [Vilat  (287)
+E[{o1 (Y, X, )" — @] + ixT oy (Y, X, 1)}
xeX X Vel )~ (Y, 1NAY — Budt).
El lado derecho representa una funcién de A. La distribucién condicional del vector aleato-
rio X es completa vy tinicamente determinada por su funcién caracteristica. Resolviendo
la ecuacién (2.87) es posible evaluar el estimado 6ptimo X; del vector de estado X; de-

terminado por la férmula (2.80). Mediante estas férmulas es posible obtener la expresién

para la esperanza en términos de la funcién caracteristica.

= mlx vy =122, (2.89)

Ecuacién para la Densidad Condicional

La ecuacién estocdstica para la densidad condicional p;(z) del vector aleatorio X, es

derivada a continuacion:

aT
dpolz) = - -a;[so(Y, z, t)p(z)]dt (2.89)
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Hytr( 2 Z ), X, DY, )@Y - Gude)
5trlg, 5ol ) (Y, X, Op(a) Heprway )~ (Y, 7}

dp(z) = L'ml(x)dt+ {[euY, 2, 8)" - o] lpla) | (2.90)
T
T AT, 7, ) H ), )Y — ),

donde L* es el operador adjunto del operador

8 .a*¥

o 1
1= SO(Y, z, t)TE + EtT[('(,bUd)T)(Y, z, t)%a—x’]

(2.91)

Observando la tltima ecuacién de (2.84), se concluye que la ecuacién (2.89) representa
3ha ecuacion integro-diferencial relativa a la densidad condicional p;(z). Como el momento
inicial g, la funcion py () sirve como la condicién inicial para la ecuacién (2.89). Después
de resolver la ecuacion (2.89), se puede encontrar de acuerdo con la férmula (2.80) el

estimado 6ptimo )?g del vector de estado X: del sistema

o0
R, = BIXJY] = / A | (2.92)

-0
Como la férmula (2.79) determina la diferencial estocastica de Ito del proceso aleato-
rio f(t), las ecuaciones (2.87) y (2.89) son ecuaciones estocdsticas de Itd. La ecuacidn
(2.89) fue originalmente obtenida en otra forma y bajo restricciones mas rigidas en [76],
v denominada ecuacion estocastica de Stratonovich. Al mismo tiempo, la ecuacién para
p; en la forma de Itd fue obtenida en [55], también bajo restricciones més rigidas. Por lo

tanto, es usualmente llamada ecuacién de Stratonovich-Kushner.

Diferencial Estocastica de la Esperanza Matematica

La férmula (2.80) determiné el estimado 6ptimo como la esperanza condicional de X

de la variable aleatoria correspondiente X. El estimado 6ptimo obtenido como resultado
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de mediciones es caracterizado por la matriz de eovarianza condicional R. Estas férmulas
se pueden obtener de la férmula general (2.83). Como la férmula (2.83) determina la
diferencial estocastica de una funcion escalar del estado del sistema, es necesario aplicarla
para cada elemento de las matrices X y_R por separado. Sustituyendo-en (2.83) f(X,t) =
X =0, fr=10,.,1,..17, for = 0, y la férmula (2.83) toma la forma

dX, = Pt + BX,(oF — 7 (2.93)
+(WrpI N YE (Gwdl) T (dY — Gidt)( = 1,...,n)

donde de acuerdo con la tiltima ecuacion de (2.83) @; = E[p(Y, X, 1)/ Y], (v ), siendo

la [—ésima columna de la matriz yuif y los argumentos de las funciones ¢, Y] y

Yy )~! son omitidos por brevedad. Entonces, la matriz para el diferencial estocéstico

del estimado éptimo X del vector de estado del sistema X estd dada por

dX = gdt+ E[X{(@(Y, X,t)" - 3D} (2.94)
+HuT) (Y, X, 6)|YE (T ) " (Y, 00dY — Gudi)

Diferencial Estocéstica del Momento Condicional de Segundo Orden

Sustituyendo en (2.83) f(X,t) = XX, conk <, f; =0, fp = [0, ... X;... X..,0]7,

[ 0 0 0 - 0|
0 0 - 1 0
fxa:=
0 1 0 0
0 0 0 - 0_
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Siendo que las dos columnas y renglones centrales contienen unos, los correspondientes

ak yl respéctivamente, de la férmula (2.83) se tiene

dCy = E[Xso+ Xeer + (bupT )|V dt (2.95)
+EXeX(of — 37 + Xe(wwyl):
+ X (o) el Vb)Y HAY — Bude) (k1 =1, ..., n),

donde dl'yy = E[XiXio/Yil), ¥ (¥v¢T )i es el elemento correspondiente de la matriz

(™). Re-escribiendo la férmula (2.95) como

dTy = E[Xeor+ Xupr + (boyT )|V lde (2.96)

+ Y E[Xp X, + Xiby + XibeoVEAY, — B1,t),

p=1

donde a, es €l p—ésimo elemento de la matriz (@] — &7 ) (vl )" ¥ by, es el elemento del
k—ésimo renglén y de la p—ésima columna de la matriz $uy¥ (¥r0¢7) 1. Denotando por
b, la p—ésima columna de la matriz Y] (Y T) =Y, b, = [bipy.., bpplT(p = 1,...,7), S€
obtiene la siguiente férmula diferencial estocdstica del momento condicional de segundo

orden T del vector estado del sistema:

dl' = E[XeY, X, 8T + o, X, t) X7 (2.97)
") (Y, X, OV ldt + > E[X X a,(V, X 1)

p=1

+Xby(Y, X, )7 + b,XTVENAY, — Brodt),

Diferencial Estocéstica de la Matriz de Covarianza

Para encontrar la diferencial estocastica de la matriz de covarianza condicional R

del vector estado del sistema se usard la formula conocida que relaciona la esperanza. el

67



momento de segundo orden, y la matriz de covarianza del vector aleatorio R =T'— X X7,
o en la forma escalar Ry; = 'y, — X X;. Derivando en ambos lados de la dltima férmula, se

obtiene la expresion dRy, = dl'u — d()?k)?l). Para encontrar d( ﬁk}?g) se utiliza la férmula
d(Z,25) =.Z;dZ2 + ZodZ, + YivYy dt, (2.98)

Z(t) = [Z,, Z,] es un proceso de Ito, el cual estd dado por
dZ(t) = X(@)dt+Y@)dw (). (2.99)

Aqui tg > 0, W(t) es un proceso de Wiener, donde Y7 y Y5 representan la primera y segunda
columnas de la matriz Y = [Y1,Ys] respectivamente. X () = [X(¢), Xo(t)], Ya(?), Ya(2)
son funciones aleatorias que satisfacen sus condiciones de existencia, y Z;,Z, son los

componentes del vector aleatorio Z(t). De acuerdo con (2.94)
E[Xi(p] — @1) + (o] Y] (vl ) b, (2.100)
E[Xi(] ~ @1) + (vl | Yl rol) ",
juegan el rol de los renglones Y7, Y5 de la mat;iz; en este caso se llega a:
dX X)) = XidX + XdX, ' (2.101)
E[Xi(0] = @1) + (v Wl Yl (o] ) o] (wavd]) ™

s E[Xy(oT = @7) + (urpT)f Y, Ldt.

Sustituyendo aqui las expresiones para dXy y d.X, de la ecuacién (2.93), se tiene

d()?lc)?l) = {)?kal + ,;\:j‘;’;k (2102)
+E[Xx(2] — 31) + (o] Vil (awd ) E[Xu(0] — @7) + (o] )] |V ]}t

FE[(Xe Xt + X Xe) (0T — 87) + Xu(uyp?),
4+ R (ot T Ve ovdT) H(dY - Gudt).
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Substrayendo esta férmula de (2.96) y adicionando el término

BI(X: X))o - §DIYE] = XeXu(@T ~ ¢7) =0, (2.103)
se obtiene
dRy = {E[(Xx — Xe)or+ (X - Xi)gs + (Yo )uY;) (2.104)

—E{Xi(p] = 21) + ()l Y (o) T B X (o1 — 31)
+(@ryl ) 1Yelbdt + E[(Xs — Xi) (Xi - X)) (@] — @7
(X — Xe) (vl ) + (X = X)) (wpF Vel Vi (1 p? )~
W@V SRk, =1, ).

Haciendo algunas transformaciones en la férmula anterior(2.104), obtenemos la férmula

de la matriz diferencial estocastica para la matriz de covarianza como la solucign de

{EI(X = X)p(V, X, 07 + 0¥, X, )X = XT) = BEX {1 (Y, X, t)" @]} + -
(W)Y, X, )|V (o)) (V) El{(en(Y, X, 8) = 1) X7 (2.105)
+(yT) (Y. X 1) YE ]}t

+ Z E[{(X = XUXT = XT)a, (Y, X, t) + (X — X)b, (Y, X, )T

=1

+(X = X)THYR(AY, - §ipdt).

Hasta aqui se ha establecido el planteamiento del problema y su solucién para el caso
de la obtencién de los algoritmos de filtrado para un proceso representado por ecuaciones
de estado lineales, y de observaciones lineales, con la presencia de disturbios, los cuales se
comportan como ruidos blancos Gaussianos, lo cual fue desarrollado por Kalman-Bucy. En
esta tesis se presenta el planteamiento del problema del filtro y control para ecuaciones de

estado integro-diferenciales (del tipo It6-Volterra) y ecuaciones polinomiales (de grados
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3y 4) con observaci«f)nes lineales y con la presencia de ruidos blancos Gaussianos y la

obtencién de los algoritmos del filtro, regulador y controlador correspondientes.

2.4. Teoria de Control ()ptimo

2.4.1. Principio del Maximo de Pontryagin
. Planteamiento del Problema

Sea U un conjunto de funciones continuas parte por parte u(t), con valores en U donde
U es un subconjunto cerrado de R™; cada funcién u(t) es definida en algun intervalo
(to, t1]; f(f,2,u) es una funcién vectorial, la cual es continua y tiene primeras derivadas
parciales continuas con respecto a las coordenadas de z; ¢ es una funcién vectorial de‘ clase
C!. Una funcién u(t) en U sera llamada control. Para un control u(t) definido en [tp, 1],

la solucién z(¢) de la ecuacién diferencial
b= flahu@) (2.106)

en el intervalo [te, 1] con condicién inicial z(ty) = zo serd llamada la trayectoria correspon-
diente al control u(¢) ¥ la condicion inicial zo. El valor de z(¢) en el tiempo ¢ es llamado el
estado del sistema en el tiempo ¢. La ecuacién (2.106) es llamada ecuacién de movimiento
del sistema. Los términos involucrados més frecuentemente son controles y trayectorias. La
funcién vectorial ¢(to, 81, z(to), 2(t1)) serd denominada el indice de efectividad del sistema.

La efectividad, depende del estado inicial zy = z(fa) y €l control u(t) y estd dada por
J(zo,u) = ¢r(to, t1, z(to), z(t1)). (2.107)
Los siguientes k — 1 componentes de ¢ se definen a través de las ecuaciones
0;(tos 21, 25(t), (1)) = 0,7 =2, -k (2.108)
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v las condiciones para las trayectorias del sistema. Un par (zq, u;'}, se considera realizable,
si la solucién z(t) de (2.106) en [tg, t1] con la condicién inicial z(tg) = zg y las condiciones
(2.108) son satisfechas por z(2). Denotemos por F la clase de pares realizables (2o, u). El
problema de control épisimo consiste en encontrar en la clase F un elemento (zg,u) tal,
que el indice de efectividad sea minimizado. Algunos ejemplos pueden ser vistos en (3]. Un
par (zg,u) de F que alcanza el minimo, se denomina condicién inicial éptima y control
optimo. Algunos métodos computacionales han sido ideados y ampliamente utilizados
para la solucién de este problema de optimizacién; algunos de ellos son presentados en
[48], [31], [61]- La teoria y el uso de estos métodos numéricos se puede apreciar en [38],

(36], [68]-

Solucién

La expresion H(t,z,u) = P(t)Tf(t,z,u) es generalmente llamada el Hamiltoniano,
en analogia con una expresién correspondiente de mecanica clésica, ver Goldstein [42].
Las condiciones necesarias para la optimalidad del problema de control éptimo estdn
contenidas en el Principio de Pontryagin. Las condiciones del Principio de Pontryagin
reducen el calculo del control éptimo a la solucién de dos problemas de frontera para un
conjunto. de ecuaciones diferenciales con una condicién de minimizacion.
Teorema [39] (Principio de Méximo de Pontryagin)
Las condiciones necesarias, tales que (zf,u*(f)) sea una condicidn inicial y un control
optimo para el problema de control 6ptimo, es la existencia de un vector no cero, k-

dimensional § con 4 < 0 y una funcién vectorial n-dimensional P(t), tal que para ¢t €

fto, t1}:

Py = —POTLt 2 (0). (), (2.109)

tE [tmtl],u e U.
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Esta ecuacién es llamada ecuacién de co-estado (impulso):

P@TIf(t, 2" (1), u) — f(t, 2" (1), w’(¢)] <0. (2.110)

Esta ecuacién es llamada condicién de control dptimo; y las siguientes son llamadas condi-

ciones de transversalidad [69]:

Pt))T = 6T ¢alte,tr, =" (to), o (t1)); (2.111)
Plo)" = % oolto,tr, z*(t0), 2 (01)); (2.112)
P(t)E f(ty,z™(0),u'(t1)) = —~6%¢u(to, 1, 2% (t), " (21)); (2.113)
P(to)" f(to, 2" (to), u(t0)) = 6" ¢n(to, b1, 2" (ko) 2" (11)); (2.114)

donde ¢;; significa la derivada parcial de ¢ con respecto a zy y asi respectivamente
Pe1, Gr1, Pro- Si f(L, 2, u) tiene una derivada parcial continua f;(%, x,u), entonces la condi-

cién

PO fo(t,z* (1), u* (1)) = 6T dulto, t1, z*(t0), 2*(t1)) + (2.115)
¢
P(s)" fls, " (s),u ()ds

to
se cumple para cada t € [tp, 1], ¥ esta expresién es la condicién de constancia del Hamil-

toniano en los puntos éptimos (z*, u*,t). La condicién (2.110) puede ser expresada como
meég( H(t,z*(t),u) = H(t,z*(t), u*(¢))
u

y es llamado Principio del Mdximo de Pontryagin. Un control se denomina extremo si las
condiciones del Principio de Pontryagin son satisfechas y la trayectoria correspondiente

satisface
6;(to: ty 2(t0)y 2(31)) = 0,5 = 2, ..k (2.116)
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Las condiciones (2.111)-(2.114) son generalizaciones de condiciones encontradas en prob-
lemas de célculo de variaciones y de control éptimo {30] ,[70]. Dadas las condiciones del
Principio de Pontryagin, las condiciones necesarias de optimalidad pueden ser un control
extremo; dado que las condiciones no necesitan ser suficientes, para la optimalidad, puede

darse un control extremo que no sea éptimo.

2.4.2. Programacion Dinamica

El método de Programacion Dindmica fue desarrollado por R. E. Bellman a finales de
los 1950 s [28]. En este método es considerada una familia de puntos iniciales fijos en los
problemas de control. El valor minimo de la eficacia del criterio es considerado como una
funcién valor de este punto inicial. Si la funcidn valor es diferenciable, esta satisface la
ecuacion diferencial en derivadas parciales de primer orden llamada ecuacion diferencial
de programacién dinamica. Una condicidn suficiente para la optimalidad puede ser expre-
sada en términos de la solucién continuamente diferenciable de la ecuacién diferencial de

programacion dindmica para el problema del regulador lineal.

Planteamiento del problema

Consideremos un problema de optimizacién dado por (2.106), (2.107), con las condi-

ciones iniciales establecidas en 2.4.1, Dado el sistema
&= f(z,u,t),

con condicién inicial x(¢y), conocida y la ecuacién (2.107). Nuestro problema consiste en
encountrar el control éptimo u*(t) , £ € [to, T, €l cual minimice

T

V(:c(z‘o).u(-),tg)=/ z(7), u(r), 7)dr + m(z(T)), . (2.117)

tg
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siendo deﬁn;ado externamente el niimero de veces que debe de ser diferenciable f(z,u,t),
Uz(7)),u(r) y m{z(T)). f(z,u,t) puede ser arbitraria, perc {{z(7) y u(r) deben ser no
negativas y pueden suponerse como cantidades fisicas que serdn minimizadas. El indice
de efectividad o criterio depende del estado inicial z(fp), y del tiempo ¢g, y del control

u(t) para toda £ € [¢o,T], y se define como
V*(z(t),t) = mln V(z(t), u(), 1),

donde V*{(z(t), ) se denomina la funcién de Bellman. Si la salida del sistema en el tiempo
¢t es z(t), el valor minimo de efectividad en (2.117) es V*(x(t),?). Se puede notar que
V*(z(t),t) es independiente de u(t), por que el conocimiento del estado inicial y el tiempo
inicial, determina el control particular por el requerimiento de que el control minimice
Viz(t),ul),t).

El método de Programacion Dindmica pone un interés especial a la funcién valor,

razon por la cual se establecen las siguientes propiedades:

» La funcién valor evaluada a lo largo de alguna trayectoria correspondiente a un
control realizable para las condiciones iniciales de su estado, es una funciéon no

decreciente en el tiempo.

» La funcién valor evaluada a lo largo de una trayectoria Optima es constante.

Solucién
La Ecuacién Diferencial de Programacién Dindmica

Teorema [59] Sea (s.y) algiin punto interior del conjunto extendido @, en el cual la

funcién V'(s,y) es diferenciable. Entonces V (s, y) satisface la desigualdad diferencial
Vs+ Vyf(s,y,v) 20,
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para toda v € U. Si u* es el control 6ptimo en Fs'y,entonn!::es la ecuacion diferencial

v
dt

=iV + Y f(s,9,) = 0 (2.118)

se satisface. El minimo en (2.118) es alcanzado por el limite derecho de u*(s)* tanto del
control éptimo como de s. La ecuacién diferencial parcial (2.118) es llamada ecuacién
diferencial parcial de programacion dindmica. Para problemas donde el control éptimo
existe, el teorema anterior establece que la funcién valor debe de satisfacer la ecuacidn
diferencial parcial de programacién dindmica en cada punto interior de el conjunto alcan-

zable en el cual esta es diferenciable.

2.4.3. Regulador Lineal Optimo
Control en Lazo Abierto
Planteamiento del Problema

Dado el sistema
%z = Az + Bu, (2.119)
con z € R” y entrada de control ¥ € R™ y un criterio cuadrdtico asociado
1 T
Jd) = = / uT Rudt. (2.120)
2 Ji
La matriz de peso, simétrica, de control R es elegida de acuerdo con los objetivos de
control. Pero R se supone positiva definida; esto es, R tiene valores propios positivos,
tales que uT Ru > 0 para todo u(t) # 0. En este caso, J es acotado por debajo por el cero,

de tal manera que se obtiene una sensible minimizacién de los resultados del problema.

Dade que hay cuadrados de las entradas de control en (2.120). existe una tendencia a
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minimizar la energia general de control, De esta forma, se determinard el control u(t)
que minimice J(fp) y conduzca el sistema de un estado inicial z(tg) = zp a un valor de
referencia final de r7 especificado por un valor fijo del tiempo final 7'. Es decir, se requiere

que
=(T) =rr, | S (2121)

para un valor dado de 7. Dado que el sistema (2.119) es lineal y el criterio (2.120) es

cuadritico, este problema es llamado problema lineal-cuadrético del estado final fijo.

Solucidon

La sclucién a nuestro problema lineal-cuadratico de control es obtenida en la siguiente

forma. El Hamiltoniano es
l ¢ T
H(t)= U Ru + A" (Az + Bu), ’ (2.122)

donde A(t) € R™ es un multiplicador no determinado. Las ecuaciones de estado y co-estado

son
H
& = %- = Ax + Bu,.’L‘(to) =Xy _ (2123)
IR A\ 2
-A = e = A X XT) =X,
v la condicidn estacionaria
OH T
- _ _ 2.1%4
0 ™ Ru+ B* A (2.124)

Resolviendo la ecuacién anterior, es obtenido el control dptimo en términos del co-estado.

u(t) = —R™'BTA(t), : (2.123)

.
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y sustituyendo (2.125) en (2.123) se obtiene

= Az — BR1BT).

(2.126)

Resolviendo el sistema del Hamiltoniano (2.123) y ((2.126), y tomando en cuenta las condi-

ciones de frontera, es posible obtener el control éptimo. Integrando la segunda ecuacién

de (2.123) se obtiene
At) = (AT MT),
donde A(T') es atin desconocida. Sustituyendo en (2.126) se obtiene
& = Az — BRT1BTA @0 \(T),

cuya solucidn es

t
:c(t) - 8A(t—t0)$0 _[ gA(T_‘r)BR_lBTCAT(T_T)A(T)dT.

53]

~

Para encontrar A(T'), y evaluar (2.129) se obtiene
2(T) = e T zy — Gto, TINT),
donde el Gramiano G (tg, 1) es la matriz simétrica

i
Gty t) = / eAT-1 BR-' BTe" T~
to

De acuerdo con la condicién (2.121), es posible resolver y obtener

)\(T) = —G—l(t(), T) [TT — eA(T—tO)IDQ].

(2.127)

(2.128)

(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)

Entonces A\(T") es expresada en términos del estado inicial, teniendo como requisito el esta-

do final. Finalmente, el control éptimo es encontrado, usando este resultado y sustityendo

(2.127) en (2.125) para obtener
u(t) = —R1BTeA T0G1 4y, Ty — ATz,
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Esta es 2‘ia minima energfa de control que maneja el estado para un zy dado, a un valor
requerido de r7 en un tiempo final especificado 7. Una manera més eficiente de obtener
el Gramiano es usando la regla de Leibnitz. Para ello, consideraremos la solucién de la

ecuacion
P = AP+ PAT + BR'BT, (2.134)
la cual estd dada por

t
P(t) = et10) P(tg)et” 1) 4 f eAT-IBR™ BTeA" T-")gr, (2.135)

to
De esta forma, si (2.135) es resuelta usando P(ty) = 0, entonces G(tg,7) = P(T). La
ecuacion (2.134) es llamada ecuacién de Lyapunov, y es lineal en P. La trayectoria del
estado éptimo puede ser determinada sustituyendo (2.132) en (2.129). Esto podria ser
utilizado para conocer también el valor 6ptimo de la funcién de costo cuadrética, utilizando

el control propuesto. Definiendo la diferencia entre los estados final e inicial como
d{to, T) = rr — AT~z (2.136)
se puede sustituir (2.119) en (2.120) y escribir el eriterio cuadrdtico éptimo como

T
J{to) =—; f d*(to, T)G™' AT BR B e* TG~ d(to, T)dt. (2.137)

Lo

Usando la definicién del Gramiano resulta que la funcién de costo éptimo estd dada por

Jity) = %dT(tg,T)G‘l(to, T)d(to, T) (2.138)

0 %dr(to,T)P‘l(T)d(to,T).

En la siguiente tabla se presenta un resumen de las caracteristicas principales

del regulador lineal cuadratico de lazo abierto.
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Modelo del sistema & = Az + Bu,t > ty, z{tp) = ¢ dado
Condicién final del estado z(T) = rp, rr dado.
Funcién de costo J(to) =L fi wTRudt, R > 0
Control de lazo abierto
Ecuacién de Lyapunov P = AP + PAT + BR'BT P(t,) =0
Control de lazo abierto  u(t) = R-'BTeA"T-) P~ (T)d(t,o, T)
donde d(tp, T) = rp — eAT g,

Costo 6ptimo J(to) = 3d%(to, T)P~Y(T)d(to, T

Regulador de Lazo Cerrado
Planteamiento del problema

Considere el sistema lineal
i = Az + Bu, (2.139)

con z € R” y entrada de control ¥ € R™. En vez de demandar un estado final fijo, solo
se requiere que el estado final z(T') no sea cero en un tiempo especifico T'. Asi, el estado

final es libre y el interés es encontrar el control que minimice la funcién cuadratica

1 I ¥
I(to) = 527 (T)S(T)z(T) + 5 / (T Qx + »T Ru)dt. (2.140)
= to
El peso del control R. el peso del estado @, y el peso del estado final S(7"), son matrices
simétricas elegidas de acuerdo a los objetivos de control. Se supone que Q y S(t) tienen
valores propios no negativos, tales que ¥ Qz y ¥ (T)S(T)z(T') son no negativos para toda
z(t). De la misma forma. R también es positiva definida, es decir R tiene valores propios

positivos, tales que u¥ Ry > 0 para toda U(t) # 0. En este caso .J és siempre acotado por
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debajo por el cero, de lo cual resulta un problema sensible de minimizacién. Dados los
cuadrados de los estados y las entradas de control en (2.140}, se pretende minimizar una
energia generalizada ( se puede considerar el caso en’el cual los componentes del estado
son velocidades o corrientes y voltajes). Este problema es llamado problema del regulador

lineal cuadratico libre del estado final.

Solucién

La solucion al problema de control ¢ptimo libre del estado final se obtiene en la

siguiente forma. El Hamiltoniano esté dado por
1
H(#) = §(mTQa: + uT Ru) + M(Az + Bu), (2.141)

donde A(t) € R* es un multiplicador no determinado. Las ecuaciones de estado y co-estado

son
o0H
1 — ——— . 42
5 3 Az + Bu 4 (2.142)
. o0H
=rE———= AT X
A o Qz+ A" A
v la condicion estacionaria
0= —m: = Ru+ BTX (2.143)

Resolviendo la ecuacion anterior, es obtenido el control éptimo

u(t) = ~RBYA(D). (2.144)
Sustituyendo (2.144) en la primera ecuacién de (2.143), se obtiene

i= Az~ BR'BT), (2.145)
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la cual puede ser combinada con la ecuacién de co-estado en el sistema homogéneo Hamil-
toniano

& A -BR'BT ||z

A -Q AT A
La matriz de coeficientes es llamada matriz Hamiltoniana. La condicién inicial es el valor
conocido zg de x(to). El tiempo final es fijo. Dado que el estado final z(T') es libre, dz(T")

no es igual a cero, entonces la condicién final estd dada por

MNT) = % = S(T)=(T). (2.146)

Para encontrar el control dptimo, se resolvera este problema de frontera. El método de
solucién utilizado supone que z(t) y A(t) satisfacen la relacién lineal (2.146) para todo

tiempo en el intervalo [to, T] v son tales que
Alt) = S(t)z(t) (2.147)

para alguna funcién matricial S(t) desconocida. Para obtener la funcién auxiliar S(t), se

deriva la funcién de co-estado para obtener
A =Sz + 8% = Sz + S(Az — BR'B7Sx) (2.148)

donde se ha utilizado la ecuacién de estado. Por otro lado, con la ecuacion de co-estado

se verifica que, para todo ¢t :
—~Sr=(ATS +SA—-SBR'B¥S +Q)z. (2.149)

En base a la ecuacién anterior, para alguna condicion inicial zg, ¥, por lo tanto, para todas

las trayectorias del estado, se podria tener
—Sr=ATS+8A—-S8SBR'BTS+Q,t <T. (2.150)
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Esta es la ecyaciéon matricial de Riccati, la cual es bilineal en S. En términos de la solucién

de Riccati S{t), la ley de control éptima estd dada por

u(t) = —R'BYS(t)z(t) (2.151)
Definiendo la ganancia de Kalman por
K{t) = R'BY5(1), (2.152)
se puede escribir la ley de control de la retroalimentacion del estado como
u(t) = —K(t)z(t). {2.153)
Al determinar el costo (_')ptimo, usando este controlador, es posible notar que
L0d o - Lrmssm <Aoo stie (2.154)
2 Jy, dt ) 2 L Sl b o
Usando (2.140) y (2.154), se obtiene
1 e e < - .
J(l‘o) = ;Iq S(-to).’lto T 5 (:I' 2z 4+ v’ Ru (2.150]
2 ZJi

+2¥Sz + 27 Sz + #T 85\ dt

La funcién de costo, tomando en cuenta la ecuacion de estado, puede escribirse como

1 O I

to

178 Bu + v BT Sz + u” Ruldt.

Si S(t) satisface la ecuacién de Riccati, entonces
i i L _ & g .
J(to) = 5IEOTS(to)$a + 5/ i R7'BTSz + u |1% dt. (2.157

to

52



Es importante notar que la ecuacién de Riccati permite que f}.l integrando se puede escribir
como un cuadrado perfecto. Seleccionando el control dade por la férmula de (2.144),

entonces J (to) es minimizado, y su valor 6ptimo estd dado por
1 7
J(tg) = 5:130 S(to)mo.

La siguiente tabla presenta un resumen de las caracteristicas principales del regulador

lineal cuadrético de lazo cerrado.

Modelo del sistema & = Az + Bu,t > 1y, 2(t) = 3 dado
Funcién de costo T J(te) = 32(T)S(T)=(T)+
H ftf(:cTQa: + uT Ru)dt.
con S(T)>0,@>0,R>0
Ecnacién de de Riccati —S = ATS+SA—~ SBR™'B”S +Q,
t <T,5() dado

Ganancia de Kalman K=R'BTS
Retroalimentacion variante en el tiempao: = —=K(t)x
Costo 6ptimo , J(to) = 222 S(tg)zq.

2.4.4. Controlador Lineal Optimo
Planteamiento del problema

Dado un proceso que no es posible observar, representado por las ecuacidnes dife-

renciales lineales de estado y de observaciones

F)z(t) + Cb)ult) + Kw(t) | (2.158)
y(t) = HT()x(t) + Lu(t),

0
—
=

I
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donde F,G, H son matrices n X n,n X m, y n X p respectivamente. Los procesos w(() y
v(.) son ruidos blancos Gaussianos. El problema consiste en encontrar el control éptimo

u*(t) que minimice la funcién cuadrética de-costo dada por

1 T
J(to) = E{%zg' bz + 2 f (T Qrz + u” Ru)dt} (2.159)
to
a lo largo de la trayectoria z*(t), generada al sustituir w*(¢) en la ecuacién de estado

(2.158). @, @; son matrices no negativas definidas y R es una matriz positiva definida.

Principio de Separacién

El principio de separacion [56], el cual es valido en sistemas de ecnaciones diferenciales
lineales estocasticas, establece lo siguiente: puesto que no hay observaciones directas, es
posible reemplazar la ecuacion del estado del sistema no observable z(t) por la ecuacién
de su estimado 6ptimo m(t)

‘fi—’;‘ — Ft)m(f) + C)ult) + POHOLOE) — B Om()],  (2.160)

con la condicién inicial m(¢;) = mg, donde P(t)H (t)L“.(t) denota la ganancia de Kalman.

P(t) = Blz(t) = m(®)])[z(t) — m(¢)]". Ademds, P(t) es la solucién de
P=PFT+ FP - PHL 'HTP + KKT,P(t,) = F,. (2.161)

Entonces, es posible verificar que el problema de control éptimo (2.158) y la funcién de
costo (2.159) son equivalentes al problema‘de control 6ptimo para el estimado (2.160) y

la funcién de costo representada por

F = E{%[m(T)_—zo]Tcp[m(T)—zo]+ (2162)
T
: [ TuT(s)R(s)u(s)ds-}-% [ mT@QusIm(s)ds
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% /, tr[P(s)Q1 (s)lds + tr[P(T) 3]},

1]
donde #r[A] denota la traza de la matriz A
Dado que la dltima parte de J es independiente del control u(f) y del estado z(t), la

funcion de costo reducida a ser minimizada M toma la forma

1

M = E{5[m(T)- z)" @ [m(T) — 2] + (2.163)
1 T Y g
— | u (s)R(s)ul{s)ds+ = | m" (s)Qi(s)m(s)ds}.

2 to 2 to
En conclusién, ¢l principio de separacién para sistemas lineales establece que la solu-
cién del problema original de control éptimo especificada para (2.158),(2.159) puede en-
contrarse resolviendo el problema de control 6ptimo dado por (2.160),(2.163). Adem4s, el

valor minimo del criterio J debe ser determinado usando (2.162}.

Solucién

Tomando como base la solucién al problema de control éptimo del estado de un sis-
tema lineal observable, los siguientes resultados son vélidos para el problema de control
éptimo (2.160), (2.163), donde el estado del sistema, (el estimado m(t)) es completamente

disponible y observable. La ley de control éptimo esta dada por
u* = R ()GT()Q(t)m(t), (2.164)

donde Q(t) es la solucién de la siguiente ecuacién dual de la varianza

Q=-F'Q—-QF - QGR'GTQ+Q,t < T. (2.165)

con la condicién terminal Q(T) = &. Sustituyendo la ley de control éptimo (2.164) en la

ecuacién (2.160) para el estado reconstruido del sistema m(t), se obtiene la ecuacién para
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el estimado del estado dptimamente controlado:

d _ ,
=2 = FOm©)G() R @G ()Q()m(E) + POHWE™ O)y(t) - HT (H/mi(1)](2.166)
con la cdhdici(’)n inicial m(ty) = mq. En esta forma queda completa la solucién al con-
trolador para sistemas lineales, la cual estd dada por la ecuacién del estado dptimamente
controtado (2.166), la ecuacién de la matriz de ganancia (2.165), la ley de control 6ptimo

(2.164), y la ecuacién para la varianza (2.161).

2.5. Teoria de Vibrosoluciones

Antes de enunciar la teoria referente a vibrosoluciones es necesaria la presentacidn de
algunos conceptos importantes.
Definicién Una funcién f definida sobre algin intervalo [, b], se dice de variacién aco-

tada, si existe una constante C > 0 tal que:
n
3| flaw) = Flae) 1LC, (2.167)
k=1 .
para toda particidn ¢ = 1 < 7; < ... <z, = b del intervalo [q, b].
Definicién Sea f una funcidn de variacion acotada. Entonces la variacion total de f sobre

* [a, b] estd dada por

VI(f) =sup Y | flox) = flzk) | (2.168)
k=1

donde la minima cota superior es tomada sobre todas las posibles particiones (finitas) del
intervalo [a, b].
Condicion de Lipschitz

La condicién de Lipschitz puede enunciarse en la siguiente forma: f(f,x) satisface la
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;’ desigualdad
I ft2) - Sy s Lliz -yl ‘ (2.169)

para toda (£, %) ¥ (%) en alguna vecindad de (to, zo)-
Planteamiento del Problema

Sea considerada la ecuacidn diferencial
2(t) = f(z,u,t) + bz, u, t)u(t), z(to) = =0, (2.170)

donde z(t) € R®, f(z, u,t),b(z, u,) son funciones absolutamente continuas, y u(t) es una
funcion escalar de variacion acotada. Dada la estructura de la ecuacién anterior, en la cual
se presenta la multiplicacién de #(¢) por una funcién discontinua en ¢, b(z,u,t), (2.170)
no puede tener una solucién convencional. Para la obtencién de la solucién es necesaria
la presentacién de algunos conceptos importantes.

Definicién La funcién continua por la izquierda z(t) es una vibrosolucién de (2.170) si

la convergencia *-débil
* — limu®(t) = u(t), k — oo, (2.171)

de una sucesién arbitraria de funciones continuas uw*(), & = 1,2,... en el espacio de las

funcioneg de variacién acotada implica la convergencia analoga
% — limz*(t) = z(f), k — oo, (2.172)
de las soluciones correspondientes z*(#) de la ecuacién
i*(t) = f(zf,u*, 1) + (=, u*, )ik (T), 2% (ko) = o, (2.173)

independiente de la eleccién de una sucesién aproximada {u*(¢)}.

Teorema de Helley {67] La convergencia *-débil en el espacio de funciones de variacién
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acotada !

x— limuF(t) = w(t), k — 00,6 2 8, (2.174)
toma lugar si y solo si las siguientes condiciones se cumplen
w lim u*(to) = u(ty), k — 00, > o,

« lim u*(¢) = u(£), k — 00,% > o, en todos los puntos de continuidad de la funcion

u(t), y

sup
» % Varf uk(t) < oo para toda t > t.

Solucién

Las condiciones de existencia y unicidad para una vibrosolucién estdn dadas por las
siguientes proposiciones.
Proposicién 1 Si las funciones f(z,u,t), b(z, u,t), 0b(z,u,t)/0z, 0b(z, u,t)/Ot, son con-
tinuas en z,u,t y satisfacen la condicion de Lipschitz en z, entonces existe una linica
vibrosolucién de (2.170). -
De esta manera, una vibrosolucién de (2.170) coincide con una solucién convencional de
la ecuacidn (2.170) st y solo si u(t) es una funcion absolutamente continua. Generalmente
una vibrosolucién z(¢) es definida eomo un limite de las soluciones convencionales bajo
una aproximacién especial de una funcién u(¢) por funciones absolutamente continuas, y
es discontinua como una funcidn de variacion acotada, en los puntos de discontinunidad de
la funcién «(t}. Dado que (2.170) no determina los saltos de la vibrosolucién en los puntos
de discontinuidad de u(t) en una forma explicita; la siguiente proposicién proporciona una
manera de obtener los saltos de la vibrosolucién directamente.

Proposicion 2 Sean las funciones f(z,u,t), b(z,u,t), 0b(z,u,t)/0z, 8b(z, u,t)/0t, tales
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que satisfacen las condiciones de la proposicién 1. Entonces una vibrosolucién de (2.170)

es también una solucién de la ecuacidon con una medida

dz(t) = f(z,u,t)dt+ blx,u,t)du’(t) + (2.175)
> Glati=), ulti—), Ault:), ti)dx (t — t:), z(to) = %o,

donde G(z,v,u,s) = K(z,v,v + 4, s) — z; una funcién K (z,v,u,s) es una solucién de la
ecuacién ,

dK /du = b(K,u,s), K(v) = ,
©°(t) es el componente continuo de una funcién de variacién acotada w(t), Awu(f;) =
u(t;+) —u(t;—) es el salto de una funcién u(¢) con discontinuidadesen ¢ = ¢;,2=1,2, ...,

son puntos de discontinuidad de una funcién u(t), y x(¢ —¢;) es una funcién de Heaviside.
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Capitulo 3

Control C)ptimo en Sistemas de

Ito-Volterra

3.1. Control Optimo en Sistemas Continuos de Ito-

Volterra

3.1.1. Planteamiento del Problema

Sea (2, F, P) un espacio completo de probabilidad con una familia creciente y continua
por la derecha de o-algebras Fi,t > 0, y sea (Wi(t), F;,t > 0) un Fi-adaptado proceso
de Wiener. Consideremos el proceso Fy-medible z(t) gobernado por la ecuacién de Ité-

Volterra,

o) = z{to) + ] (aolt, s) + alt, $)2(s) + b(t, )ult, $))ds + / o(s)dWi(s). (3.1)

Aqui z(t) € R® es el vector de estado, u(¢,s) € RP es la variable de control, el pro-

ceso de Wiener W, (t) representa disturbios aleatorios independientes e idénticamente -
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distribuidos, y el vector inicial Gaussiano z(fq) es independiente de W,(t). La funcién de
costo cuadritica a ser minimizada J es definida como sigue:

1 T -

i ¥ 1 §% o

+= [ ul(t, s)R(s)ult,s)ds+ = | 2" (8)Q(s)z(s)ds],

2 1 2. J5
donde 7y es un vector dado, R es una matriz simétrica definida positiva, ¥,y @ son
matrices simétricas no negativas, T > f; €5 un cierto momento en el tiempo, E[f(z)]
expresa la esperanza matemdtica (media) de una funcion f de una variable aleatoria z, y
a” denota la transpuesta de un vector (matriz) a. El problema de control éptimo consiste
en encontrar u*(t), t € (to, T], que minimice el criterio J a lo largo de la trayectoria x*(t),

t € [tp, T], generada al sustituir »*(t) en la ecuacién de estado (3.1).

3.1.2. Principio de Dualidad

Para sistemas dindmicos gobernados por ecuaciones diferenciales, la solucion del problema
de control 6ptimo puede ser obtenida usando la solucién del problema de filtrado y
el principio de dualidad (33, 58)]. El principio de dualidad para sistemas integrales es

introducido a continuacion. Consideremos el sistema integral de Volterra:

z(to) + /t(a(t, s)z(s) + b(t, s)ult, s))ds, (3.3)

Q

y(t) = /tt c(t, s)z(s)ds + /t d(t, s)u(t, s)ds;

z(t)

#t) = z(to)-s—/t—aT(t, s)z(s)ds+ftcT(t,3)v(t, s)ds, (3.4)
¥t) = th(t,s)z(s)ds+/th(t, syu(t, s)ds.
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El principio de dualidad establece que (3.3) es ccgntrolable (observable) en tg, si y solo si
el sistema (3.4) es observable (controlable) en t,.

La demostracién del principio de dualidad para sistemas integrales [23] es basada en
el hecho de que existe la matriz de transicién ®(t,1y); t,t; € (—00, 00), tal que

z(t) = O(t, to)z(to) + c@(t,'r)b(t, 7Yu(t, T)dT.

to

3.1.3. Solucion al Problema Dual de Filtrado

La solucién al problema de control dptimo para sistemas integrales estocasticos es
basada en la aplicacién del principio de dualidad a la solucién del problema de filtrado
optimo obtenido en [26], (27]. De este modo, consideremos el problema de filirado, dual

al problema de control dado por (3.1),(3.2), para la ecuacién de estado

2(0) = stto) + (@0t 8) = a7t 8)e())db + [ QV(s)dWals) (3.5)
to to
y la ecuacién de observacion
= th z(s))d tRI/Z dW,(s), 3.6
0 /m< (t, 8)z(s))ds + [ (5)dWals) (3.6)

donde Wa(s) y Wy(s) son procesos de Wiener independientes uno del otro y del vector
inicial Gaussiano z{tp). El problema de filtrade es encontrar el mejor estimado del proceso
de It6-Volterra z(¢) al tiempo ¢, basado en el proceso de observacién Y (¢) = {y(s), to <
s < t}, que estd dado por la esperanza matem4tica m{t) = E(z(¢) | F}Y). Denotemos la
funcion de correlacion del mejor estimado como P(¢) = E((z(t)—m(t)(z(t) —m(t))T | £").

Como fue demostrado en [26], [27] y en articulos previos [51, 74], es imposible obtener
un sistema cerrado de ecuaciones para las variables m(t) y P(#), dada la naturaleza de las

ecuaciones de Volterra (3.5) v (3.6). Asignar un sistema cerrado de ecuaciones requiere
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fa introduccién adicional de una funcién de correlacién cruzada f(%,s), caracterizando la

desviacién del mejor estimado m(t) para el estado real z(t):

(k) = B2 — mE)(as) - m(s))T | FLS),
donde
= ati)+ [ (@ltr) - e+ [ QEIW),

to
th’s es la o-algebra generada por el proceso estocdstico yt

ye = f ’ T (t, 8)z(s)ds + ft: RY2(s)dWy(s),

to
y m,=E(z|FJ)
El filtro 6ptimo para el vector de estado (3.5) sobre el proceso de observaciones continuas

(3.6) es dado en [26] por las siguientes ecuaciones para el estimado dptimo m(t), su funcién

de correlacién P(t), v la funcién de correlacién cruzada f(£, s) :
¢

m(t) = m(t0)+/t (ag(t, s) — a” (¢, s)m(s))ds + (3.7)

[ b0t ) (RN () = 7t sy,
P(t) = Pltp) +/t[—aT(t, $)fE(t,s) — f(t, 8)a(t, s) + Q(s))ds — (3.8)
t F(t. s)b(t, s)(R(s)) b7 (8, 8) f7 (¢, 5)ds,
f69) = P+ [ a7 (0r) -
o 3
f(s,r)alt,r) + Q(r)dr — | [f(z,7)b(s,r)(R(r)) 1T (s, ) fT(s,7) + (3.9)
Fls,m)b(E, ) (R(r)) 0T () [T (2, 7) —

(1/2) (¢ P)b{t, 7Y (R(F)) 1T (5,77 (s, 7) —
(1/2) f(s,7)b(s, 7Y (R(r)) '0T (6, 7) f7 (2, 7)]dr,
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donde m(to) = E(z(to) | FY) = mo y P(te) = E((2(to) — m(to)(2(ta) — m(ta))” | F) son
las condiciones iniciales.

Por tanto, la solucién al problema de control definido por (3.1), (3.2) ahora puede ser
obtenida usando la expresion para la matriz de ganancia del filtro éptimo en (3.7) y la

ecuacion de correlacion cruzada (3.9).

3.1.4. Solucién al Problema de Control Optimo para Sistemas

~Continuos de It{6-Volterra

Dado que la matriz de ganancia del filtro en (3.7) es igual a

My(t, s) = f(t, $)b(t, s)(R(s)) ",

’

la matriz de ganancia dual en el problema de control dptimo toma su forma transpuesta
M.(t,s) = R (s)b" (£,8) fT (£, 5).
Aqui, la ley de control éptima del problema (3.1),(3.2) es dada por
u*(t,s) = R (s)67 (¢, s) 7 (¢, 5)x(3), (3.10)
donde f(t, s) es la solucién de la ecuacién integral de Riccati
f(t,8) = Plto)+ /ts[—aT(s,r)fT(t, r)— f{s,r)alt.r) + Q(r)]dr — (3.11)
0

6.0, YR 7 (5,717 ) +
Fls, )b, PRI (6,7 £ (1) —

(1/2) (¢, 7)b(t, 7)(R(7)) 6" (s, ) fT (s, 7) —
(1/2) (5, 7)b(s, ) (R(r)) W (8, 7) £7 2, ).
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con la cindicidén terminal f(7',T) = P(T) = ¥. Finalmente, sustituyendo la ley de control

éptima (3.10) en la ecuacién de estado (3.1), es obtenida la ecuacién del estado éptima-
mente controlado
t
z(t) = z(ty) + [ (aolt, s) + al(t, s)z(s) + (3.12)

o
i

b(t, $) R ()67 (¢, 8)F7 (2, 5)z(s))ds + / o(s)dWi(s).

3.2. Control ()ptimo en Sistemas Discontinuos de It6-

Volterra

3.2.1. Planteamiento del problema

Sea (Q, F, P) un espacio completo de probabilidad con una familia de o-algebras F;,t >
0, y sea (Wi(t), Fi,t > 0) un proceso de Wiener. Consideremos el proceso aleatorio F-

medible z(t) gobernado por la ecuacién de 1t6-Volterra

t

TRt = z(to)+‘/; (ao(t, s) + alt, s)z(s)ds + (3.13)

0

/t b(t, s)ult, s))dv(s) -I~ftg(s)dW1(s).

0 to
En la cual z(t) € R” es el vector de estado, u(t,s) € R™ es la variable de control, el
proceso de Wiener W'(¢) representa disturbios aleatorios, los cuales son independientes
entre si y de la condicién inicial o vector Gaussiano x(tg), y ademds son idénticamente

distribuidos. La funcion de costo cuadrdtico a minimizar J es definida como sigue
1
J = E[3 [2(T) — zo)" ¥ [2(T) — zq] (3.14)

% / WT(t, S)R(s)ult, s)dv(s)+

ta
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0

donde zg es un vector dado, ¥, R, () son matrices simétricas, Ft es una matriz positiva
y ¥, ) son no negativas, 7 > ¢, es un momento en el tiémpo, E(f(z)] es la esperanza
matematica de la funcién f de una variable aleatoria z, y a” denota la transpuesta de un
vector (matriz) a.

El problema de control 6ptimo consiste en encontrar €l control u*(t), ¢ € [to, T, que
minimice el criterio J a lo largo de la trayectoria z*(t), ¢ € [to, 7], generada al sustituir

2*(t) en la ecuacién de estado (3.13).

3.2.2. Solucion al Problema de Filtrado

La solucién al problema de control discontinuo para sistemas integrales estocdsticos
es basada en la aplicacion del principio de dualidad a la solucién del problema de filtrado
éptimo discontinuo obtenido en [26], [27]. Aplicando el principio de dualidad a los sis-
temas discontinuos, es obtenida la siguiente solucién al problema discontinuo de filtrado,
correspondiente a la solucién dual del problema de control (3.13), (3.14), para el estado
no observable:

A0 = 2w+ [ (61t 5] = 7 )il & / QP(s)dWa(s), (3.15)

0

y el proceso de observaciones discontinuas

y(t) = f:(bT(t,s):r(s))dv(s)+ cRW(S)ciI/If'L,(-v(s)), (3.16)

) to

donde W3(s) y Wy(s) son procesos de Wiener independientes entre s y del vector Gaussiano
inicial z(#p).
El problema de filtrado consiste en encontrar el mejor estimado para el proceso de

ItdVolterra z(t) en el tiempo ¢, basado en ei proceso de observaciones 1°(t) = {y(s).fy <
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s < t}, esto es, la esperanza matematica condicional m(t) = E(z(t} | F}'). Denotamos la
funcién de correlacién del mejor estimado como P(t) = E((z(t)—m(t)(z(t)—m())T | FY).
En esta, situacion, similarmente al caso de observaciones continuas, es imposible construir
un sistemé, cerrado de ecuaciones de filtrado para las variables m(f) y P(?), debido a la
naturaleza de las ecuaciones de It6-Volterra (3.15) y (3.16). Para la obtencidn del fiitro en
forma cerrada, requerimos intreducir una funcién de correlacién cruzada f(¢,s) € R**?

la cual caracteriza la desviacién del mejor estimado m(¢) del estado real z(¢):
f(t,s) = E((2; — m{)(2(s) — m(s))" | Fp),

donde
2 = o(to) + / (af(t,7) — a7 (t,r)a(r))dr+

/ QY2 (r)dWs(r),

Ft’; es la familia de o-algebras generada por el proceso estocsstico ;s
= /ts bT(t, s)z(s)dv(s) + :Rm(s)qu(v(S)),
0 0
and m!=E(Z| I*tys)
Como resuitado tenemos las ecuaciones para el filtro: m(t), P(t) ¥ f(%.8)

m(t) = m(ty) + /t(ao(t, s) —aT (&, 8)m(s))ds + (3.17)

to

tf(t, s)b(t, 5)(R(s)) " [dy(s) — b7 (¢, s)m(s)dv(s)],

P@) = [— (t, ) fT(t, s) — f(2,s)alt,s) + Qs)]ds — (3.18)

/ d (“)b(t’S)(R(s))'le(t,s)fT(t,s)d-v(s),

97



flt,s) = Plto) -i—/s[—aT(s, )Tt ) — F(s,m)alt,r) + Q(r)]dr (3.19)

to
/ [F(t, m)b(s, r)(R())~ T (s,7) fT (s,7) +
F(s,m)blt, r)(R(r)) 67 (X, 1) T (8 7) —
(1/2)f (¢, m)b(t, r)(R(r)) "6 (s,7) [ (5,7) =
(1/2)f (s,7)0(s, )(R(r)) =107 (t,7) f7 (¢, 7)]dv(r),
donde m(to) = E(z(to) | £ ) ¥ P(tOJ = E((2(to) — m(to}(2(to) —m(to))" | Fyy )sf (o, %) =
E((2(tg) — m(te)(2(to) — m(te))T | FY) son las condiciones iniciales. Las funciones m(t) y
P(t) tienen saltos en los puntos de dxscont,muldad de la funcién v(¢), y la funcién f(t, s)
es continua en t y tiene saltos en s en los mismos puntos de discontinuidad de w(i).
La solucién al problema de control éptimo definido por (3.13),(3.14) puede ser obtenido

usando la expresién para la matriz de ganancia del filtro éptimo contenida en la ecuacién

(3.17) y la funcién de correlacién cruzada (3.19).

3.2.3. Solucién al Problema de Control

Basado en el principio de dualidad el problema de control obtiene su matriz de ganancia

a partir de las ecuaciones de filtrado. Asi, la ley de control dptima estd dada por
u (t,s) = R7(s)b" (¢, 8)f7 (2, 5)x(s), (3.20)
y f(t,s) es la solucién de la ecuacién de Riccati

flts) = P(to)+/5[—aT(S,T)fT(t,T)—f(saf)a(tvr)-FQ(T)]dT (3.21)

to

- :mt, PYb(s, 7)(R()) % (s, 1) /T (5,7) +
Fls,m)b(E, P)(REY) O (8, ) fT (8, ) -
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(1/2) (£, )b(t, 7) (R(r)) 70" (5,7) f7 (s, 7) =
(1/2)1 (s,7)b(s,r)(R(r)) ™67 (£, 7) 7 (¢, r)ldv(r),

con la condicién terminal f(7,T) = P(T) = ¥~1.
Sustituyendo la ley de control (3.20) en la ecuacién de estado (3.13), la ecuacién de estado

para el controlador dptimo estd dada por

z(t) = z(tp) -!-[ (ao(t, 5) + alt, s)z(s))ds + (3.22)

/tb(t,s)R‘l(s)bT(t,s)fT(t,s)w(s))dv(s)+/ g(s)dWi(s).

to
Las ecuaciones obtenidas (3.19)-(3.21) son integrales, con integracién con respecto a una

medida discontinua generada por una funcién de variacién acotada wv(t), para la cual
las discontinuidades de la funcidn v(t) corresponden a las discontinuidades en el estado
z(t). Por otro lado, los saltos pueden ser encontrados resolviendo el siguiente sistema. de
ecuaciones diferenciales, donde z(t—) y f(¢, s—) son valores a la izquierda de z(¢) y de su

correlacién cruzada f(t, s) en sus puntos de discontinuidad ¢ y (¢, s), respectivamente:

3—:}’ = b(t, ) RN (2, ) Tk 0)2 (), (3.23)

.T(O) = .’E(t—), CRS [O,A't)(t)],

df(t. v)
de

=~ [f(t;v)b(s, $)(R(s)) 70T (s5,5) " (s,v) + (3.24)
f(s,v)b(t, ) (R(s))~'6" (t, 5) F7 (¢, v) —
(1/2)f(t, v)b(t, s)(R(s))~'6" (s, 8) " (s,v) —
(1/2)1 (s, v)b(s, 5)(R(s)) 10" (¢, 5)f7 (t, )],
F(£.0) = flt.s-), veo,Au(s).
Las expresiones para los saltos estdn dadas por

Art) = b{t, )R (¢, 8) fT (¢, 1)z (t—) Av(t),
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Af(t,s) = —[f(t,s—)I + (b(s,s)(R(s)) "6 (5,8) f (s,5~) + (3.25)
b(t, s)(R(s)) 167 (¢, 8) £7(t, =) — (1/2)b(s, s)(R(s)) "0 (¢, 8) x
FH(t s=) = (1/2)b(t, s)(R(s)) b7 (s, ) x
Flsys=))Av(s)] " 0(s, s)(R(s))~'b" (s, 8) [T (5,5—) +
Fs, 8= + (b(s, s)(R(s)) 16" (s,8) /T (s,5—) +
b(t, s)(R(s)) 0" (¢, ) f" (8, 5~) —

(1/2)b(s, 5)(R(s)) 6" (2, ) f* (¢, 5~) —

(1/2)b(t, s)(R(s)) ™0 (5, 8) fT (s, 5—)) Aw(s)] ™ x

b(t, s)(R(s)) ™" (¢, 5) F¥ (t, s—) —

(1/2)f(s,5=)I + (b(s, 5)(R(s))"'b" (s, 8) /T (s,5—) +
b(t, s)(R(s)) 67 (t,5) fT(t,8=) —

(1/2)b(s, 5)(R(s)) 70" (¢, ) 7 (¢, 8—) —

(1/2)b(2, s)(R(s)) 7167 (5, 8)f7 (5, 5—)) Av(s)] ™" x
b(s, sY(R(s)) 167 (¢, 8) (8, s—) —

(1/2)f (2, s—)1 + (b(s, s)(B(s)) "7 (5,8) f T (5, 5—) +
b(t. s)(R(s)) 787 (t,8) 7 (t,5—) —

(1/2)b(s, s)(R(s)) ™67 (¢, 8)f T (t,5—) —

(1/2)b(t, 3)(R(s)) 10" (5, )T (5, 5—))Av(s)] " x

b{t. s)(R(s)) ™0 (5, 8) f" (s, s-)]An(s),

donde I es la matriz identidad de dimensién 7 x n. Las férmulas para los saltos pueden ser

incorporadas en las ecuaciones (3.19)-(3.21), usando la forma equivalente de las ecuaciones
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con medida: |
z(t) = z(ty) + /t(ag(t, 8)+ (3.26)
a(t, s)z(s))ds + ft b(t, )R~ (s)b (t, 5) x

7t 5-)(s—))dv(s) + f o(5)dWa(s).
fts) = [ (aT(s )T r) — £

J Um0t )R 570,

f;(s,r—) + b(t, r)(R(r)) 07 (¢, 7) x

£7(t7=) = (1/2)b(5, PYRE) 7 (b )

FT(t =) = (172000, IR (5,7) f 5,7 ) Av(r)] )

b(s, ) (R()) (s, 7) 7 (s, 7—) +

F(s r )T + (58, 1) (RrY) M 5,7 (s, ) +

b(t, r)(Br)) 87 (6 )2 =) —

(1/2)8(s, 1) (R()) 8 (6, ) 7t 7 ) —

(L/298(t, Y (R(r) 197 (5,7) 7 (s, =) Ao ()]~
b(t.r)(R(r) =" () Tt r=) =

(L/2) (s, =) + (b{s, ) (RO (5,7) /75, 7—) +

b{t. ) (R()) B (1) £ty ) —

(1/2(s, P)(R()) 67 () £ (1, 7=) —

(1/2B(E, ) (RO)) (5, 7) 17 (5, 7 =) D))

bs. PR T (8,7 £ (8, )

(172 (tr=)T + (o8, P)(RE)) 57 (s, 7) {7 (s, 74

s,r)a(t,r) + Q(r)]dr —
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b(t, r)(R(r)) b7 (8, r) [ (8, 7-) —

(1/2)b(s, 7)(R(r)) 6" (&, r) ST (8, 7—) -

(L/2)b(t, r}(R(r)) 767 (s, r}fF (s, 7)) Au(r)] ™ x
b(t, )(R(r))~'6" (s, ) f7 (5,7 =)]dv(r),

con la condicién terminal f(T,T) = P(T) = ¥~'. Aqui Awv(t) es el salto de la funcién de
variacién acotada v(f) en su punto de discontinuidad ¢, y z(t—) ¥ f(t,s—) son los valores
para el lado izquierdo del estado xz(t) y para formar la matriz de ganancia f(¢, s) con sus

puntos de discontinuidad ¢ y (t, s), respectivamente.

3.3. Control ()ptimo en la Planta Dinamica

3.3.1. Planteamiento del Problema

Puede ser significativamente mas simple trabajar en el caso de las ecuaciones para la
planta dindmica, si la ecuacién de estado (3.13) tiene una parte interna diferencial de la

siguiente forma.:
t

z(t) = ‘a(dy) + z {ao(s) + (3.27)

a(s)z(s))ds + /Lb(t, s)ult, s)dv(s) + /tg(s)dI-Vl(s),

to

y la funcién de costo cuadrdtico J es la misma que en la seccién 3.2.1. Entonces, el

problema dual de filtrado para el estado no observado, podria ser formulado como sigue:

A= 2t + [ (6306 = oo+ [ Q)wsls)  (229)
to to
y el proceso de observaciones discoutinuas
t i
y(t) = / (67 (8, s)z(s))du(s) + / RY2(s)dWy(v(s)). (3.29)
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3.3.2. Solucién

Como fue probado en [22], {25] en el caso de ecuaciones dindmicas (3.28), es posible
obtener un sistema cerrado de ecuaciones de filtrado con respecto a m(t)y a P(t), sin

introducir a f{¢, s). Estas ecuaciones de filtrado toman la forma:

m(t) = mlte) + t(ag(s)— T(s)m(s))ds + (3.30)

to

/ " P(s)b(t, $)(R(5)) " dy(s) — b7 (¢, s)m(s)du(s)],

0

PO = Pl + [ FaT(6)P(s) — Plo)als) + Qo) - (331)

P(s)b(t, s)(R(s)) 7167 (¢, ) P(s)dw(s),

to
donde m(te) = E(z(ta) | FY) y Plto) = E((2(ts) — m(to)(z(to) — m(te))” | F) son
las condiciones iniciales. Tomando como base el principio de dualidad para las matrices
de ganancia del filtro y el control, es posible obtener la ley de control éptimo, la cual

esté4 dada por
u*(t, 8) = R71(s)bT (¢, ) P(s)z(s), {8-589
v P(s) es la solucién de la ecuacién de Riccati

PO = P+ [ (- (o)P(e) < Plslals) + Qs - (3.33)
[ P(s)E ) (RG) (,5) P(ld(s),

to
con la condicién terminal P(T) = ¥~!. Sustituyendo la ley de control éptima u+ en la

ecuacion de estado (18). la ecuacién para el estado 6ptimo z(f) estd dada por:

z(t) = x(t) + /t(ag(s) + a(s)z(s) + (3.34)

o

bit, s)R™H ()T (¢, 5) P(s)x(s))du(s) +>‘/ g(s)dW,(s).

to
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Losz saltos del estado controlado z(£) y la ecuacidn de la matriz de ganancia P(t) con los

puntos de discontinuidad de v(¢) toman la forma mds simple:

Az(t) = bt,t)R7I ()b (¢, t)P(t—)x.(t-)Av(t), (3.35)
AP(t) = —{P@-)[I+ (b, t)(R() ™" x
o7 (¢, 8) P(t—) Au(t)) ' b(t, ) (R(2)) 107 (¢, t) P(t)) Av(t),

los cuales pueden ser incorporados a las siguientes ecuaciones con medida

z(t) = z(ly) + /t(ao(s) + a(s)z(s))ds + tb(t, s)R™'(s) x {3 36)

0 to

b7 (1, )P (s~)w(s—))du(s) + f o(s)dWr(s).

to

Pi) = [~ (9)P(s)~ Plslals) + Qolds ~ [ [Pls-)r+ (337)

to 0

(bt, $)(R(s)) b7 (2, ) Ps—) Au(s)] " bl(t, s) (R(s)) 7" (¢, )P(s~)]do(s),

con la condicién terminal P(T) = ¥,

3.4. Ejemplo: Movimiento de un Misil con Motores

Jet e Impulsivo

3.4.1. Planteamiento del Problema

Consideremos el problema de control para el movimiento de un misil con dos motores,
impulsivo y jet (continuo), cuya tarea es alcanzar la maxima posible altitud en un cierto

momento en el tiempo 7 > 0 con el minimo consumo de combustible. El movimiento del
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misil es gobernado por las siguientes ecuaciones [32]: 5

B} = g / " w(s)ds, (3.38)
m(t) = mo+/0. C’pt Py

[P Py(s) — Q(h,v)
v(t) = /; m(s) fgds+/ r{s)dW (s

donde #p = 0, v(%) es la velocidad del misil, v = v(0) = 0; hp = R(0) > 0 es la altura inicial
ajustada correspondiente a la posicion del misil sobre la superficie de la tierra, y h(t) es
la altitud ajustada; m(s) es la masa del misil y del combustible,mg = mg, mg >> 0; FPp(t)
es la fuerza de propulsién; C(i, s) < 0 es el factor de diferencia entre la velocidad ideal del
misil en el tiempo £ y la velocidad del salida del flujo de combustible en el tiempo s, la
cual es variante con el cambio de altitud y, consecuentemente, con la temperatura, presion,
aceleracién de la gravedad, etc.; g es la aceleracién de la gravedad, considerada constante;
T(s)dW (s) es el disturbio estocdstico representado por un proceso de Wiener y se presenta
como el efecto resultante de disturbios independientes y con distribucién desconocida,
afectando la dindmica de la velocidad; y w(s) es una funcién de variacién acotada, la cual
. representa el funcionamiento de dos motores del misil: el motor jet expulsa combustible
gradualmente y el impulsivo hace esto intantaneamente en un momento ty, 0 <t < T,
Ademsds, el funcionamiento de los motores es descrito usando la descomposicidn de w(t)
en su componente continuo w°(¢) (jet continuo) y la funcién de Heaviside x(t — ;) con
salto en el momento t; (motor impulsivo), i.e., w(t) = wé(t) + x{t — ;).

Se supone que no hay resistencia del aire ; @(h,v) = 0.

Seleccionando la funcién de la masa u(s) = ms) £ [In (7n(s))] como control, el pro-

blema de control es completamente establecido por el estado del sistema z(t) = [h(t), uv(¢)],
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gobernado por la ecuacién

x(t) = zp + /ot Ax(s)ds + /;B(t, s)u(s)dw(s) + f:Gds + /Ot R(s)d‘W(s), (3.39)

donde
() = [h’(s)],A= [0 1 Bia.5) = [0
v(s) 00 C(t,s)
_lo 3=O L_m(s):inm
<= —9],R() [r(s)}’um m(s) ds fin {m{s))].
$0:[h0,0],

y la funcién de costo a ser minimizada

i
, 1 h* }L*
J =2 |o(T) - W | () ~
2 0 0
1 4
—l——/ u?(s)dw(s) — min,
2 Jo u(-)
10
donde ¥ = [ jl i h*>> hy, y T > 0 es un cierto momento en el tiempo.
0 0

3.4.2. Solucion

De acuerdo con (3.32), la ley de control éptimo estd dada por

w(t,8) = [ 0 Clts) ]P(s) {h(s) } _

Note que la altitud inicial ajustada hg > 0 es determinada por las condiciones u(9) = 0

v 9(0) = 0 (aqui el misil estd equilibrado sobre la superficie de la tierra en el momento
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inicial); sustituyendo la ley de control éptima u*(¢,s) en la ecuacién de la velocidad,
obtenemos 0 = C/(to, tp)u*(fo, ts) — ¢ = C(0,0)u*(0,0) — g. Asi, la altitud inicial ajustada

ho > 0 es determinada por la ecuacién

hq
=C(0,0 P :
9=0( )[0 0(0,0)] (0)[0 ]

Tomando en cuenta las ecuaciones (3.36)-(3.37), las ecuaciones para la trayectoria éptima,

x(t) v la matriz P(t) toman la forma

P(t)=P(0)—£t{g E]P(S)ds
t 01 t 10
_fop(s)[o O]ds-/op(s—)x{[o 1]

0 [ B
+ [ -y ] 0 Clts) | Ple-)Aw(s))

x [ " Lo oty ] Py,
C(t,s) ]

con la condicién terminal P(T) =1, y

# 01 tl o
=t | {[0 le(s)w}dHfO Clt,s)
10
x| 0 C(ts) | P(s—)z(s—)dw(s) + dW (s),
[ s)] s—)z(s /0 [r(s) s)
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| R

con la condicién inicial z(0) = , y sus saltos en el punto t;, donde el motor
0
impulsivo es activado, son iguales a AP(t;) donde
1o "|o
AP() = P(ti— N et
01 Cty, 1)

x[o cuhh)}P@rﬁAwﬁﬂY*

0
o S [0 Cl,1) | Plti-)Aw(n),
Az(ty) = g“hh) [0 C@hn)]Parqz@gAw@g

De esta manera, el algoritmo completo para resolver este problema de control dptimo

es descrito a continuacion:

» Resolver la ecuacién para la matriz P(t) con la condicién terminal P(T) = ¢ y el

salto AP(t;) en el punto #;
» Determinar la condicién inicial P(0);
» Calcular la altitud inicial ajustada hg;

» Sustituir u*(¢, s) en las ecuaciones de estado y resolver estas con las condiciones
iniciales ~(0) = hy v v(0) = 0, obteniendo la trayectoria éptima [A(t),v(t)] = z(t),
donde la velocidad v(t) tiene un salto en el punto ¢, y la altitud ajustada h(t) es

continua,

= La médxima altitud deseada es determinada como h(7T") — hy.
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Capitulo 4

Controlador Optimo para Sistemas

no Observables de It6-Volterra

4.1. Controlador Optimo para Sistemas Continuos de

Ito6-Volterra

4.1.1. Planteamiento del Problema

Sea (02, F, P) un espacio de probabilidad con una familia creciente de c-algebras
F,,t >0, y sean (Wi(t), Fy,t > 0) y (Wo(t), Fy, t > 0) procesos de Wiener F; adaptados.
Consideremos el proceso aleatorio no observable Fi-medible z(t) gobernado por la ecuacién

de Tt3-Volterra

z(t) = z(t) + /t(ag(t, s) +alt, s)x(s) + b(t, s)u(t, s))ds + /t g(t, s)dW(s) (4.1)

v la salida (proceso de observacién)
t t
y(t) = / (Aot s) + A2, s)z(s))ds + / B(t, s)dlT5(s). T {4.2)
0 0
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Aqui, £(t) € R* es el vector de estado no observable, u(t,s) € RP es la variable de
control, y(t) € R™ es el proceso de observacidn, y los procesos de Wiener independientes
Wit} v Wa(t) representan disturbios aleatorios en la ecuacién de estado y en la ecuacién
de observaciones, los cuales son independientes del vector inicial Gaussiano z(fy). Sean
A(t, s) matrices no cero y sea B(t, s)B7 (¢, s) una matriz definida positiva. El criterio de

costo cuadritico a ser minimizado J es definido como sigue:

J = EI% [2(T) — 20T & [o(T) — 2] (4.3)
+3 /:uT(t,s)K(s)‘u(t, s)ds + 3 /:xT(s)L(s)x(s)ds],

donde zp es un vector dado, ®, K, L son matrices simétricas, K es positiva, y ® y L son.
matrices no negativas, T > t3 €s un cierto momento en el tiempo, E|f(z)] representa el
valor esperado o esperanza matemadtica de una funcién f de una variable aleatoria z, vy
a” denota el transpuesto del vector (matriz) a. |

El problema de control 0ptimo consiste en encontrar el control éptimo u* (%), t € [¢0. 71,
el cual minimice el criterio J a lo largo de la trayectoria x*(t), t € [ty, T}, generada al

sustifuir u*(t) en la ecuacion de estado (4.1).

4.1.2. Principio de Separacién en Sistemas Integrales

Asi como el principio de separacién es valido en sistemas lineales estocasticos gobernados
por ecuaciones diferenciales, también es vélido en sistemas integrales lineales estocéticos,
gobernados por ecuaciones de [t6-Volterra. Reemplazando el estado del sistema no observable

z(t) por su estimado 6ptimo m(t) dado por la ecuacién (ver (26], 27])
m(t) = m(to) + ft(ag(t,s) + a(t, s)m(s) + b(t, s)u(t, s))ds + (4.4)
0 .
/t F(t.3)AT (2, 5)(B(t,s) B (t,8)) " [dy(s) — (Aoft, 5) + A{t, s)m(s))ds,
0
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con la condicién inicial m(t) = E(z(te) | F4 ), donde la ecuacién para f(2,s) toma la

forma (ver [26], [27] )

ft.9) = fltote)+ [ [a(s, VT ) + Fls )t 7) + (45)

to

(1/2)(g(t, ) g% (s, 7) + g(s, ) g7 (t,7))]dr —

[ U647 (6, BB (5, r) A ) (o) +
£, VAT (1, (B VBT (2, 1) At ) /T (1) —

(1/2) £(t, ) AT r) (Bt )BT (s, 7)) Als,r) {7 (s, )
(1/2)1(5, VAT (5,7) (Bls, ) BT (2, 7)) (2, 7) 17, ),

con la condicién inicial f(to, ta) = E((x{te) —m(to)(x(te) —m(t))T | FY). Note que, dada

S(t) = f(t,1), la ecuacién para la varianza S(t) resulta directamente de (4.5):

5(t) = Sto) + /t[a(t, 8)fT(t, s) + f&, s)a” (¢, 5)+

g(t, s)g” (t, s)jds — /Otf(t, $)AT (2, 8)(B(¢, 5) BT (t,5)) " A(t, 5) fT (¢, s)ds,

donde S(ts) = f(to,t0). De este modo, el problema de control Sptimo para €l estado del

sistema (4.1) y la funcién de costo o criterio (4.3) son equivalentes al problema de control

para el estimado 6ptimo (4.4) y la funcién de costo cuadrético J, representada como:

J =

L m(T) = 2/ @ [m(T) ~ 2] (46)

—~—
K| =

+

]

[ L
u' (t, s)K (s)ult, s)ds+§[ m” (s)L(s)m(s)ds

+
N = N

/t ir[S(s)L(s)]ds + ]S (T) @]},

donde trjA) denota la traza de la matriz A. ®, K, L son matrices simétricas, K es una

matriz positiva definida v ® v L son matrices no negativas. Dado que la iiltima parte de J
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es independiente del control u(t) y z(¢), Ja funcién reducida de costo M a ser minimizada

toma la forma
M = E{% (T — 20)" @ [m(T) ~ 2) (4.7)

T T
+5 [ WK s+ 5 [ mT)EIm(s)ds)

to

Tomando en cuenta el principio de separacién, podemos concluir que para los sistemas
integrales de 1t6-Volterra, la solucién para el problema de control planteado por (4.1)-
(4.3) puede ser encontrada resolviendo el problema de control éptimo dado por (4.4),(4.7).

Ahora, €l valor minimo del criterio J debe de ser determinado usando (4.6).

4.1.3. Solucién del Problema de Control Optimo

Tomando en cuenta los resultados obtenidos en €l capitulo previo, en el caso del estado
observable del sistema, los siguientes resultados son vélidos para el problema de control
dado por (4.4),(4.7), donde el estimado m(t) del estado del sistema es completamente
disponible y observable.

La ley de control optima estd dada por
u'(t,5) = K ()87 (2, )" (¢, s)m(s), (4.8)

donde g(z, s) es la solucién de la ecuacién integral de Riccati

s

g(t,8) = gfto.to) + [ a"(s,7)q" (t,7) — (s, r)alt.r) + L(r)]dr = (4.9)

/ [qtr)bs K () (s, 7) (s,7) +
als. )o(t, 7 (K ()~ (8, 1) 8, 7) —

(1/2)q(t, 7)b(t, r)(K (r)) '8 (s, 7)q" (s,7) -
(1. 23q(s, 7Yb{s, PYK (r)) (8, )T, )
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con la condicidn terminal ¢(T,T) = &. i
Sustituyendo la ley de control dptima (4.8) en la ecuacidn {4.4) para el estado reconstruido
m(t), obtenemos el siguiente estimado del estado éptimamente controlade
t ¢
m(t) = mty)+ / A(t, s)m(s)ds +/ b(t, s) K H{s)b" (¢, 5)q(t, s)m(s)ds (4.10)
t

0 to

- /tf(t, s)AT(t, s)(B(t, s} BT (t, s)) dy(s) — (Aa(t, s) + A(Z, s)m(s))ds].

Asi, la ecuacion del estado dptimamente controlado (4.10), la ecuacién de la matriz de
ganancia (4.9), la ley de control éptima {4.8), v la funcién de correlacién cruzada (4.5),
conforman la solucién completa del problema del controlador para estados no observables

de sistemas integrales continuos gobernados por ecuaciones de Ité-Volterra.

4.2. Controlador Optimo en Sistemas no Observables

y Discontinuos de Ito-Volterra

4.2.1. Planteamiento del Problema

Consideremos el proceso aleatorio Fj-medible z(t) gobernado por la ecuacién de It6-
Volterra

z(t) = x(t0)+/ (ag(t, s) + a(t, s)z(s))ds + (4.11)

to

b(t,s)u(t,s)dv(s)—l-/ g{t, s)dWi(s)

to to

14

y el proceso de salida (observaciones) estd dado por:
t
W) = [ CAot9) + A )a(s)du(s) +
0 S
t
f B{t, 5)dWa(w(s)), (4.12)
0
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Donde tanto la ecuacién de estado como la de las observaciones son integrales del tipo
Volterra con integracién por medida discontinua. Las medidas discontinuas en las ecuaciones
de estado y de observacion son generadas por funciones de variacién acotada v(t) y w(¢),
las cuales pueden coincidir en sus puntos de discontinuidad (saltos). Aqui, la funcién
de observacién y(t) puede ser discontinua debido a la discontinuidad de la integral con
medida discontinua dw(t) en la ecuacién (4.12). Esta ecuacién de observaciones contempla
dos tipos de observaciones: continuas, correspondientes a la parte continua de la funcién
de variacion acotada w(t), y discretas, correspondientes a su funcién de saltos.

La funcion de costo cuadratica a minimizar J es definida en la siguiente forma:
1
J = E[;8(T) - 2] @ [z(T) - 2} + (4.13)

T
% /t u? (¢, s) K (s)u(t, s)dv(s) +

Q

T
% /to a7 (s)L(s)(s)ds),

donde zp es un vector dado, ®, K, L son matrices simétricas, /' es una matriz positiva,
v @, y L son no-negativas, T > tp es un cierto momento en el tiempo. El problema de
control para el estado del sistema no observable z(¢) consiste en encontrar el control u*(t),
t € {to, T}, que minimice el criterio J a lo largo de la trayectoria z*(¢), t € [ta, T}, generada
al sustituir u*(¢) en la ecuacidén de estado (4.11). La trayectoria del estado z(t) podria
ser discontinua, por las discontinuidades en la integral donde se encuentra la funcidn v(t)
en el lado derecho de (4.11). Este modelo de sistema considera dos tipos de movimiento
(trayectorias), es decir. cambios en el sistema de posicion (saltos), y movimientos graduales
continuos. El modelado de estados de sistemas de It6-Volterra a lo largo de abservaciones
discontinuas del tipo de Volterra en los cuales se consideran sistemas lineales continuos,

discretos v con retardos en la forma dada por (4.11),(4.12), fue hecho en [22], [25].
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4.2.2. Principio de Separacién en Sistemas Integrales Discon-
tinuos

El principio de separacion para sistemas discontinuos con observaciones discontinuas

es basado en el caso continuo. Se efectuardn las siguientes acciones (planteadas en [67])

» Suponiendo que las funciones v(t) y w(t) en las ecuaciones de estado y de observacién
(4.11) y (4.12) sean absolutamente continuas, se aplicaria el principio de separacién
obtenido en ]a subseccion 4.1.2, en el cual el problema de control éptimo es modifica.”
por la ecuacién de estado (4.4), el criterio (4.7), la funcién de correlacién cruzadas

(4.5), v el valor del criterio 6ptimo (4.6);

» En las ecuaciones obtenidas de este modo, suponemos que las funciones v(t) y
w(t) son de variacién acotada, para las cuales sus derivadas ¥(t) y w(t) pueden .
ser funciones generalizadas de singularidad de orden cero {por ejemplo, 6-funcién),

generando integracién con medidas discontinuas dv(t) y dw(t).

Como un resultado de la realizacién de dichas acciones, el estado no observable z(t) del

sisterna (4.11) es reemplazado por su estimado éptimo m(¢), dado por la ecuacién
¢
m(t) = m(to) +/ (ag(t, s) + a(t, s)m(s))ds +
0
t
/ b(t, s)ult, s))dv(s) + (4.14)
0

[ 1, 5)A7 (1, 8)(B(t, 8) BT (t, )"
0
[dy(s) — (Aol s) + A(t, s)m(s))dw(s)],

con la condicién inicial m{ty) = E(z(to) | F\), donde la funcién de correlacién cruzada

f(t, s) satisface la ecuacién de Riccati:
flt.s) = / [a(s,r)fT(t, )+ f(s,r)al (t.r)+ . (4.15)
0.
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(1/2)(g(t,r)g" (s,7) + g(s,7)g" (¢, ))ldr —

[ 16476, 1) (B, r) BT, A ) o) +
(s,7) AT (¢, 7)(B(t,7) BT (t,r)) LA, 7) [T (E,7) —
(1/2)(F (&) AT(t, P)(BE, 1) BT (s, 1)) Als, 1) (s07) —
F(s.T)AT(5,7)(B(s, )BT (8, ) Alt, 1070, ).

con la condicién inicial f{to, %) = E((z(t0) ~ m{to)(z(te) — m{ty))* | FY). Por otro lado,
el problema de control para €l sistema (4.11) y la funcién de costo cuadratico (4.13) son
equivalentes al problema de control para el estimado éptimo (4.14) y la funcidn de costo
J, representada como:
1 T P F
I 5= E{§ [m{T) — z]” @ [m(T) — 2] + 5] u (t,s) K (s)ult, s)du(s) (4.16)
to
1 (* 7 17 ‘
+= | m (s)L(s)m(s)ds + 3 tr[S(s)L(s))ds + tr[S(T) D]},

2 to 4]

la cual puede ser reducida a la funcién de costo M
1
M = E{g[m(T)- 2] ® [m(T) — z) (4.17)

+% / ) ul (¢, 8} K (s)ult, 5)du(s)

tg
¥ o

1
+= | mT(s)L(s)m(s)ds}.

2 Jy,
Asi, la solucién al problema de control 6ptimo especificado en (4.11),(4.13) puede ser
encontrada resolviendo el problema de control éptimo dado por (4.14),(4.17) y usando

(4.16) para el minimo valor del criterio J.
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4.2.3. Solucién al Problema de Control para Sistemas Discon-

tinuos

En base a la solucidon al problema de control éptimo obtenido en el capitulo prévio, en el
caso de un estado del sistema observable discontinuo, los siguientes resultados son vélidos
para el problema de control (4.14), (4.17), donde el estado del sistema (el estimado éptimo

m(t)) es completamente disponible y observable. La ley de control 6ptimo esta dada per
W(ts) = KN (t,9)a (t, s)mis), (4.18)
donde g(t, ) es la solucién de la ecuacién integral de Riccati

q(t,s) = glto,b0) +
f (a8, 1)q" (6,7] — als, ralt, r) + L)dr
71, IQ(taT)b (s, THE (r)) 108 (s, 7)a" (5, 7) +
q(s, ; )b(t, 7) (K (7)) 71T (¢, r)e" (&, 1) —
(1/2)q(2,7)b(t, ) (K (r))~"67 (s,7)g" (s, 1) —
(1/2)q(s,7)b(s, ) (& (r)) 7167 (¢, 7)q” (¢, 7)]dv(r),
con la condicién terminal ¢(T, T) = ®.

Sustituyendo la lev de control éptimo (4.18) en la ecuacion (4.14) para el estado

reconstruido 712(t), se obtiene la siguiente ecuacién para el estimado éptimamente controlado

m(t) = mlty) + lt(ag(t, s) + a(t, s)m(s))ds +

to

/t blt, s)K ()b (t, 5)q" (¢, s)m(s)du(s) +

[ 16947658987
1]
(dy(s) — (Ao(t,s) + A(t, s)m(s))dw(s)), (14.19)
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con la condicién inicial m(ty) = E(z(to) | Fy.). Las ecuaciones obtenidas (4.19),(4.19),
asi como la ecuacién (4.15) para la funcién de correlacién cruzada f(t, s), son ecuaciones
integrales con integracién por medidas discontinuas generadas por funciones de variacion
acotada v(t) y w(t), las cuales no nos indican la forma de encontrar los saltos de las
variables de] controlador (el estimado m(t), su funcién de correlacién cruzada f(t,s), y
la matriz de ganancia g(t, s)). Los puntos de discontinuidad de las funciones v(t) y w(t),
corresponden a discontinuidades en el estado del sistema z(t) y el proceso de observacién
y(t). Et método directo para encontrar los saltos fue dado por el Teorema 3 en [26], {27] por
medio del cual se establece que los saltos pueden ser encontrados resolviendo el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales, donde z{t—) y f(¢, s—) son valores a la izquierda
del estado del sistema xz(¢) y su funcién de correlacién cruzada f(¢,s) y sus puntos de

discontinuidad ¢ y (t. s) respectivamente:

dz

S b(t, t) R7H()ET (¢, 8) (1, v)2(v), (4.20)
z(0) = z(t-), we0,Auv(t)],
GEY e 9b(o, s R (8,6) T (s00) +

F(s,v)b(t, s)(R(s)) 710" (¢, 5)fT (8, v) -

(1/2) f (2, v)b(t, s) (R(s)) b7 (s,8) f7 (5, 0) —

(1/2) f (s, 0)b(s, s)(R(s))~"67 (¢, 5) /7 (¢, )],
f@.0) = f(t,s-), vel0,Av(s)].

4.2.4. Ecuaciones de los Saltos

Resolviendo el sistema anterior, las expresiones para los saltos estdn dadas por:
Ar(t) = blt, )RI()OT (&, ) f(t.t—)a(t—) Nu(t). (4.21)

118



Am(t) =

Af(t,s)

f@& )T+ AT (¢, ) (B, )BT (¢, 1)) 1A, t) x

U )AL AT(, )(B(t, £) BT (1, 1)) ! %

[Ay(t) — (Ao(t,t) + A(t, tym(t—)) Aw(t)] +

(g, K ()b (¢, )1 + AT (¢, ) (B, t) BT (¢, 1)) T A(L, ) x
FT =) Aw(t)] g, t)m(E) Av(t),

~[f(t, 57T + (AT (s,)(B(s, 1) B (s5,7)) " x
A(s,8)fT(s,87) + AT (¢, 8)(B(t,r) BT (t,7)) T Al «)
FH(ts7) = (1/2)(AT (s, 8)(B(s,m) BT (¢, 7)) Ali, ) =
It 87) — AT(t,5)(B(t, ) B  (s,7)) " Als, 8) f (s, 57)) x
Bw(s))] AT (s,8)(B(s, 1) B (s,1)) " Als, 5) /T (5,87) +
f(s,57) + (AT(s, 5)(B(s,7)B" (s,7)) ' A(3, 8) x
fi(s;s7) + AT(t,8)(B(t,r) BT (t,7)) Alt, 8) fT(t,57) —
(1/2)(AT (s, 8)(B(s,7) B (¢, 7)) A(t, 8) f 7 (t,57) -
AT(t,5)(B(t,r)B (s,71)) Als, $) ST (s,87)) Aw(s))] " x
AT @, s)(B(t,r) BT (t,7)) AR, 8) [T (8, 57) —

(1/2) f(s, s + (A" (s, 8)(B(s, ) B (s,7)) T A(s, 5) x
fT(s,87) + AT(2, s)(B(t,7)B (2, r)) At ) fT(t,57) —
(1/2)(AT (5, 8)(B{s, 1) BT (8, 7))  A(t, 5) fT (8, 57) —
AT(2,s)(B(t,7) B (s,)) " Als, 5) f7 (3,57)) Aw(s))] !
AT(s,8)(B(s,")BT(t,)) At s} (1, 5-) =
(1/2)£(t, s=)T + (AT (s, 8)(B(s,m) B (s,7)) " A(s, 5) x
fT(s,8=) + AT(2, 5)(B(t,r) BT (¢, 7)) At 8) (8, 5—) —

(1/20(A (s, 8)(B(s,m)B" (t,7)) At )7 (2, 5~) -
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AT (t,s)(B(t, r)BT (s,7))" A(s, 5) T (s, 5= )) Aw(s))] ! x
AT (¢, 8)(B(t,r) BT (s, 7)) L A(s, 5)fT(s,5=)]Aw(s),

donde I es la matriz identidad n x n-dimensional, y

Aq(t,s) =

=la(t: s—)[L + (b(s, s)(K (5)) b7 (s, 5) x

q"(s,5=) +b(t, s) (K (5)) 87 (¢, 8)q" (¢, 5—) —
(1/2)b(s, ) (K (s)) b7 (2, 5)q" (t, 8—) —

(1/2)b(t, s)(K ()67 (s, s)als, s=))Av(s)] " x

b(s, $)(K () 7'6" (5, 5)q" (s,5—) +

a(s, =)L + (b(s, s)(K () 7'67 (s, s)q" (s, 5—) +

bit, s)(K ()07 (2, s)g" (¢, s—) —

(1/2)b(s, 5) (K (s)) 70" (2, 5)q" (t,5—) —

(1/2)b(t, 5)(K(s)) ™' (s, 5)a" (s, 8~)) Au(s)] ™ x

b(t, 5)(K(s)) b7 (2, 5)q (¢, 5—) ~

(1/2)q(s, s=)[I + (b(s, $)(K (5))7'07 (s, 5)g™ (s,8—) +
bit, s)(K (s))7"07 (¢, s)g" (¢, 5~) —

(1/2)b(s, s)(K (s)) 76" (¢, 8)q" (£,5-) -

(1/2)b(t, 5)(K (5))7'6" (s, 8)g" (5, s=)) Aw(s)] * x
b(s, $)(K (s)) 7167 (¢, 8)q" (t,5~) —

(1/2)q(t, s=)[1 + (b(s, s) (K (s))7'b7 (s, 5)g" (s,5—) +
bit. s)(K(s)) 716" (¢, s)a” (¢, ) —

(1/2)b(s. s)(K (5)) 70" (¢, 5)q" (¢, 5—) -

1/2)b(t, s} (5)) 70" (5, 5)q" (s, 5—)) Au(s)] ' x
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b(t, s)(K (5))™18" (s, 5)4 (s, s-)) Av(s),

Siguiendo [25], las expresiones para los saltos pueden ser incorporadas en las ecuaciones del
filtrado y el controlador (4.19), (4.21), (4.15) usando la forma equivalente de ecuaciones

integrales con integracién en medida discontinua

m(t) = mg+ /t(ag(t, s) + a(t, s)m(s))ds + /tb(t,s)u(t, s)ds (4.22)

+ b(t,S)K—lﬁs)bT(t,s){f+AT(t,s)(B(t,s)BT(t,s))-lA(t,s)
X[t s=)Aw(s)} q(t, s—)m(s~)dv(s)

/ 1t 5=){I + 470, 8)(B(t, ) B7(t, )" A(t, ) £ (1, 5-) Auw(s)}
x AT (s, $)(Bl(t, s)BT(z, s))~ 1{a?y(.s) — Alt, s)m(s—)dw(s)] ,

con la condicidn inicial m(ty) = E(z(%) | FY),

ft,s) = flto. to) + /t s[a(s,r)fT(t,r)+f(s,v-}aT(t,r)+ (4.23)

(1/2)(at, 7)o (5, ) 006, r)2t, ) —

/ 76 7)1 + (A7 (s, T) (B3, 1) (5, 7)) (s, 1) (5, 7—) 4
AT (1) (B(t, 7) BT (t, 1)) 1AL, 7) f(t,7—) —

(1/2) 47 (s, 7)(B(s, 1) BT(t; r)) Aty 7) £t~ ) —

(1/2)47 (¢, r)(B(t, 7) BT (5,7)) ™ A(s,7) f (5, 7~)) A(r)] ! x

AT(s.7)(B(s,7) BT (s,7)) " A(s, ) fT (5,7—) +

Flser =) + (A" (s,7)(B(5,7) BT (s,7)) " A(s, r) f(s.7—) +
e r)(B(t,r)BT (¢, 7))~ VAt Ty f (2 =) —

(1/2)A7(s, r)(B(s,r) BT (t,7)) " A(t, r) £ (£, 7 ~) —

(12045t r)(B(t, r) BT (5,7)) ™ Afs, ) F (5, 7)) Aw(r)] '
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AT(,r)(B(t, 1) B (8, r)) Aty r) T (t ) —

(1/2)f (s, 7 =) + (A (s, T}(B(s,7) BT (5,7)) " A(s,7) f(5,7=) +
AT(t,r)(B(t,r)BT(t,r)) YAl r) f(t, =) —

(1/2)AT(s,7)(B(s,r) BT (¢,7)) " A(t, ) f (8, 7—) ~

(1/2)AT (¢, r)(B(t,m}B (s, 7)) L A(s,7) f (s, =) Aw(r)] ! %
AT(s,7)(B(s, )BT (t, 7)) AL, 1) fT(t, 7—) —

@/2)f(t, 7 =) + (A% (s,7)(B(s,7) B (s,7)) " A(s, ) f(s,7=) +
AT (4, P)(B(t, )BT (t, 7)) LA, T) F (8, r—) —

(1/2)AT (s,7)(B(s, )BT (t, 7)) ' Alt, r) f(t,7—) —

(L/2)AT (2, 7) (B, r) BT (s, 7)) L Afs, 1) f (s, 7 =) Aw(r)) ™" x
AN(t,r)(B(t,r)BT(s,7)) " A8, 1) fT (s, 7=)dw(r),

con la condicién inicial f(ty,t0) = E((z(to) — m(te)(z(to) ~ m(te))” | FY), la funcion

f(t, 3) es continua en ¢, ¥
q(t,s) = qlte.to) + /s[—aT(s, g (t,ry = q(s,rYa(t,r) + L(r)]dr — (4.24)

fott, )T + (65, 7K )7 5, ) ¢
bt P ) ()

(1/2)b(s,7) (K (7)1 (t,r)a 1, 7—)

(1/2)b(t, K (r)) 5 (5, m)a(s, ) Ao(r)] x
b, ) (K (1)) 8 (5, 1) (5, 7—) +

(5. P+ (b5, 7Y (K (7)) 7 (s, 7)qT (s, 7=) +
b(t. r)(!((r))'1bT(t, r)qT(t, r—) —

(1/2)b(s, 7) (K () ~'07 (8, r)g" (t, 7 =) -
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(1/2)b(t, r) (K ()67 (s, 7)g" (s, 7)) Ae(r)] ™ x
bt,m)(K(r)) "6 (8, r)g"(t,7—) —

(1/2)q(s, 7—)U + (b(s,)(K ()"0  (5,7)¢" (s,7=) +
b(t, ) (K (r)) 67 (¢, )" (8, r—) —

(1/2)b(s, r)(K(r)) o7 (¢,7)¢" (8, 7—) —
(1/2)b(t, ) (K (r))~'67 (5, 7)g" (5,7 =) Au(r)] " x
b(s, T} (K (r)) 0" (¢,7)g" (8, 7—) =

(1/2)q(t.r=)I + (bs, r) (K (r)) 6" (s,7)g" (s,7=) +
b(t, ) (K (r)) " (¢, 7)g" (t,7—) -

(1/2)b(s,7) (K (r))7'67 (¢, 7)g" (¢, 7 ) —
(1/2)b(t, ) (K (1)) '8 (s,7)g" (s, =) Av(r)]* x
b(t, ) (K(r)) " b7 (s, 7)g" (s,7-)]Av{r),

con la condicién terminal ¢(T,T) = @, la funcién ¢(t, s) es continua en t. Aqui Aw(t),
Av(t), y Ay(t) son los saltos de las funciones de variacién acotada w(¢), v(t), y el proceso
de observaciones y(t) en el punto ¢, respectivamente, y m(t—), f(¢,s—), ¥y q(f,s—) son
los valores del controlador discontinuo y los pardmetros de filtrado (el estimado m(t), su
funcién de correlacién eruzada f(%,s), y la matriz de ganancia g(¢, s)) en los puntos ¢ y
(t, s) por la izquierda. La ecuacién del estado controlado optimamente (4.22), la ecuacién
de la matriz de ganancia (4.24), la ecuacién de correlacién cruzada (4.23), y la ley de
control 6ptima (4.18) dan la solucién completa al problema del controlador dptimo para
estados de sistemas integrales no observables, discontinuos, gobernados por ecuaciones de
Ito6-Volterra, incluyendo expresiones analfticas para los saltos de las variables del filtro

v del controlador en los puntos de discontinuidad del estado real del sistema z(t) v el
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proceso de observacidn y(t).

4.3. Controlador Optimo para la Planta Dindmica

4.3.1. Planteamient6 del Problema

Como ya se vio en la seccién anterior, puede ser significativamente mas simple trabajar
en el caso de las ecuaciones para la planta dindmica si la ecuacién de estado (4.11) tiene
una parte diferencial interna de la siguiente forma:

AP\ z(tg)+ft(ao(s)+a(s)z(s))ds (4.25)

0

+/ b(¢, s)u(t, s))dv(s) +

to

f olt, s)dWi(s),

to
v el proceso de observaciones y(t) (4.12) y la funcién de costo cuadratico J (4.13) son los
mismos. Como fue probado en [22], [25], en el caso de la ecuacién de la planta dindmica
(4.25) es posible obtener un sistema cerrado de ecuaciones de filtrado con respecto solo
a dos variables, el estimado éptimo m(t) y su varianza S(f}, sin introducir la funcién de
correlacion cruzada f(t. s). Estas ecuaciones de filtrado toman la forma [22), [25]:
¢

m(t) = mte) + [ (ao(8) + a(s)m(s))ds + (4.26)

to

f bt 8)u(t, 8))du(s) + / S(5)AT(t, 5)
0 0

(B(t, s)B*(t, )" [dy(s) -

(Aolt, 8) + A(t, s)m(s))dw(s)],
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con la condicién inicial m(tg) = E(z(to) | F}, ), donde la funcién para la varianza S(t)

satisface la ecuacién de Riccati (usando como S(t) = f(3,1))

S(t) = S(to) + (4.27)
/ (a(s)S(s) + S(s)a”(s) + g(t, 8)g7 (t, 8)|ds

1S(5) A7, 8) (B(t, )BT (t, )"
A(t, 5)S(s)]dw(s),

con la condicion inicial S{te) = f(ts,t0) = E((z(t0) — m(to)(z(to) — m(te))” | FY).
Ademds, el problema de control éptimo para el estado del sistema (4.25) y funcién de
costo (4.13) es equivalente al problema de control éptimo para el estado dptimo (4.26) y
la funcién de costo (4.16), la cual puede ser reducida a la funcién de costo efectiva (4.17).
Asi, la solucién para el problema de control 6ptimo especificado por (4.25), (4.13) puede
ser encontrado resolviendo el problema de control éptimo dado por (4.26),(4.17) y usando
(4.16) para el valor minimo del criterio.

La ley de control éptimo se obtiene tomando como base los resultados obtenidos en el
capitulo previo para el problema de control éptimo en sistemas de Ité-Volterra con parte

interna dinamica.

4.3.2. Solucidén

La ley de control ¢ptima es dada por
w(t,s) = K'(s)b"(t,s)P(s)m(s), (4.28)
donde P(t) es la solucién de la ecuacién integral de Riccati
P(t) = Plte)+ (4.29)
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/t[—aT(S)P(S) — P(s)a(s) + L(s)]ds

0

/ [P(s)b(t, $) (K ()87 (2, 5) P (s)ldu(s),

con la condicién terminal P(T) = ¢(T,T) = ®.
Sustituyendo el control éptimo (4.27) en la ecuacién (4.26) para el sistema reconstruido
m(t), es obtenida la siguiente ecuacion para el estimado Gptimamente controlado (siguiendo

la ecuscion [4.29) y usando S = £(t, &) y P{t) = alt,?) )
i O\ g + L il + (4.30)
/m b, s)ult, s)ds +
[ 80K 687 0,5)Pls)msdnts)

¢ [ ST 2Bl 57 ) el
A(t, s)ym(s—)dw(s)]

con la condicidn inicial m(to) = E(x(to) | F}).

Asi, en el caso de un sistema de Itd-Volterra con planta dindmica interna, la solucién al
problema del controlador es dada completamente por la ecuacion del controlador éptimo
(4.30), la ecuacién de la varianza (4.27), la ecuacién que constituye la matriz de ganancia
(4.29), y la ley de control éptimo (4.28). Obviamente, el caso de ecuaciones de estado y
de observaciones continuas en un sistema de It6-Volterra con planta dindmica interna es

resuelto asumiendo v(t) =t y w(t) = ¢ en (4.25)-(4.30).
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4.3.3. Saltos para la Planta Dinamica

Las ecuaciones de los saltos para controlador éptimo toman la forma signiente:

Am(t) = S(t=)[I+ AT(t,t)(B(t,t)BT(t, )y 1 Alt, ) x (4.31)

S(t—)Aw(t)] P AT (¢, 1) (B(t, )BT (¢, 1)) x

 [A(E) ~ (Aot 8) + A, Dimit-))Aw(®)] +
b{t, t) K1 (@)b7 (¢, t)[I + AT (¢, 1) (B(t,t) BT (,£))™" x
A, 2)S(t—)Aw(t)] ™ P(t—)m(t~)Av(t),
AS(8) = —[S(-)I + (A7(¢,1)(B(t, )BT (t, )" x
A(t, £)S(t~))Aw(t)] L AT (¢, £) x
(B(t, )BT (1, £))""Alt, ) S(t-)]Aw(1),
AP(t) = —[PE=)[I + (b(t, ) (K (£)) b7 (¢, t) P(t—)) x
Av(e)] " b(E, ) (K (£) 7 b (¢, £ P(t—)]Av(s).

Notemos finalmente que los resultados de la asignacién del controlador éptimo para un
sistema con planta dindmica interna se pueden aplicar a la solucién del problema del
controlador éptimo del lanzamiento de un misil con motores continuos y jet impulsivos y
velocidad no observable, logrando la méxima posible altitud con el minimo consumo de
combustible (ver [32] para su planteamiento inicial continuo), como ha sido hecho en el
capitulo previo por el correspondiente problema del regulador éptimo. Esta aplicacidn se

presenta en la siguiente seccion.
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4.4.; Movimiento de un Misil con Motores Jet e Im-

pulsivo y Velocidad no Observable

4.4.1. Planteamiento del Problema

Consideremos el problema de control éptimo para el movimiento de un misil con dos
motores, impulsivo y jet (continuo), cuya tarea es aleanzar la maxima altitud posible
en un cierto momento en el tiempo 7' > 0 con el minimo consumo de combustible. El

movimiento del misil es gobernado por las ecuaciones de estado siguientes ([32])

Al ! _ : Pp(s)
THT) = h0+/o v(s)ds, m(t) =mp+ T35 ds,
§E = fo i P(S)T;(g(h’”)dw(s)— [o oda+ /0 r(s)dWi(s),

donde 5 =0, v(t) es la velocidad del misil, vo = v(0) = 0; la informacién de la velocidad

del misil, es reunida usando la ecuacién de medida de la velocidad (observacién)

o) fo ' H(t, s)u(s)duw(s) + /0 Pt s)dWalw(s)).

Aqui, hy = k(0) > 0 es la altitud inicial ajustada correspondiente a la posicién del
misil sobre la superficie de la tierra, y h(¢) es la altitud ajustada; m(s) es la masa del
misil, my = m(0), mg >> 0; P,(¢) es la fuerza de propulsién; C(¢,s) < 0 es el factor de
diferencia entre la velocidad real del misil al tiempo t y el flujo de salida al tiempo s,
el cual es variante con el cambio de altitud y consecuentemente, con la temperatura, la
presién, la aceleracion de la gravedad etc.; ¢ es la aceleracion de la gravedad, la cual es
considerada constante: r(¢,s)dW,(s) es una familia de disturbios estocésticos simulados
usando un proceso estandar de Wiener Wi(s) y se presenta como el efecto resultante

de disturbios independientes v con distribucion desconocida, afectando la dindmica de la
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velocidad en el tiempo ¢; w(s) es una funcién de variacién acotada, la cual representa el
funcionamiento de los motores del misil, impulsivo y jet (continuo): el motor jet expulsa
combustible gradualmente y el impﬁlsivo lo hace en un cierto momento instantaneo ¢,
0 < t; < T. El funcionamiento de los motores es descrito usando la descomposicién de
w(t) en su componente continuo w°(t) (jet continuo), y la funcién de Heaviside x(t — ¢;)
con salto en el momento #; (motor impulsivo), i.e., w(t) = we(t) + x(t — t1)-

Dada la inexactitud del artefacto de medicion y por razones naturales (tales como el
efecto Doppler), la medicién de la velocidad proporciona informacién en los valores de
velocidad, no solo en el tiempo transcurrido ¢, sino como una suma. de valores en algunos
instantes previos de tiempo, presentando un caso cldsico de fusién de datos. Este efecto
es modelado por el término fot H{t,s)v(s)dw(s) en la ecuacién de observacién, donde,
como el 1iltimo término fot F(t,s)dWs(w(s)) toma en cuenta la influencia de una familia
de disturbios estocésticos F(t, s)dWa(w(s)), se afecta las mediciones de las velocidades
v(8),0 < s < t en el momento de observacién ¢. Los disturbios de las observaciones
son simulados también usando un proceso esténdar de Wiener Wj(s), supouiendo que son
independientes e idénticamente distribuidos. El término de medida discontinua dw(¢) en la
integracién contenida en la ecuacién de observaciones permite incorporar correctamente
el salto en el estado del sistema (velocidad del misil) en el modelo de observaciones,
asi como también tomar en cuenta que el componente de observacién discreta es afectado
por disturbios indepeudientemente de las observaciones continuas.

Se supone que la fuerza de resistencia de la atmésfera es ausente: Q(h,v) = 0.

Seleccionando la funcién del flujo de salida de masa u(s) = %% = d% n {m(s))] como
control, el problema de control éptimo es completamente establecido por el estado del

sistema z(t) = [h(t), v({)] . gobernado por la ecuacion
¢ t ¢ ¢
x(t) =$0+/ .—l.z'(s)ds+/ B(t,s)u(s)dw(s)+/ Gds+f Dr(t,s)dWi(s). (4.32)
0 0 0 0
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donde

x(t)_[h(s)],,q:{o 1],3@,3):[0 }
v(s) 00 C(t, s)

%o = Jho, 0], v la funcién de costo a ser minimizada

s S]] o[ ]]

1 T
+—f u(s)u(s)dw(s) — min,
2 o u-)

~fln (m(s))],

10

. S ] i h* >> hg, y T >0 es un cierto momento en el tiempao.
0 0

La ecuacién de observacidon toma la forma

| y(t) = /0 | [ 0 H(t,s)] [h(s) ] dw(s) + /0 tF(t, s)dWo(s).

v(s)
4.4.2. Solucién

Se puede observar que la ecuacién de estado (4.32) satisface la definicién de una
ecuacién de Ii6-Volterra con parte interna diferencial (la matriz A es constante), y pode-
mos usar los resultados simplificados de la seccidn 4.3. De acuerdo con la seccién 4.3.2, la

ley de control éptimo estd dada por

, h(s)
w'(t,s) = | 0 C{t, P(s) 1
s [ ' (t,s) ] [ o(8) ]
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La altitud inicial ajustada hy > 0 es determinada por las condiciones v(0) =0y 2(0) =0
(este es el equilibrio del misil en la superficie de la tierra en el tiempo inicial); sustituyendo
el control éptimo u*(2, s) en la ecuacién de la velocidad, se obtiene: 0 = C(tg, to)u"(to, tp) —

g = C(0,0)u*(0, 0)—g. La altitud inicial ajustada se obtiene haciendo hy > 0 en la ecuacion

ho
= C(0, ;
9=C(0,0) 0 0(0,0)]13(0)[0 }

De acuerdo con (4.30), (4.27), (4.29), las ecuaciones para el estimado de la trayectoria
éptimamente controlada Z(t), su varianza S(t), y la matriz de ganancia P(t) toman la

forma

S(t):fot[z ;}S(s)ds+/:[(l}}[0 1]ds+/:S(s)[(1] ngs
_KS(S_){[; ﬂ+ 7

H{t, s)
0
X
[ H(t,s)

con la condicién inicial S(0) =0,

P(t)zP(O)—/o [(1) 2].’3(5)(1{5—/0!13(5)[2 ;]ds

(Fit, )7, ) | 0 H(t,5) | SG-)Au(s)}

(P s)FT(6,5)™ [ 0 H(t,s) | S(s=)dus),

_/‘P(s—){[ 1 0} + 0 [0 C(t, s) ]P(S*)Aw(s)}-l
0 | 01 _C(t,s)
. -
" C(t.s) [ 0 C(ts) ] P(s—)dw(s),
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con la condicién terminal P(T) =, y

:i(t)=zo+fot{[3 ;}ﬁ(SHG}dﬁfot[i‘(t,s)_ [0 C(t,s)]‘

><{[10
0 1

4

(F(t,s)FT(t,s))7" [ 0 H{t,s) ‘ S(s—)Aw(s)} ™
H(t,s) )

X P(s—)&(s—)dw(s) + fot S(s—){[ (1) (1) }

0
F(t,s)FT(t,s))™" S(s—)Aw(s)}™!
+[H(t’s)}( (t, 5)F¥(t,s)) [0 H(t,s)] (s—)Aw(s)}

x [OH(t, g ] (F(t,8)FT (¢ )™ [dy(s) = [ 0 H(,5) | $(s=)du(s)],

by

con la condicién inicial z(0) = l: } y sus saltos en el tiempo t;, donde el motor
0

impulsivo es utilizado. son iguales a

[1 0] ’o
AS(t) = S(ti—){ 5

Flty, t)FT (ty, t)) 7" L
01 H(t1,t) HIPAET [OH(tt)]

xSt —)Aw(t)} ™! { (;I(t o)

} (B, ) FT (0, 00)™ | 0 He,1) | St-)Au(h),

AP(t) = P(t;—){ i ¥ ’ [0 C(t1, th) } P(ty~)Aw(t)} ™
: 0 1 C(ti, ) ’ .
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0 - L' |
" Clt,t1) ] [ U o ) ]P(tl_)Aw(tl),
aiy=| 0 Ao et (]
1 C(tl’tl) 1y %1 o
- [ 0 (F(tr. ) FT(t1, £1)) " [ 0 Hty, 1) ] S(th—)Aw(t,)} P ()it —) Aw(t,)
H(tl:tl)

H(ty,t1)

+5(t1-){[ bt } i { ’ } (F (1, t)FT (b1, 11)) 7 [ 0 Ht,t) ] S(th—)Aw(t)} ™

X [0 ] (F(ty, t)FT (b1, 1)) [Ay(tl) = [ 0 Hity,t) ]x‘(tl—)Aw(tl)].
H{ty, )

El algoritmo completo para resolver este problema de control 6ptimo es descrito a

continuacion:

= Resolver la ecuacion para la matriz de varianza S(t) con la condicién inicial S(0) = 0

v el salto AS(¢;) en el punto tq;

Resolver la ecuacion para la matriz de ganancia P(t¢) con la condicién terminal

P(T) = y el salto AP(t,) en el punto #;;

Determinar la condicién inicial P(0);

Calcular la altitud inicial ajustada hy;

Sustituyendo u~(¢. 2) en las ecuaciones del estimado éptimo y resolviendo estas con

las condiciones iniciales A{0) = ko ¥ ¥(0) = 0, se obtiene la ecuacién de la trayectoria
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éptimamente controlada [fz(t),f)(t)] = i(t), donde el estimado éptimamente con-
trolado de la velocidad 9(t) tiene un salto en el punto ¢, y el estimado 6ptimamente

controlado de la altitud ajustada h(t) es continuo;

» El estimado 6ptimamente controlado de la altitud maxima deseada es determinado

como h(T) — ho-

Como se puede verificar, los algoritmos obtenidos para el controlador contienen la ecuacidn
para la matriz de varianza, la ecuacion para la matriz de ganancia, la ecuacion para el
estimado y las ecuaciones para los saltos de las matrices de ganancia y de varianza. Ya que
para este caso, no hay observaciones. Mientras que los algoritmos del control contienen

solo las ecuaciones del estimado 6ptimo, de la matriz de ganancia y de los saltos para la

matriz de varianza.
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Capitulo 5

Filtrado Optimo en Sistemas

Polinomiales

5.1. Filtrado Optimo para Ecuaciones de Estado y de

‘Observaciones Lineales

5.1.1. Planteamiento del Problema

Previo al caso polinomial, esta seccion trata del caso lineal, correspondiente al filtro
de Kalman-Bucy [46]. es decir, con ecuaciones de estado y de observacién lineales. Sea un

proceso aleatorio no observable z(t) que satisface la ecuacién lineal
dz(t) = (as(t) + alt)o(t))dt + b(E)dW (), 2(t0) = o, (5.1)
v las observaciones lineales son dadas por :

dy(t) = (Ao(t) + A(t)x(t))dt + B(t)dWsy(t). - [5.2)
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donde W, (t) y Wa(t) son procesos de Wiener, para los cuiales su derivada en sentido de
la convergencia débil en media cuadrada para procesos estocésticos, es un ruido blan-
co Gaussiano, que son iﬁdependientes uno del otro y del valor inicial Gaussiano z,. El
problema de filtrado consiste en encontrar las ecuaciones dindmicas para el mejor estimado
del proceso real z(t) al tiempo ¢, basado en las observaciones Y (t) = [y(s)|0 < s < t], el
cual es la esperanza condicional m(t) = Efz(¢)|Y (¢)] del proceso real z(t) con respecto
a las observaciones Y (t). Sea P(t) = E[(z(t) — m(t))(z(t) — m(¢))T|Y (t)] la varianza del

error (funcién de correlacién).

5.1.2. Solucion

La solucién a este problema es dada por el siguiente sistema de ecuaciones, el cual es

cerrado con respecto a las variables m(t) y P(¢):

dm(t) = (ag(t) + a(t)m(t))dt + P()AT (£)(B(t)B¥ (1))~ x (5.3)
[dy(Aq(t) + AR)m(t))]dt,

m(te) = Elz{to)|y(te)],

dP(t) = (a(t)P(t)+ P()aT(t) +b()bT (¢))dt — P(t) x

AT@)(B(t)B" ()" A(t) P(t)dt,

E[(=(to) — m(to) )z (to) — m(to)) " ly(te)].

it

P(ty)
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5.2. Ecuacion de Kushner para el Estado no Lineal y

Observaciones lineales

5.2.1. Planteamiento del Problema

En el caso de la ecuacién de estado no lineal, el problema es mds complicado. Sea un

proceso aleatorio no observable z(t) que satisface la ecuacién

da(t) = (f(z(t)))dt + b(t)dW: (1), z(ta) = To, (5.4)
v las observaciones lineales son dadas por

dy(t) = (Ao(t) + A(t)z(t))dt + B(t)dWs(t), (5.5)

donde Wi(t) ¥y Wa(t) son procesos de Wiener independientes uno del otro y del valor
inicial Gaussiano zp. Todos los coeficientes en (5.4) y en (5.5) se consideran funciones
deterministicas dependientes solo del tiempo . El mejor estimado es la esperanza, condicional
m(t) = E[z(t)|[Y ()] del proceso real z(t) con respecto de las observaciones Y'(t), y
CP(t) = E((z(t) — m(0)(x(t) — m(£))T|Y(¢)] es la varianza condicional del error (funcién

de correlacién).

5.2.2. Solucion

Dado que la ecuacion de observaciones es lineal, el proceso de innovacién esta dado

por

v(t)

il

y(8) — (Ao(t) + A(t)m(t))
= Ay(t) + AD2(E)dt + BE)AWs(E) — (Ao(t) + Alt)m(®))
= disiz(t) — m(t)) + B(t)dWa(t) '
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es un proceso de Wiener en el caso de disturbios Gaussianos (ver [62]), y B(t)dWa(?)
es también un proceso de Wiener, entonces la variable aleatoria A(#)(z(f) — m(t)) es
condicionalmente Gaussiana con respecto a las observaciones para cada tiempo ¢ [72]. Si la

matriz A~! existe, entonces la variable aleatoria (z(t) —m(¢)) es también condicionalmente

Il

Gaussiana [72]. En este caso, la ecuacién de Kushner para el estimado éptimo m(t)
E[z(t)|Y (t)] toma la forma que se obtiene de la ecuacién general de Kushner (ver [62]) y

la ecuacién de observacién (5.5):

dm(t) = E[f(z())|ly(®)]+ P()AT()(B(t)BT(t))™" x (5.6)
[dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt],
m(to) = Ez(to)|y(to)]-

Ahora, si la funcién f(z(t)) = ao(t) + a1(t)z(t) + az(t)z(t) + a3{t)z3(t) + ... es polinomial,
debe ser posible encontrar un filtro finito-dimensional en forma cerrada para las variables
m(t) y P(t), usando el hecho de que la variable (z(¢)—m(t)) es condicionalmente Gaussiana.
Esto implica que todos los momentos centrales impares de esta variable Gaussiana m; =
E[(z(t) - m(@®)|Y (©)]. ms = E[(z(t) — m(£)’|Y ()], ms = El{z(t) — m(t))*|Y(2)], ... son
iguales a 0, y todos los momentos centrales pares my = E[(z(¢) — m(¢))?|Y (t)],ms =
El(z(t) — m(£))*|Y (?)], ... pueden ser representados a partir de la varianza P(t). Por
ejemplo: my = P, mgq = 3P?, mg = 15P%, ... ete. Adem4s, todos los momentos superiores
de z(t) — m(t) con respecto a Y (f) pueden ser expresados usando P(t), y esto indica que

debe existir la posibilidad de obtener el filtro éptimo para el caso polinomial.
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5.3. Filtro Optimo Polinomial para la Ecuacién de
Estado de Tercer Grado y Observaciones

Lineales

5.3.1. Planteamiento del Problema

En esta seccion se aplica el procedimiento anterior, para obtener ¢] filtro éptimo para el
caso en que la ecuacién de estado es polinomial de tercer orden: f(z) = ap(t) +ay ()z(t) +

as(t)2%(t) + as(t)z3(1) :

de(t) = (ao(t) + ai(t)z(t) + az(t)z>(t) + as(t)2®(2))dt + (5.7)

b(t)dW, (2),
.'l?(to) = Xy,

y las observaciones lineales estdn dadas por
dy(t) = (Ao(t) + A(t)z(t))dt + B()dWo(t), (5.8)
donde z € R*,z = [z1(t) za(t) ... za(t)]T, 2%(t) = [23(2) 2%(2) 23(8) ... 22(2)]T,

T3 (t) = [=1(8) 23(t) 23(¢) - (D))"

5.3.2. Solucién

Dado que todos los momentos centrales impares (z(t) — m(t)) son iguales a 0 y to-
dos los momentos centrales pares pueden ser representados como funciones de P(t), los
mayores momentos iniciales del estado x(t) con respecto a las observaciones Y (t) pueden

ser expresados también como funcidnes de m(¢) y P(t), como se har4 a continuacién. Sea
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m(t) € R* el vector del estimado dptimo m(t) = [my(t) ma(ti ... m,(2)]7; P(t) € R*
es la matriz del error; p{t) € R™ es el vector cuyos componen;es son las varianzas de
los componentes dé z(t), i.e., los elementos de la diagonal de la matriz P(t); m?(t) es
definido como el vector cuyos componentes son los cuadrados de los componentes del
vector m(t) : m(t) = [mi(t) mi(t) ... mi(t)]T; P(t)m(t) es el producto convencional de
una matriz P(t) por un vector m(t); y p(t) x m(t) es el producto de dos vectores por sus
componentes: p(t) * m(t) = [pi(£)m(t) p2(t)ma(t) ... Pa(t)m,(t)]T. Usando la notacién

anterior, la expresion para el segundo momento inicial estd dada por
Blz*(8)|Y (1)] = p(t) + m?(¢). (5.9)

Dado que E[(z(t) —m(t))*|Y (t)] = 0, entonces E[(z(t) —m(¢))?|Y ()] = E[z®(¢)|Y ()] -
3m{t)* E[z?(t) [V (¢)]+3m?(t)= E[z(t)|Y (t)| —m3(t) = 0. Sustituyendo (5.9) en la ecuacién

anterior, se obtiene la expresion para el tercer momento

E|2* ()Y (2)] = 3p(t) * m(t) +m>(t). (5.10)

Tomando en cuenta que E[(z{t)~m(t)}* ¥V (¢)] = 3p°(2), la siguiente igualdad es vélida:

Bl(z(t) — m()!Y ()] = Elz" ()Y ()] - 4m(t) * Bl2*(t)

Y ()] + (5.11)
6m2(1) » E[2(0)[Y (1)) — 4mP(2) * Bla()[Y (6)] + m*(£) = 3%(2),

donde m3(¢) = [mi(t) m3(¢) ... m3()]T y m*(#) = [mi(¢) mi(®) ... mi(t)]T.
Sustituyendo (5.9) v (5.10) y haciendo las operaciones algebraicas correspondientes, se

obtiene la expresién para el cuarto momento inicial
Elr* ()Y (t)) = 3p%(t) + 6p(t)  m3(t) + m*(2). (5.12)

La representacion del quinto momento inicial puede ser obtenida andlogamente usando

la igualdad E[z°(¢)|Y (¢} = 0 v sustituyendo en las expresiones obtenidas previamente
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(5.9)-(5.12): :
El2®(t)|Y (£)] = 15m(2) + p*(2) + 10p(t) » m®(t) + m°(¥), (5.13)

donde m®(t) = [mS(t) m3(t) ... m3(¢)]7. Ademds, en el caso de la ecuacién de estado de
tercer grado, f(2(t)) = ao(t) + a1 (t)z(t) + a2(t)z*(t) + as(t)x3(t), la ecuacién de Kushner
(5.6) para el estimado éptimo m( ) = E[x(t)lY(t)] puede ser reducida a

dm(ty = B[f(z)NY ()dt + PT()AT@)(B(t)B (1)) x (5.14)
(dy — (Ao(t) + A(t)m(t))dt)]
= (Elad®)|Y (®)] + Ela()z()|Y (£)] + Elaa(t)z?(1)|Y ()] +
Elas(t)2*(6)|Y (£)])dt +
PT(£)AT (1)(B(£)BT(£)~ (dy — (4o(t) + Alt)m(t))dt).

Usando las representaciones (5.9) ¥ (5.10) para el segundo y tercer momento, la ecuacion

del estimado 6ptimo toma la forma

dm(t) = (ao(t) +ar(H)ml) + an(t)p(t) + ap(t)m?(t) + (5.15)
a3(t)(3p(t) x m(t) +-m*(t))dt + PT () AT (1) (B)BT (1)) x
(dy — (Ao(t) + A(t)m(¢))dt),

m(to) = Efz{to)ly(to)]:

El siguiente paso es obtener la matriz de covarianza P(t) = E[(z(t) — m(#))(z(t) —

m(t))T|Y (¢)]. Diferenciando la igualdad anterior respecto a t :

P(t) = El(z(t) — m(t))(x(t) — m(£) Y (2)]
dP(t) = dE((z(t) — m(®))(=(t) — m(£))TY (1))
= E{dz(t)(z®) — m)T — mt)(z(@) — m@) 7)Y (1))
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= Bl(da(®)(a(t) — m®) + 2()d() - m(t) DT (6)
= El(dz(0))((t) - m()" + 2(t)(dz(t) - dm(®)" ¥ (1)]
= E[(dz(®))(z(t) - m) Y (1)) + Elz(t) x

(dz(t) — dm(E)T|Y ()}

v sustituyendo las expresiones para dz(t) ¥ dm(t) dadas por (5.4) ¥ (5.15), se obtiene la

sigulente ecuacion:

dP(t) = E((ao(t) + ar(t)z(t) + az(t)2?(£) + as(t)2®(t) + b(t) x
dWi (1)) (z(t) — m(1) ¥ dt + 2(t) (ao(t) + a1 (£)2(2) +
az ()22 (1) + as(t)z* () + b(2)dW,(2) — ao(t) — ar(t)mi(t) —
a2(8)p(t) — as(t)m?(€) + 3as(t)p(t) * m(t) —
s()mi())dt — Kdv)T|Y (1)), 4 (5.16)

donde K(t) = PT(t)AT(t)(B(t)BT(t))~ y v(t) es el proceso de innovacién, du(t) =

dy(t) — (Ao(t) + A1(t)m(t))di. Entonces la ecuacién anterior es transformada en

dP(t) = (a0)E[(x(t) = m())T|Y @)] + a:() B[(z(t) (x(t)m(2))” |
Y (O + ao (1) Bl () (z(t)m (1)) "IV (£)] + as (1) E[(z°(2) x
@Em(e)T|Y (1)) + Ele() (@ 6)e @)Y ()] +
E[x(t)(ay(8)2?@)T /¥ (£)] + Els(as ()2 (1)) 7|V ()] -
(f)(a,() NTIY (8)] = Elz(t) (a2(t)p(e)T|Y ()] —
Efz(0fay()m*(6)) 1V (1)] - Elz(t)(as(t)p(t) « m(£))71Y (£)] -
E(x(t )(as(t)m3(t)) JY (1)) + - (5.17)
b(1b” (1) P()AT (t)(BOBT () A(t) P(1)) t.
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Finalmente, sustituyendo (5.9)-(5.12) y haciendo las operaciones algebraicas correspondientes,

la ecuacién para la varianza toma la forma

dP(t) = (a(&)P(t) + P{t)al (t) + 2ax(t)m(t) = P(t) + (5.18)
2(P(t) » m™ (1))az (t) + 3as(t) (p(t) + P(t)) +
3(p(t) * P())" a3 (t) + 3as(t){m?(t) » P(1)) +
3(P(t)  (m?(£)) e () + (b(1)b" (8)) —
P(t)AT(£)(B(t) BT (1)) A £ ()it

con: P(to) = E((s(te) — m{te)) (a(te) — m(ts))Iy(ts))-
Definicién El producto m(t) = P(t) entre un vector m(t} y una matriz P(t) es definido
como el vector cuyos renglones son iguales a los renglones de P(¢}, multiplicados por el

correspondiente elemento del vector m(t) ;

£ -

ml(t) Pll(t) Pm(t) Pln(t)
mg(t) Pgl(t) Pzz(t) Pzn(t)

i mn(t) Pnl(t) Pn2(t) Pnn(t) il
[ BPL(E) mi(t)Pult) < ma(t)Pialt)

ma()Par(t) ma(t)Pa{t) < mat) Py, (t)

_mn(t)Pnl(t) M (1) Pra(t) -« mp(t) Pan(t)

Definicién La matriz transpuesta P(t) * m™(t) = (m(t) = P(t))” es definida como la

matriz cuyas columnas son iguales a las columnas de la matriz P(¢), multiplicadas por el

elemento correspondiente de m(t) :
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| [ Pult) Pot) ~ Pu@) |
Py Py(t) -+ Pou(t
[y mallh <5 matp ]| TR0V W O
§ i Pnl(t) .Pn2(t) Pnn(t) i
ml(t)Pu(t) moy (t)Plg(t) PACKC mn(t)Pln(t)

({25 (t)le(t) my (t)PQ‘Z(t) Ll mn(t)Pgn(t)

_ml(t)Pnl(t) My (t)Paa(t) - ma(t)Pun(l)

Asi, la ecuacion (5.15) para el estimado 6ptimo m(%) y la ecuacién (5.18) para la matriz
de covarianza P(t) forman un sistema cerrado de ecuaciones de filtro 6ptimo en el caso
de una ecuacidn de estado polinomial de tercer grado y observaciones lineales, dadas por

las ecuaciones (5.7) y (5.8), respectivamente.

5.4. Filtro Optimo para Ecuaciones de Estado Poli-
nomial de Cuarto Grado y Observaciones

Lineales

5.4.1. Planteamiento del Problema

Generalizando el resultado de la seccién anterior, el procedimiento es aplicado para
obtener el filtro 6ptimo para el caso en el cual la ecuacién de estado es polinomial de cuarto
grado, obtenido de (5.4) si f(z) = ao(t) + a1 (£)z(2) + a2 (£)7*(t) + as (V)23 (2) + aq(t)z*(t) :

dz(t) = (aolt) + ar(t)z(t) + aa(t)2?(t) + as(t)2’(t) + (5.19)
as(t)a* (t))dt + b(t)dWy (),
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y las observaciones lineales (5.8), donde z € R*, z*(t) = [1(¢) 23(t) 23(¢) ... z2(£))7.

5.4.2. Solucion

Siguiendo el esquema previo y sustituyendo las expresiones (5.9)-(5.12) para el mo-

mento inicial condicional de z(£) en la ecuacion de Kushner (5.6), se obtiene la siguiente

ecuacion para el estimado éptimo:

dm(t) = (ag(t) +a1()m(t) + ax(t)p(t) + ax(t)m?(t) + 3as(t) x
p(t) * m(t) + as(t)m®(t) + 3aa(8)p?(t) + (5.20)
6ay(t)p(t) * m*(t) + aa(t)m?(t))dt + PT(¢) AT(¢)(B(¢) x

B"(2))"N(dy — (Ao(t) + A)m(t))dt),
m(to) = Elz(to)|y(to)]

En la misma forma, la ecuacién de la varianza toma la forma:

dP(t) = (ay(t)P(t) + P(t)a () + 2a5(t)(m(t) = P(t)) + 2(P(t) %
m' (1))ag (t) + 3us(t)(p(t) * P(1)) +
3(n(t) * P(t)) a3 (t) + 3as(t) (m?(¢) * P(t)) + 3(P(2) #
(m*(2))7)a3 (£) + 12a4() ((m(2) * p(t)) * P(t)) +
12(P(t) » (m(2) * p(t))7) (aa(8))” + dag(t)(m?(t) + (5.21)
P(t) + 4(P(2) + (m*(2))" Yealt))T + (b(2)07 (2)) ~
P(t)AT(£)(B(t) BT (1)) T A(t) P(t))dt,

P(ty) = E_z(to) — m{to))(z(to) — m(to)) |y(to)].
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Nota. Si continuamos obteniendo filtros para ecuaciones de estados polinomziales de quin-
to, sexto grados, etc., las ecuaciones correspondientes al estimado m(t) y la varianza P(t)
contendrdn los términos de las ecuaciones de los grados anteriores, ademds de los nuevos
términos correspondientes a ese grado. En otras palabras, las ecuaciones de filtrado para
el estado cuadrdiico contienen todos los términos de las ecuaciones del filtrado lineal, mds
los términos cuadrdticos; las ecuaciones de filtrado para el estado cibico contienen todos
los términos del filtro lineal y cuadrdtico, mds los nuevos términos cibicos, y ast sucesi-

vamente.

5.5. Aplicacion del Filtro Optimo Polinomial a un

Sistema Automotriz

5.5.1. Planteamiento del Problema

Esta seccién presenta la aplicacién del filtro obtenido para ecuaciones de estado poli-
nomiales de tercer grado sobre observaciones lineales para estimar las variables de estado,
de arientacién y de velocidad angular, en un modelo cinemdtico no lineal de un carro en

movimiento [63], donde las ecuaciones de estado son:

dz(t) = wvcoso(t)dt
dy(t) = wvsend(t)dt
do(t) = (v/l)tand(t)dt (5.22)

dé(t) = u(t)dt

il

Aqui, z(¢) ¥y y(t) son las coordenadas cartesianas del centro de masa del carro, ¢{t) es el

angulo de orientacion. t es la velocidad, ! es la longitud entre los dos ejes del carro, §(t)
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es el dngulo del volante, y u(t) es la variable de control (velocidad angular del volante).
Todas las variables tienen condicién inicial cero. El problema es encontrar los estimados
6ptimos de las variables ¢(¢) y 6(t), usando las observaciones directas, las cuales contienen
disturbios modelados como ruidos blancos Gaussianos, que se asumen independientes e

idénticamente distribuidos

dzs(t) = @(t)dt+ f(t)dt (5.23)
dzs(t) = 6(t)dt+ fo(t)dt

donde z4(t) es la variable de observacion para ¢(t), z5(t) es la variable de observacién para
3(t), y f1(t) y f2(t) son ruidos blancos Gaussianos independientes uno del otro.

Aplicando los algoritmos de filtrado al sistema no lineal (5.22) y observaciones lineales
(5.23), se obtendrs la expansién en series de Taylor (con ¢ = 0) para las wltimas dos
ecuaciones (5.22), para formar un polinomio de tercer grado (el cuarto grado no aparece
en la expansion de Taylor para la tangente)

#(0)
3

v

dp(t) = ((75()+(3)
d&(t) = ’M(t)d’t

))dt (5.24)

5.5.2. Solucidn

Las ecuaciones de filtrado (5.15) y (5.21) para el estado polinomial de tercer grado

(5.24) sobre observaciones lineales (5.23) toman la forma

b v
dmy = (%)ma + (g)(3pé +m3) + Poolzs — My) + Paslzs — ms)
dms = u(t) + pse(ze — Moe) + pss(zs — ma)
2v v _, 2 ) = 9=
dpgy = (2v/U)psgPss + 7 Pso + T MyPsy — Pag — Pes (5.23)
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\ U,
;"lpéf = P TP — PosPss — Peéss

dpss = —qus -P%a

donde my y m; son los estimados para las variables ¢ ¥ 6, ¥ Dge, Dgs, Pss Son elementos de
la matriz simétrica de covarianza P.

Los estimados obtenidos resolviendo las ecuaciones (5.25) son comparados con los
estimados convencionales de Kalman-Bucy que satisfacen las ecuaciones de filtrado de
Kalman-Bucy para un estado del sistema linealizado (solo el término lineal est3 presente
de 14 expansion de Taylor para la tangente) sobre observaciones lineales (5.23)

{0
dmg = Tms + P¢¢(Z¢ = mqs) ~+ Pes (25 — m&)

dms = u(t)+pse(zs = mg) + pos(zs —ms)

2v

dpop = ~Pip — Py — P (5.26)
"Ll

dpss = 7Pés — PosPes = DgoDbs

dpss = —Pas— Pis

Resolviendo los sistemas de ecnacienes de filtrado (5.25) y (5.26), por medio de simulacién
numeérica son obtenidos los resultados. Los valores obtenidos de los estimados m, y ms
son comparados, en ambos casos, con el valor real de las variables my y m; en el sistema
original (5.22) y su aproximacién polinomial (5.24). Entonces, obtenemos dos conjuntos

de gréficas.

» Graficas de las variables ¢ y ¢ para la aproximacion polinomial del sistema (5.24);
graficas de los estimados del filtro de Kalman-Bucy myg y ms que satisfacen las
ecuaciones (5.26): v gréificas de los estimados de] filtro polinomial de tercer grado

Mg ¥ Mg que satisfacen las ecuaciones (5.25) (Figuras 5.1 v 5.2).
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» Gréficas de las variables ¢ y ¢ para el sistema original (5.22); gréficas de los estimados
del filtro de Kalman-Bucy my y ms que satisfacen las ecuaciones (5.26); y gréficas
de los estimados del filtro polinomial de tercer grado my y ms que satisfacen las

ecuaciones {5.25) (Figuras 5.3 y 5.4).

Para cada uno de los cuatro filtros y los dos sistemas de referencias involucrados en la

simulacién, fueron asignados los siguientes valores iniciales:

u=1,1 = Im, u(t) = 0.05,mz(0) = 10, m;{0) = 0.1, ¢{0) = §(0) := ¢
Pys(0) = 100, Pys(0) = 10, Pys(0) = 1.

Para la realizacién de los disturbios Gaussianos fi(t) y fo(t) en (5.23)y todas las simula-
ciones en adelante, es utilizado el block correspondiente al ruido blanco que aparece en el
MatLab 6, version 1.2. Cabe mencionar que el bloque que aparece como.ruido blanco en
el MatLab 6, version 12 corresponde 2 una aproximacién del ruido blancd, va que por su
naturaleza, es fisicamente no representable. Se puede decir que este bloke, que representa
al ruido blanco, esta formado por una secuencia de impulsos en tiempos discretos, donde

la amplitud de los impulsos es proporcional al tiempo de discretizacién At [75].
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Figura 5.1: Graficas de las variables ¢ y 4 para la aproximacion polinomial del sistema

(5.24); Gréficas del filtro de Kalman-Bucy; los estimados my y m; satisfacen las ecuaciones

(3.23).¢ = phi y 6 = delta, my = mphi y ms = mdelta.

Los valores obtenidos de las variables de referencia ¢ y ¢ (aproximacién polinomial
(5.24)) son comparados con el filtro de Kalman-Bucy y los estimados para el filtro poli-

nomial de tercer grado my y ms, en el tiempo terminal 7' = 20msn, y son presentados en

la siguiente tabla {correspondiente a las Figuras 5.1 y 5.2):

150



mphi

=p ' -1

Figura §.2: Grédficas de las variables ¢ y & para la aproximacién polinomial del sistema
(5.24); Gréficas del filtro polinomial de tercer grado; los estimados m, y m; satisfacen las

ecuaciones (5.25). ¢ = phiy é = delta, my = mphi y m; = mdelta.

Filtro de Kalman-Buey Filtro polinomial de grado 3

0(20) = 5rad #(20) = 5rad
3{20) = 1rad 8(20) = 1rad
m,(20) = 3.25 me(20) = 4.84
ms(20) = 0.475 mg(20) = 0.73
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—s 1.5

delta

0.5 .......... ..........

g :
0 10 20

time

mphi
mdeita

Figura 5.3: Graficas de las variables ¢ y é para el sistema. original (5.22); Gréificas de los

estimados my y mg del filtro de Kalman-Bucy, los cuales satisfacen las ecuaciones (5.26).

o = phi y § = delta, m, = mphi y m; = mdelta.
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Figura 5.4: Griéficas de las variables ¢ y & para el sistema original (5.22); Gréficas del
filtro polinomial de tercer grado; los estimados my y m; satisfacen las ecuaciones (5.25).
o = phi y § = delta, my = mphi y m; = mdelta. J
Los valores de las variables ¢ y ¢ obtenidos que satisfacen el sistema original (5.22),
son comparados con los estimados del filtro de Kalman-Bucy v con los estimados del
filtro polinomial éptimo de tercer grado my y m; en el tiempo terminal T' = 20min, en

la siguiente tabla (correspondiente a las Figuras 5.3 y 5.4):
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Filtro de Kalman-Bucy Filtro polinomial de tercer grado

$(20) = 12.3rad $(20) = 12.5rad
§(20) = 1rad ' 0(20) = 1rad
me(20) = 7.08 my(20) = 115

me(20) = 0.608 ms(20) = 0.91

Los resultados obtenidos mediante simulacién ilustran los resultados obtenidos
matematicamente para los algoritmos de filirado polinomial. Mostrando que estos

algoritmos presentan mejoria respecto a los algoritmos de filtrado lineal de Kalman-Buc y.
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Capitulo 6

Ecuaciones del Filtro para
Ecuaciones de Estado Bilineales y su
Aplicacion a la Estimacién de un

Proceso de Polimerizacion

6.1. Ecuaciones del Filtro para Ecuaciones de Estado

Bilineales

6.1.1. Planteamiento del Problema

Dada la funcién f(z) de la forma:

f(z) = ao(t) + ar (1) + ap(t)zz” (6.1)
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donde z es un vector n-dimensional, a; es una matriz n X n, y as es un tensor de 3

dimensiones n X n. X n.

6.1.2. Solucién

Bajo las hipdtesis para el caso polinomial, y repitiendo los procedimientos anteriores,

las ecuaciones del filtro para el caso bilineal toman la forma:

dm(t) = (ao(t) + a1 (&)mE) + aa(t)mit)mT () + an (¢} P(¢))dt + (6.2)
PRAT(#)(B(8)B*(2)) " [dy(t) — A(tym(2)dt),

mte) = E(z{t)|Y (b)),

dP(t) = (a1(t)P(t) + P(t)a] (t) +
2(ax(tym(t)) P(t) + 2P(t) (aa(t)m(t))" + (6.3)
b(t)bT (2))dt — P()AT(¢)(B(2) B (¢))* A(t) P(t)dt,

P(ty) = E((z(to) — m(t))(z(te) — m(to))" | ¥ (o)),

dado que el tercer momento central y; es igual a 0, y el tercer momento inicial de z()
puede ser expresado usando el segundo y primer momentos, i.e., P(t) y m(t). En este caso
lineal-bilineal, la ecuacién de la varianza es también independiente de las observaciones
y(t), pero contiene términos bilineales m(¢)P(t) en su lado derecho y depende de m(t);
haciendo una conexidn entre ambas ecuaciones, la ecuacion del estimado es bilineal con

respecto a m, como se esperaba.
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6.2. Aplicacion del Filtro Bilineal a la Estimacionide

un Proceso de Polimerizacion

6.2.1. Planteamiento del Problema

A continuacién se desea aplicar el algoritmo de filtrado bilineal a un sistema mayor de
dos ecuaciones. Después de revisar algunos trabajos, se encontrd un modelo matemaético
de un proceso de polimerizacidn, el cual es dado por Ogunnaike [64], y son consideradas
para trabajar solo diez ecuaciones; a través de las cuales se pretende mostrar la eficacia
de los algoritmos de filtrado obtenidos en esta tesis compardndolos con los algoritmos del
filtro de Kalman-Bucy, haciendo la aclaracién de que no se pretende resolver el problema
fisico-quimico del reactor de Ogunnaike, sclo mostrar la eficacia de los algoritmos de filtra-
do bilineal. Cabe mencionar que queda como trabajo a futuro, que en el drea de Quimica,
primero se determinara el grupo minimo de ecuaciones que representan el proceso, para
asf aplicar el algoritmo en forma computacionalmente sensata (para una computadora
de escritorio), o de otra manera, se requiere contar con una estacion de trabajo para
aplicar €} algoritmo a el total de las 29 ecuaciones. Debe de notarse que la sola reduc-
cion del modelo pudiera ser el desarrollo de una tesis doctoral, que queda fuera de los
objetivos de la presente investigacién. Un proceso de polimerizacién consiste en la union
de varias moléculas idénticas para formar otra mayor. Un reactor es el recipiente en el
cual se efectiia una reaccion quimica, en este caso, la polimerizacion, en presencia de un
catalizador. Un catalizador es una sustancia que provoca y fija una reaccién. Las variables
consideradas son: las concentraciones de los reactivos de entrada, los momentos de orden
cero de la distribucion del peso molecular (MWD), y sus primeros momentos de masa.
Estas ecuaciones son intrinsicamente no lineales (bilineales), v su linealizacién produce

grandes desviaciones de la dindmica del sistema real, como podrd verse en las resultados de
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la simulacién. Por supuesto, la hipdtesis de que los momentos MWD pueden fser medidos

en tiempo real es ficticia, dado que esto puede hacerse solo con grandes retardos de tiem-

po; por otro lado, nuestro objetivo es verificar el desempeno de los algoritmos de filtrado

no lineal para un sistema no lineal y comparar éste con los algoritmos de filtrado lineal

corresporidientes al modelo linealizado. Las diez ecuaciones seleccionadas del modelo del

proceso de polimerizacién de Ogunnaike [64] son las siguientes:

40yt
dC sz /dt
dC 3/ dt
dCime/dt

dup/dt
dug/dt
dup/dt
dAL%0 /it

dA"/di

dA /dt

[(1/V)dApi/dt — ((1/8) + KpiC* + Kipip + Kaipg + K310%)Cini(6.4)
(/V)dAma/dt — ((1/8) + K1aC™ + Kypp + Kogpsd))Crms;
(1/V)dAms/dt — ((1/60) + K13pp)Cras;

A/ V)dAp: Jdt — ((1/8) + Kg+ K11Cpmy + K2Cm2)C™
(=1/0 - Ky)up + KpiCriC* — (K19Crm2 + K13Cmz)up +
Ko Con1 11 + K31 Ct %5

(=1/8) 1y + Kp2CrmaC™ — (KnCrap + Kg2)pidy + K12Crmati;
(—1/8)ug ~ (K31Cm1 + Kis) g + K13C 3 4p;

(=1/0)A" + K51CuC* + Ki2CrinC* + K1iCrun s +

K Crmipigy + K31Crmi s

(=1/8)2%° 4 K11 CimiC" + Kp3CroC™ +

K12Cmaptp + K22Crrzti

(=1/)\ + (K11Cot + K£2Cing)C* + K13Cma sy

Aqui, las variables de estado: Cpm1, Om2, ¥ Cma corresponden a las concentraciones del

reactivo (mondmero, o sea el compuesto constituido por moléculas simples);, C* es la

concentracién del catalizador activo; ph, £y, ¥ 4% son los momentos de orden cero del

peso molecular del producto (MWD); y A%, AP, y A% son los primeros momentos de
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imasa. El volumen del reactor V' y el tiempo de residencia 8, y todos los coeficientes K s,
son parametros conocidos, ¥ A, Anmg, Ams, Ame corresponden a las velocidades de flujo
de los reactivos y del catalizador activo en el reactor.

El problema de filtrado consiste en encontrar el estimado éptimo del estado no observable
(6.4), suponiendo que las observaciones Y; son directas y contienen ruidos blancos Gaussianos
do,i=1,..,10:

Yi = ;i + Y.
De este modo, x; denota Cp,1, 22 denota Cr,g, ¥ asi sucesivamente, hasta 1.

Re-escribiendo las ecuaciones de estado bilineales (6.1) y las ecuaciones de observacién
lineales (5.8), utilizando la notacién de sumatorias y subindices, se obtiene el siguiente

sistema:
day(t)/dt = aoe(t) + Z anilt)m:(t) + (6.5)
Zazw (t;mi(t)$j(t) o+ me-(t)wu(t), k=1,n,
u(t) = f:)k + Z Agi(t)z:(2) + Z Bri(t)yax (1),

donde ¥1(t) ¥ ¥a(t) son ruidos blancos Gaussianos. Entonces, las ecuaciones de filtrado

(6.2),(6.3) pueden ser re-escritas como sigue:
dm(t)/dt = ag(t) + Y awi(®)mi(t) + ) azis(t)ms(8)my(t) + (6.6)
% ]

Z okij () Pis (t))dt + Z ij(t)A};(t)(Blp(t)Bps(t))_l (dy, —

ijlps

Ao, = Y Ay (t)me(t)dt]
me(to) = Elzalto)]Y o))
dP; (1) 3wt Pis(t) + > Pei(t)oru(t)+

il
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2 Z a2k t)mg(t)Pk, +2 Z A2kl (t mt(t)Pki(t) &

szk(t bk;(t) - Z sz Azg t) Blp(t)Bps(t)) lAsr(t)PTj(t)’

klpsr

Pij(to) = E[(xz(to) mi(to))(z;(to) — m; (1)) Y (to)]-

6.2.2. Solucién

En esta situacion, las ecuaciones bilineales de filtrado (6.6) para el vector de estimados

éptimos m(t) toman la forma:

dmy(t)/dt = (1/V)dAm/dt — ((1/8) + Kpimy(t) + Kpms(t) + (6.7)
K21mg(t) + Kayma(8))ma(t) — Ky Pia(t) — Ky Pis(t) —
K Pis(t) = K Pro(t) + Y Pijldy;/dt — m;);

dmo(t)/dt = (1/V)dAma/dt — ((1/6) +JKL2m4(t) + Kyms(t) +
Kaame(t))ma(t) — KraPault) — KiaPos(t) — Ko Pog(t) +
Zsz[dy,-/dt - my];

dmg(t)/dt = (;/V)dAma/dt = ((1/0) + Kiams(t))ma(t) —
K13Pss(8) + D Pyldy; /dt — mj];

dme(t)jdt = (1/V)dAme /th —(1/8) + K+ Kpoma(t) +
Kiamo{t))ma(t) — Kpy Pia(t) — Ko Poy(t) +
> Pyyldy; /dt — my;

dmg(t)/dt = (1—1 /6 — Ku)ms(t) + Kpymg(t)m, (t) —
Krama(t)yms(t) + Kame(tymy () +

I\"glm-,- (t)m1 (t) - K13m5 (t)mg (t)+
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dme (t) /dt

dmyg (t) /dt

dmm (t)/dt

K1 Pia(t) + Ko Pig(t) + K31 Pir(t) — K12 Pas(t) —
K13P35(t) + Z st[dyj/dt - m_,-_];

(—1/0 - ng i Kzlm](t))ms(t) =+

Kpamy(t)ma(t) + Kioms(£)ma(2)

— Koy Pi6(t) + Kz Pog(t) + K12 Pos(t) +

Z Pjldy;/dt — my);

(11 /0 — K — K31y (t))7n7(t) + Kyzms(t)ms(t) —
K31 Pyr(t) + KisPas(t) + Z Prjldy;/dt — myl;

(—I/G)mg(t) + (I{L1m4(t)]+ K11m5(t) +

f\rzlms(t) + K31m7(t))m1(t) + KL2m4(t)m2 (t) =+
K1 Py(t) + Ky Pis(t) + Ko Pig(t) + Ks1 Pir(t) +

KL2P24(t) + Z st[dy,-/dt - mj];
(—1/9)mg (t) + K174 (t)ml(t) + I{L2m4 (t)m;; (t) +

Kiams(t)ma(t) + Koome(t)ma(t) + Kpi Pig(t) +
K15 Poa(t) K12 Pos(t) + K2 Pos(t) + ) _ Posldy; /dt — m;);
(=1/0)ymaa(t) + Krama(t)ma (¥) + KJLgm,;(t) X
ma(t) + Kigmg(tyms(t) + K1 Pia(t) + Ko Pos(t) +
KisPss(t) + Y Projldy;/dt — mj].

i

Aqui, m(¢) es el estimado éptimo para Cy,;, ma(t) para Cy, y asi sucesivamente, has-

ta mo(t). Las 55 componentes de las ecuaciones de la varianza son similarmente generadas

por las ecuaciones (6.7). A continuacién se presentan las diez ecuaciones de los elementos
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de la diagonal de la matriz de varianza, que son:

Pt
Pao(t)
Pa()
Pult)

Pes(t)

Pes(t)

((—2/8) — 4(K Lymal(t) + Knms(t) + Kume(t) + Kaime(£)) Py — (6.8)
Pi21_PEQ_Plzs_P124_P125_P126_P127_P128_P19 Puo;
((=2/0) + 4(—Krama(t)) — K1zms(t) — Kaome(t))) Paz

—P221 —P}Z—P§3—P224—P225-—Pzzs—P227—P§8—P229—P2210;
(=2/6 — 4(Ky3ms(t))) Pss — Piy — Phy ~ Piy — Py — Pgs =

P} — P, — Py — Py — Pyo;

(=2(1/0 + K;)) Pyy ~ 4(Kpima(t) P + Kiomg(t)) Paz) —
sz“sz"Pfs—Pf‘;—Pfs—Pze—P427—Pfs—Pfg—me;
2(—1/6 + Ku) Pss + 4(Kpama(t)) Psy + Koyme(t) Py +
Ky (£) Poy — K1ams(t) Psz — Kigms () Psa) — Poy — b
anzs_sz&_Pszs_Pszs_Pﬁz?_Pss P Pho;

2(—=1/0 + Ki2) Pe + 4(— Ka1mg(t) Por + Kzma(t) Pea +
K25 (8) Pea) — Pgl‘sz’Pga"Pﬁ%l"Pgs"pge—

P§ ~ P~ P%~ P '

2(—1/6 + Ki3) Pry + A(— Kaima () P + Kigms(t) Prs) — Pj —
P722_P7?3_P7?4_P725—P;6_P727_P728_P729_PTQIU;
2(—1/8)Pyg + A(Kpima(t) Par + Kums(t)Pey + Kaime(t) Par +
Ksima(t) Py + Krama(t) Paz) — Py — Py)* — Py — Py -

P% — PL— P — Piy— Pio — Paws

2(—1/6) Py + 4(K 1ma(t) Por + Kroma(t)Pox +

Kiams(t) Pyy + Koame(t) Pas) — P} — Py — Py — Py~
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22
":)95_sze_P927_Pgs“‘P929-Pgw;

PlO—lD(t) = 2(‘1/9})1310—10 + 4(KL1m4(t)Pm,.1 + KLzm,; (t)PlO—Z =+
K13m5(t)P10_3) ~ P]2o—1 - P120-2 - P120—3 - Pfo-:; - P120-5 - Pfo-e -

2 2 2 : 2
P10—7 - P10—8 - PIO—Q - PlO—lO]‘

En el proceso de simulacidn, las condiciones iniciales en ¢ = 0 son iguales a cero para
las variables de estado Cpyy, ..., A{*", son 0.5 para los estimados mq (%), ..., mia{t), toman
el valor de 1 para los componentes diagonales de la matriz de varianza, y cero para sus
otros componentes. Los pardmetros del sistema son asignados con el valor de 1: V =
1;dAfdt = 13K = 13Ky = 1Ky = 1; K3 = 1; K3 = 1;dAmafdt = 1;dAps/dt =
1idAmefdt =1 Kip &= 11K =1, Kin=1Ks =1;Kes = L;Ka = 1; Ky = 13 K =
1; K = 1;8 = 1. Los ruidos blancos Gaussianos en las ecuaciones (6.7) son tomados de
la funcion de MatLab 6, verszon 1.2.

En la Figura 6.1, los valores obtenidos de las variables de estado Cppy, ..., A)?? estdn
representados por una linea continua delgada, y los valores de los estimados del filtro
éptimo bilineal m;(2).....myo(t) son mostrados por la linea delgada empalmada con la
linea punteada gruesa (que corresponde al filtro polinomial mixto).

El desempeiio del filtro bilineal 6ptimo dado por las ecuaciones (6.6), (6.7) es com-
parado con el desempeno del filtro lineal é6ptimo de Kalman-Bucy, el cual es obtenido de la
linealizacién del sistema. Este filtro lineal contiene sdlo los términos lineales y el proceso
de inovacién de las ecuaciones (6.6) ¢ (6.7) para los estimados dptimos, y los términos
correspondientes a las ecuaciones de Riccati para componentes de las ecuaciones de la

matriz de varianza (6.7):

dme(t)/dt = (age(t) + Z a1 (E)ma (1) + (6.9)
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5 3 Pyt AL (BipBye)) ™ (B)ldys — Y Ase(t)mr(2)dt],

ips

mi(to) = Elz(to)|Y (%0)];

dPy;(t)/dt = Z 013(1) Py () + ) Pra()arn(t) + (6.10)
k
Z bix (£)bis{t) — Z Pi(t)A5(£) (B Bps)) ~ Asr Frj(2),
klpsr :

Py;(to) = El(zi(to) — mi(to)) (z;(te) — my(20)) 7Y (o).

Las graficas de los estimados obtenidos usando el filtro lineal de Kalman-Bucy son mostradas
por una linea segmentada en la Figura 6.1.

Finalmente, el desempeiio del filtro bilineal éptimo (6.6),(6.7) es comparado con el
desemperio del filtro mixto, e} cual es compuesto por la siguiente estructura: Las ecuaciones
del estimado Optimo en este filtro coinciden con las ecuaciones (6.6) o (6.7) para el filtro
bilineal dptimo, y las ecuaciones de la varianza coinciden con las ecuaciones (6.10) para
el filtro lineal de Kalman-Bucy. Las graficas de los estimados obtenidos usando el filtro
mixto son mostradas en la Figura 6.1 por una linea punteada gruesa (empalmada con una
delgada, la cual corresponde a los estimados del filtro bilineal éptimo). Las condiciones
iniciales y los ruidos blancos Gaussianos son realizados en la misma forma que en los filtros
estudiados en el capitulo anterior. En la gréafica siguiente se muestran los resultados de
la simulacidn, basados en los algoritmos obtenidos mateméaticamente. Se puede ver que
los resultados obtenidos para el filtro bilineal 6ptimo proporcionan el mejor estimado.
Ademas se puede decir que el filtro mixto presenta valores muy cercanos al bilineal, y en

algunas variables, es mejor, lo cual se debe a que el filtro mixto tiene mayor realizabilidad.
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Figura 6.1: Gréficas de las diez variables de estado (6.4) (linea continua a la cual convergen
las demas), los estimados obtenidos mediante el filtro bilineal (6.6),(6.7) (linea delgada
empalmada con la linea punteada gruesa), los estimados obtenidos mediante el filtro lineal
de Kalman-Bucy (6.9),(6.10) (linea segmentada), y los estimados obtenidos mediante el
filtro mixto (6.6),(6.10) (linea punteada gruesa).
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Capitulo 7

Control Optimo en Sistemas

Polinomaiales

7.1. Control Optimo para un Estado Polinomial de

Tercer Grado con Entrada Lineal de Cbntrol

7.1.1. Planteamiento del Problema

Consideremos el siguiente sistema polinomial:

dz(t) = (ao(t) + ay(t)x(2) + az(t)z®(2) + as(t)23(t))dt + (7.1)
B(t)u(t)dt
J}’(to) = Xy

donde z(t) € R es el estado del sistema, z(£) = [21(t) z2() ... 2,(¢)]" € R, 2%(t) =

[22(2) 22(t) ... 22(8)]7. 23(t) = [23(e) 23(2) ... 25()]T, ¥ u(t) es la variable de control. La
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funcién de costo cnadratico a ser minimizada estd dada por:

I = tem - n e -m) + L [ T ORGue +

0

N |

T
% [o ) Lis)als)ds, (7.2)

donde z; es un vector dado, ®, K, L son matrices simétricas, K es una matriz positiva,
y @ y L son no-negativas, T' > £y es un cierto momento en el tiempo. El problema de
control éptimo consiste en encontrar el control u*(t), ¢t € [y, T}, que minimice el criterio
J alo largo de la trayectoria 2*(t), t € [to, T, generada al sustituir u*(¢) en la ecuacién

de estado (7.1).

7.1.2. Solucién

Para encontrar la solucién al problema de control éptimo, es necesaria la aplicacién del
principio de dualidad [56], el cual establece que si el control éptimo existe para sistemas
lineales, con funcién de costo cuadrético J, el filtro éptimo existe para el sistema lineal dual
con disturbios Gaussianos, y puede ser encontrado partiendo de la solucién al problema de
control Gptimo, usando simples transformaciones algebraicas (dualidad entre las matrices
de ganancia y de varianza), y viceversa. Tomando en cuenta la dualidad fisica existente
entre los problemas de filtrado y control, las conjeturas anteriores deberian ser validas
para todos los casos donde el control éptimo existe en forma cerrada y finito-dimensional.
Se llevard a cabo la aplicacién de este principio a un sistema polinomial de tercer orden,
para el cual el filiro éptimo ya ha sido obtenido en el Capitulo 5, para posteriormente
retornar al problema de control dptimo para el estado polinomial (7.1) con entrada de
~ control lineal y funcion de costo cuadrético (7.2). Partiendo del filtro, y tomando en cuenta

que el filtro 6ptimo polinomial de tercer grado existe en forma cerrada, tenemos gue la
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matriz de ganancia en el filtro polinomial (5.15) es igual a
Ky = P@t)A"(t)(B()B"(1))™",

la matriz de ganancia en el problems de control éptimo toma la forma de su transpuesta
dual
= (R(t))'B)Q),

y la ley de control dptima estd dada por

u ) = K.z = (R(t)) 7 B(t)Q(t)=(t), (7.3)

donde la matriz Q(t) es la solucién de la siguiente ecuacién dual (5.18) de la ecuacién de

varianza:

dQ(t) = (—of (1)Q(1) = Q(t)al () — 245 (H)Q(t) * zT(t) - (7.4)
22(t) * Q(t)az(t) — 303 (1)Q(E) * ¢* (1) —
3q(t) * Q(t)as(t) — 33 ()Q(2) * (&))" (#)) — 3(=* (1) +
Q(t)as(t) + L{t) —~ Q)B(HE™' (1) BT (1)Q(t))dt,

con la condicién terminal Q(7) = ¢ . La operacidn binaria * ha sido introducida en la
Seccibn 5.3, y q(t) = [q1(f) g2(t) -.- g.(t)]" denota el vector formado por los elementos de
la diagonal de la matriz Q(%).

Sustituyendo el control éptimo (7.3) en la ecuacién de estado (7.1), se obtiene la

ecuacion del estado dptimamente controlado:

do(t) = (ag(t) + a1(t)x(t) + ax(£)z%(t) + as(t)z?(t))dt + (7.5)
()(R®)) ™' BT ()Q(t)x(t)dt,
I(tO) = Jo,
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Note que si el vector del estado real z(t) es desconocido (no-observable), el cortrolador
optimo es obtenido agrupando las ecuaciones del filtro 6ptimo y del regulador. Esta agru-
pacion es posible, gracias al principio de separacién [56} parz; sistemas polinomiales, el cual
establece que esto es posible si las soluciones al problema del filtro y el control existen en
forma cerrada y finito-dimensional.

Los resultados obtenidos en esta seccion por virtud del principio de dualidad pueden
ser rigurosamente verificados usando el Principio del Méximo de Pontryagin [70] o la

programacion dindmica de Bellman [28].

7.2. Aplicacion del Regulador ()ptimo Polinomial de

Tercer Grado a un Sistema Automotriz

7.2.1. Planteamiento del problema

Esta seccion presenta la aplicacién del regulador 6ptimo para un sistema polinomial
de tercer grado con entrada de control lineal y criterio cuadrdtico para controlar las
variables de estado, y los dngulos de orientacion del automévil y de direccion del volante,
en el modelo cinematico de un carro en movimiento [63], dadas las ecuaciones (7.7) para
el caso no lineal. El problema de control consiste en maximizar el angulo de orientacién
usando la minima energia de control u. El criterio cuadratico a ser minimizado J toma la

forma

T
J=1/2[6(8) — (T2 + 1/2 /0 w(1)dt, (7.6)

Donde T' = 0.1min, v ¢* = lrad es un valor grande de ¢(t) (inalcanzable en el tiempo

T). Las ecuaciones de estado ya han sido presentadas en la seccién de la aplicacion del
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filtro 6ptimo polinomial, pero se presentardn de nuevo para hacer més faci! la lectura y

comprensién del texto. Estas toman la forma,

dz(t) = wcosg(t)dt,

dy(t) = vseng(t)dt

dp(t) = (v/D)tand(t)dt, (7.7)
do(t) = wu(t)dt.

Aqui, () y y(¢) son las coordenadas cartesianas del centro de masa del carro, ¢(t) es el
angulo de orientacién, v es la velocidad, { es la longitud entre los dos ejes del carro, §(t)
es el dngulo del volante, y u(t) es la variable de control (velocidad angular del volante).
Usando la expansién en series de Taylor de las ecuaciones originales para ¢(t) y d(t)
(7.7), obtenemos un sistema polinomial de ecuaciones de tercer grado (el cuarto grado no

aparece en la expansién de Taylor para la tangente), el cual toma la siguiente forma:

do(t) = (o/D(6() +6°(0)/3)dt, (7.8)
dé(t) = wult)dt.
Las observaciones son directas, y contienen disturbios modelados como ruidos blancos

(Gaussianos, que son independientes e idénticamente distribuidos. Las ecuaciones de las

observaciones estan dadas por:

dzs(t) = o()dt+ fi(t)de (7.9)
dzs(t) = 6(t)dt + falt)dt
donde 2z4(f) es la variable de observacion para ¢(t), zs(¢) es la variable de observacién

para 4(t), ¥y fi(t) y f2(t) son ruidos blancos Gaussianos independientes uno del otro. Se

asignd v = 1Tm/min v | = 2m y el tiempo final es T = 0.1min, lo cual corresponde
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al movimiento angular de un carro de tamaiio mediano en un intervalo de tiempo de 6
segundos. En otras palabras, el problema es hacer el giro méximo de las ruedas de su
posicion inicial, usando el minimo de energia en el volante. Las condiciones iniciales para

los dngulos son ¢(0) = 0.1red y §(0) = 0.1red.

7.2.2. Solucién

Sustituyendo las ecuaciones de estado (7.7) en las ecuaciones generales para el control
optimo (7.3)-(7.5) son obtenidas las ecuaciones para el control 6ptimo en esta aplicacion.
Considerando los valores para B = 1 y para G¥ = [0,1], el control éptimo u*(t) =
(R(2))'GT(1)Q(1)x(t) toma la forma u*(£) = ga1(£)$(t) + ga2(t)8(t), donde los elementos

g (1), @21(t), g22(t) de la matriz simétrica Q(t) satisfacen la ecuacién

dqn (t) = —q§1 ()
dgia(t) = _%Qfl (t) — qu2(t)qa2(t) — %’111@) . %ﬁbz(t)‘hl(t) (7.10)
dgas(t) = —QZ—UQIz(t) - 2Tv012 (f)q2a(t) — 277)52“)(112(15) — g5, ().

con condiciones terminales ¢11(7T) = 1,q12(T) = 0,g22(7) = 0. El sistema compuesto
por los sistemas de ecuaciones anteriores (7.7) y (7.10) debe ser resuelto con condiciones
iniciales ¢(0) = 0.1rad, §(0) = 0.1rad y con las condiciones terminales anteriores. Este
problema de frontera es resuelto numéricamente usando el método iterativo mediante el
cual se pasa de las ecuaciones en tiempo directo a las ecuaciones en tiempo inverso, como
se describe a continuacion. Las primeras condiciones iniciales para grs son evaluadas y
el sistema es resuelto en tiempo directo con las condiciones iniciales en ¢t = 0; asi son
obtenidos los valores de ¢ y de 6 en el punto terminal 7' = 0.1man. Después el sistema es
resuelto en tiempo inverso (sustituyendo —¢ en lugar de t) tomando los valores obtenidos

de ¢ y 0 del sistema en tiempo directo como valores iniciales en tiempo inverso; asi ob-
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tendremos valores para las ¢/s en el punto inicial £ = 0, los cuales son tomados como
valores iniciales en las ecuaciones en tiempo directo, y asi sucesivamente. Las condiciones
iniciales dadas ¢(0) = 0.1rad y 6(0) = 0.1rad son mantenidas fijas en el sistema en tiempo
directo y las condiciones terminales ¢11(7T") = 1,q12(T) = 0, g22(7) = 0. son mantenidas
fijas en el sistema en tiempo inverso. El algoritmo se detiene cuando el sistema alcanza
los valores ¢11(T) = 1, q12(T) = 0, ¢22(T') = 0 en el sistema en tiempo directo y los valores
#(0) = 0.1rad, 6(0) = 0.17ad en el sistema en tiempo inverso.

Las condiciones iniciales para las g/s en la iteracion final en tiempo directo son ¢;3(0) =
1.32,412{0) = 16, ¢22(0) = 1640. Los valores obtenidos para ¢ y el criterio J mediante la
sirnulacién se presentan en la Figura 7.3. Estos resultados para el regulador polinomial de
tercer grado son comparados con los resultados obtenidos usando el regulador lineal para

el cual los elementos de la matriz Q(¢) satisfacen las ecuaciones de Riccati:

dm(t) = —qi(t)
v
dqiz(t) = —Q12Q22—7Q11 (7.11)
20
dgaa(t) = —Tchz“qua

con condiciones terminales ¢13(7") = 1, q12(7) = 0, ¢22(T") = 0. Note que en el caso lineal es
necesaria solo una iteracién con la ecuacion en tiempo inverso (—%) para ¢/s, porque el sis-
tema (7.11) no depende de ¢ ni de &, y los valores iniciales para ¢/s en t = 0 son obtenidos
después de una iteracién con la ecuacion en tiempo inverso. Las condiciones iniciales para
las g3 en la iteracién en tiempo directo son g;;(0) = 1.025, ¢12(0) = 0.87, ¢22(0) = 0.74.
Las graficas de la simulacién para €l caso lineal se muestran en la Figura 7.1. Asi, son
obtenidas dos conjuntos de graficas.

1. Grafica de la variable ¢ que satisface el sistema original (7.7) controlado por el

regulador lineal 6ptimo definido por (7.11); grafica de los valores correspondientes del
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criterio J (7.6); gréfica del control lineal u*(t) correspondiente a las ecuaciones (7.11)
(Figuras 7.1y 7.2).

2. Gréfica de la variable ¢ que satisface el sistema original (7.7) controlado por el
regulador polinomial de tercer grado definido por (7.10); grafica de los valores correspon-
dientes de J (7.6); gréfica del control polinomial u*(t) correspondiente a las ecuaciones
(7.10) (Figs. 7.3 y 7.4).

0.2 T T ™ Y ~T T T
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016

iE
o
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0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 Q09 Q.

| l - 1 l 1 | 1
0.01 0.02 0.03 0.04 Q.08 006 0.07 008 009 0.1
timg

Figura 7.1: Gréficas del regulador lineal correspondiente a las ecuaciones (7.11).phi = ¢,
criterion = J.

Los valores obtenidos de la variable controlada ¢ y el criterio J son comparados en
el tiempo terminal T = 0.1min en la siguiente tabla (correspondiente a las Figuras 7.1 y

7.3).
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control

1 L
0.08 0.08 0.1

1 1 1
Q 0.01 0.02 0.03 0.04 0.08 006 0.07
time

Figura 7.2: Gréfica del control lineal u*(t) correspondiente a las ecnaciones 7 1)+

:u,‘t

Control lineal Control polinomial de tercer grado
$(0.1) = 0.1875rad #(0.1) = 0.989rad
J = 0.661 J =0.065
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Figura 7.3: Gréficas del regulador polinomial de tercer grado correspondiente a las ecua-

ciones (7.10).phi = ¢. criterion = J.
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Figura 7.4: Grafica del control polinomial u*(¢) correspondiente a las ecuaciones (7.10).

control = u*.
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Capitulo 8

Controlador 0ptimo en Sistemas

Polinomiales

8.1. Problema del Controlador (jptimo

8.1.1. Planteamiento del Problema

Sea (Q2, F, P} un espacio de probabilidad completo con una familia creciente y continua
por la derecha de o-algebras Fy,t > 0, y sean (Wi(t), i, t > 0) y (W(¢), F, t > 0) procesos
de Wiener Fi-adaptados. Considere el proceso aleatorio no observable Fij-medible z(t)

gobernadb por la ecuacion polinomial de tercer grado

dz(t) = (ao(t) + a1(t)2(t) + az(t)2%(t) + as(t)2®(t))dt + G(t)u(t)dt +  (8.1)
b(t)dW(), z(to) = Zo,

y el proceso de salida (observacién)

dyir) = (Ao(t) + A(®)z(t))dt + B()dW,(1). (8.2)
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Aqui, z(t) € R" es el vector de estado no observable, para el cual los componentes del
segundo y tercer grados estdn dados en la siguiente forma: 22(¢) = [23(¢) x3(¢) z3(2) ...
227, 23(t) = [23(t) 23(1) 23() ... B2()]F, u(t) € RP es la variable de control,
y(t) € R™ es el proceso de observaciones, y los procesos de Wiener independientes W1 (%)
¥y Wa(t) representan disturbios aleatorios en las ecuaciones de estado y de observaciones,
los cuales son independientes del vector inicial Gaussiano zp. A(t) es una matriz no cero
y B(t)BT(t) es una matriz positiva definida. Ademas, la funcién de costo cuadrético a ser

minimizada J, estd dada por
1
J'= El[5(T) -zl @a(T) - z] + (83)

= T
%/z uT(sr)K(s)u(s)ds+%/t 27 (s)L(s)z(s)ds],

0 0

donde z, es un vector dado, K es una matriz positiva definida y &, L son matrices
simétricas definidas no-negativas, T' > {3 es un cierto instante de tiempo, el simbolo
E[f(z)] denota la esperanza (media) de una funcién f de una variable aleatoria z, y o
denota la transpuesta de un vector (matriz) a.

El problema de control éptimo consiste en encontrar el control u*(¢), t € [to, T], que
minimice el criterio J a lo largo de la trayectoria z*(¢), ¢ € [to, T, generada al sustituir

u™(t) en la ecuacién de estado (8.1).

8.1.2. Principio de Separacidon para Sistemas Polinomiales

Asi como para los sistemas estocdsticos lineales, el principio de separacién también
es valido para un sistema estocéstico dado por una ecuacidn polinomial de tercer grado,
con observaciones lineales, y criterio cuadratico. El principio de separacién ya ha sido
enunciado en sécciones anteriores, pero se hara mencioén del mismo para facilitar la lectura

v comprension del texto. Reemplazando el estado del sistema no observable z(f) por su
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estimado éptimo m(t) dado por la ecuacién (5.15)

dm(t) = (o(t) + ar{t)m(t) + a2(t)p(t) + ao(t)m’(t) + - (8.4)
as(t)(3p(2) * m(t) + m*(t))dt + G(t)u(t) +
PT)AT()(B(t) BT () (dy — (Ao(t) + A(t)m(t))dt),

con la condicién inicial m{ty) = E(z(to) | ). Aqui, m(t) es el mejor estimado del
proceso no-observable z(t) en el tiempo ¢ basado en el proceso de observacién Y (t) =
{y(s),to < s < t}, el cual estd dado por la esperanza condicional m(t) = E(z(t) | FYY),
m(t) = [ma(t) ma(t) ... ma(t)); P(t) = El(z(®) ~ m(t))(z(t) — m(t))7]Y(¢)] € R® es
la matriz de covarianza del error; p(t)v € R" es el vector cuyos componentes son las
varianzas de los componentes de z(t) — m(t), i.e., los elementos de la diagonal de P(t);
m?(t} y m*(t) son definidos como veetores de los cuadrados y cubos de los componentes
de m(t): m2(t) = [m3(t) ma(t) .. M2, m3(t) = [md() m3(e) ... M5 POIm(L)
es el producto convencional de la matriz P(f) por un vector m(t); y p(t) * m(t) es el
producto de dos vectores dado como el producto entre sus componentes: p(t) * m(t) =

[1 (8)ma (2) p2(E}ma(2) ... pa{t)ma(2)]T. El mejor estimado m(¢) minimiza el criterio
H = E[(=(t) — m(1))" (z(t) - m(®))], (8.5)

con respecto a la eleccion del estimado m como una funcién de las observaciones y(t), en
todo momento de tiempo ¢ ([62]).

La ecuacién complementaria para la mairiz de varianza P(t) toma la forma (5.18)

dP(t) = (a1(8)P(t) + P(t)aT (1) + 2a2(t)m(t) * P(t) + (8.6)
2(P(t) = m" ())ag (t) + 3as(t) (p(t) + P(1))+
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3(p(t) * P(t))" a3 (t) + 3as(t)(m*(t) » P(2)) +
3(P(t) * (m*(6))T)ag (t) + (GO (1)) —
P(t)AT (¢)(B(1)BT ()" A()P(t))dt,

con la condicidn inicial P(ty) = E((x(to) —m(t0))(z(ts) ~m(te)) ¥ ly(to)), donde el producto

m(t) « P(t) entre un vector m(¢) y una matriz P(t) es definido como en la Secci6n 5.3.
Es posible verificar (como en [56]) que el prablema de control éptimo (8.1} y la funcién

de costo (8.3) es equivalente al problema de control 6ptimo para el estimado (8.4) y la

funcién de costo J, representada como:

J = B{z () - 2" @ m(T) - 2] + (3.7
% [t uT(s)K(s)u(s)ds+% T (1L sy mis)ds

to

2

) T
b f tr(P(s)(s)]ds + tr[P(T)&]},
to
donde #r{A] denota la traza de la matriz A. ®, K, L son matrices simétricas, K es una
matriz positiva definida v ® y L son matrices no negativas.
Dado que la 1ltima parte de J es independiente del control u(t) y del estado z(2), la

funcién de costo reducida M a ser minimizada toma la forma:

M= B{g [m(T) - %] @ [n(T) - 2] + (8.8)
LT o k(syus)ds+ L [ mT(8)L(s)mis)d
5/;0 u” (8)K(s)u(s) s+§ ) m’ (s)L(s)m(s)ds}.

En conclusion, el principio de separacién para sistemas polinomiales de tercer grado es-
tablece que la solucién del problema original de control 6ptimo especificada para (8.1),(8.3)
puede encontrarse resolviendo el problema de control 6ptimo dado por (8.4),(8.8). Adem4s,

el valor minimo del criterio J debe ser determinado usando (8.7).
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8.1.3. Solucién al Problema de Control Optimo

Teniendo como base la solucién al problema de control obtenido en el capitulo previo
en el caso de un estado del sistema observable, gobernado por una ecuacién polinomial
de tercer grado, los siguientes resultados son validos para el problema de control éptimo
(8.4),(8.8), donde el estado del sistema (el estimado m(t)) es completamente disponible,

y observable. La ley de control 6ptima estd dada por:
u'(t) = K~Ht)GT ()Q()m(t), (8.9)

donde la matriz Q(t) es la solucién de la siguiente ecuacién (7.4), dual a la ecuacion de

la varianza

dQ(t) = (-4 (#)Q() — Qt)ai (£) — 24 (1)Q(t) » m" (¢) — (8.10)
2m(t) = Q(t)aa(t) — 3a5 ()Q() * ¢" (t) —
3q(t) * Q(t)as(t) — 3as ()Q(t) * ((m*)" () —
3(m?(t) + Q(2))as(t) + L(t) = Q)G K~ H)GT (1)Q(t))dt,
con la condicién terminal Q(7') = ®. La operacién binaria % ha sido introducida en la
Seccién 5.3, v q(t) = [q1(t) g2(t) .. 4.(t)]7 denota el vector formado por los elementos de

la diagonal de la matriz Q(¢). En el proceso de obtencién de la ecuacién (8.10), ha sido

tomado en cuenta que el ultimo término en la ecuacién (8.4),
PT(t)AT(t)(B(t) BT ()" (dy ~ (Ao(t) + A(t)m(t))dt),

es un ruido blanco Gaussiano.
Sustituyendo la ley de control 6ptimo (8.9) en la ecuacién (8.4) para el estado reconstruido

del sistema m(t), se obtiene la siguiente ecuacién para el estimado del estado dptimamente
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controlado: |

dm(t) = (ag(t) + au(E)ymlt) + as(t)p(t) + as(t)m?(2) + | (8.11)
as(t)(3p(t) * m(t) + m®(1))dt + GEWK (@) 7'G” (1) Q()m(t)dt +
PT($)AT(£)(B(2) B" (£)) H(dy — (Ao(t) + A(t)m(t))dt),
m(to) = E(z(to)|Fy)-

Asi, la ecuacién del estimado del estado éptimamente controlado (8.11), la ecuacién
de la matriz de ganancia (8.10), la ley de control éptima (8.9), y la ecuacién de la var-
ianza (8.6), forman la solucién completa del problema del controlador para estados no

observables de sistemas polinomiales de tercer grado.

8.2. Aplicaciéon del Controlador Polinomial ()ptimo

a un Sistema Automotriz

.8.2.1. Planteamiento del problema

Esta seccién presenta la aplicacion del controlador para un estado poliromial de tercer
grado con observaciones lineales y funcién de costo cuadrética para controlar las variables
de estado no observables, y angulos de orientacién y de giro del volante, en un modelo
cinematico no lineal de un carro en movimiento [63], el cual ya ha sido presentado en sec-
ciones anteriores, pero se repetira el planteamiento para facilitar la lectura y comprensién

del texto. Las ecuaciones de estado para. este sistema estdn representadas por:

dz(t) = wvcos¢(t)dt, (8.12)

dy(t) = wvsing(t)dt,
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dé(t) = (v/l)tand(t)de,
dé(t) = wu(t)dt.

Aqui, z(t) ¥ y(t) son las coordenadas cartesianas del centro de masa del carro, ¢(t) es
el dngulo de orientacion, v es la velocidad, ! es la longitud entre los dos ejes del carro, 4(t)
es el dngulo del volante, y u(¢) es la variable de control (velocidad angular del volante).
Se suponén condiciones iniciales cero para todas las variables.

El proceso de observacién para las variables no observables ¢(t) y d(t) es dado por las
observaciones lineales directas, las cuales contienen disturbios independientes e idéntica-
mente distribuidos, quelados como ruidos blancos Gaussianos. Las ecuaciones correspon-

dientes a las observaciones son

dze(t) = (t)dt + w(t)dt, (8.13)
dzs(t) = 6(t)dt + wa(t)dt,

donde 24(t) es la variable de observacién para ¢(t), z5(t) es la variable de observacién
para 8(t), y wi{t) y ws(t) son ruidos blancos Gaussianos independientes uno del otro.
Los valores asignados para la velocidad y la longitud entre los ejes son v = 17m/min,
{ = 2m, los cuales corresponden a un modelo de carro de tamaio estdndar. En otras:
palabras, el problema es lograr el giro maximo de Jas ruedas de su posicién inicial, usando
la minima energia para dirigir el volante. Por razones de economizar combustible y reducir
la contaminacion del aire, el peso del término de control en el criterio, se considera diez
veces mayor que €l peso del término del estado terminal. El criterio correspondiente J a

ser minimizado toma la forma

. _
T=16) - P +10 [ w2(0as (8.14)

0
donde T = 0.3min, y o® = 10rad es un valor grande de ¢(¢) inalcanzable en el tiempo T
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La aplicacion de los algoritmos del controlador obtenido se hace para el sistema no
lineal (8.12), observaciones lineales (8.13), y criterio cuadritico (8.14), usando la expansién
de Taylor para las dltimas dos ecuaciones en (8.12) en el origen, hasta el tercer grado (el

cuarto grado no aparece en la serie de Taylor para la tangente)

a) = (Do) + (HEY

ds(t) = u( )dt.

22 yyt, (8.15)

8.2.2. Solucién

La solucién para, el problema del controlador éptimo establecido, es dada como sigue.
Dada K =1y GT =[0,1] en (8.14) y (8.15), la ley de control 6ptimo
u*(t) = (K (1)) 'GT (£)Q(t)m(t) toma la forma

u'(t) = ga1(t)my(t) + goa(t)ms(t), (8.16)

y las siguientes ecuaciones para el controlador éptimo (8.9)—(8.11) y (8.6) para el estado
polinomial de tercer grado (8.15) sobre observaciones lineales (8.13) y criterio cuadratico

(8.14) son:
dmgy = (( yms ¥ (5 )(3195 +m3) + pos(zs — ms) + pgslzs — ms))dt,  (8.17)
dm; = (u (t) + Paqs(qu — M) + pss(2s — ms))dt

' 2v 2v
dpos = ((20/Upsepss + pss+ “—T3Psp — Py — Dips) B>

{

dpgs = (—paa+ maP&&‘P¢¢P¢J—P¢6p66)dt
(—p3s — Psa)dt

dgu(t) = (- q&())dt
(—

dgi2(t) =

dpss =

<

Y
'(Iu 1_712<122—7<Iu lmﬁqll)dt,

')t 2 2v
dga(t) = (—’1—(112 — 7 edn - ng(hz — g3,)dt.
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Aqui, my y mg son los estima:'dos de las variables ¢ ¥ 0; pgg» Pgs, Pés son elementos de la ma-
triz simétrica de covarianza P; ¥ qu (), g21(t), go2(t) son elementos de la matriz simétrica
de ganancia Q(t) formando el control ptimo (8.16). Los siguientes valores iniciales para
las variables de entrada son asignados: hi,,;(()) = 1,m;(0) = 0.1, ¢(0) = 6(0) = 0, Pyy(0) =
10, P4s{0) = 1, P55(0) = 1. Son disturbios Gaussianos w;(¢) y wa(t) en (8.13) son realiza-
dos como ruidos blancos, tomando el block correspondiente en el MatLab 6, version 1.2.
Las condiciones terminales para los elementos de la matriz de ganancia @ estan dadas
por: gi(7T) = 0.1, g12(T) = 0,422(T) = 0, en el tiempo final T = 0.3min.

Asi, el sistema compuesto por las dos iltimas ecuaciones de (8.12) y las ecuaciones
(8.17) debe ser resuelto con las condiciones iniciales my(0) = 1, m;(0) = 0.1, ¢(0) = §(0) =
0, Pys(0) = 10, Ps5(0) = 1, Pss(0) = 1, y las condiciones terminales g1;(T") = 0.1, 12o(T) =
0,922{(T) = 0. Este problema de frontera es resuelto numéricamente usando nun método
iterativo, pasando del sistema en tiempo directo al sistema en tiempo inverso, como fue
realizado en la seccién de la aplicacién del control éptimo a un sistema antomotriz (Seccion
8.2). Las graficas de la simulacién para el caso polinomial de tercer grado son mostradas
en la Figura 8.1. La ley de control éptimo en el caso lineal es la misma que en (8.16), pero

las ecuaciones del controlador lineal éptimo estan dadas por:

dmy = (%ma + pyy (29 — My) + Pos(25 — ms))dt, (8.18)
dms = (W' (t) + psg(2e — my) + pas(zs — ms})dt,

2v
dpgs = (TPM - piq) — Dly)dt,

v
dpgs = (71765 — PpaPss — Dosves)dE,
dpss = (“qus - Pga)dt-
dgn(t) = (—g3 (t))dt

v
dqi2(t) = (“Il?‘hZ“?Qll)dt,
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2v
d'hz(t) = (—Tq;z-qu)dt. . i

Se puede observar que en el caso lineal solo se requiere un paso en el sistema inverso
para ¢’s, porque las ecuaciones para ¢'s en (8.18) no dependen de ¢, 6, my, ni mg, y los
valores iniciales para ¢’s en ¢ = 0 pueden ser obtenidos después de un pase por el sistema
inverso (con el tiempo (—t)). Las grificas de la simulacién para el caso lineal se muestran
en la Figura 8.2. Asi, dos conjuntos de graficas son obtenidos: 1. Gréficas de las variables
¢ y 6 que satisfacen las ecuaciones del sistema polinomial (8.15) y el controlador usando
el regulador lineal 6ptimo definido por (8.16), (8.18); graficas de los estimados my y 1
que satisfacen el sistema (8.18) y el controlador usando el regulador éptimo lineal definido
por (8.16), (B.18); graficas de los valores correspondientes del criterio J; grificas de los
valores correspondientes del control éptimo u* (Figura 8.1).

2. Gréficas de las variables ¢ y ¢ que satisfacen el sistema polinomial (8.15) y el
controlador usando el regulador éptimo polinomial de tercer grado definido por (8.16),
{8.17); graficas de los estimados mg y ms que satisfacen el sistema (8.17) y el controlador
usando el regulador éptimo polinomial de tercer grado definido por (8.16), (8.17); gréficas
de los valores correspondientes del criterio J; gréficas de los valores correspondientes del
control éptimo u* (Figura 8.2).

Los valores obtenidos de la variable controlada ¢ y del criterio J son comparados
para el controlador éptimo polinomial de tercer grado y el controlador éptimo lineal en
el tiempo terminal T = 0.3min en la siguiente tabla (correspondiente a las Figuras 8.1 y

8.2).
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Controlador Lineal Controlador Polinomial de Tercer Orden
¢(0.3) = 0.054rad $(0.3) = 0.084rad
J = 98.971 J = 98.45

Los resultados de 1a simulacién demuestran que el valor de la variable controlada ¢ en el
punto terminal 7 = 0.3min es mayor por una y media veces en el controlador polinomial
con respecto al controlador lineal, y la diferencia entre los valores iniciales y finales del
criterio es més que una y media veces mayor en el controlador polinomial de tercer orden
con respecto al controlador lineal. Por tanto, mediante esta simulacién queda demostra-
da la eficacia del algoritmo del controlador polinomial de tercer grado, con respecto al

controlador lineal.
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Figura 8.1: Gréficas del controlador lineal formado por las ecuaciones (8.18),(8.16). phi =

¢, delta = 6, Mphi = my, Mdelta = my, criterion = J, control = u*,

187



0.1 0.05
0‘08 ........................... 0.04 .........................
a
(11111 R R S <At RE = 003}l
E 3
[=%
0.04 ............... ». ........ 0.02 ...........................
002b- - .......... 0.0t kS svontmmnn e
g : ) -
0 0.1 0.2 03 0 0.1 0.2 0.3
0.1
008k Ng=-sug i sesmspiii. 2=
: @ 0.06( N
\ o :
. T 3
..... 2 0.04 \ .....
0 : (1} -
0 0.1 0.2 0.3 0 0.1 0.2 0.3
100.5
100
5 2
5 995 £
£ : 3
o :
90 = E
985 : :
98 A It
0 0.1 0.2 03
time

time

Figura 8.2: Gréficas del controlador éptimo polinomial de tercer grado, correspondiente a
las ecuaciones (8.17) y (8.16). phi = ¢, delte = 6, Mphi = mgy, Mdelta = mg, criterion =

J, control = u*.
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Capitulo 9

Conclusiones, Aportaciones y
Recomendaciones para Trabajos

Futuros

9.1. Conclusiones

Se han obtenido matemdticamente los algoritmos del regulador 6ptimo para sistemas
de 1to-Volterra con entradas de control continuas o discontinuas, partiendo del principio
de dualidad para el caso de las ecuaciones de It6-Volterra con observaciones lineales.
Utilizando el principio de separacion, y los algoritmos de filtrado obtenidos previamente,
se obtuvo matemadticamente el controlador éptimo para los sistemas de It6-Volterra.

Se obtuvieron los algoritmos de filtrado y control éptimos para ecuaciones de estado
polinomiales de tercer v cuarto grado, con observaciones lineales. Se ha mostrado la efi-
ciencia de los algoritmos de filtrado y control, obtenidos matematicamente, para sistemas

polinomiales de tercero v cuarto grados, con observaciones continuas, comparandolos con
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los algoritmos de filtrado de Kalman-Bucy ya existentesf, mediante una simulacién en Mat-
Lab 6, version 1.2., aclarando que en esta simulacion, el ruido blanco es considerado ¢omo
una, senal de banda ancha finita, por lo cual es una aproximacién. En forma similar al caso
de Itd-Volterra, se obtuvieron mediante procedimientos matematicos, los algoritmos del
controlador éptimo para ecuaciones de estado polinomiales de tercer grado. Aplicdndolos,
a un fendmeno fisico, mediante simulacion en MatLab 6, version 1.2., se compararon los
algoritmos del controlador polinomial obtenido en este trabajo, con los algoritmos del
controlador lineal, obteniendo mejores resultados con el controlador polinomial. Como
un caso general, se trabajé con los algoritmos de filtrado dptimo para el caso bilineal, y
teniendo el deseo de verificarlos en un nitmero mayor a dos ecuaciones, se llevé a cabo
su aplicacidén a un modelo matemético de un reactor de polimerizacién, con el propésito
de mostrar su eficacia respecto a los algoritmos lineales ya existentes. Lo anterior se con-
siguié mediante la simulacién en MatLab 6, vérsio’n 1.2. Queda como trabajo a futuro la
verificacién de la eficacia de los algoritmos obtenidos mediante su aplicacién a diversos

fenémenos fisicos que se presentan en la naturaleza.

9.2. Aportaciones

Las aportaciones se pueden enlistar en la siguiente forma:

a) Diseflo de algoritmos de filtrado 6ptimo para:
u Sistemas de It6-Volterra y observaciones lineales continuas.
= Sistemas de It6-Volterra y observaciones lineales discontinuas.

« Ecuaciones de estado polinomiales de tercer y cuarto grados y observaciones lineales

continuas.
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» Ecuaciones de estado bilineales y observaciones lineales continuas.

b) Disefio de algoritmos de control éptimo para:
s Sistemas de [t6-Volterra y entradas de control lineales continuas.
= Sistemas de It6-Volterra y entradas de control lineales discontinuas.
s Ecuaciones de estado polinomiales de tercer grado y entradas de control lineales
continuas.
c) Disefio del controlador para sistemas que representan procesos no observables para:
= Sistemas de It6-Volterra con observaciones y entradas de control lineales continuas.
» Sistemas de It6-Volterra con observaciones y entradas de control lineales disconti-

nuas.

» Ecuaciones de estado polinomiales de tercer grado con observaciones y entradas de

control lineales continuas.
d) Los problemas técnicos resueltos en este trabajo son los siguientes:

= Obtencién del control éptimo del movimiento de un misil con motores jet e impul-

sivos.

» Obtencién de controlador dptimo del movimiento de un misil con motores jet e

impulsivos y velocidad no observable.

» Obtencién de las ecuaciones de filtrado éptimo referentes al movimiento angular de

un antomovil.
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s Obtencién de las ecuactones de control éptimo referentes al movimiento angular de

un automovil.

= Obtencidn de las ecuaciones del controlador éptimo referentes al movimiento angular

de un automovil.

= Obtencién de las ecuaciones de filtrado éptimo para la estimacién de un proceso de

polimerizacién.

9.3. Recomendaciones para Trabajos Futuros

Existen mdltiples casos a desarrollar en las dreas de filtrado y control, dada la diver-

sidad de los procesos de la naturaleza. Algunos de ellos pueden ser:

= Corroboracion de los algoritmos de filtrado y control obtenidos, mediante su apli-

cacidn en diversos fendmenos fisicos.

s Desarrollo de filtro y control éptimo para sistemas de otros grados polinomiales

superiores, con observaciones continuas.

s Desarrolio de filtro y control éptimo para sistemas de otros grados polinomiales

superiores, con observaciones discontinuas.

= Desarrollo de filtro y control éptimo para ecuaciones de estado con términos no
lineales y no polinomiales, con funciones de tipos exponencial, logaritmico, trigonométri-

co, etc., con observaciones continuas y discontinuas.

s Aplicacién de los algoritmos obtenidos a problemas técnicos de diversas arcas de

Ingenier{a.
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v Verificacién de los algoritmos de filtrado bilineales, interdisciplinariamente, esto es
con un especialista en las dos ingenierias, de control y quimica, para el proceso
de polimerizacién presentado por Ogunnaike [64], utilizando métodos quimicos para

elegir las ecuaciones afines, y los valores de los pardmetros, y los algoritmos obtenidos

en este trabajo.

La verificacion y corroboracién de los algoritmos de filtrade obtenidos permitird la consolida-
cién de los mismos,y esto, junto con el desarrollo de los algoritmos de filtrado y control
para otras condiciones especificas que presenta la naturaleza, proveedra de herramientas
para resolver diversos problemas técnicos de las Ingenierias Quirnica, Automotriz, Eléctri-

ca, efc.
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Abstract. This paper presents solutions of the optimal linear-quadratic control problems
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1 Introduction

The optimal control and filtering problems for dynamic systems with delays,
which represent a particular case of discontinuous integral systems, have been
studied in a number of publications from various viewpoints (see, for exam-
ple, [9}, {10}, [1] for dynamic systems and [17] for a particular case of integral
Volterra ones). This atiention is directly related to common use of dynamic
systems with delays in global economy concepts [12], marketing models [13],
technical systems (7], and others. Since the class of integral Volterra systems
includes the class of retarded dynamic ones, the study of integral systems
becomes a significant part of the control theory. Nevertheless, the integral
Volterra systems have been of independent interest in the deterministic en-
vironment, as well as in the stochastic one (see [2]).

This paper presents solutions of the optimal linear-quadratic control prob-
lems for stochastic integral Ito-Volterra systems with continuous and then
discontinuous states. There are a number of papers investigating the con-
trol problems for continuous system states given by stochastic differential
equations {see {11, 19] and bibliography therein) or bivariate Volterra ones
[17], or deterministic continuous and discontinuous system states governed
by Volterra equations [3, 4). However, the problems have not been treated
yet in the case of integral stochastic systems governed by Ito-Volterra equa-
tions. The solution presented in the paper is based on applying the duality
principle for Volterra systems (substantiated in [3]) to the known solutions of
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the dual filtering problems for [to-Volterta states over continuous and then
discontinuous observations. The duality principle enables one to use the op-
timal gain matrix structure in the dual filtering problem for the optimal gain
matrix in the control one, as it was done for differential stochastic systems
[14, 15}. As a result, the optimal control law and the gain matrix formula
are first derived in the general case an Ito-Volterra state equation, where the
gain matrix constituent satisfying a Riccati equation depends on two time
variables, as the cross-correlation matrix in the dual filtering problem does
(see [6]). The gain matrix formula is then simplified in the case of a dynamic
plant (the internal part of a system) governed by a differential state equation,
where the gain matrix constituent satisfying a Riccati equation depends on
only one time variable, similarly to the variance in the dual filtering prob-
lem (see [6]). The obtained results for discontinuous system states, where
the optimal control problem is dual to the optimal filtering problem over
discontinuous observations ({5, 6]), consist of the discontinuous control law
and the corresponding Riccati equation with integration with a discontinuous
measure, which allows discontinuous solutions. In particular, the obtained
results enable one to compute jumps of the optimal control parameters (the
gain matrix, optimal control law, and optimally controlled state) that can
appear due to discontinuities in system behavior.

The secondary goal of this paper is to reveal more functional capabilities
of the dualify principle as a means for solving the optimal control (or, vice
versa, filtering) problems. Indeed, the duality principle applicability to linear
dynamic systems is well known (see [8, 18]) and its applicability to linear in-
tegral Volierra (Ito-Volterra) systems is investigated in [3. 4] and this paper.
However, it seems that the more advanced conjecture is valid: the duality
principle should be valid in all cases of linear and nonlinear systems, where
the optimal solution to control or filtering problem exists. Taking this work-
ing hypothesis into account makes the duality principle a quite powerful tool
for designing the optimal control and filtering algorithms.

The paper is organized as follows. The Section 2 presents the optimal
control statement and its solution (the optimal control law and gain matrix
equation) for a continuous Ito-Volterra system, based on applying the duality
principle to the solution of the dual filtering problem. The optimal control
probiem for a discontinuous Ito-Volterra system is stated and solved in Sec-
tion 3. The obtained results are then simplified in the case of a dynamic plant
(the internal part of a system) governed by a differential equation. In par-
ticular, the relations enabling one to compute jumps of the optimal control
parameters are obtained. Finally, Section 4 presents the technical exam-
ple illustrating application of the obtained results to solution of the optimal
control problem of launching a missile with continuous and impulsive jet mo-
tors to the maximal possible altitude with the minimal fuel consumption,
if the velocity dynamics is affected by equally distributed and independent
stochastic disturbances.
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2 Optimal Control in Continuous Ito-Volterra
Systems

2.1 Problem statement

Let (2, F, P) be a complete probability space with an increasing right-contin-
uous family of o-algebras Fi,t > 0, and let (Wi(t), Fi,t > 0) be an F}-
adapted Wiener process. Let us consider the Fi-measurable random process
z(t) governed by the Ito-Volterra equation

t

33(¢)=~'€(f0)+/ (ao(t,3)+0(t.S)I(S)‘f'b(t,s)u(tvS))dH/ glsydWi(s). (1)

tg to

Here z(t) € R™ is the state vector, u(t,s) € RP is the control variable,
the Wiener process W;(t) represents a random disturbance, and the initial
Gaugsian vector z(to) is independent of W;(t). The quadratic cost function
J to be minimized is defined as follows

7 = Bl (o(7) ~ 20" € [5(T) - ) ©

T 7
+= [ uT(t,s)R(s)u(t,s}ds + lf 27 (s)Q{s)z(s)ds],
2, 2o . 2 to

where 2z i3 a given vector, ¥, R, Q are positive (nonnegative) definite sym-
metric matrices, T’ > tp is a certain time moment, the symbol E{f(x)] means
the expectation (mean) of a function f of a random variable z, and a7 de-
notes transpose to a vector (matrix) a.

The optimal control problem is to find the control u*(2), t € [tp, T], that
- minimizes the criterion J along with the trajectory z*(¢), £ € [tp, T, gener-
ated upon substituting 4" (¢) into the state equation (1).

2.2 Duality principle

For dynamic systems governed by differential equations, solution of the op-
timal control problem can be obtained using the solution of the optimal
filtering problem and the duality principle (8, 18]. Thus, it would be help-
ful to introduce the duality principle for integral stochastic systems, as done
below.

Consider the integral Volterra systems:

z(t) = z(to) + /t(a(t,s)z(s) + b(t, s)u(t, s))ds, T(3)

y(t) = /t cft,s)z{s)ds + /tt d(t, s)u(t, s)ds

to
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and

2(t) = 2{tp) + /t —aT(t,s)z(s)ds + /t eT'(t, sholt, s)ds, (4)

tn to

t t
1(t)y= [ bT(t,5)z(s)ds+ [ dT(t,s)u(t, s)ds.
to to

The duality principle claims that the system (3) is controllable (observable)
at fo, if and only if the system (4) is observable (controllable) at ¢o.

The proof of the duality principle for integral systems [3] is based on the
fact that there exists the transition matrix ®(i,#); t,¢g € (—006,00), such
that .

x(t) = ®(t, to)z(to) + ft ®(t, T)b(t, TIu(t. T)dr.
) to

2.3 Dual filtering problem solution

The suggested solution to the optimal control problem for integral stochastic
systems is based on applying the duality principle to the optimal filtering
problem selution obtained in {5]. Indeed, let us congider the filtering problem,
dual to the optimal control one given by (1},(2), for the state equation

z{t) = z(tp) +[ (ag(t, s) — aT (¢, 5)z(s))ds + j;t Ql/z(s)dW:;(s) (5}

to

and the observation equation

t t
y(t) = L @t 9)a(s)ds + / RM2(s)aWi (s), ©)

where Ws(s) and W4 (s) are independent Wiener processes which are in turn
independent of an initial Gaussian vector z(tg).

The filtering problem is to find the best estitnate for the Ito-Volterra
process z(t) at time ¢ based on the observation process Y (t} = {y(s). s <
s < t}, that is the conditional expectation m(t) = E(z(t) | FY). Denote
the correlation function of the best estimate as P(t) = E{(z(t) —m(t)(z(t) -
m(e)T | FY).

As shown in [5] and the previous papers [16, 21}, it is impossible to obtain
a closed system of filtering equations for variables m(t) and P(2) due to the
Volterra nature of the equations (5} and (6). Designing a closed filter requires
introducing the additional cross-correlation function f(i,s) characterizing a
deviation of the best estimate m(t) from the real state =(t):

f{t,5) = B((2} = m{) (2(s) = m(s))" | F,),

where !

2 =2(te) + [ (ad (¢, 1) — & (¢, r)2(r))dr + / QY2 (r)dWs(r),

to



Optimal Control of in Ito-Volterra Systems 303

F}, is the c-algebra generated by the stochastic process y}
vi= [oTa)atols + [ R
tg to

and m}=E(z} | F).

The optimal filter for the state vector (5) over the continuous observation
process (6) is given [5] by the following equations for the optimal estimate
m(t), its correlation function P(t), and the cross-correlation function f(¢, s)

(1) = mito) + [ (@ (t,8) ~ o (1, hm(s))ds- )

/ : 72, $)blt, $)(R())~du(s) = b7 (¢, sym ).
Pt} = Plto) + fl :[—aT(f, $)IT(2,5) = f{t,9)alt, s) + Q(s)ds—  (8)
F (¢, 9)b(t, ) (R(s))™"67 (2, 8) £ 7 (2, )ds,
[(t,5) = P(to) + [ :[—aT{s,r)f"(t,r) - f(ara(t,r) +Q(r)ldr-  (9)

[ U bl RO (5,717 5,70+

f(s,m)blE, ) (R()) 107 (2, 7) 7 (8, 7)—
(1/2)f (&, 7)b(t, ) (R() I (5,7)f (s.7) -
(1/2)f (s, 7)b(s, r)(R(r)) 267 (1, 7) f7 (t, 7)]dir,

where m(to) = E(z(to) | Fiy) = % and Pto) = E((z(t0) - m(to)(2(to) ~
m(to))T | FY) are the initial conditions.

Thus, the solution to the optimal control problem defined by (1),(2) can
be now obtained using the expression for the optimal filter gain matrix in (7)
and the cross-correlation equation (9).

2.4 Optimal control problem solution

Since the filter gain matrix in (7) is equal to
M(t,s) = f(t,)b(t,s)(R(s)) ",

the dual gain matrix in the optimal control problem takes the form of its
1

p transpose
' Me(t,s) = R sVT (8, 8)f7 (2, 9).
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Hence, the optimal control [aw in the problem (1}, {(2) is given by
u"(t,5) = R ()b (1, 5) T (¢, s)z(s), (10)

where f(¢,s) is the solution of the integral Riccati equation

f(t,s) = P(to) + lgl'aT(S,f)fT(t,f) = f(s,r)alt,r) + Q(r)ldr—  (11)

(6 1)b(s PRI BT (5,7 1T s, r)+
i

Flomblt, ) (RE) T (8,r) T (1) -
(1/2) £, 1)b(E YR 0 (5, m) T (5,7) -
(1/2)f(5,7)b(s, ) (RrY) 87 (8, 7) £, ),

with the terminal condition f(T,T) = P(T)=¥¢"1.
Finally, upon substituting the optimal contro!l (10) into the state equation
{1), the optimally controlled state equation is obtained [

z(t) = z(tp) + /t(ag(t, s) + alt, s)z(s)+ (12)
to
t
b(t, S)R™ ()BT (Y, ) F (8, 5)(s))ds + [ g(s)dW, (s).
o

3 Optimal Control in Discontinuous Ito-Volterra
Systems - -

3.1 Problem statement

Let (Q, F, P) be a complete probability space with an increasing right-contin-
uons family of g-algebras £,¢ > 0, and let (W;i(t), F;,t > 0) be an Fi-
adapted Wiener process. Let us consider the Fi-measurable random process
z(t) governed by the Ito-Volterra equation

z(t) = z(to) + f:(ao(t,s) +alt, s)z(s)ds+ (13)

t t
[ b(t, s)u(t, s))du(s) + / g(s)dWa(s).

Here z(t) € R™ is the state vector, u(i, ) € R? is the control variable, v(s) is
a scalar bounded variation function, the Wiener process Wi({¢) represents a
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random disturbance, and the initial Gaussian vector z(fo) is independent of
W, (t). The quadratic cost function J to be minimized is defined as follows

J = B3 [o(T) - zof” ¥~ [2(T) ~ 20] (14)

T T
+%/ ul (¢, s)R(s)ult, s)dv(s) + %/! zT(5)Q(s)z(s)ds],

to o
where z¢ is a given vector, ¥, R, @ are positive (nonnegative) definite sym-
metric matrices, T > g is a certain time moment.

The optimal control problem is to find the control u*(t), ¢ € [tg, T}, that
minimizes the criterion J along with the trajectory z*(2), ¢ € [t,T], gen-
erated upon substituting u*(t) into the state equation (13). The state tra-
jectory z(t) may be discontinuous due to discontinuity of the integral with
discontinuous function w(t) in the right-hand side of (24). This model of sys-
tem states enables one to consider sharp changes (jumps) in system position,
as well as its gradual continuous movement.

3.2 Dual filtering problem solution

Using the same technique as in Section 2, the suggested solution to the op-
timal discontinuous control problem for integral stochastic systems is based
again on applying the duality principle to the optimal discontinuous filtering
problem solution obtained in [5]. In this case, the filtering problem over dis-
continuous observations, dual to the optimal discontinuous control problem
(13), (14), is formulated for the unobserved state

z(t) = z(to} + /t t(aoT(i, s) —a” (&, 8)2(s))ds + /¢ t QY3 (s)dWs(s)  (15)

and the discontinuous observation process

t 1
v = | @t s)te))an(e) + / RV (s)dWe(vfs)), (16)

where Ws(s) and W, (s) are independent Wiener processes which are in turn
independent of an initial Gaussian vector z(fg). The filtering objective is the
same as in Subsection 2.3.

As a result, the following filtering equations for the optimal estimate m(t),
its correlation function P(t), and the cross-correlation function f(¢,s) (all
notation is the same in Subsection 2.3) have been obtained in (5}, applying the
filtering procedure [20] for deriving the filtering equations over discontinuous
observations from the known filtering equations over continuous ones to the
equations (8)—(10):

m(t) = m(ty) + / 2(ao’f(t, s) —aT (i, s)m(s))ds+ (17)

iy



306 M.V. Basin and M.A. A. Garcia

/ 762, 5h(t,5)(B(s)) ™ [dy(s) BT (2, sya(s)dn( )],
P() = Plia)+ [ :[—a"(t,s)ff(t. 9 fit,)alt,9) + QeNds—  (18)
/ (8, (e, ) (RIS W 2, 17 (2, 8)du(s),
Fle.s) = Peo)+ [ -aT(a,r) Tt = flarriater) + Q= (19

[ )b, PR (s, 1) FT (s, )+

F(s, )bt r)(R() F07 (2, ) T (2, 7)—
(1/2) f(&, )b, P)(R(r)) 20T (8,7) f T (5,7)—
(1/2)f (s, r)b(s. 1) (R(r)) T BT (&, 1) 7 (&, 7)]du(r),

where m(to) = E(z(to) | F{) = 2o and P(tg) = E((2(to) — m{to){z(te) -
m(to)) T | Ft{) are the initial conditions. The functions m(¢} and P(¢) have
jumps at the discontinuity points of the function »(¢), and the function f(¢,s)
is continuous in ¢ and has jumps in the second time argument s at the same
discontinuity points of v(t).

3.3 Optimal control problem solution

Based on the duality of the filtering and control gain matrices, we conclude
that the optimal control law is gtven by the same expression

w(t, 8) = RN, )7 (1 s)als), (20)

and f(t,s) is the solution of the integral Riccati equation

f(t,8) = P(te) + [s[—aT(s,r)fT(t,r) - f(s,r)a(t,r) + Q(r)ldr—  (21)

(b5, PR BT (5,7 £ T (s, 1)+

F(5, )bt HRE) 6 (4, 7) ST (2, 7) -
(1/2) (&, )bt ) (R(r)) 6T (5,7) fT (s,7)—
(1/2) F(s,r)b(s. (RN 67 (8. 1) FT (8, 7))o (),
with the terminal condition f(T,T) = P(T) = ¥~
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Upon substituting the optimal control (20) into the state equation (1),
the optimally controlled state equation is obtained ’

z2(t) = (o) + ftt(ao(t, s) +a(t, s)x(s)+ (22)

b(t, )R ()67 (2, 5) F T (2, $)2(s))dw(3) + / g(s)aWi(s).

The obtained equations (21)-(22) are integral equations with integration
w.r.t. a discontinuous measure generated by a bounded variation function
v(t), which do not tell us how to compute jumps of the optimally controlled
state z(¢) and the gain-forming matrix f(¢,s) at the discontinuity points of
the function v(t) corresponding to discontinuities in the state z(t). Neverthe-
less, in accordance with Theorem 3 in [5], the jumps can be computed solving
the following system of differential equations, where z(t—) and f(¢,s—) are
values from the left of the system state z(t) and its cross-correlation f(i,s)
at their discontinuity points £ and (¢, s), respectively:

i—z = b(t, )Rt (¢, £) {1, v)z(v),
z(0) = z=(t—), wv € [0,Au(t)],
df{t,v)
dv

= —[f(t, v)b(s, SHR(s)) 6T (5, 8) F T (s, v)+

S (s, 0)b(t, s)(R(s)) T b (¢, 5) F T (2, 0)~
(1/2) £(¢, 0)b(t, s)(R(s)) """ (5,8) f T (s,0)—
(L/2)/ (s, 0)b(s, ){R(s)) 67 (1, )T (8, 0)],
F@,0) = f(t,s=), weE0,Au(s).
Subsequent solution yields the following jump expressions

Az(t) = b(t, )R- BT (L, 1) f (¢, t—)Av(t),

Af(t,s) = —[f(t,s=)[I + (b(s,8)(R(s)) 20T (5,8) FT (5, 5-)+
bz, s)(R(s)) 2% (t,8) fT{t, s—)—
(1/2)b(s, 8)(R(s)) 6" (t,8) fF (t,5—)—
(1/2)b(t, s)(R(s)) 67 (5,5)f(3,8=))Au(s)} ™ x
b(s, s)(R(s)) 167 (s,5) T (s,5-)+
fls,s=)I + (b(s, s)(R(s)) """ (5, ) fT (s, 5=)+
bit, )(R(s)) 1T (¢, 8) [T (2, s—)—
(1/2)b(s, s)(R(s)) " 07 (t, 8}/ (t, 5-)~
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(1/2)b(t, s)(R(s))"*b" (s, 5) f¥ (5, 5—))Av(s)]~ x
b(t,s)(R(s)) ™67 (t, ) F T (8, 5~)-
(1/2)F (5, s + (b(s, 5)(R(8)) 267 (3,5) f T (s, s— )+
bt, 8)(R(s))~ b (¢, 8) 7 (¢, 6-)—
(1/2)b(s, s)(R(s))"*b7 (t, ) f7 (8, 5—)—
{1/2)b(t, s)(R(s))*b7(s,5) fT(5,5—))Au(s)] x
b5, ) (R(s)) 7 (e, )£ (2, 5-)—
(1/2)£(t, =) + (b(s, s)(R(s)) 167 (s, 8) f " (s, 5-)+
b(t,s)(R(s))~267 (¢, ) T (2,5~} ~
(1/2)b(s,8)(R(s)) 267 (¢, ) fT (¢, 5—}—
(1/2)b(t, s)(R(s)) 167 (3,5) fT (5, 5-))Du(s) 7 x
b(t, s)(R(s)) 167 (s, )T (5, s—)}Av(s),

where [ is the n x n-dimensional identity matrix.

Following [5], the obtained jump expressions can be incorporated into
the regulator equations (21)}-(22), using the form of the equivalent equations

with a measure
2

z(t) = z(to) +j; (ao(t,s) +alt,s)z(s)+

b(t, s)R ™ (s)b” (t, 8)F 7 (¢, 5-)a(s))dv(s) + /tg(él)dwl (8)-

f.9) = /:[‘aT(S, r)f(t,r) = f(s,)alt,r) + Q(r)ldr—

L (8, r =) + (b5, 7Y (RE) 87 5, 7) £ T (s, 7 )+

b(t, r)(R(r)) 76T (&, 1) fT (8,7 =)~
(1/2)b(s, r)(R(r)) 0T (2, 7) T (8,7 —) -
(1/2)b(t, r}R(r)) 67 (5,7) f (8,7 =) Av{r)}
b(s,r)(R(r)) 267 (s,r)f T (s,7—)+
Fls, =) + (b(s, r)(R(r)) 07 (5,7) £ (5,7 =)+

(e, r)(R(r)) 0T (£, )T (8 r ) -
(1/2)b(s, )R 6T (G, 7) £7 (1,7 )~
(1/2)b(t, r)(R(r)) 76 (s, 1) 7 (3,7 =) Av(r)])

(23)

(24)
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bit, r)(R(r)) 07 (¢, ) fT (8 r~)—
(1/2)f(s,7=)T + (bls, ") (R() 67 (5. 7) T (s, 7 )+
b(t, T)(R(r)) 6T (¢, 1) T (20— )
(1/2)b(s, T HR()) b7 (t, ) T (¢.7—)-
(1/2)b(t, 7) (R(r)) 76T (s,7) fT (5, 7=)) B(r)] ™
b(s, PHR() 6T (2, r) T (¢, 7 )~
(1/2)f{t.r=)T + (b5, r)(R(r)) 7 8T (5, 7)F T (5,7~} +
b(t, rY(R(r)) 1T (¢t )T (8 r-) -
(1/2)b(s, H(R() 67 (¢, 1) ST (t,r—)—
(1/2)b(¢, r) (R(r)) 07 (5,7} f T (s, 7= ) Av(r)] ™ x
b(t, ) (R(r))" 67 (s, 7)f T (s,7=))dv(r),

with the terminal condition f(T,T) = P(T") = ¥, Here Av(t) is the jump
of the bounded variation function v(t) at its discontinuity point ¢, and 2(i—)
and f(f,s—) are values from the left of the system state z(¢) and the gain-
forming matrix f(¢. s) at their discontinuity points £ and (¢, s). respectively.

3.4 Optimal control for dynamic plant

As shown in this section, the huge equations of Subsection 3.3 can be signif-
icantly simplified in the case of a dynamic system, if the state equation (13)
has an internal differential part, i.e., is given by

¢
(1) = z(to) +/ {ao(s) + a(s)z(s}ds+ (25)

to

t t
fb(t,s)u(t,s))dv(s)+f g(s)dWh (s),

ta )

and the quadratic cost function J is the same as in (14). Then, the dual
filtering problem should be formulated for the unobserved state

20 =) + [ (@F6) = T @eleNds + [ Q@PaWe) 1)
113 0
and the discontinuous observation process
th= [ @7 e + [ RO, (9
0
As was proved in [6], in the case of a dynamic equation (27), it is possible

to obtain a closed system of the optimal filtering equations with respect to
only two variables. the optimal estimate m(t) and its variance P(t), without
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introducing the cross-correlation f(t,s). Those filtering equations take the
form [6}

m(t) = mto) + [ (@F(6) - ¥ (hm(s))ds (29)

t P(s)b(t, 5)(R(5)) " dy(s) — BT (¢, §)m{s)du(s)]

tg

P(t) = P(to) + /tt[—aT(s)P(s) — P(s)a(s) + Q(s))ds— . (30)

¢
| PO s R 5)P(s)do(s),
to
where m{to) = E(z(ta) | FY) = zo and P(te) = E((z{to) — m{to)(2(to) —
m(t))T | FY) = U are the initial conditions.
Based again on the duality of the filtering and control gain matrices, we
conclude that the optimal control law is given by the expression

w*(t,s) = R (s)b7 (8, 5) P(s)x(s), (31)

and P(s) is the solution of the integral Riccati equation

¢
P(t) = Plto) + [ [—aT()P(s) = P(s)ale) + Q()ds—  (32)

[ P RO )P (s,
to

with the terminal condition P(T) = ¥~1.
Upon substituting the optimal control {31) into the state equation (25),
the optimally controlled state equation is obtained

¢
£(t) = z(to) + ] (aols) + a(s)z(s)+ (33)

t

b(t,s}R“(s)bT(t,3)P(s):t:(3))dv(s)+[ g(s)dWi (s).
to

Corresp'ondingly, the jumps of the optimally controlled state z(¢) and the
gain-forming matrix P(t) at the discontinuity points of »(t) take the more
simplified form

Az('t) = b(t, )R~ (£)b7 (¢, t) P(t—)Awv(t), |

AP() = —[P(e-)T + (b, )(R(£)) T (2, 8) P(t—) Au ()~ x
b(E. ) (R()) 267 (4, 8) P(1)] Aw(t),
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which can be incorporated into the following equations with a measure

) = 2(t0) + [ (ao(s) + a(s)als)+ (34)

o

4
b(t, )R~ (s)b7 (¢, 5)P(s—)a(s))dvfs) + ] o(s)dWi (s).

£
P() = f [~aT(s)P(s) - P(s)a(s) + Q(s)}ds— (35)

o

/ t{P(é’-)[I + (b(t, ) (R(s)) 67 (2, s} P(s—) Av(s)) ! x
to
b(t, s)(R(s)) 167 (1, s)P(s—)idu(s),

with the terminal condition P(T) = ¥~1.

4 Movement of Missile with Impulsive and Jet
Motors

Let us consider the optimal control problem for movement of a missile with
two motors, impulsive and jet (continuous), whose task is to reach the max-
imal possible altitude at a certain time moment T > 0 with the minimal
possible fuel consumption. The missile movement is considered governed by
the following equations (cf. [7])

h() =ho + /:v(s)ds,

3 A
P,,(s)
b ClLe)”

o(t) = j: Mlv_)dw(s) - j: gds + ]; r{s)dW (s),

mi{s)

m{t) = mp +

where o = 0, v(t) is the missile velocity, vp = v(0) = 0;

hg = h(0) > 0 is the initial adjusted altitude corresponding the missile
position on the earth surface, h(t) is the current adjusted altitude;

m(s) is the missile and fuel mass, mg >> 0;

P,(t) is the propulsion force;

C(t,s) < 0 is the difference factor of the ideal velocities of the missile
at time ¢ and the outflowed fuel at time s, which is varying with change of
altitude and, consequently, temperature, pressure, gravity acceleration, etc.;

¢ is the gravity acceleration;
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r(s)dW(s) is the stochastic disturbance represented by a Wiener process
and arising due to the resulting effect of unknown equally distributed and
independent disturbances affecting velocity dynamics; and

w(s) is a bounded variation function which represents functioning of two
missile motors, impulsive and jet (continuous): the jet motor expels fuel
gradually and the impuisive one does this instantaneously at a certain time
moment ¢, 0 < ¢; < 7. Thus, the motors functioning is described using
decomposition of w(t) into its continuous component w°(t) (continuous jet)
and the Heaviside function x(t —t;) with jump at the moment ¢; (impulsive
motor), i.e., w(t) = we(t) + x{t — ;).

It is assumed that the atmosphere resistance force is absent: @(&,v) = 0.

Upon selecting the mass outflow function u{s) = -’}g—{ = Z In (m(s))]
as control, the optimal control problem is completely stated for the system
state z(t) = [h(2), v(¢)] governed by the equation

z(t) =z + /02 Ax(s)ds +/(; B(t, s)u(s)dw(s) +/; Gds + /: R(s)dW (s),

where

z(t) = { ﬁg} ] VA= [ 8 (])],B(t,s)z [ g(t,s) }
d
d

o=| 2, |- m0 =ty |0-23 -5

zo = [ha, 0], and the cost function to be minimized

Jzé [:(T)— [ = ]]T¢[z(1‘)* [ * ”

1
+1/ v%(s)dw(s) — min,
2 Jg u(-)

where

Y= (1) g s R >> hg,and T > 0 is a certain time moment.

In accordance with (31), the optimal control is given by

5 _ h(s)

uw(t,s)=[0 C(t,s) ] P(s) [ w(s) } :
Note that the initial adjusted altitude hg > 0 i3 determined from the condi-
tions v(0) = 0 and #(0) = 0 (there is equilibrium of the missile on the earth
surface at the initial time moment), which, upon substituting the optimal
control u*(¢,s) into the velocity equation, yield 0 = C(to, fo)u* (to, to) — g =
C(0,0)u™(0,0) — g. Thus, the initial adjusted altitude hq > 0 is determined
from the equation

g=C@0,00[ 0 €(0,0) ]P(o)[ :;0 ]
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In accordance with (34)-(35), the equations for an optimal trajectory z(t)
and the matrix P{t) take the forms

P(¢) = P(0) — fo ‘[ 7 ]P(s)ds

<[ oo ofe-[res 1]

+[C(t )}[o Cle.s) ) Pls=)Aw(s)}

X [ g(t,s) ] [0 C(t,s) ] P(s—)dw(s),

with the terminal condition P(T") = ¢, and

:r(t)=2:g+/at{[g é]z(s)+G}ds+/nt[ OC(L_S) J
< (0 Cts) ] Pls-)a(s)duls) + / [ -y ]dW(s).

with the initial condition z(0) = [ go ], and their jumps at the point ¢,

where the impulsive motor is applied, are equal to

AP(ty) = P(h—){[; (1) ] * [ g'(tl,tl) ]
X [ 0 C(tl,t]_) ]P(tl_)Aw(tl)}_l

X [ g'(fx,tl) ] [0 C.t) JP-)Aw(ty),

Ba(t1) = | Gy | [0 €01 ] PCti-ates) o).

Thus, the complete algorithm for solving this optimal control problem is
described as follows:

- the equation for the matrix P(¢) with the terminal condition P(T) = ¢
and the jump AP(t;) at the point ¢; is solved;

- the initial condition P(0) is thus determined;

- the initial adjusted altitude ho is calculated;

- substituting u*(¢,s) into the state equations and solving them with
initial conditions h(0) = hg and v(0) = O yields the optimal trajectories
[A(t), v(t)] = z(t), where the velocity v(¢) has a jump at the point #;, arid the
adjusted altitude h(t) is continuous;

- the desirable maximal altitude is determined as h(T') —
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Abstract. This paper presents solution of the optimal linear-quadratic controller problem
for unobservable 1to-Volterra systems with continuous/discortinuous states over continuo-
us/discontinuous observations. As a result, the system of the optimal contreller equations
is obtained, including a linear integral equation for the optimally controlled estimate and
two integral Riccali equations for its cross-cocrelation function and a coustituent of the
optimal regulator gain matrix. Those equations are then simplified in the case of a dvnamic
plant (the internal part of a state equation) governed by a differential equation.
Keywords. Ito-Volterra system, optimal controller, filtering.

AMS (MOS) subject classification: 49122, 93E20.

1 Introduction

This paper presents solution to the optimal linear-quadratic controller prob-
lem for unobservable fto-Volterra systems with continuous/discontinuous
states over continuous/discontinuous observations. Due to the separation
principle for integral systems, which is stated analogously te that for dy-
namic differential ones [5], the initial continuous problem is split into the
optimal minmax filtering; problem for Ito-Volterra systems over continuous
observations (see [1]) and the optimal linear-quadratic control {regulator)
problem for observable Ito-Volterra systems with continuous states (see [2]).
{Both papers [1, 2| contain the bibliography related to control and filtering
problems for Ito-Volterra processes.) Based on the results obtained in [1, 2],
the system of the optimal controller equations is first derived in the general
case of Ito-Volterra state and observation equations, including a linear inte-
gral equation for the optimally controlled estimate and two integral Riccati
equations for the estimate cross-correlation function and a constituent of the
optimal regulator gain matrix. Those equations are then simplified in the
case of a dynamic plant (the internal part of a state equation) governed by a
differential equation, where the estimate cross-correlation function coincides
with its variance (sec [1]). In this situation, the estimate variance and the
gain matrix constituent satisfying the Riccati equations depend on only oue
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time variable, simifarly to the variance in the filtering problem for a dynamic
process over Ito-Volterra sbservations ([1]).

The optimal controller equations for Ito-Volterra systems with discontiu-
uous states over discontinuous observations are obtained using the filtering
procedure {6, 1] for deriving the filtering equations over discontinuous obser-
vations proceeding from the known filtering equations over continuous ones,
which have already been obtained in the paper, and the dual results in the
optimal control problem for Ito-Volterra systems (2. In view of discontinuity
of states and observations, the obtained optimal control law is discontinuous,
and the optimal controller equations allow discontinuous solutions. Never-
theless, the obtained results enable one to compute jumps of the opfimal
filtering and control parameters (the optimally controlled state. the ecross-
correlation or variance, the gain matrix constitnent, and the optimal contrsl
function) that can appear in points of discontinuity of states or observations.

Design of the optimal controller for Ito-Volterra state and observation
equations and its simplification in the case of a dynamic plant (the internai
part of a system) can serve as a background for subsequent design of the
optimal controller for systems with delayed states and observations. The
first obtained results (see {1]) have been based on the fact that a differential
equation including even multiple time-varying delays presents a particular
case of an integral (Ito)-Volterra equation. Further possible applications to
controlling industrial processes, whose state and observation equations are
subject to delays, are expected.

The paper iz organized as follows. In Section 2, the optimal controller
problem is stated and solved for unobservable continuous Ito-Volterra sys-
tems, using the separation principle for integral systems. Section 3 general-
izes those results to discontinuous unobservable Ito-Volterra svstems. The
optimal controller equations are first obtained for Tto-Volterra state and ob-
servation equations and then simplified in the case of a dynamic plant (the
internal part of a state equation).

2 Optimal Controller for Unobservable Con-
tinuous Ito-Volterra Systems

2.1 Problem statement

Let (£2, F, P) be a complete probability space with an increasing right-contin~
uous family of o-algebras Fy, ¢t > 0, and let (Ws(t), Fy,t > 0) and (Wa(¢), Fi.
t > 0) be Fi-adapted Wiener processes. Let us consider the unobservable
Fy-measurable random process () governed by the Ito-Valterra equation

“t

-t t

z(t) = z(to) + } (ao(t,s) + olt, s)z(s) + b(t, s)ult, 8))ds + ] g(t. s)dWy(s)
Lo o

(1)
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and the output (observation) process

t ‘-
ylt) = /(; (Ag(t,s) + A(t.s)z(s))ds +f0 B(t. s)dWs(s). (2)

Here, z(t) € R" is the unobservable state vector. u(t.s) € R¥ is the control
variable, y(1) € R™ is the observation process. and the independent Wiener
processes I17 (¢} and TWa(t) represent random disturbances in state and obser-
vation equations. which are in turn independent of an initial Gaussian vector
z(tg). Let A(t.s) be a nonzero matrix and B(t, s)BT (¢, s) be a positive def-
inite matrix, In addition, the quadratic cost function J 1o be minimized is
defined as follows

T = Elg (T) ~ 20]" ® [2(7) - = 3

i L7
+3 j u” (t,8) K (s)u(t, s)ds + 5 / 2T {s)L{s)a(s)ds],
Lo in

where zp is a given vector, @, X, L are positive (nonnegative) definite sym-
metric matrices. T > g is a certain time moment, the symbol E[f(z)] means
the expectation (mean) of a function f of a random variable z, and o7 de-
notes transpose to a vector (matrix) a.

The optimal control problem is to find the control »”(¢). t € [tp.T). that
minimizes the criterion J along with the trajectory z*(t). t € [to. T, gener-
ated upon substituting «*(f) into the state eguation (1)

2.2 Separation principle in integral systems

As well as in linear stochastic systems governed by differential equations,
the separation principle remains valid in linear integral stochastic systems
governed by [to-Volterra equations. Indeed, let us replace the unobservable
system state z(t) by its optimal estimate m(t) given by the equation (see (1]
for statement and derivation)

m(t) = m(tg) +/t(ag(t, s) + a(t, s)m(s) + b(t, s)u(é. s))ds+ (4)
¢}

/ ’ F(,s)AT(t, s)(B(t,5)BT (t,5)) " [dy(s) — (Ao(t, s) + Alt. s)m(s))ds],
0

with the initial condition m(te) = E(z(tp) | FY). Here, m(t) is the best
estimate for the Ito-Volterra process z(t) at time ¢ based on the observa-
tion process Y (i) = {y(s).fo < 8 < t}, that is the conditional expectation
m(t) = E(z(t) | F¥). As shown in [1] and the previous papers 4, 7],
it is impossible to obtain a clofed system of filtering equations only for
the optimal estimate m(#) and its correlation function (variance) S{¢) =
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E((x(t) — m@)(xlt) — mENT | F)'), due to the Volterra nature of the equa-
tious () and (6). Designing a closed filter requires introducing the additional
cross-correlation function f(t,s) characterizing a deviation of the Lest esti-
mate m(¢) from the real state z(t):

F(t.8) = E((a} —mi)(x(s) — m(s))T | FL). (5)

where

zt = /s(ag(t, )+ alt, ryz(r) + b3, s)ult, 8))dr + [s glt. r)dl ;i (r),
t

ta

F}, is the o-algebra generated by the stochastic process 3!
s 5
v :/ (Aalt,s) + Alt. s)x(s))der/ B(t,s)dW5(s)
to to

and m! = E(z! | F).
The equation for f(¢,s) takes the form (see (1] for derivation)

£(t.5) = f(to. to) + / el )+ ey (6

ta

(1/2)(g(t,)g" (s,7) + gls,r)g” (t.7))ldr—
j s[ f(t.7)AT (s,7)(B(s,7)BT(5,7)) " Als,7) fT (5. 7)+
Q

Sl r)AT(, r)(B(t.r) BT (t,r)) T At ) f T (t 1) —
(V2 f(t.r)AT (&, 7)(B(t, 1) BT (5,7)) " Als.r) 7 (5.7)—
(1/2) f(s,7)AT (s,7)(B(s,7) BT (t, 7)) Y A(t, ) fT (t,7)]dr,

with the initial condition f(tg, to) = E((z(te) — m(to)(x(to) — m{to))T | Ex).
Note that since S(t) = f(t,t), the variance equation for S(¢) directly follows
from (6):

S(t) = S(to) + /t[a(t,s)f‘r(t, 8) + f(t,8)aT(2,8)+

gt )gT(t, s)]ds — ] ' Fit,5) AT (0, )(Bt, )BT (8, )y Alt, 5) £ (1, ),
0

where S(tg) = f(fo.tp)- It is readily verified that the optimal control problem
for the system state (1} and cost function (3) is equivalent to the optimal
control problem for the optimal minmax estimate (4) and the cost function
J represented as

J= E{% [m(T) - zolT O [m(T) — 2]
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r P
+%/‘u ‘uT(l‘.s)I\'(.s)u(f.s)a’s+é i m7 (s)L(s)m(s)ds
e
+§/, tr{S(s)L(s)|ds + tr[S(T) @]}, ki,

where tr|A] denotes trace of a matrix A. Stuce the latter part of J is inde-
pendent of control u(t) or state 2(¢), the reduced effective cost function M
to be mininized takes the form

M= E{% [n(T) — ZO]T & [m(T) — zo]

1

o T
3 /t RS sulp.2)ds +3 /, mT(s)L(sym(s)ds).  (8)

Thus, the solution for the optimal control problem specified by (1),(3) can
be found solving the optimal control problem given by (4).(®). However,
the minimal value of the criterion J should be determined using (7). This
conclusion presents the separation principle in integral Ito-Volterra systems.

2.3 Optimal control problem solution

Based on the solution of the optimal control problem obtained in [2] in the
case of an observable system state, the following results are valid for the op-
timal control problem (4).(8), where the system state (the minmax estimate
m(t)) is completely available and, therefore, observable.

The optimal control law is given by

u*(t.8) = K (s)b7 (¢, 8)q7 (L, 8)m(s), (9)
where q(t, s) is the solution of the integral Riccati equation

g(t. s) = gqlto, to) + / s[-GT(S, r)g” (t,r) — a(s,r)alt,r) + L{r)ldr—  (10)

ta

Lot rYb(s, 1)K r)) =187 (5,7 (5,7

t
(s, )b(E. 7Y (K (r)) 10T (2, 7)qT (¢, 7)—
(1/2)q(t, 7}o(t, 7K () 7267 (s,7)q" (s,7)-
(1/2)q(s, 7)b(s, 7 WK (r)) 7167 (8, 7)g" (£, 7)]dr,
with the terminal condition ¢(T,T) = ®.
Upon substituting the optimal control (9) into the equation (4) for the

reconstructed system state m(t), the following optimally controlled state es-
. timate equation is obtained

t
m(t) = mito) + { Alt.s)ym(s)ds + / b(t, s)K 1 (s)bT (£, s)q(t, s)m(s)ds
b Ly
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ot
+/ F(t.8)AT (1, 8)(B(2, 5)BT (¢, 8)) " [dy(s) — (Ao(t.s) + Ait. )m(s))ds].
’ (1)
Thus, the optinally controlled state estimate equation (11). the gain ma-
trix constituent equation (10). the optimal control law (9). and the cross-
correlation eguation (6) give the complete solution to the opthimal controller
problem for unobservable states of continuous integral systems governed by
Ito-Volterra equations,

3 Optimal Controller for Unobservable Dis-
continuous Ito-Volterra Systems

3.1 Problem statement

Let (2, F. P) be a complete probability space with an increasing right-contin-
uous family of o-algebras Fi.¢ > 0, and let (W, (¢). Fi, ¢ > 0) and (11(8), £},
t > 0) be Fy-adapted Wiener processes. Let us consider the unobservable
Fi-measurable random process z{t) governed by the Ito-Volterra equation

2(0) = (1) + [ (aalt,) + alt,)a(s)ds+

to

t

/L( ‘e, shult, s)do(s) + f

\ L)

g(t,)dW (s) (12)

and the output {observation) process

¢ ¢
y(t) = /; {(Ag(t,s) +A(t,s)m(s))dw(s)+/ﬁ B(t, s)dWa(w(s}), (13)

where both state and observation equations are integral equations of the
Volterra type with integration w.r.t. discontinuous measures, and the rest of
the notation is the same as in Subsection 2.1.

The discontinuous measures in the state and observation eqguations are
generated by scalar bounded variation functions v(t) and tw(t), which can of
course coincide or have discontinuities (jumps) at the same points. Therefore,
the observation function y(t} may be discontinuous due to discontinuity of
the integral with discontinuous measure dw(t) in the right-hand side of (13).
This model of observations enables one to consider continuous and discrete
observations in the common forim: continvous observations correspond to
the continuous component of a bounded variation function w(?), and discrete
observations correspound to its function of jumps.

The quadratic cost function J to be minimized is defined as follows

J= E[% 2(T) — 207 & [2(T) — 2) (14)
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T T

+% / o7 (4, ) K (s)ut, 5)dv(s) -+ % / L) E(9)rts)dsl,
tn in

where z; is a given vector, @, K. L are positive (nonnegative) definite Sym-

metric matrices, T > fg is a certain time moment.

The optimal control problem for the unobservable system state x(f) is
to find the contral u*(#), t € [to,T], that minimizes the criterion J along
with the trajectory z*(t), ¢ € [tg, 7], generated upon substituting u*(t) into
the state equation (12). The state trajectory z(2) mnay also be discontinuous
due to discontinuity of the integral with discontinuous function v(¢} in the
right-hand side of (12). This model of system states enables one to consider
sharp changes (jumps) in system position, as well as its gradual continuous
movement. Modeling discontinuous unobservable system states of an Ito-
Volterra system along with discontinuous observations of the Volterra type
enables one to consider linear continuous, discrete, and deiaved systems in
the common form given by (12),(13). as it was done in [1}.

3.2 Separation principle in discontinuous integral sys-
tems

The separation principle for discontinuous system states (12) and discontin-
uous observations (13) is based on the separation principle for continuous
states and observations (5),(6). Actually, the correspouding filtering proce-
dure was suggested [6] to obtain filtering equations over discontinuous obser-
vations proceeding from the known filtering equations over continuous ones.
In the examined case. the following actions substantiated in [6] should be
performed:

- assumning functions v{t) and w(t) by state and observation equations (12)
and (13) to be absolutely continuous, write out the separation principle for
continuous systems, obtained in Subsection 2.2, which yields the modified
optimal control problem given by the state equation (4), effective criterion
(8), cross-correlation function equation (6), and optimal value eriterion (7);

- in thus obtained optimal control problem, assume the functions v(¢) and
w(t) to be arbitrary bounded variation ones again, keeping in mind that their
derivative 9(t) and w(f) can be generalized functions of zero singularity or-
der (for example, §-functions), generating integration with the discontinuous
measures du(t) and dw(t).

As a result, the nnobservable system state z{t) of the system (12) is
replaced by its optitmal minmax estimate Z(f) given by the equation (see [1]
for statement and derivation)

m(t) = m(fa) + /Ot(a.g(t, s) + a(t, s)m(s))ds + folb(t. s)u(t,.s)]dv(s)+ (15}

[ z Fit.s}AT (1, 5)(B(L, s)B” (1. 8)) Mdy(s) ~ (Ao(t. 8) + AL, s)m(s))dw(s)],
40
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with the initial condition m(¢y) = E(z{to) | FiY ), where the eross-correlation
function f(f. s) satisfies the Riceati equation

flt.s) = /0 s[a(s,r} Tt r) + fis,r)aT(t,r)+ (16)

(1/2){g(t,r)g" (s,7) + g(s,7)g" (t,7)))dr—~
fs[f(t. P AT (s, ) (Bls, )BT (s,7)) "1 Als, r) f T (s, 7)+
0

f(s.r) AT (t,7)(B@t,»)BT (1,r)) Y Alt,») fT (8, r)—
(1/2)f(t,rYAT (8,7 )( Bt )BT (s,7)) T A5, 1) f 7 (s,7)
(1/2)f(s. 1) AT (s,7)(B(s, ) BT (£, 7)) L A{t, ) f T (t. 7)|dwir).

with the initial condition f(to.to) = E{(z(to) ~ m(to){x(te) ~mlte )T | ).

Furthermore. the optimal cantrol problem for the system state (12) and
cost function {14) is equivalent to the optimal control problem for the optimal
estimate (15) and the cost function J represented as

1 T ey .
J = E{§ (m(T) ~ 2] ®[m(T) — z6) + 5 / w (t.8)K (s)u(t.s)du(s)
1|\ B 1 (T
+5 [ m (s)Lisym(s)ds + g / tr[S(s)L(s))ds +tr[S(T)®)}.  (17)
e \] ta

which can be reduced to the effective cost function Af

M = E{Z (D) — ol & m{T) - 2

(7 ] 1 /f
e / ur (t, 8) K(s)ult, s)dv(s) + 5[ m” (s)L{s)m(s)ds). (18)
o ta
Thus. the solution for the optimal control problem specified by (12).(14) can
be found solving the optimal control problem given by (15),(18) and using
(17) for the minimal value of the criterion J.

3.3 Optimal control problem solution for discontinuous
systems

Based on the solution of the optimal control problem obtained in (2| in the

case of an observable discontinuous system state, the following results are

valid for the optimal control problem (15),(18), where the system state (the

optimal ¢stitmate m(t)) is completely available and, therefore, observable.
The optimal control law is given by

u*(t.s) = K™Ys)bT (£, 8)g7 (£, s)mis). (19)
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where g(t, s) is the solution of the integral Riccati equation

q(t.s) = q(tg. 1o} + /3[——aT(s, )T (t,7) — qls,r)aflt.r) + Lir)idr—  (20)

J T bla, )T (5,0 )

g, )L I () B (8, T (8, )
(1/2)a(t, 7)b(t, PYE () "' 6T (s,7)q" (s.7)—
(1/2)g(s, r)}b(s, P)(K () BT (£, 7)q” (£, 7)) du(r).

with the terminal condition ¢(7,T) = @.

Upon substituting the optimal control (19} into the equation (18) for
the reconstructed systemn state m(t), the following optimally concrolled state
estimate equation is obtained

3

m(t) = m(tp) + /’(ag(t,s) + a(t, s)m(s))ds

+f‘ b(t, s)K 2 (s)b7 (. 5)q(t, s)m(s)do(s)
20

1 E
+ [ F(t. VAT (8, s)(B(2, )BT (¢, 5)) " dy(s) —(Aolt, s)+ AL s s))du(s)],

i (21)
with the jnitial condition m{to) = E(z(ts) | FT).

The obtained equations (20)—(21), as well as the equation (16) for the
cross-correlation function f(t. s), are integral equations with integration w.r.t.
discontinuous measures generated by bounded variation functions v(t) and
w(t), which do not tell us how to compute jumps of the controller variables
(the estimate m(t), its cross-correlation function f(t, s), and the gain matrix
constituent g(#, s)) at the discontinuity points of the functions »(t) and w(t},
corresponding to discontinuities in the system states z(t) and the observation
process y(t). Nevertheless, the direct method for computing the jumps was
given by Theorem 3 in [1}, which yields the following jump expressions

Am(t) = f(t, t—)[I + AT(¢, 1) (Bt )BT t,£)) 1AL, 1) Tt t~) Aw(t)] ™ x
AT t)(B(E BT (4,1) 7 [Ay(t) — (Ao(t.t) + At tym(t—)) Aw(t)] +
bt ) K~ (e)bT (@, O + AT (2,1)(B(, 1) BT (¢.1)) 1 A(t, t) x
FR. ) bw(t)] ™ gt - )m(t—) do(t),

Af(ts) = —[f(t,s=){T + (AT (s,8)(B(s,7) BT (5,7)) " Als, 8} T (5,5—)+
AT (. s)(B(t.7)BT (t, 7)) L A(t, s) FT (t.s—)—
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(1/2)A7 (s, 5}(B(s. )BT (¢, 7)) P AL, 8) fT (15—~
(1/2)AT (¢ 8)(B(t,7) BT (5,1)) 7' A(s, 8) f{s,8=)) duw(s)] ' x
AT (s,8)(B(s, r)BT (s,r)) 2 4(s,5) T (s,5-)%
Fls.5=)I + (AT (s,5)(B(5,m) BT (5,7)) ' Als,8) T (5. s~ )+
AT, s)(B(t, )BT (t.7)) T At 5) fT (8 5-)~
(1/2) A7 (s, s\(B(s- )BT (£, 7)) T Alt, 8) fT (1.5~
(1/2)AT (t.5)(B(t,r) B (5.7)) 7  A(s,8) fT(5,6—))Dw(s)] I x
AT, s)(B(t, 7) BT (t, 7)) 1AL, ) fT (8, 5—)—
(1/2)f (5. )T + (AT (s, 8)(B(s.7) BT (s,7)) T A(s. ) fT (s, 8-)%
AT s)Blt, r)BT (1, )Y LA ) fT (t,5—) -

(1/2) AT (s,8)(B(s.7)BT(t,r)) " A(t.s) fF (t.s—)—
(1/2)AT(t.s)(B(t,r)BT (5.7)) 7Y A(s, 5) FT (5,5—))Aw(s)] "t x
AT{(s,s)(B(s,7) BT (t.7)) T A(t.5) fT (8,6~} -
(L/2)f (8 5= + (AT (5. 8)(B(s. )BT (s, 7)) 7  Als. s)f T (5, 8- )+
AT(t, s} (B, BT (t, 7)) A, 8) fT (8, s—)—

(1/2) AT (s, 8)(B(s:7) BT (t,7)) LAl 5) [T (1. 5—) -
(1/2)AT (2. 5)(Blt,7)BT (s.7)) 7  Als,8)f " (5,s— D Aw(s)| "' x
AT sH B 1) BT (s,1)) 7 A(s, 8} T (s, 5=)]Aw(s),

where [ is the nx n~dinensional identity matrix, and
Aqlt, s) = —fglt, s—)[I + (b(s, s)(K(s)) " 07 (5. 5)q" (s.5=)+
bt, s)(K (s))~'07 (2, s)a” (¢, 5—)—
(1/2)b(s, s){E (s)) 7107 (¢, )¢ (¢, 5— )
(1/2)b(t, s)(K (5)) 7107 (s, 5)g(s,5—))Au(s)] 7T x
b(s, s)(K(s)) 7107 (s, 5)qT (8, 5—)+
s, s =) + (b(s. s)(K(5)) 16T (s.8)q" (5,5-)+
b(t, s)(K ()~ 167 (¢, 8)qT (¥, s—)—
(/2)b(s:8) (K ()67 (¢, 8)g7 (¢, 5~)—
(/2)b(8 ) (K ()16 (s, 8)a” (5, 5-)) Au(s)] T x
bt, s)(K () 0T (1, 5)g" (1, 5—)~
(1/2)als. s=)[T + (bls, $)(K () 7167 (5, 5)a" (5. =)+
O(t, $)(K ()67 (2. 5)q" (F.5=) =
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{1/2)b(s, s)(K (s)) 107 (¢, s)q" (.5 )~
(1/2)b(t, s)(K (s)) 76" (s, 5)¢” (5,5~ )) Av(s)| 7\
bs, s)(K () 7' (¢, 5)q" (¢, s—)-
(1/2)g(t, s=){I + (b(s. s)(K () 716 (s,5)q" (s.5-)+
bt, s)(K (s))7"67 (¢, 5)qT (£, 5—)—
(1/2)b(s, s)(I ()"0 (t, $)q" (¢, s—)-
(1/2)b(t. ) (s)) 72T (5,5)g7 (5, 5~)) Av(s)] ™! %
bit.s)(I((s)) 26" (s,9)q" (s, s=)]An(s).

Following [1], the obtained jump expressions can be incorporated into the
controller and filtering equations (20), (21), (16) using the equivalent form
of integral equations with integration w.r.t. a discontinuous measure

¢ t
m(t) =ma+ | (ap(t.s) +a(t.s)ym(s))ds+ | b(t.s)u(t.s)ds

ilii to
- /'t b(t. s)K 7 ()07 (¢. 8){T + AT (¢, 8)(B(t.s)BT (1. s)) " A(t, 5)
“ x f(t, s—)Aw(s)} " qlt, s—)m(s—)du(s)
+ [: flt.s=y LT + AT(t,3)(B(t, 5)BT (t.8)) 2A(t. 8)f (t, s—)Aw(s)}—1
x AT(t, s)(B(t, )BT (t.5)) " [dy(s) — Alt, s)m(s—)dw(s)].  (22)
with the initial condition m(te) = E(z(ta) | FE).

Fit,5) = F(ta.to) + [ s £ Fleor)aT(E ) (28)

to
(1/2)(g(t, m)gT (s,7) + gl5.7)g" (¢, 7)) }dr—
/flf(t,r—)u + (A (s, 7)(B(s,7) BT (5,7)) " A(s, 1) f (8,7 —)+

AT (¢, r)(B(t.7)BT () AR ) f(tr—) -
(1/2)AT (s,v)(B(s,7) BT (t.7)) " At r) f(t.7—) -
(1/2) AT (t,7)(B(t, r)B7 (s, 7)) "  Als, ) £ (5, 7)) Aw(r)] ™" %
AT(s,7)(B(s,7)BT(s,7)) "  Als, })fT(s, r—)+
flsr =)+ (_AT(S,r)(B(s,r)BT(s,r))—‘A(s,r)f(s,r—)+=
AT, r) (B r)BT (@, 7)) AL ) Ft e —)—
(1/2)AT (s, 7)(B(s. )BT (&) AL, P F (1. r—)—



96 MLV. Basin and M.A. Alcorta Garcia

(172)AT () (B(t,7)BT (s,7)) L Als, 7} f(s.v=))Aur) ~tx
AT, ) (B(t, )BT (¢, 7)) L Alt,r) fT (1 r—)—
(1/2)7 (8. 7)1 + (AT (s.7)(B (8,7} BT (5,7)) 1 A(s,7) fls. r=)+
AT (¢, 7)(B(t, r)BT(t.7)) " Alt, r) (¢, 7—)—

(1 /2)AT (5,7)(B(s,7)BT (t, 7))~  A(t. ) f(t,r—)—
(1/2)AT (4 7) (B, 7)BT (s,1)) "  Als, r) f{s, r=))Aw(r)) ™ x
AT(s,7)(B(s, )BT (t, 7)) T Alt, ") fT (t,r—)—
(1/2)f(t. 7T + (AT (5,7)(B(s,7)BT (5,7)) P Als, 7) f (5. 7 =)+
AT (6. r) (B, )BT (8, 1) T AR ) =) -

(1/2)A7 (s,7)(B(s.7)BT (t,7)) T A(t.r)f (t.7 =)~
(1/2)AT (1, 7)(B(t, )BT (s,7)) " Als,7) f(s.7=)) Aw(r)] ' x
AT, r)(Blt, r) BT (8,7)) L Als, ) T (5, 7=)dw(r).

with the initial condition f(to.te) = E{((z(to} —m(te)(z(te) —m(ta))T | FY),
the function f(t,s) is continnous in £, and

q(t,5) = g(to.to) + ] s[—a-T(S,r)qT(t,T) —g(s,rja(t,r) + L{r)ldr—  (24)

/s[q(t,r-)[f + (b(s,r)(K(r))_le(s,r}qT(s,r—)+

bt 7K () 7T (@ )T (b r—)
(17205, ) (K () TR ()T (87 —) -
(1/2)b(t, ) (K ()~ 6" (s, m)a(s, 7)) Du(r)) " %
b(s, T)(I\’(T‘))—le (s,'r)qT(s, =)+
q(s. = )1 + (b(s, YE ()0 (s,7)g" (5,7—)+
b{t, r) (K ()7 (t, r)q” (t,7—)—
(1/2)b(s, ) (K ()BT (. 7" (b =)~
(L/2)5(t, r) (K (r))y b (s, 7)g" (5,7 =)) Du(r)] " x
bt r) (K ()07 (¢, 7)g" (t,7—)—
(1/2)q(s, 7= ) + (bls, Y (1)) ~107 (5,7)q" (s,7—)+
bt rHE(r)) b7 (8. 7)g (8, r—)—
(1/2)6(s, r)(K('r))_le(t‘ )T (t,r—)—
(1/2)b(t.r)(K (1) 6T (s.7)q" (s, 7)) Av(r)]
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© b(s, ) (K ()T (¢, )T (t )~
(1/2)g(t,v=)[T + (b(s, YK (1)) b7 (s.7)qT (5. r—)+
bit, P} K (r) 6T (8, r)eT (2, r—)—
(1/2)b(s, P)(E ()" (2. 7)q” (t.7—)—
(1/2)b(t, YK (r)) 167 (5,7)qT (5.7 =)} Av(r)] ™ x
b(t, r)(K ()07 (s.7)q" (s, 7)) Av(r).

with the terminal condition ¢(T,T) = ®. the function g(¥.s) is continuous
in t. Here Aw(t), Av(t), and Ay(#) are the jumps of the bounded variation
functions w(t), v(¢), and the observation process y(t) at a point ¢, respec-
tively, and m(i—), f(¢,s—). and g{t, s—) ave the values of the discontinuous
controller and filtering parameters (the estimate m{t), its cross-correlation
function f(£, s), and the gain matrix constituent g(t,s)) at points ¢ and (£, s)
from the left.

The optimally controlled state estimate equation (22). the gain matrix
constituent equation (24), the cross-correlation equation (23), and the op-
timal controt law (19) give the complete solution to the optimal controller
problem for unobservable states of discontinuous integral systems governed
by Ite-Volterra equations, including analytic expressions for jumps of the con-
troller and filtering variables at the discontinuity points of the real system
state x{t) and the observation process y(t).

3.4 Optimal controller for dynamic plant

As shown in this section, the equations of Subsection 3.3 can be significantly
simplified in the case of a dynamic system, if the state equation (12) has an
internal differential part. i.e.. is given by

z(t) = z(to) + /; (ao(s) + a(s)x(s))ds+ (25)

¢ t
[ desputesits) + [ ate.s)ava).
to Lo
and the observation process y(t) {13) and the quadratic cost function J (14)
are the same.

As was proved in [1], in the case of a dynamic plant equation (25), it
is possible to obtain a closed system of the optimal filtering equations with
respect to only two variables, the optimal estimate m(t) and its variance S(£),
without, introducing the cross-correlation f(f,s). Those filtering. equations
take the form [1]

13 1
m(t) = m(lp) + /1 (ao(s) + a(s)m(s))ds + /0 U(t, s)ult, 8))du(s)+  (26)
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/' S(s)AT(t,s)(B(t, 5)BT (2,5)) dy(s) — (Aolt, s) + A, sImis))dw(s)),
0

with the initial condition m(te) = E(x(to) | £/ ), where the variance function
8(2) satisfies the Riccati equation (shich is given in the equivalent form and
follows from (23) using S{¢} = f(i.t))

S(t) = S{to) + /j[a(s)S(s) + S(s)aT (s) + g(t. s)g7 (. s)lds— (27)

f‘{S(s—){-l' + AT (t,8)(B(t,s)BT (t,8)) "L A(t, 5)S(s—)Aw(s)} ~*

AT (1, s)(B(t, s) BT (t,5)) " LA(t, 5)S(s=)]duwis).

with the imitial condition S{tg) = f(fo.te) = El(x(te) — m(tg)(z(te) —
m(to))7 | Fti.)'

Furthermore, the optimal control problem for the system state (25} and
cost function (14) is equivalent to the optimal control problem for the opti-
mal estimate (26) and the cost function (17), which can be reduced to the
effective cost function (18). Thus, the solution for the optimal control prob-
lem specified by (25),(14) can be found solving the optimal conerol problem
given by (26),(18) and using (17} for the criterion minimal value.

Based on the results obtained in [2] for the optimal control problem in an
Ito-Volterra system with a dynamic internal part, the optimal control law is
given by

u*(t,5) = K 1 (s)b7 (t, 8) P(s)m(s), (28)

where P(t) is the solution of the integral Riccati equation (which is given in
the equivalent form and follows from (24) using P(t} = ¢(2,1))

P(t) = Pltg) +/: [—aT(s)P(s) — P(s)a(s) + L(s)|ds— (29)

/ ‘1P(5~){1 + AT(t, s)(B(t, s) BT (1, 5)) L AL, s)P(s—=)Aw(s)} 1 x

ta
b(t, s){(K (s)) 167 (t, 8) P(s—~)]duv(s),

with the terminal condition P(T") = ¢(T, T) = &.

Upon substituting the optimal control (27) into the equation (26) for
the reconstructed system state m(¢), the following optimally cointrolled state
estimate equation is obtained (which is given in the equivalent form and
follows from (22) using S(&) = f(¢.t) and P(t) = g(t,1t))

. !
m(t) = mo + /!(ao(s) +a{s)m(s))ds+ | b2, s)ult.s)ds

Lo
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ot
+/ b(t, s} ()T (1. )T + AT (. 8)(B(t, )BT (1.5}~  A(t. s)

ta

xS(s—)Aw(s)} " P(s—)m(s~)dv(s)
Jrft S(s=){I + AT(1,5)(B(t,5)BT(t,8)) "L A(t. $)S(s—)Aw(s)} !

x AT(t, s)(B(t.s)BT (t, s))~ ! [dy(s) — Alt, s)m{s—rde(s)], (30)

with the initial condition m(te) = E(z(to) | F,1 ).

Tlws, in the case of an Ito-Volterra system with a dynamic internal plant.
the optimal controller problem solution is completely given by the optimal
controller equation (30), the variance equation (27), the gain matrix con-
stituent equation (29), and the optimal control law (28). Obviously, the case
of continuous state and observation equations in fto-Volterra system with &
dynaniic internal part (considered in Section 2) is recovered assuming v(t) = ¢
and w(t) =t in (25)-(30).

The jumps of all the optimal controller variables in the discontinuous case
also take the simplified form

Am{t) = 8(t=)[I + AT(+.4)(B(t, )BT (t.2)) " At, ) St —) dw(#)] ™ x

AT (e t)(B(t )BT (¢.1)) 7 [Ay(t) — (Aq(tst) + Alt.)mt—))Aw(t)] +
bt )R~ @) T (e O[T + AT(6 OB, ) BT (6.6)) " A ) x
S(t—)Aw(t)) ! Plt—)m{t—)Au(t),
AS(t) = —[S(t—)[ + (AT (t. ) (Bt )BT (t,£)) L A(t. ) S(t =) Aw(t)] "' x
AT () (B BT (¢ ) AL, 1) S{E)|Au(t).
and

AP{t) = —[P(t—)[I + (b(t, ) (K ()07 (£.) Pt =) Avit)] ' x

bt Y (2)) 7 07 (2, £) P(t—)]| Au(s).

Let us finally note that the results in design of the optimal controllex
for a system with an internal dyvnamic part can readily be applied to solu-
tion of the optimal controller problem of launching a missile with continuous
and unpulsive jet motors and unobservable veloctty to the maximal possible
altitude with the mininal fuel consumption (see [3] for its initial continn-
ous statement), as 1t has been done for the corresponding optimal regulator
problem in [2].
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This paper presents the optimal nonlinear filter for a stochastic system state given by
a polynomial equation of degree 3 or 4 and linear observations confused with white
Gaussian noises. The obtained filtering equations are applied to solution of the state
estimation problem for a nonlinear automotive system. Simulation results are com-
pared for the optimal polynomial filter given in this paper and the linear Kalman-
Bucy filter applied to the linearized system. Using the duality principle, the optimal
regulator is then designed for a polynomial system of degree 3 with lingar confrol in-
put and quadratic cost criterion, applied to the nonlinear automotive system, and
compared to the optimal linear regulator dual fo the Kalman-Bucy filter.

1. Introduction

Although the general optimal solution of the filtering problem for nonlinear state
and observation equations confused with whiie Gaussian noises is given by the
Kushner equation for the conditional density of an unobservable state with respect to
observations (6], there are a very few known examples of nonlinear systems where the
Kushner equation can be reduced to a finite-dimensional closed system of filtering
equations for a certain number of lower conditional moments. The most famous re-
sult, the Kalman-Bucy filter [5], is related to the case of linear state and observation
equations, where only two moments, the estimate itself and its variance, form a closed
system of fiitering equations. However, the optimal nonlinear finite-dimensional filter
can be obtained in some other cases, if, for example, the state vector can take only a
finite number of admissible states [13] or if the observation equation is linear and the
drift term in the state equation satisfies the Riccati equation dffdx + = x” (see [3)).
The complete classification of the “general situation” cases (this means that there are

Tp} one 1 Mescoviapadnoic wmjmpunmn aHdenmudivnariun cucniea u radavv ynpagacitss SICERO 03 Mockeu 29-31 ansaps 2003 »,
Proceed. 1gs of ‘the It Inter jorai conference "System ldentification and Control Froblems™ SICPRO 03 Moseow 29-31 Junuary Z(!(I:
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no special assumptions on the structure of state and observation equations), where the
optimal nonlinear finite-dimensiona!l filter exists, is given in (14].

This paper presents the optimal nonlinear filter for a stochastic system state given
by a polynomial equation of degree 3 or 4 and linear observations confused with
white Gaussian noises. This relatively simple case seems to be important for practical
applications, since a nonlinear state equation can usually be well approximated by a
polynomial of degree 3 or 4 and the observations are frequently direct, that is linear.
Moreover, the filtering problem for a polynomial state equation of lower degree is
significant itself, because many, for example, chemical processes are described by
quadratic equations (see [10]). As shown in the paper, the polynomial filter of lower
degree represents a particular case of the polynomial filter of any superior degree, so
the quadratic filter is a particular case of the polynomial filter of degree 3, 3 of 4, etc.

The obtained optimal filter for a polynomial state equation of degree 3 is applied
to solution of the state estimation problem for a nonlinear automotive system [9]
whose state equation for car orientation angle is nonlinear (contains tangent). Along
with the original state equation, its expansion to Taylor polynomial up to degree 3 is
also considered. For both state equations and linear observations, the optimal filtering
equations for a polynomial state of third degree are written and then compared to the
linear Kalman-Bucy filter applied to the linearized system. Simulations are conducted
for both ornginal and approximate systems and also compared to the linear Kalman-
Bucy filter applied to the linearized system. The simulation results given in the paper
show significant advantage of the optimal polynomial filter in comparison to the
Kalman-Bucy one, especially for the original nonlinear state equation.

Although the optimal control (regulator) problem for linear system states was
solved, as well as the filtering one, in 1960s {7, 4], the optimal control function for
nonlinear systems has to be determined using the general principles of maximum [11)
or dynamic programming [2] which do not provide an explicit form for the optimal
control in most cases. However, taking into account that the optimal control problem
can be solved in the linear case applying the duality principle to the solution of the
optimal filtering problem, this paper exploits the same idea for designing the optimal
control in a polynomial system with linear control input, using the optimal filter for
polynomial system states over linear observations. Based on the obtained polynomial
filter of the third degree, the optimal regulator for a polynomial system of degree 3
with linear control input and quadratic cost criterion is obtained in a closed form, find-
ing the optimal regulator gain matrix as dual transpose to the optimal filter gain one
and constructing the optimal regulator gain equation as dual to the vanance equation
in the optimal filter. The results obtained by virtue of the duality principle could be
rigorously verified through the general equations of [11] or [2] applied to a specific
polynomial case, although the physical duality seems obvious: if the optimal filter ex-
ists in a closed from, the optimal closed-form regulator should also exist, and vice
versa. Finally, the obtained optimal control for a polynomial system of the third de-
gree is applied for regulation of the same automotive system [9], with the objective of
increasing values of the state variables and consuming the mimimum control energy.

The paper is organized as follows. The Kalman-Bucy filter for linear state and
observation equations is reminded in Section 2. Section 3 presents an intermediate
result: the Kushner equation in the case of polynomial state and linear observation
equations. The optimal nonlinear filter for a polynomial state equation of degree 3 and
linear observations is derived in Section 4. This result is generaiized to a polynomial
state equation of degree 4 in Section 5. The optimal control problem for a polynomial
system is stated, the duality principle is briefly reminded, and the optimal control
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problem fdr a polynomial system state of degree 3 is solved in Section 6. In Section 7,
the obtained results are applied to the filtering problem for a nonlinear automotive
system with two state variables, orientation and steering angles, over direct linear ob-
servations confused with white Gaussian noises. Graphic simulation results are also
obtained and compared with those for the linear Kalman-Bucy filter applied to the lin-
earized system. Section 8 presents application of the optimal polynomial regulator to
the same automotive system, with the objective to increase values of the state vari-
ables and consume the minimum control energy. Graphic simulation results are con-
ducted for polynomial control of degree 3 and compared with those for lineal control.

2. Optimal filtering for linear state and observation
equations

For reference purposes, this section briefly describes the Kalman-Bucy filter 5]
for linear state and observation equations. Let an unobservable random process x(t)
satisfy a linear equation

dx(6) = (a0(t) + a(x())dt + bW (1), x(to) = o,
and linear observations are given by:

dy(t) = (Aq(t) + A(t)x(t))dt + B(t)dW(t),
where W, (t) y Wa(t) are Wiener processes, whose weak derivatives are Gaussian
white noises and which are assumed independent of each other and of the Gaussian
mitial value Xo.

The filtering problem is to find dynamical equations for the best estimate for the
real process x(t) at time t, based in the observations Y(t) = {y(s) / tg < s < t}, that is the
conditional expectation m(t) = E[x(t) / Y(t)] of the real process x(t) with respect to the
observations Y(t). Let P(t) = E[(x(t) - m(t))(x(t) — m(t)) /Y (t)] be the estimate vari-
ance (correlation function).

The solution to this problem is given by the following system of filtering equa-
tions, which is closed with respect to the introduced variables, m(t) and P(t):

dm(t) = (ao(t) + a(t)m(t))dt + POATOBOB (V) [dy ~ (Ao(t) + A@m(t))dt,
m(to) = E[x(to) / y(to)],

dP(t) = (a(t)P(t) + P(D)a"(t) + b)b" (¢ (%)dt - P(t)AT(t)(B(t)BT(t))"A(t)P(t)dt,
P(to) = E[(x(to) — m(to))(x(to) — m(t0))" / y(to)].

3. Kushner equation for nonlinear state and linear
observations

In the case of a nonlinear state equation, the problem is more complicated. Let an
unobservable random process x(t) satisfy a nonlinear equation

1) dx(t) = (f{x(t)))dt + b(OdW (1), x(to) = Xo,
and linear observations are given by
(2) dy(t) = (Ag(t) + A(DX())dt + B(dW(1),

where W (t) and W,(t) are Wiener processes independent of each other and of the
Gaussian initial value xo. The desirable best estimate is the conditional expectation
m(t) = E[x(t) / Y(t)] of the real process » x(t) with respect to the observations Y(t), and
P(t) = E{(x(t) - m(t))(x(t) — m(t)) / Y(1)] is its variance (correlation function).

Since the observation equation is linear, the innovations process v(t) = y(t) —
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fuf CAo(t) + ADm() dt = fo* (Ao(t) + AWX(D) dt + BEAW(t) ~ (Ao(t) + A(Dm(D) dt
= Jio' (AOX®) -m(t))) dt + B(®)dWa(t) is a Wiener process in the case of Gaussian
disturbances (see [8]), and fo! B(t)dW;(t) is also a Wiener process, then the random
variable A(t)(x(t) — m(t)) is Gaussian with respect to observations for gach fixed t
[12]. If the matrix A™' exists, then the random vector (x(t) ~ m(t)) is also Gaussian
[12].

Moreover, in this case, the Kushner equation for the optimal estimate m(t) =
E[x(t) / Y(t)] takes the form which readily follows from the general form of the
Kushner equation (see [8]) and the observation equation (2)):

(3)  dm(t) = E[fx() / Y(1)] dt + POAT(O(BOB' (1) [dy(t) - (Ao(t) +A®Mm(t))dt],
m(to) = E[x(to) / y(to)].

Let us note [1] that if the function f(x(t)) = ap(t) + ay(t)x(t) + a)x’(t) +
ay()x’(1)+... is a polynomial, it should be possible to compute a finite-dimensional
filter in a closed form for variables m(t} and P(t), using the fact that the random vari-
able (x(t)-m(t)) is Gaussian. This implies that all conditional odd central moments of
this Gaussian variable p, = E[(x(t) — m(t)) / Y], ps = E[(x(t) - m())’ / Y], us =
Ef(x(1) ~ (1))’ / Y(t)],... are equal to 0, and all even central moments py = E[(x(t) —
m(t)? / Y{t)], 1 = E[(x(t) — m())* / Y(1)], .... can be represented as functions of the
variance P(t). For example: {3 = P, 1y = 3P%, g = 15P°,... etc. Thus, all higher mo-
ments of x(t) with respect to Y(t) can be expressed using P(t), and this yields addi-
tional relations for representing each higher initial moment of x(t) with respect to Y(t)
and, finally, the possibility to obtain the optimal filter in a closed form, i.e., the opti-
mal finite-dimensional filter should exist in the polynomial-linear case.

4, Optimal filter for polynomial state equation of degree 3
and linear observations

In this section, the outlined procedure is applied to deriving the optimal filter for
the case of a polynom1al state equation of degree 3, obtained from (1) if f(x)= ag(t) +
a)(tx(r) + az(t)x () + as (x> ()

@) dx(D) = (ag(t) + au(t)x(1) + ay(O)x*(1) + as(t)x (t))dt + b(t)dW:(t), x(tg) = ¥,
a.nd the lmear observatlons (2), where xe R™x(t) = (x:7(0), %2(1), X32(1), ..., (1)),
X)) = (x°(1), %2°(1), X5 (0.0 %a (1))

Since all odd central moments for (x(t) — m(t)) are equal to 0 and all even central
moments can be represented as functions of P(t), the higher initial moments of the
state x(t) with respect to the observations Y(t) can also be expressed as functions of
m(t) and P(t), as it is done below.

Let m{t) € R" be the best estimate vector, m(t) = (m(t), ma(t),....ma(t)); P(t) € R™®
be the covariance matrix; p(t) e R" be the vector whose components are the variances
of the components of x(t), i.e., the diagoral elements of P(t); m ’(t) be defined as the
vector of squares of the components of m(t): m*(t)=(m,*(t), m*(1),...,m, (1)); P(t)m(t)
be the conventional product of a matrix P(t) by a vector m(t); and p(H)*m(t) be the
product of two vectors by components: p(t)*m(t) =  [pi(t)m(t),
P2M(0)..-pa(OMA(D)].

Using the introduced notation, the expression for the second initial moment is
given by
) E[(1/Y ()] = p(t) + m’(1).

Since B((x(1) —m(t))’ / Y(£)] = 0, then E[(x(t) - m(1))’ / Y(t)] = E[x’(1) /Y (D)} —

Tpyoet I Mesedyrapoduot xondsepemiuu «HOeumuducayus cucmes u sadadu prpassenwiy SICPRQO '03 Mocwua 29-31 auuaps 2003 2.
Proceedings of the l buternational conference “System ldentificatron and Control Problems ™ SICPRO "03 Moscow 29-31 Sameary 2003



209%4

3m(t) * E[x*(t) / Y(1)] + 3m’(t) * B[x(t)/ Y(©)] - m’(t) = 0.

Substituting (5) into the last equation, the third initial moment expression is ob-
tained

(6) E[x*(t) / Y(1)] = 3p(©)*m(t) + m>(t).

Taking into account E[(x(t) — m(t))* /Y(t)] = 3p’(t), the following equality is valid:
EL(x(t) — m(0)"/Y()] = E[x'(t) Y()] ~ 4m(O*ELX() /Y(0)] + 6m’(O*E[x(1) / Y()] -
A’ (*E[x(1) /Y ()] + m*(t) = 3p%(t), where m’(t) = (m;*(t), m;>(t),...m, (1)) and m*(1)
= (m, (1), mz(t),...m, (). Substituting (5) and (6) and making the corresponding al-
gebraic transformations, the fourth initial moment expression follows
(7) E[x"(t) / Y(O)] = 3p*(t) +6p(t)*m’(t) + m’(t).

The fifth initial moment representation can be obtained analogously using the
equality E[x>(t) / Y(t)] = 0 and substituting the previously obtained expressions (5)-
(7):

(®) E[x*(t) / Y(8)] = 15m{t)*p*(t) + 10p(t)*m’(t) + m>(t),

where m°(t) = (m;’(t), my°(t),...m,’(t)). Thus, in the case of a polynomial state equa-

tion of degree 3, f(x(t)) = ag(t) + a;(H)x(t) + az(t)xz(t) + 33(t)x3(t), the Kushner equation

(3) for the optimal estimate m(t) = E[x(1) / Y(t)] can be reduced to .
dm(®) = (E[ao(t) /Y(9)] + E[ay(x(t) / YO + E [0/ Y()] +
Elas()x’(0) / Y(Odt + POA (HBOB ' ®)" (dy — (Ao(t) +ADm(1))dt).

Using the representations (5) and (6) for the second and third moments, the opti-
mal estimate equation takes the form

E)) dm(t) = (ao(t) + a1 (Hm(t) + ax(t)p(t) + ap(hra’(t) +
a3()(3p()*m(t) + m’(E))dt + POATBOB' (1) ' (dy - (Ao(t) +
A(®)m(t))dt), m(te) = E[x(to) / y(to)]. :

The next step is to obtain the equation for the covariance matrix '
P(t) = E[(x(1) - m())(x(t) - m(t))"/ Y(©)].

Upon differentiating the last equality in t
dP() = dE[(x(t) - m(O)(x(® = m®)" / YO} =
E[d {x(t)(x(t) — m(1))" + m)x(t) - m(®) '}/ Y1) =
E[{ (dx(tD&() - m(®) + x{t}d(x(t) - m(1)) )} / Y(1)] =
E[{(dx(0))(x(t) — m(t)“)T + x(t)(dx(t) - dm(t))"}/ XN
E[(dx()(x(t) - m(t))" / Y()] + E[x()(dx(t) — dm(t)) / Y (1)]

and substituting the expressions for dx(t) and dm(t) given by (4) and (9), the following

equation follows
dP(t) = E[(((a0(t) + a (1)x(5) + aa(t)x’ (1) + as()x’(t)) dt +
bIOAW (D)(x(t) —m(B) " + x(D)((2o(t) + a(Dx (D) + ax()x’(t) +
a3 ()t + b(H)AW (1) + (— 20(t) 2, (O)m(t)-ax()p(0) — ax(ym’(t) +
3a3(p(t)*m(t) — as(Om(©))dt +HKdv)'/ Y()],

where
K(® =PTOATOB®B (D)

and v(t) is the innovations process,
dvo(t) = dy(t) — (Ag(t) + A(t)m(t))dt.

The latter equation can be transformed into , »
dP(t) = (20(E[(x(®) — m(v)" / Y())] + i (E[x(O(x(t) — m(0)" / Y(D)] +
aOER O - m()"/ YO + axOE[GCOC«() -m(®)' / Y(O)] +
E[x(t)ai(0x (1) " / Y] + E[x()aa(0)x’(1))"/ Y(1)] +
E[x (t)as()x*(1)" / Y(©)] - E[x(t)(a,(H)m(t)'/ Y(1)] -

Efx(t)(ax(O)p(t))" / ()] - E[x(t)(ay()m*(t)" / Y ()} — .
E[x(t)(as(Op()*m(t)) / Y()] ~ E(x(Bi@sm’ @) / Y(0) +
b(b'(¢) - POATRNB(HB () A(P(D)dt.
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Finally, upon substituting (5)-(7) and making the corresponding algebraic trans-
formations, the variance equation takes the form
(10) dP(t) = (21(OP() +P(a," (1) + Zaz(t)m(t)*l’(t) + 2(P()*m" (1))ar () +
3a3(t)(P(t)*P (1) + 3(()*P(1) a3 "(t) + 3a3(t)(m T)*P(t)) +
3PO*(m’(©)Nas' (1) + b(Hb (1) - Pgt)A OBOB W) APM®)dt,
P(to) =E((x(to)- m(to))(x(to) — m(to)) / y(to)),
where the product m(t)*P(t) between a vector m(t) and a matrix P(t) is defined as the

matrix whose rows are equal to rows of P(t) multiplied by the same corresponding
element of m(t):

my(t)  Pudt) Piz(t).. Pinlt) my (P (t) my(OP2(t)... my(tP ()
my(t)  Pa{t) Pat)...Pa(t) ma(t)P21(t) my(1)Pa2(t)... ma(t)Paq(t)
mn(t) nl(t) P n2(t} Pnn(t) mn(t)P ai(t) mn(t)P nl(t) Inn(t)Pnn(t)

The transposed matrix P(t)*m (t) = (m(t)*P(1))" is defined as the matrix whose
columns are equal to columns of P(t) multiplied by the same corresponding element

of m(t):
[mi{t) m2(t) .. mn(t)]
Pu(® Pu(t) .. Puw() my (P () ma(t)Pi2(t)... ma(t)P (1)
Pa(t) Paft) ... Pu(D) m(1)Py(t) my(t)P2o(t)... Mu(t)P2a(t)
Pu(® Paft) o Pual®) 0 (OP (O Ma(DP,(E) .. ()P0

Thus, the equation (9) for the optimal estimate m(t) and the equation (10) for its
covariance matrix P(t) form a closed system of filtering equations in the case of a
polynomial state equation of degree 3 and linear observations given by the equations
(4) and (2), respectively.

5. Optimal filter for polynomial state equation of degree 4
and linear observations

Generalizing the result of the previous section, the outlined procedure is now ap-
plied to deriving the optimal fiiter for the case of a polynom1a1 state equauon of de-
gree 4, obtained from (1) if f(x)= ag(t) + a;()x(t) + av(t)x )+ a3(t)x (®) + ag(t)x(1):
(1) dx(®) = (ao(t) + ar(tyx(t) + a(Op’(0) + as()x’(1) + aa(®x*(O)dt + b()dW (1),

x(1p) = Xo,
and the linear observations (2), where x & R”, x*(t) = (x,(1), x2*(®), X5 (1), ....x. (1))

Following the scheme of the previous section and substituting the expressions
(5)-(8) for the conditional initial moments of x(t) in the Kushner equation (3), the fol-
lowing equation is obtained for the optimal estimate in the case of a polynomial state
equation of degree 4 and linear observations
(12) dm() = (a(®) + aOM() + 220p() + 2O’ + 3axp()m(©) +

as(t)m3(t) +3at) p (t) + 6a4(Dp(t)*m*() + ay(Hm*(D)dt +
POATMBOB (1) (dy — (Ag(t) +ABm(t))dY),
m(to) = E{x(to) / ¥{to)].

Correspondingly, the variance equatnon takes the form

(13) dP(1) = (2 (t)P(t) + P(R)ar () + 28, () (m(U*P(Y) + 2(P()*m" ()a (1) +
3a3((P(Y*P () 3(P(O*P(D) 23" (1) + 3ay(B)(m ()*P(V)) +
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3RO (1)) s ® +l234(t)((m(t)*p(t))*l’(t)) +
LZ(PO™(m(6)7p(1)) )(f:la(t))T + 4a4(t)(m (PP(L) +

4(PO*(m*() Nas(1)" + ()b () - A ((BMBT() AQP®)dt,
P(to) =E((x(to)~ m(to))(x{to) — m(to))" / y(to)).

Remark. If we continue obtaining the filters for polynomial state equations of de-
grees 5, 6, etc., the corresponding equations for the estimate m(t) and the variance P(t)
would contain the terms of the preceding lower degrees, complemented with new
terms. In other words, the filtering equations for the quadratic state contain all terms
of the linear filtering equations, plus new quadratic terms, the filtering equations for
the cubic state contain alf terms of the linear and quadratic filtering equations, plus
new cubic terms, and so on.

6. Optimal control for polynomial state degree 3 with linear
control input

Consider the polynomial system
(14)  dx() = (20(t) + ar(t)x(t) + az(t)x -+ as(t)x (1))de+ G(t)u(t)dt x(to) = Xo,
where x(t)e R"1 is the systern state XAt = (x2(1), X22(1), X3 (1), ..., Xa (1),

X (t) = (x. ), xz (t) X37(0), e (t)) and u(t) is the control variable. The quadratic
cost function to be minimized is defined as follows:
(15)  J="%[X(T)=x;]"¥ [ x(T) - x] + % Jo  u'(s)R(s)u(s) ds +

¥ Jo" X" (s)L(s)x(s) s, ,
where x, is a given vector, ¥, R, L are positive (nonnegative) definite symmetric ma-
trices, and T > ty is a certain time moment.

The optimal control problem is to find the control u*(t), t € [to,T], that minimizes
the criterion J along with the trajectory x*(t), t e [to,T}, generated upon substituting
u*(t) into the state squation (14). To find the solution to this optimal control problem,
the duality principle [7] could be used. For linear systems, if the optimal control exists
in the optimal control problem for a linear system with the quadratic cost function J,
the optimal filter exists for the dual linear system with Gaussian disturbances and can
be found from the optimal control problem solution, using simple algebraic transfor-
mations (duality between the gain matrices and the matrix and variance equations),
and vice versa. Taking into account the physical duality of the filtering and control
problems, the last conjecture should be valid for all cases where the optimal control

- (or, vice versa, the optimal filter) exists in a closed finite-dimensional form. This
proposition is now applied to a third order polynomial system, for which the optimal
filter has already been obtained (see Section 4),

Let us return to the optimal control problem for the polynomial state (14) with
linear control input and the cost function (15). This problem is dual to the filtering
problem for the polynomial state (4) of degree 3 and the linear observations (2). Since
the optimal polynomial filter gain matrlx in (9) 1s equal to

K= PAT®)(BOB ()",
the gain matrix in the optimal control problem takes. the form of its dual transpose
K= (R)"G' Q0
and the optimal control law is given by
(16) u'(1) = Kex =(R®)'G"OQx(1),
where the marrix function is the solution of the following equation dual to the vari-
ance equation (10)
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(a7) dQ(t) <(-a) QQ(U -Q(t)a(t)-22 (I)Q(t)*x (- 2){(T *Q(t)ax(®) -
323" ()Q(D*q' (1)- 3Q(t)*Q(T)a3(t) -3a3" QM) (©)-3(x* (D *Q1))as (D)
+LIO-QUGHR (DG (HQD)dr,
with the terminal condition Q(T)= ¥. The binary operation * has been introduced in
Section 4, and q{t) =(qi(t),q2(t),...,an(t)) denotes the vector consisting of the diagonal
elements of Q(t).

Upon substituting the optimal control (16) into the state equation (14), the opti~

mally controlled state equation 1s obtained
dx (1) = (aot) + ait)x(t) + ax()x*(1) + as(O)x (D))dt +
GORE)' GO, x(t) = X0,

Note that if the real state vector x(t) is unknown (unobservable), the optimal con-
troller uniting the obtained optimal filter and regulator equations, can be constructed
using the separation principle [7] for polynomial systems, which should also be valid
if solutions of the optimal filtering and control problems exist in a closed finite-
dimensional form.

The results obtained in this section by virtue of the duality principle could be rig-
orously verified through the general equations of the Pontryagin maximum principle
[11] or Bellman dynamic programming [2].

7. Application of optimal polynomial filter to automotive
system

This section presents application of the obtained filter for a polynomial state of
degree 3 over linear observations to estimation of the state vanables, orientation and
steering angles, in a nonlinear Kinematical mode! of car movement [9] satisfying the
following equations:

(18) dx(t) = v coso(t) dt,
dy(t) = v sing(1) dt,
de(t) = (v/1) tand(t) dt,
dd(1) = u(t) dt.

Here, x(t) and y(t) are Cartesian coordinates of the mass center of the car, ¢(t) 1s
the orientation angle, ¥ is the velocity, 1 is the longitude between the two axes of the
car, () is the steering wheel angle, and u(t) is the control variable (steering angular
velocity). The zero initial conditions for all variables are assumed.

The problem is to find the optimal estimates for the variables @(t) and 8(t), using
direct linear observations confused with independent and identically distributed dis-
turbances modeled as white Gaussian noises. The corresponding observation equa-
tions are

(19) dzg(0) = ()L + G, (D)L,

dzs(t) = B(D)dt + ¢a(D)dt,
where zg(t) is the observation variable for ¢(t), zs(t) 1s the observation variable for
8(1), and ¢:(t) and d,(t) are white Gaussian noises independent of each other.

To apply the obtained filtering algorithms to the nonlinear system (18) and linear
observations (19), let us make the Taylor expansion of the two last equations in (18)
at the origin up to degree 3 (the fourth degree does not appear in the Taylor series for

_tangent)
(20) do(t) = ((W/DS(t) + (WD (1))/3)dt
dd(t) = u(t)dt
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The filtering equations (9) and (10) for the third degree polynomial state (20)
over linear observations (19) take the form
1) = ((v/)ms + (V/31)(3ps + m’8) + gy (2 — Mhig) + Pes(zs — me))dt,

dma— (u(t) + Pog(Ze ~ o) + pas(zs — me)dt,

dpgy = ((2V/D)psepss + (21)/!)p5q, + (2v/1)m* oPap — p ) -p’ 95 )dt,
dpes = ((v/ l)paa + (D/l)m D85 - PooDed — PeoPss )dt,

dpss = (— P so— P'ss )1,

where m, and m; are the estimates for variables @ and 9, and py¢ , Pes, Pss are ele-

ments of the symmetric covariance matrix P.

The estimates obtained upon solving the equations (21) are compared to the con-
ventional Kalman-Bucy estimates satisfying the following Kalman-Bucy filtering
equations for a state of the linearized system (18) (only the linear term is present in
the Taylor expansion for tangent) over linear observations (19)

(22) dimg = ((V/)ms + ey (2o — M) + Pesl2s —my))dt,

dms = (u(t) + pse(2 — My) + pss(zs —mg))dt,
dpgq = ((20/DPag —P'ge — Ples ML,

dpgs = ((V/1)Pss - PegPys ~ Pyspss Jdt,

dpss = (- Plagp—Pes )dt.

Numerical simulation results are obtained solving the systems of filtering equa-
tions (21) and (22). The obtained values of the estimates mgy and ms are compared, in
both cases, to the real values of the variables ¢ and & in the original system (18) and
its polynomial approximation (20).

Thus, two sets of graphs are obtained.

1) Graphs of variables ¢ and 8 for the polynomial approximation systém (20); graphs
of the Kalman-Bucy filter estimates m, and m; satisfying the equations (22); and
graphs of the optimal third degree polynomial filter estimates mg and ms satisfy-
ing the equations (21) (Figs. 1 and 2).

2) Graphs of variables ¢ and & for the original system (18); graphs of the Kalman-
Bucy filter estimates m, and ms satisfying the equations (22); and graphs of the
optimal third degree polynomial filter estimates me and ms satisfying the equa-
tions (21) (Figs. 3 and 4).

For each of the four filters and two reference systems involved in simulation, the
following values of the input variables and initial values are assigned: v=1,1= 1, u(t)
=0.05, me(0) = 10, ms(0) = 0.1, ¢(0) = 5(0) = 0, Pge(0) = 100, Pys(0) = 10, P5s(0) = 1.
Gaussian disturbances ¢;(t) and ¢,(t) in (21) are realized as sinusoidal signals: ¢(t) =
da(t) = sin €.

The obtained values of the reference variables ¢ and & satisfying the polynomial
approximation system: {20) are compared to the Kalman-Bucy filter and optimal third
degree polynomial filter estimates mg and mg at the terminal time T=20 in the follow-
ing table (corresponding to Figs. | and 2).

Kalman-Bucy filter Third degree polynomial filter
@20)=>5 ¢20)=35
8(20) = 1 T 8(20)=1
mg(20) =3.35 m(20) =52
ms(20) = 0.48 ms(20) = 0.73
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The obtained values of the reference variables ¢ and 8 satisfying the original sys-
tem (18) are compared to the Kalman-Bucy filter and optimal third degree polynomial
filter estimates my and m;s at the terminal time T=20 in the following table (cotre-
sponding to Figs. 3 and 4)

Kalman-Bucy filter Third degree polynomial filter
©20)=123 ©(20) =123

3(20)=1 3(20)=1

my(20) = 7.35 my(20) =11.83

mg(20) = 0.61 ms(20) = 0.905

The simulation results show that the estimates obtained by using the optimal third
degree polynomial filter are closer to the real values of the reference variables than
those obtained by using the conventional Kalman-Bucy linear filter, especially for the
original nonlinear system (18). Although this conclusion follows from the developed
theory, the numerical comparison serves as a convincing illustration.

8. Application of optimal polynomial regulator to
automotive system

This section presents application of the obtained optimal regulator for a polyno-
mial system of degree 3 with linear control input and guadratic criterion to controlling
the state variables, orientation and steering angles, in the nonlinear kinematical model
of car movement [9] given by the nonlinear equations (18). The optimal control prob-
lem is to maximize the orientation angle ¢ using the minimum energy of controf u.

The corresponding criterion J to be minimized takes the form

I=Y%{e(T)- @) + % Jo u¥(s) ds,
where T = 0.3, and ¢ = 1 is a large value of @(t) unreachable for time T. Since R = 1
and G = [0 1], the optimal control law (16) u'(8) =(R())"' G (1)Q()x(1) takes the form
Cu (1) = da(D(t) + qa2(t)8(t), where the elements q;1(t), ga1(t), ga(t) of the symmetric
matrix Q(t) satisfy the equations
(23) dqn(t) = - (qu(®y dt, .

dqua(6) = (:3(0/) (@n(8)” - an Ba(0) - (V)qyi(t) - 3P (g (D),

dgaa(t) = (2(0/M)qu2(t) - 2(071) Gra(H)d2(t) - 200D (t)qua(t) —

(Q22(1))°)dt.
The system composed of the two last equations of (18) and the equations (20) should
be solved with initial conditions @(0) = 0.1, 8(0) = 0.1 and terminal conditions q;(T)
=1, q12(T) = 0, q22(T) = 0. This boundary problem is solved numerically using the
iterative method of direct and reverse passing as follows. The first initial conditions
for q’s are guessed, and the systerh is solved in direct time with the initial conditions
at t = 0, thus obtaining certain values for @ and d at the terminal point T = 0.3. Then,
the system is solved in reverse time, taking the obtained terminal values for ¢ and 0 in
direct time as the initial values in reverse time, thus obtaining certain values for g’s at
the initial point t = 0, which are taken as the initial values for the passing in direct
time, and so on. The given initial conditions @(0) = 0.1, 8(0) = 0.1 are kept fixed for
any direct passing, and the given terminal conditions g (T) = 1, q;2(T) =0, @2(T) = 0
are used as the fixed initial conditions for any reverse passing. The algorithm stops
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when the system arrives at values qui(T) = 1, q;2(T) = 0, q22(T) = 0 after direct passing

and at values @(0) = 0.1, 8(0) = 0.1 after reverse passing. The obtained simulation

graphs for @, 8, and the criterion J are given in Fig. 5. These results for polynomial
regulator of degree 3 are then compared to the results obtained using the optimal lin-
ear regulator, whose matrix Q(t) elements satisfy the Riccati equations

(24) dqui(t) = - (qu(t))* dt

dqi2(t) = (- qut)qiz(t) - (/g (L)) dt,
daaa(t) = (-2200/Dquz(t) ~ (q(9)’) dt,

with terminal conditions qi(T) = 1, q12(T) = 0, q22(T) = 0. Note that in the linear case

the only reverse passing for q’s is necessary, because the system (24) does not depend

on ¢ and J, and the initial values for ¢’s at t = 0 are obtained after single reverse pass-

ing. The simulation graphs for the linear case are given in Fig. 6.

Thus, two sets of graphs are obtained.

1} Graphs of variables ¢ and & satisfying the original system (18) and controlled us-
ing the optimal linear regulator defined by (24); graphs of the corresponding val-
ues of the criterion J (Fig. 5).

2) Graphs of vanables ¢ and & satisfying the original system (18) and controlled us-
ing the optimal third order polynomial regulator defined by (23); graphs of the
corresponding values of the criterion J (Fig. 6).

The obtained values of the controlled variables ¢ and & and the criterion J are
compared for the optimal third order polynomial and linear regulators at the terminal

time T = 0.3 in the following table (corresponding to Figs. 5 and 6).

Linear regulator Third degree leyﬁomial regulator
®(0.3)=0.132 ©(0.3)=0.138

8(0.3) = 0.1045 8(0.3)=0.1278

J(6.3)=0.759 J(0.3)=90.75

The simulation results show that the values of the controlled variables ¢ and & at
the terminal point T = 0.3 are greater for the third order regulator than for the linear
one (although only the variable @ is maximized) and the criterion value at the terminal
point is less for the third order regulator also. Thus, the third order polynomial regula-
tor controls the system variables better than the linear one from both points of view,
thus illustrating, as well as for the filtering problem, the theoretical conclusion.

9. Conclusions

The optimal nonlinear filter for a stochastic system state given by a polynomial
equation of degree 3 or 4 and linear observations confused with white Gaussian noises
has been obtained. The optimal polynomial filter of degree 3 has been then applied to
solution of the estimation problem for state variables, orientation and steering angles,
of a nonlinear automotive system describing kinematics of car movement. The esti-
mates obtained by using the optimal third degiee polynomial filter have been com-
pared to the conventional Kalman-Bucy linear filter estimates. The numerical simula-
tion results have demonstrated that the values of the polynomial filter estimates are
closer to the real values of reference variables than the Kalman-Bucy ones, showing
that the polynomial filter yields better estimation results for nonlinear systems. Using
the duality principle, the optimal regulator has been designed for a polynomial system
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of degree 3 with linear control input and quadratic cost criterion. Application of the
obtained regulator to the nonlinear automotive system have yielded lesser values of
the criterion and greater values of the controlled variables in comparison to the opti-
mal [inear regulator. In both cases, the numerical simulation results confirm the theo-
retical conclusions.
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Fig. 1. Graphs of variables @ and & for the poiynomial approximation system (20);
Graphs of the Kalman-Bucy filter estimates my, and my satisfying the equations (22).
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Fig. 2. Graphs of variables ¢ and 8 for the polynomial approximation system (20);
Graphs of the optimal third degree polynomial filter estimates my, and mg satisfying

the equations (21).
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mal third degree polynomial filter estimates mg, and mg satisfying the equations (21).
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Fig. 5. Graphs of variables ¢ and 8 satisfying the origina) system (18) and controlled
using the optimal linear regulator defined by (24); graphs of the corresponding values
of the criterion J.
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Abstract. The paper presents the optimal nonlinear filter for bilinear state and linear observation
equations confused with white Gaussian disturbances. The general scheme for obtaining the optinmal
filter in case of polynomial state and linear observation equations is announced. The obtained bilinear
filter is applied to solution of the identification problem for the bilinear terpolymerization process and
compared to the optimal linear filter available for the linearized maodel and to the mixed filter designed
as a combination of those filters.

1 Introduction

It is virtually the common opinien that the optimal nonlinear finite-dimensional filter exists and
ran be obtained in 2 closed form only in the case of linear state and observation equations. "\his
famous construction is called the linear Kalman-Bucy filter [1], referring to the scientists who derived
it in 1960s. However, it is much less known that the optimal nonlinear finite-dimensional filter can
be obtained in many other cases, if, for example, the state vector can take only a finite number of
admissible states [2] or if the observation equation is linear and the drift term in the state equation
satisfies the Riccati equation % + f? = z% (see [3]). Moreover, the complete classification of the
"general situation” cases (this means that there are no special assumptions on the structure of state
and observation equations) when the optimal nonlinear finite-dimensional filter exists is given in [4].

This paper would like to attract attention to relatively simple (but important, in practical appli-
cations, see [5]) cases when the optimal nonlinear finite-dimensional filter can be obtained in a closed
form. Indeed, if the observation equation is linear and the observation matrix is invertible, then. as
shown below in the paper, it is possible to obtain the optimal finite-dimensional filter for a polyuoniial
state equation, provided that the system coefficients depend on time only. In the case of a hilinear
state equation, the corresponding filtering equﬁtions are derived in the paper directly. The possibility
to derive similar results for an arbitrary polynomial state equation is underlined.

The paper is organized as follows. Section 2 briefly reminds the linear Kalman-Bucy filtes for
reference purposes, considers the case of nonlinear state and linear observation equations, establishies
the procedure to obtain a closed system of the filtering equations for polynomial state and lincar

I
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observation equations, and gives the optimal filter for bilinear system states and linear observations
in the explicit form. In Section 3, the obtained bilinear filter is applied to solution of the identificatio
preblem for the bilinear terpolymerization process and compared to the optimal linear filter availahic
for the linearized model and to the mixed filter designed as a combination of those filters. The
simulation results show an advantage of the optimal bilinear filter in comparison to the other filters.

2 Optimal filtering for polynomial state equation

2.1 Linear Kalman-Bucy filter

It is well known that the linear optimal filter [1] can be designed in a closed form, if the state and

observation equations of a dynamic system are linear. Let an unobservable random process z(t) satisfy
a linear equation

dz(t) = (ao(t) + a(t)z(t))dt + b(t)dW,(t), z(to) = zo, | ()

and linear observations are given by
dy(t) = (Ao(t) + A(t)z(t))dt + B(t)dWs(t). (2)

Here, W, (t) and dW5(t) are Wiener processes, whose weak derivatives are Gaussian noises and which

arc assumed independent of each other and of the initial value zg. The last equation can also he
written in the algebraic form:

(2} = Ao(t) + A(t)z(t) + B()¥(1)- ()

where (2) is a white Gaussian noise (a weak derivative of Ws(t)).

The estimation problem is to find the best estimate for the real pracess z(t) at time ¢ based on the
observations Y'(t) = {y(s),ty < s < t}, that is the conditional expectation m(t) = E(z(t) | Y (£)) of the
real process z(t) with respect to the observations ¥ (¢). Let P(t) = E((z(t)—m{t)(z(t)—m{))" | Y{1)
be the estimate variance (correlation function).

The solution to this problem is given by the following system of filtering equations, which is closed
with respect to the introduced variables, m(t) and P(¢):

dm(t) = (ao(t) + alt)m(t))dt + P(t)AT(£)(B(£) BT (£)) ™  x

[dy(¢) = (Ao(t) + A(t)m(t))dd], | ()
m(te) = E(z(ty) | ¥ (t))
dP(t) = (a(t)P(t) + P(t)aT (t) + b(1)bT (t))dt— ()

P(t)AT(t)(B(¢) BT (1)) ' A(t) P(t)dt,
P(t) = E((z(to) — m(to)(z(te) — m(ta))" | ¥ (o).

The advantages of the Kalman-Bucy filter are very well known: the equations are simple, the varianc

equation is independent of the observations y(t) and can be solved ofi-line, the estimate equation is
linear and the variance one is quadratic of the Riccati type.




2.2 Nonlinear filtering equation

In the case of nonlinear state and observation equations, the problem is more complicated. Let an
unobservable random process z(t) satisfy a nonlinear equation

dz(t) = f(z(t))dt + b(t)dWi(t), =(t0) = o, (6)
and nonlinear observations are given by
dy(t) = h(x(t))dt + B(t)dWs(¢). (7)

There exist two principal results related to this case [6]. First, as in the previous linear case, the
innovations process ¥(t) = y(t) — fi E(h{z(s)) | Y (s))ds is a Wiener process and, second, contains
the same new information as the observation process y(#) itself. The first result means that for every
fixed ¢, the random variable 1#(¢) is Gaussian and the second one implies that for every function p(a)
depending on the real unobservable vector (), the expectations with respect to the observation and
innovations processes are the same: E{p(z(t)) | Y (1)) = E{p(z(t)) | {9(s),to < s < t}), in particular.
if o(z) = z, then m(t) = B(z(t) | Y()) = E@(t) | {8(s),t0 < 5 < 1}).

Using these basic properties, it is possible to obtain the equation for the optimal estimate m(/) =
E(z(t) ] Y(t)), the so-called nonlinear filtering equation, first derived by Kushner [7], in the form

dm(t) = E(f(«(2)) | Y{2))dt+

[E(h(z(2)zT(t) | Y (&) — E(h{z(t)) | ¥ (#)mT )] x
(B(t)BT (¢)) ' [dy(t) — E(h(z(s)) | Y(#))dd],
m(ts) = E(x(to) | Y (fs))- (8)

However, the computation of m(t) requires computing the functions in the right-hand side of this
equation, which, in turn, requires computing the quantities: E(f(z(t)) | Y (£)), E(h(z(¢))z(t) | Y (#)).
and E(h(z(?)) | Y(t)). Each of them is a nonlinear function of x and, as a consequence, a non-
Gaussian random variable. Thus, one has to solve a nonlinear stochastic differential equation for each
of these variables, which involves higher moments of these variables in its right-hand side. Hence.
an infinite-dimensional system of nonlinear stochastic equations should be obtained as the optinual
filter. In other words, the optimal filter cannot be obtained in a closed form, i.e., with respect to a
finite number of filtering variables (there are two, m(t) and P(t), in the linear Kalman-Bucy filter).
or one can say that the optimal finite-dimensional filter does not exist. Actually, there are only a few
numnber of examples where the optimal finite-dimensional filter exists for a nonlinear model of state
and observation processes [2—-4] in the ”general situation.”

2.3 Polynomial state and linear observation equations

Nonetheless, it should be possible to obtain the optimal finite-dimensional filter in a closed fortu in
the following case. Let a unobserved random process z(t) satisfy a nonlinear equation

dz(t) = f(z(t))dt + b(E)dWi (), z(te) = =, )



and linear observations are given by
dy(t) = (Ao(?) + A(t)z(2))dt + B(t)dWa(2), (10)

where the function f(z(t)) = ao(t) + a1(t)z + a2(t)z% + ... is a polynomial and the observation matrix
A(t) is invertible, i.e., the inverse matrix A~1(¢} exists.

Since the observation equatlon is linear, the first result of nonlinear filtering 1mp11e3 that the
innovations process 9(t) = y(t ) fto(Ao(S) +A(s)m(3))d.s = [i (Ao(s) + A(s)z(s))ds+ [ B(s)dWy(s)
- fto(Ag(s)—k A(s)m(s))ds = [ A(s)(z(s) —m(s))ds + f;, B(5)dWy(s) is a Wiener process, and, since
f B(s)dWo(s) is also a Wiener process, the random variable A(#)(z(t) — m(t)) is Gaussian for every
fixed . If the inverse matrix A~!(¢) exists, then the random vector (z(t) — m(t)) is also Gaussian [§].

Moreover, in this case, the second term in the nonlinear filtering equation is equal to

[E(r(z(t)" () | Y(2)) — E(h(z(t)) | Y (1))m" (1)]" x

(B(t)B" (1))~ [dy(t) — A(t)m(t)dt] =
[B(z(t)2” (AT | Y(£)) — m(H) E(=" () AT(2) | Y (2))] %
. (B(t)B" ()" [dy(t) — A@)m(t)dt] =
[E(z(t)2” () | Y (O)AT () - m(H) E(" () | Y (1)) A" ()]
(B()BY(1)) " [dy(t) — A(t)mit)dt] =
[E(z®)a"() | Y(2) -m( T(t)]AT(t)x
(B(t) BT (6)) 7 dy(t) ~ A(t)m(t)dt] =
PR)AT(0) (B BT (1)) [dy( t)—-fl(t)m(t)dt].

Hence, the nonlinear filtering equation for the optimal estimate m(t) takes the form:
ain(t) = E(f(z(t)) | Y(¢))dt+
P()A" (t)(B(t)BT (£)) "' dy(2) ~ A(t)m(t)dt],

m(te) = E(z(to) | ¥ (t0))- (11)

Let us note now that if the function f(z(t)) = ao(t) + a1(t)z + az(t)z? + ... is a polynomial, it should
be possible to compute a finite-dimensional filter in a closed form for variables m(t) and P(t), using
the fact that the random variable (z(t) — m(t)) is Gaussian. Since all the system coefficients in (9).
(10) do not depend on state z(t) and observations y(t), the conditional moments of (z (¢} — m(t)) with
respect to observations y(t) coincide with the unconditional ones. This implies that all odd central
conditional moments of this Ganssian variable u; = E({(z(t) — m(t)) | Y (t)), pi = E({z(t) — m(t))*]
Y1), us = E((z(t) — m(t))® | Y(2)),... are equal to 0, and all even central conditional moments
12 = E((@(t) —m(®)? | Y (), pa = B{(2() —m(t))* | Y(8), ps = B(@() —m(E)° | Y (1)), .. can e
-represented as functions of the variance P(t). For example, pp = P, pq = 3P?, pe = 15P%, ... Thus.
all higher moments of (x(t) — m(t)) can be expressed using P(#), and this yields additional relations
for representing every higher initial moment of z(¢) and, finally, the possibility to obtain the optimal




filter in a closed form, i.e., the optimal finite-dimensional filter should exist in the polynomial-lincar
case.
For example, if the function

f(z) = ao(t) + a1(t)z + az(t)zz” (12)

is a bilinear polynomial, where 7 is now an n-dimensional vector, @; is an n X n - matrix, and a; is a
3D tensor of dimension n x n X n, the system of filtering equations is as follows

dm(t) = (ao(t) + a1 (B)m(t) + ax(t)m(E)mT (t) + as(t)P(t))dt+
P(t)A"(#)(B()BT(t)) ™" [dy(z) — A(t)m(t)dt],
m(b) = E(z(to} | Y(t0)), (13)
dP(t) = (a1(t)P(t) + P(t)alT(t)Jr
200 (8)m(t) P(t) + 2P(t)m” (t)al (¢)+
BT (8))dt — P(£) AT (£)(B(1) BT (£) ' A() P(t)d,
P(to) = E((z(to) — m(to){z(ta) — m(te))” | Y (t0)), | (14)

since the third central moment pj3 is equal to 0, and the third initial moment of z(¢) can be expressed
using its second and first moments, i.e., P(t) and m(t). In this bilinear-linear case, the variance
equation is also independent of the observations y(t), but has the bilinear terms m(¢)P(t) in its
right-hand side and depends on m(t), thus making both the equations interconnected. The estimatc
equation is bilinear with respect to m, as expected.

3 Application

The obtained optimal filter for bilinear system states and linear observations is applied to solution of
the terpolymerization process identification problem in the presence of direct linear observations. The
mathematical model of terpolymerization process given by Ogunnaike [5] is reduced to ten equatious
for the concentrations of input reagents, the zeroth live moments of the product molecular weight
distribution (MWD), and its first bulk moments. These equations are intrinsically nonlinear (bilincar).
so their linearization leads to large deviations from the real system dynamics, as it could be seen from
the simulation results. Of course, the assumption that the MWD moments can be measured in the
real time is artificial, since this can be done only with large time delays, however, at this step, the
objective is to verify the performance the obtained nonlinear filtering algorithm for a nonlinear system
and compare it with other filtering algorithms based on the linearized model. Taking into account
delays in some of the observation components would be the subject of subsequent papers.

Let us rewrite the bilinear state equations (9),(12) and the linear observation equations (10) in
the component form using index summations

dzi(t)/dt = age(t) + z ari(t)m: (€)+ (15)

Z aogij (t) s (t)z; (1) + z bri(t)u(t), & =1,n,

5



y(t) = Z Agi(t)zs(t) + Z Byi(t)ar(t),

where ¥1(t) and ¥2(t) are white Gaussian noises. Then, the filtering equations (13),(14) can be
rewritten in the component form as follows:

dmi(t)/dt = (an(t)+ (16
Z aygs{t)ma(t) + Z Qokaj (B)ymi(t)m; (1) +

Z azkij(t) pij (t))dt + Z ij (t)A’ﬁ(t) (Btp(t)Bps(t)))-—l{dys - E Asr(t)"nr (t)dt]

with ’ iﬂps
mi(to) = Elzi(to) | Y (t)],
dP;;(t) = zkj arix (t) Pri(t) + ; Py;()ayn(t)+ (17)
2 % agi,cl{t)r;u(t)ij +2 % agjk(t)my(t) Pis(t)+
; bz‘k(t)bk.j(t) = MZp;r Py () AR (1) (Bip (£) Bys (1)) ™ Asr (£) Py (2),
with

P, (to) = El(a;(te) — malto))(z;(to) — my(te))” | Y (to)].

The terpolymerization process model reduced to 10 bilinear equations selected from [5] is given by
de;/dt = [(1/V)dAm1/dt - ((1/0) + K ,C" + Klllit})? + lfglﬂoQ + Kglﬁt(}i)cmu (18)

ACpa/dt = (1/V)dAma/dt — ((1/8) + K 12C* + Kuopid + Kopp)Coma;
" dCrs/dt = (1/V)dD s/ dt — ((1/0) + K136%)Crms;
dCpa/dt = (1/V)dAm-Jdt — ((1/8) + K+ K11Cm1 + K15Cpn2)C™;
dpl/dt = (—=1/8 — K + Ki1Cry C* — (K12Crma + K13Cria) o+
Ko Crrapig + K31 Cm1 12
dpgyfdt = (—1/0)p% + K [2CrmaC* — (KnnCrmt + Ke)ptgy + K1aCrattp;
duS,fdt = (=1/0)1% — (Kt Crmy + Ki)iy + K13Cmapis;
dMD/dt = (—1/0)A% 4 K1, Con C* + K13CrnoCt + K11 Craa b+
K91 Cony 1 + K31 Crnr b5
A /dt = (—~1/0) X + K1) CriC" + Kp2CrnyC*+
| K19Cmapsp + K20 Cralty;:
dA fdt = (=1/0) A + (K11Comi + K2Cm2)C* + K13C 315

6



Here, the state variables are: Cp, Cp, and Ci3 are the reagent (monomer) concentrations, C* is
the active catalyst concentration; u%, ug, and i are the zeroth live moments of the product MWD,
and A%, AP'%, and A" are its first bulk moments. The reactor volume ¥ and residence time 6, as
well as all coefficients K’s, are known parameters, and A1, Ao, Az, Ay stand for net molar flows
of the reagents and active catalyst into the reactor.

The identification (filtering) problem is to find the optimal estimate for the unobservable states
(18) assuming that the direct observations Y; mixed with Gaussian noises ¥,’s are provided for cach
of the ten state components z; .

Yo = Ti + P

Here, z; denotes Cpm1, 22 denotes Cpp, and so on up z,9. In this situation, the bilinear filtering
equations {16) for the vector of the optimal estimates m(t) take the form

dmy(t)/dt = (1/V)dAm/dt — ((1/6) + Krima(t) + Kiyms(t)+ (19)

K21me(t) + Kaimq(t))my(2) — K Pi(t) — K11 Pys(t)—
Ky Pis(t) — Kq Pz (t) + ) Pyjldy;/dt — my]
g

dmz(t)/dt = (1/V)dAm2/dt - ((1/8) + I(L2m4(t) “}= ]{lgms(t)+
Kaymg(t))ma(t) — KpaPos(t) — K12 Pos(t) — Ko Pog(t)+
2. Poldy;/dt — m;)

dma(t)/dt = (l/.V)dAmg/dt — ((1/9) + K13m5(t))m3(t)—
[(13P35(t) + Z P3j[dyj/dt — m,-]

dma(t) /dt = (L/V)dA - Jedt = ((1/8) + Ko+ K pymy () +
Klzmg(t))m,l(t) = [(Llpltl(t) — K1-3P24(t)+
Z Py;ldy; /dt — m;]

dms(t)/dt = (=1/0 — Ku)ms(t) + Kpima(t)m, (£)—
Kroma(t)ms(t) + Koime(t)m, (t)+
Kyymq(t)ymy(t) ~ Kisms(t)ms(t)+
K11 Pia(t) + K21 Pis(t) + K3 Pra(t) — Ko Pos(t)—
KysPss(t) + > Pssldy;/dt — m;]
i

dmg(t)/dt = (—1/6 — Kip — Koymy(t))ms(t)+
Kpama(tyma(t) + Kiams(t)ma(t)
— Ky Pio(t) + K2 Pos(t) + Ko Pos(t)+
Z Pe;ldy; /dt — my]



dimn(£)/dt = (—1/8 — Kig — Ksrma () yma(t) + Ksms(t)ms(t)—
K5 Pi7(t) + KiaPss(t) + > Prjldy;/dt — my)
J

dmg(t)/dt = (—1/0)ms(t) + (Krimy(t) + Kiyms(t)+
Kyyme(t) + Kayma (£))ma(t) + Krama(t)mo(t)+
K Pig(t) + KuPis(t) + K2 Prs(t) + Ks Pir(t)+
Kr2Pou(t) + ZJ: Pyjldy;/dt — m;]

dmg(t)/dt = (—1/0)mq(t) + Krama(t)my(t) + Kpama(t)ma(t)+

Kiams(t)ymg(t) + Koams(t)ma(t) + K1 Pra(t)+
K3 Pau(t) K12 Pas(t) + KaaPas(t) 4+ ) Poj[dy;/dt — my);
g

dmio(t)/dt = (=1/8)ymae(t) + Kpima(t)ma(t) + Krama(t)x
ma(t) + Kigms(t)ma(t) + K11 Pra(t) + KpaPos(t)+
K3 Pss(t) + Z Pugjldy;/dt ~ my).
j

Here, my(t) is the optimal estimate for Cin1, ma(t) for Cpe, and so on up to mag(t). The fifty-five
variance component equations are similarly generated by the equations (17), however are not given
here due to place shortage. : )

In the simulation process, the initial conditions at { = 0 are equal to zero for the state variables
Conts -y, A2 t0 0.5 for the estimates my(t), ..., mio(t), to 1 for the diagonal entries of the variance ma-
trix, and to zero for its other entries. The system parameter values are all set to 1: V = 1;dA,,, /dt=
1;K—L1 = 1',]:(11 = I;K’QJ‘_ = 1; K31 = I;ng — l;dAmg/dt = ].;dAmg/dt = l;dﬁm-/dt =
Kip = 1;Kps = LK = 1;K3 = 1Ky = LKy = LKy = 11Ky = ;K3 = 1;0 = 1. The
white Gaussian noises in the equations (19) are realized as sinusoidal signals: 1; = sint for ¢ = 1,10.

In Figure 1, the obtained values of the state variables Cp1, ..., A) are given in the blue, and the
values of the bilinear optimal filter estimates m,(t), ..., mo(f) are depicted in the red.

The performance of the optimal bilinear filter (16),(17) is compared to the performance of the
optimal linear Kalman-Bucy filter available for the linearized system. This linear filter consists of only
the linear terms and innovations processes in the equations (16) (or (19)) for the optimal estimates
and the Riccati equations for the variance matrix components corresponding to the equations (17):

dmi(t)/dt = (aae(t) + 3 ans(Bymalt) + ‘ (20)
3 Py AL () (BypBy)  (Oldys — T A (ime(t)a
jlps r
with
mi(to) = Elze(to) | Y(ta));
dPU(t)/dt = Z(luk(t)ij(t) + z Pki(t)aljlc(t)+ (21'
k k
8




Db ()b (8) — S Pu(t) AL () (BipBps)) " Asr Pry(2)-

& klpsr
with
P;(to) = E{(zi(to) — mi(ta))(z;(te) — mj(tﬂ))T | Y'(to)]-

The graphs of the estimates obtained using this linear Kalman-Bucy filter are shown in Figure 1 in
the green.

Finally, the performance of the optimal bilinear filter (16),(17) is compared to the performance of
the mixed filter designed as follows. The estimate equations in this filter coincide with the equations
(16) (or (19)) from the optimal bilinear filter, and the variance equations coincide with the equations
(21) from the linear Kalman-Bucy filter. The graphs of the estimates obtained using this mixed filter
are shown in Figure 1 in the black. The initial conditions and white Gaussian noise realizations remain
the same for all the filters involved in the simulation.

Upon comparing all simulation results given in Figure 1, it can be concluded that the optimal
bilinear filter gives the best estimate in comparison to two other filters. Although this conclusion
follows from the developed theory, the numerical simulation serves as a convincing illustration.
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Abstract

This paper presents the optimal regulator for a nonlinear system state given
by a polynomial equation of degree 3 with linear control input and quadratic
cost criterion. The optimal regulator equations are obtained using the dualjty
principle, which is applied to the optimal filter for a polynomial system state of
degree 8 over linear observations. The obtained results are applied to solution
of the aptimal control problem for a nonlinear automotive system. Simulation
results are compared for the optimal polynomial regulator given in this paper
and the linear optimal regulator.

1 Introduction

Although the optimal control (regulator) problem as well as the filtering one were-
solved in the 1960s (4, 3], the optimal control function for nonlinear systems has to be
determined by using the general principles of maximum [7] or dynamic programming [2]
which do not provide an explicit form for the optimal control in most cases. However,
taking into account that the optimal control problem can be solved in the linear case
by applying the duality principle to the solution of the optimal filtering problem, this
paper exploits the same idea for designing the optimal control in a polynomial system
with linear control input, using the optimal filter for polynomial system states over
linear observations. Based on the obtained polynomial filter of the third degree [1],
the optimal regulator for a polynomial system of degree 3 with linear control input
and quadratic cost criterion is obtained in a closed form, finding the optimal regulator
gain matrix as dual transpose to the optimal filter gain one and constructing the
optimal regulator gain equation as dual to the variance equation in the optimal filter.
The results obtained by virtue of the duality principle could be rigorously verified
through the general equations of [7] or [2] applied to a specific polynomial case, although
the physical duality seems obvious: if the optimal filter exists in a closed from, the
optimal closed-form regulator should also exist, and vice versa. Finally, the obtained
optimal control for a polynomial system of the third degree is applied to regulation

*MMathematics Subject Classifications: 49K 15, 93E11.
tDepartment of Physical and Mathematical Sciences, Autonsmous University of Nuevo Leou, Mex-
ico
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of a nonlinear automotive system [5] whose state equation for car orientation angle
is nonlinear (contains tangent). To apply the polynomial regulator, the nenlinear
equation is expanded into its Taylor polynornizl up to degree 3. The optimal regulator
equations for a polynomial state of third degree are written and then compared to
the optimal linear regulator for the linearized system. Simulations are conducted for
both polynomial and linear regulators applied to the original nonlinear system. The
simulation resnlts show significant advantage of the polynomial regulator in comparison
to the linear one, five times in the values of the controlled variable and ten times in
the criterion performance.

This relatively simple case treated in the paper seems to be important for practical
applications, since a nonlinear state equation can usually be well approximated by a
polynomial of degree 3 and the control input is, as a rule, linear. Moreover, the optimal
control problem for a polynomial state equation of lower degree is significant itself,
because many, for example, chemical processes are described by quadratic equations
(see [6]). The quadratic state equation is, of course, a particular case of the third degree
one, as well the cubic state equation is a particular case of that of fourth degree, ete.

The paper is organized as follows. Section 2 states the optimal control problem for
a polynomia) system of degree 3 and the duality principle for a closed-form situation.
For reference purposes, the optimal filtering equations for a polynomial state equation
of degree 3 and linear observations are briefly recalled in Section 3. The optimal con-
trol problem for a polynomial system state of degree 3 is solved in Section 4. Section
5 presents application of the optimal polynomial regulator to a nonlinear autornotive
system with two state variables, orientation and steering angles, with the objective
to increase the value of the orientation angle and consume the minimum control en-
ergy. Graphic simulation results are conducted for polynomial control of degree 3 and
compared with those for linear control.

2 Optimal Control Problem

Consider the polynomial system
de(t) = (aq(t) + a1()z(t} + ao()x?(t) + az(1)z>(@t))dt + G(t)u(t)dt, z(te) = zq, (1)

where z{f) € R" is the system state, 22(t) = (23(t), .., z2(£)), 23(t) = (23(¢), ..., a3 (D))},
and u(t) is the control variable. The quadratic cost function to be minimized is defined
as follows:

1 L ¥ .
J= i[x(T\ - 2T Yx(T) — 1] + 5/; (WT(s)R(s)u(s) + 27 (s)L(s)z(s)) ds. (2)

where z; is a given vector, ¥, R, L are positive (nonnegative) definite symmetnic
matrices, and T > tg is a certain time moment. We remark that the transpose of a
vector x is also denoted by ¢, which, however, should not cause any confusion.

The optimal contral problem is to find the control u(t), t € [ty, T], that minimizes
the criterion J along with the trajectory z*(t), ¢ € [to, T, generated upon substituting
u*(¢) into the state equation (1). To find the solution to this optimal control problem,
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the duality principle [4] could be used. For linear systems, if the optimal control exists
in the optimal control problem for a linear system with the quadratic cost function J,
the optimal filter exists for the dnal linear system with Gaussian disturbances and can
be found from the optimal control problem solution, using simple algebraic transfor-
mations (duality between the gain matrices and between the gain matrix and variance
equations), and vice versa. Taking into account the physical duality of the filtering
and control problems, the last conjecture should be valid for all cases where the op-
timal control (or, vice versa, the optimal filter) exists in a closed finite-dimensional
form. This proposition is now applied to a third order polynomial system, for which
the optimal filter has already been obtained (see [1]).

3 Optimal Filter

In this section, the optimal filtering equations for a polynomial state equation of degree
3 over linear observations (obtained in [1]) are briefly recalled for reference purposes.
Let an unobservable random process z(t) satisfy a polynomial equation of third degree

2(t) = (aglt) + a1 @)z (t) + ao (t)z2(t) + aa(t)z3(2))dt + b(2)dW, (2), z(ts) = zg, (3)
and linear observations are given by:
dy(t) = (Ao(t) + A()z(2))dt + B(¢)dWa(t),

where @ € R™, @%(t) = (22(t), ...,x2()), 2°(t) = (23(t), ..., a3 (¢)). Wi(t) and Wa(t)
are Wiener processes, whose weak derivatives are Gaussian whlte noises and which are
assumed independent of each other and of the Gaussian initial value zg.

The filtering probiem is to find dynamical equations for the best estimate for the
real process z(1) at time ¢, based on the observations Y (t) = [y(s) | to < s <], that is
the conditional expectation m(t) = E[z(¢) | Y( )] of the real process x(t) with respect
to the observations Y (t). Let P(t) = Bl{a{t) — m())(«(t) — m{E)T | Y ()] be the
estimate covariance (correlation function).

The following notations are used. Let m(t) = (m(¢),...,ma{t)) € R™ be the best
estimate vector; P(t) € R**™ be the covariance matrix; p(t) € R be the vector whose
componeuts are the variances of the components of a,(t) Le., the diagonal elements of

P(t); m2(t) = (m3(t),...m2()); m3(t) = (mi(t),...,m2(2)); P(t)m(t) be the conven-
tional product of a matrix P(¢) by a \ectol m(t}; and p(t) *m(t) be the product of two
vectors defined componentwise: p(t) * m(t) = [py (t)m1 (), -, pa()mn(t)].

The solution to the stated problem is given by the following system of filtering
equations, which is closed with respect to the introduced variables, m(¢) and P(2):

dm(t)
= (ao(t) + ar(t)m(t) + a2(t)p(t) + ag()m*(t) + a3 (t)(3p(t) * m(t) + m>(¢)))dt
P(t)AT(1)(B(t) BT (1)) (dy — (Ao{t) + A(t)m(t))dt), (4)

m(to) = Ela(ta) [y(to)].



M. V. Basin and Ma. A. Alcorta 30

dF(t) = (ai(t)P(t) + Plt)aT (t) + 2as(t)m(t) » P(¥)
+2(P(t) » mT (t))a] (£) + Bag(t)(p(t) » P(t)) +3(p(t) = P(t))Tal(t)
+3az(t)(m? (£) * P(t)) + 3(L(t) « (m*(e)) T )ad (t) + b(2)bT (2}
~PAT((B)BT (1)) Al P(8)de, (5)

P(to) = E((x(to) —m(to)}{(z(to) — m{to))” /u(t)),

where the product m(t) * P(¢) between a vector m{t) and a matrix P(t) is defined as
the matrix whose rows are equal to rows of P(t) multiplied by the same corresponding
element of m(?):

[ () Pu(t) Pu(t) -+ Pi(t) ]

ma(t) Pu(t) Pu(t) -+ Pult)

malt) Palt) Paal) - Pan(t)

[ ma(®)Pa(t) ma(t)Paft) - mi(t)Pia(t) ]
B |m2(t)le(t) ma{t)Pag(t) -+ ma(t)Pan(t)

() Pas(t) ulPas(®) -+ on(t)Punld)

The transposed matrix P(¢)+m7 (t) = (m(t)»P(¢))7 is defined as the matrix whose
columns are equal to columns of P(¢) multiplied by the same corresponding element of
m(t):

[ Pult) P12(_1') ?m(f») i
P P. Al
o) medl - ) | zt(t) xj(t) ) sz
Pnl(t} Pnz(t) e Pnn(t)
[ mi(O)Pii(t) me(8)Pia(t) - ma(t)Pia(t) ]

7?1[(3)1321(1) ?hz(t)ngU_) 77?»,;(?)}%;,,“)

ma(8)Pay@) o) Pra(t) »-- Mlt)Prnit)

Thus, the equation (4) for the optimal estimate m(t) and the equation {5) for its
covariance matrix P{t) form a closed system of filtering equations in the case of a
polynomial state equation of degree 3 and linear observations.

4 Optimal Solution

Let us return to the optimal control problem for the polynomial state (1) with linear
control input and the cost function (2). This problem is dual to the filtering problent
for the polynomial state (3) of degree 3 and linear observations. Since the optimal
polynomial filter gain matrix in (4) is equal to

Ky = P)AT (t)(B()BT (1)),
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the gain matrix in the optimal control problem takes the form of its dual transpose

Ke = (R(#)) 7 GT()Q().
and the optimal control law is given by
u*(t) = Ko = (R(t) 7' G ()Q(t)x(t), (6)

where the matrix function Q(t) is the solution of the following equation dual to the
variance equation (5)

dQ(t) = (—ai ()QLt) — Qt)ax(t) ~ 205 ()Q(e) + 2™ (1) — 25(t) » Q(t)aa(2)
—3a3 ()Q(t) * g7 (t) — 3g(t) » Q(t)as(t) — 3a ()Q(2) * ((=*(t))7 )

—3(x*{t) * Q(t))as(t) + L(t) — Q()GYR™ ()G (1)Q(8))dt, (7)

with the terminal condition (7") = ¢. The binary operation % has been introduced in

Section 3, and ¢(t) = (g1 (%), g2(£),-.-, g (£)) denotes the vector consisting of the diagonal
elements of Q(f). A

Upon substituting the optimal control (8) into the state equation (1). the optimally
controlled state equation is obtained

dz(t) = (aolt) + ar{t)s(t) + as()2?(t) + az(t)z®(t))dt
+G()(R(1) I GT()QB(E)dt,
x(to) = 2o,

Note that if the real state vector a(t) is unknown (unobservable). the optimal
controller uuiting the obtained optimal filter and regulator equations, can be ¢on-
structed using the separation principle [4] for polynomial systems, which should also
be wvalid if solutions of the optimal filtering and control problems exist in a closed
finite-dimensional form.

The results obtained in this section by virtue of the duality principle could he
rigorously verified through the general equations of the Pontryagin maximum principle
(7] or Bellman dynamic programming {2}.

5 Application to Automotive System

This section presents application of the obtained optimal regulator for a polynomial
system of degree 3 with linear control input and quadratic criterion to controlling the
state variables, orientation and steering angles, in the nonlinear kinematical model of
car movenment (5] given by the following nonlinear equations

dx(t) = vecos(@(t))dt

dy(t) = vsin{A(¢))di &
d(t) = (v/1) san((t))de (8)
dé(t) = ult)dt
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Here, z{t} and y(t) are Cartesian coordinates of the mass center of the car, ${¢) is
the orientation angle, v is the velocity, [ is the longitude between the two axes of the
car, 5(f) is the steering wheel angle, and u({t) is the control variable (steering angular
velocity).

The optimal control problem is fo maximize the orientation angle ¢ using the mini-
mum energy of control u. The examined values of the welocity and longitude are v = 17,
! = 2, and the motion time is 7" = 0.1, which correspond to the idle engine rnede of a
full-size car in the time interval of 6 seconds. The initial conditions for the angles are
@(0) = 0.1 and 6(0} = 0.1. In other words, the problem is to make the maximum turn
of the running wheels from their initial position, using the minimum steering energy.

The corresponding criterion J to be minimized takes the form

T
J= %[d,(:r) -+ % /; w?(t)dt 9)

where T = 0.1, and ¢* = 1 is 2 large value of ¢(t) a priort unreachable for time T". To
apply the obtained optimal control algorithms to the nonlinear system (8), let us make
the Taylor expansion of the two last equations in (8) at the origin up to degree 3 (the
fourth degree does not appear in the Taylor series for tangent)

5 t)dt + (2) ("—g") dt (0]

ﬂ
i
(t)dt
Now, since R = 1 and GT = [0,1] in (9), the optimal control law (6) takes the form

U (1) = g1 () b(t)+ 422 (1 }8(2), where the elements g1 (¢), g21(2), gaa(t) of the symmetric
matrix Q(t) satisfy the equations

dgy1(t) = —Qm(t)
dai2(t) = =3 qdi (t) — qu2(t)gaa(t) — Ou(ﬂ @%qr1{t) (11)
dgoa (i) = ——Qw(t) ~ S qa(t)gaa(t) — 52@112( ) — g3,(%)

d5(t)

The system composed of the two last equations of (8) and the equations (10}
should be solved with initial conditions ¢{0) = 0.1, 6(0) = 0.1 and terminal condi-
tions g11(7T) = 1, q12(T") = 0, g22(T) = 0. This boundary problem is solved numerically
using the iterative method of direct and reverse passing as follows. The first initial
conditions for ¢’s are guessed, and the system is solved in direct time with the initial
conditions at £ = 0, thus obtaining certain values for ¢ and § at the terminal point
T = 0.1. Then, the system is solved in reverse time, taking the obtained terminal
values for ¢ and & in direct time as the initial values in reverse time, thus obtaining
certain values for ¢'s at the initial point ¢ = 0, which are taken as the initial valnes
for the passing in direct time, and so on. The given initial conditions ¢(0) = 0.1,
5(0) = 0.1 are kept fixed for any direct passing, and the given terminal conditions
a(T) = 1, q12(T) = 0, goo(T) = 0 are used as the fixed initial conditions for any
reverse passing. The algorithm stops when the system arrives at values q1({T) = 1,
@12(T) = 0, g22(T) = 0 after direct passing and at values ¢(0) = 0.1, 6(0) =
after reverse passing. The initial conditions for ¢’s in the final direct iteration are
g11(0) = 1.32, q12(0) = 16, g22(0) = 1640. The obtained simulation graphs for ¢ and
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the criterion J are given in Fig. 2. These results for polynomial regulator of degree
3 are then compared to the resuits obtained using the optimal linear regulator, whose
mattix Q(%) elements satisfy the Riccati equations

dqui(t) = —afa(t)
dga(t) = —g12g22 — $qu1 (12)
dan(t) = =% q2 — a3

with terminal conditions q11(T) = 1,¢12(T) = 0,¢22(T) = 0. Note that in the linear
case the only reverse passing for ¢’s is necessary, because the system (12) does not
depend on ¢ and é, and the initial values for ¢’s at £ = 0 are obtained after single
reverse passing. The initial conditions for ¢’s in the direct iteration are g11(0) = 1.025,
q12(0) = 0.87, ¢22(0) = 0.74. The simulation graphs for the linear case are given in
Figure 1. which consists of the graph of the variable ¢ satisfying the original system
(8) and controlled using the optimal linear regulator defined by (12) and the graph of
the corresponding values of the criterion J.
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Figure 1.
In Figure 2. we show the graph of the variable ¢ satisfying the original system (3)
and controlled using the optimal third order polynomial regulator defined by (11) and
the graph of the corresponding values of the criterion J.
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Figure 2.
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The obtained values of the controlled variable ¢ and the criterion J are compared for
the optimal third order polynomial and linear regulators at the terminal time 7' = 0.1
in the following table (corresponding to Figs. 1 and 2).

Linear regulator Third degree polynomial regulator
(0.1} = 0.1875 #(0.1) = 0.989
J = 0.661 J =0.065

Graphs of control funetions u*(t) corresponding to the optimal linear regulator and
the optimal third order polynomial regulator are given in Figs. 3 and 4, respectively.
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6 Conclusions

The simulation results show that the values of the controlled variable ¢ at the terminal
point T = 0.1 are five times greater for the third order regulator than for the linear
one and the criterion value at the terminal point is ten times less for the third order
regulator. Thus, the third order polynomial regulator controls the system variables
significantly better than the linear one from both points of view. The abtained results
show that the best gain matrix based on the linearized meodel could still be too far
from achieving the optimal performance. The considered example validates design and
implementation of the regulators based on polynomial approximations of nonlinear
systems.

Finally note that the better performance of the cost function and controlled variable
has been achicved without changing the system dynamics (in both simulation cases, the
designed control algorithms are applied to the original nonlinear system (8)), but by
assigning a better regulator gain matrix (Q(t) satisfies (11) instead of (12)). Thus, the
principal result in the considered application consists in designing a better regulator
and not in using more accurate system dynamics, as it could seem after the first glance.
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OPTIMAL CONTROLLER FOR THIRD
DEGREE POLYNOMIAL SYSTEM
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Abstract. This paper presents the solution to the optimal controller prob-
lem for a stochastic system given by a polynomial equation of third dégree,
linear cobservations confused with white Gaussian noises, and a quadratic
cost function. The obtained controller equations are applied to solution of
the state controlling problem for a nonlinear automotive system. Simulation
results are compared for the optimal polynomial controller given in this pa-
per and the best linear controller available for the linearized system.

1 Introduction

Aithough the optimal controller problem for linear system states was solved
in 1960s, based on the solutions to the optimal filtering {3] and regulator
(4, 2] problems, solution to the optimal controller problem for nonlinear (in
particular, polynomial) systems has been impossible due to the absence of
the solution to the corresponding filtering and control problems for nonlinear
systems. This paper presents solution to the optimal congtroller problem for
unobservable third degree polynomial system states over linear observations
and guadratic criterion. Due to the separation principle for polynemial sys-
tems with linear observations and quadratic criterion, which is stated and
substantiated in the paper analogously to that for hinear ones (see [4]), the
original centroller prablem is split into the optimal filtering problem for third
degree polynomial system states over linear observations and the optimal
control {regulator) problem for observable third degree polynomial system
states with quadratic criterion. (The statements and solutions of both those
problems can be found in [1}).

The relatively simple case of third degree polynomial systems consid-
ered in this paper seems to be important for practical applications, since
a nonlinear state equation can usually be well approximated by a polyno-
mial of degree 3, the observations are frequently direct, that is linear, and
the cost function in the controlling problems, where the desired vaiue of the
controlled variable should be maintained or maximized using the minimumn
control energy, is iutrinsically quadratic. Moreover, the controlling problem
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for a polynomial state equation of lower degree is significant itself, hecause
many, for example, chemical processes are described by quadratic eguations
(see [7]).

The obtained optimal controller for a polynomial state equation of degree
3 is applied to solution of the state controlling problem for a nonlinear auto-
motive system [6] whose state equation for car orientation angle is nonlinear
(contains tangent), with the objective of increasing values of the state vari-
ables and consuming the minimum control energy. To apply the developed
polynomial technique, the original state equation is expanded as a Taylor
polynomial, up to degree 3. The optimal controller equations for a polyno-
mial state of third degree are written and then compared to the best linear
controller available for the linearized system. Numerical simulations are con-
ducted for the optimnal polynomisl controller and also compared to thase for
the linear one applied to the linearized system. The simulation results given
in the paper show a significant, more than one and half times, advantage of
the optimal polynomial controller performance in comparison to the linear
one.

The paper 15 organized as follows. In Section 2, the optimal controller
problem is stated and solved for unobservable third degree polynomial sys-
tem states, using the separation principle for polynomial systems with linear
observations and quadratic ¢riterion. Section 3 presents application of the
obtained results to the controlling problem for a nonlinear automotive system
with two state variables, orientation and steering angles, over direct linear
observations confused with white Gaussian noises, with the objective-of in-
creasing values of the state variables and consuming the minimum control
energy. Graphic simulation results are obtained and compared to those for
the best linear controller available for the linearized system.

2 Optimal Controller Problem

2.1 Problem statement

Let (Q, F, P) be a complete probability space with an increasing right-contin-
uous family of o-algebras Fy,# > 0, and let (W) (1), £;,¢ > 0) and (Wa{t). Fy,
t > 0) be Fi-adapted Wiener processes. Let us consider the unobservable
F;-measurable random process z(t) governed by the third degree polynomial
state equation >

dx(t) = (ao(t)+ay ()e(t) +aa () (t)+aa(t)zB(£))dt+ Gt yu(t)dt+b(E)dW, (£),

z{tg) = zg, ()

and the linear output (observation) process

dy(t) = (Ap(t) + A(t)z(t))dt + B(#)dWs(L). (2)



Here, z(t) € R is the unobservable state vector, whose second and third de-
grees are defined in the componentwise sense z2(t) = (#2(t), z3(£), #4(¢),. . ..
22(1)). 2°(t) = («§(t), z3(t), x3(¢), - .., 22 (1)), uft) € RP is the control vari-
able, y(t) € R™ is the observation process, and the independent Wiener
processes Wi(t) and Ws(t) represent random disturbances in state and ob-
servation equations, which are also independent of an initial Gaussian vector
zg. Let A(t) be a nonzero matrix and B(t)BT(2) be a positive definite ma-
trix. In addition, the quadratic cost function J to be minimized is defined
as follows

T= E[% (T) = 20)T @ [2(T) - 20] + 3)

T T
lf uT () K (s)uls)ds + 1 / T (s)L(s)z(s)ds],
2 J 2 Ji
where zg is a given vector, K is positive definite and @, L are nonnegative
definite symmetric matrices, 7' > fp is a certain time moment, the symbol
E[f(z)) means the expectation (mean) of a function f of a random variable
7, and aT denotes transpose to a vector (matrix) a.

The optimal control problem is to find the control u”(t), t € [to, 7],
that minimizes the criterion J along with the trajectory =*(t), t € [to,T],
generated upon substituting u*(t) into the state equation (1).

2.2 Separation principle for polynomial sys-
tems

As well as for a linear stochastic system, the separation principle remains
valid for a stochastic system given by a third order polynomial eguation,
linear observations, and a quadratic criterion. Indeed, let us replace the
unobservable system state z(f) by its optimal estimate m(#) given by the
equation (see (1] for statement and derivation)

dro(t) = (aoft) + @ (E)m(f) + az(O)p(t) + az(t)m?(t)+ (4)

az(t)(3p(t) » m(t) + m3(t))dt + G(u{t)+
PTAT (£)(B@)BT (1)) dy — (Ao(t) + A(t)m(2))dt),

with the initial condition m(ts) = E(sx(o) | th). Here, m(t) is the best
estimate for the unobservable process z(t) at time ¢ based on the observa-
tion process Y (t) = {y(s).tq < s < t}, that is the conditional expectation
mit) = E(z(t) | EY), m(t) = my(t),ma(t),....mu(t)); P(t) = Ef(z{t) -
m(t))(z(t) — m(f))T | Y(t)] € R™ is the error covariance matrix; p(t) € R"
is the vector whose components are the variances of the components of
z(t) — m(t), i.e., the diagoual elements of P(t); m>(t) and m*(t) are de-
fined as the vectors of squares and cubes of the components of m(t): m?(t) =
(m2(2).ma(t), ..., m2(t), m3(i) = (n3@), mi(¢), ..., mi{t); P(t)m(t) is the



conventional product of a matrix P(t) by a vector m(t); and p(t)*m(t) is the
product of two vectors by components: p(t) *m(t) = [p1(¢t)m(t), p2(t)ma(t),
.o+ Pa(t)ma(¢)]. The best estimate m (1) minimizes the criterion

H = E{(z(t) — m(2))” (z(t) - m(t))), (5)

with respect to selection of the estimate m as a function of observations y(t),
at every time moment ¢ (f5]).

The complementary equation for the covariance matrix P(2) takes the
form (see {1] for derivation)

dP(t) = (a1 (£)P(t) + P(t)ag (t) + 2a2(t)m(t) * P(2)+ (6)

2(P(2) * mT (t))a; (£} + 3as(t)(p(t) * P(t))+
3(p(t) * P(£))T a3 () + 3as () (m*(t) = P(t))+
3(P(t)  (m* () )az (2) + (bW (£))—
P()AT ()] B()BT (1) "L A(L)P(2))dt,

with the initial condition P(tg) = E((z{ty) — mft))(z(to) —m(tp))T | w(ta)),
where the product mi(t) * P(¢) between a vector m(t) and a matrix P({) is
defined as the matrix whose rows are equal to rows of P(t) multiplied by the
same corresponding element of m(t):

my(t) Pu(t) Pult) - Pald)

mg(t) FPolt) Poa(t) -+ Paplf) 3

malt) Palt) Parlt) ¢ Pan(t)
m{t)P(t) m(t)Palt) - my(t)Pa(t)
ma(t)Po1(t)  ma(t)Poa(t) ---  mg(E) Ponlt)
A Purll) | ma(E)Pua6) |+ (8} Panlt)

It is readily verified (see [4]) that the optimal control problem for the
system state (1) and cost function (3) is equivalent to the optimal control
problem for the estimate (4) and the cost function J represented as

J = B m(T) - %" & m(T) - 2] + ")
1 (T or 1 (7 5
: / WK (s)uleds + [ T (s) L aYri{s)ds

1 T
+3 /t tr[P(s)L(s)|ds + tr[P(T)®]},

0



where tr[A] denotes trace of a matrix A. Since the latter part of J is inde-
pendent of control u(t) or state z(t), the reduced effective cost function A
ta be minimized takes the form

M= B (@) — 5l @ @) - 5]+ )

T T
2 / ul ()K (.9)u(.(s)d.s-+1 mT (s)L(s)m(s)ds}.
2 Iy 2 S
Thus, the solution for the optimal control problem specified by (1),(3} can
be found solving the optimal control problem given by (4),{(8). However, the
minimal value of the criterion J should be determined using (7). This con-
ciusion presents the separation principle in third order polynamial systems.

2.3 Optimal control problem solution

Based on the solution of the optimal control problem obtained in [1] in the
case of an ohservable system state governed by a third order polynomial equa-
tion, the following results are valid for the optimal control problem (4),{8),
where the system state (the estimate m(2)) is completely available and, there-
fore, observable.

The optimal control law is given by

u'(t) = K~ (HGT()Q)mi(¢t), (9)

where the matrix function is the solution of the following equation dual to

the variance equation
dQ(t) = (~a] (1Q() — Q(t)a () — 203 ()Q(E) x m” (1)~
2m(t) » Q(t)aa(t) — 3a3 (DQ(L) * 47 (1)~ (10)
3q(t) * Q(t)as(t) — 3az ()Q(t) * ({m*)T (8))—
3(m* (t) » Q(t))as(t) + Lit) — QGO KT (1)GT (1)Q(¢))de.

with the terminal condition Q(T) = ®. The binary operation * has been

introduced in Subsection 2.2, and g(t) = (q1(#),q2(t), -, gn(t)) denotes the

vector consisting of the diagonal elements of Q(t). In the process of derivation

of the equation {10), it has been taken into account that the last term in

the equation (4). PT(£)AT(¢)(B(£)BT(2)) ! (dy — (Ao(t) + A(t)m(t))dt), is a
Gaussian white noise.

Upon substituting the optimal control (9) into the equation (4) for the

reconstructed svstem state m(t), the following optimally controlled state es-
timate equation is obtained

dm(t) = (ag(t) + a1(t)m(t) +a2(t)p(t) + as(t)m>(t)-+ (11)



as(t)(3p(t) » m(t) + m3(1))dt + GO K (1)) ' GT(D)Q(t)m(t)di+
PT(t}AT(t)(B(2)BT (1)) (dy — (Ao(t) + Alt)m(t))dt),
m(t) = E(z(to) | Fl, ).

Thus. the optimally controlled state estimate equation (11), the gain mas-
trix. constituent equation (10), the optimal control law (9), and the variance
equation (6) give the complete solution to the optimal controller problem for
unobservable states of third degree polynomial systems.

3 Application of optimal polynomial
controller to automotive system

This section presents application of the obtained controller for a polynoruial
state of degree 3 over linear observations and a quadratic cost function to
controlling the unobservable state variables, orientation and steering angles,
in a nonlinear kinematical model of car movement [6] satisfying the following
equations:

dz(t) = vcos @(2)dt, (12)

dy(t) = vsin @(t)dt.
de(t) = (v/l) tan d(¢)dt,
d8(t) = w(t)dt. L

Here, () and y(¢) are Cartesian coordinates of the mass center of the
car, ¢(t) 1s the orientation angle, u is the velocity, { is the longitude besween
the two axes of the car, 8(f) is the steering wheel angle, and u(¢) is the
control variable steering angular velocity). The zero initial conditions for all
variables are assumed.

The observarion process for the unobservable variables @(t) and d(¢) i1s
given by direct Iinear observations confused with independent and identically
distributed dizinrbances modelied as white Gaussian noyses. The correspongd-
ing ohservations equations are ’

dzs(t) = @(t)dt +w;(E)dt. (13)

dzs(t) = 6(2)dt + wa(t)dt,

where z4(t) is the observation variable for ¢(t), zs(t) is the observation vari-
able for 4(r-. and w; (t) and wq(t) are white Gaussian noises independent of
each other.

. The examined values of the velocity and longitude are v = 17, { = 2.
which correspond to the idie engine mode of a full-size car. In other words. the
problem is to mese the maxirmum turn of the running wheels from their initial
position. using a2 Ininimum steering energy. For the reasons of economizing

6



the fuel and reducing air pollution, the weight of the control term in the
criterion is assigned ten times more than the weight of the state terminal
term. The corresponding criterion J to be minimized takes the form

T
J = [s(2) -¢'J2+10/0 u(t)dt, (14)

where T' = 0.3. and ¢* = 10 is a large value of @(t) unreachable for time T'.

To apply the obtained optimal controller algorithms to the nonlinear
system (12)., linear observations (13), and the quadratic criterion (14), let
us make the Taylor expansion of the two last equations in (12} at the origin
up to degree 3 (the fourth degree does not appear in the Taylor series for
tangent)
v, 83(¢)

3

d(t) = ((7)8(0) + (1)), (15)

dé(t) = u(t)dt.
The solution to the stated optimal controller problem is given as follows.
Since K = 1 and G7 = [0.1] in (14) and (15), the optimal control u*(t) =
(K()™'GT(1)Q(1)m(t) takes the form

u”(t) = g2 (t)me(t) + gaa(t)ms(t). (16)

and the following optimal controller equations {9)-(11) and (6) for the third
degree polynomial state (15) over the linear observations (13) and the quadratic
criterion (14) are obtained

¢ v
dme = ((%)ms + (27)(3105 +103) + Deol2e — Mmo) + Pus(zs ~ ms))dt. (17)

dms = (u" (1) + psalz¢ — Ma) + Pss(2s — ms))dt,
2v v
dpe> = 1(2v/D)psepss + TPt Tmﬁmas — Pho — P35)dt.
2 v v 2
AJss = (TPM B 7Pss ~ PooPes — PasPss)dt,

dpss = (—D§4 — Pig)dL,
dqi(t) = (—qgl(t))dt,

v

. . kil
deoa(t) = (-qul — Q2G5 — —

v
lQn ol Tmf;qu)di,
2¢ 2'U 20 y 9
dga t) = (—T({u Ty Qg2 - Tmﬁq‘.z — gip)dt.
Here, 1, and s are the estimates for variables ¢ and 6: pas. Pos. Pss are
elements of the svmmetric covariance matrix P; and g1 (2). ¢21(f). g22(¢) are
elements of the symmetric matrix Q{t) forming the optimal control (16).



The following values of the input variables and initial values are as-
SigDGdZ U = 17,1 = 2,T¥L¢(0) = 1,‘[[55(0.] = 01,¢(0) = 6(0) = O;Pé.j;(O) =
10, Pys(0) = 1. Pss(0) = 1. Gaussian disturbances ;(t) and wa(t) in (13)
are realized as sinusoidal signals: w,(2) = wa(t) = sin¢. The terminal con-
ditions for the matrix @ elements are: ¢, (T) = 0.1, ¢32(T") = 0,¢22(T) = 0,
where the final time 7' = 0.3.

Thus, the system composed of the two last equations of (12) and the
equations (17) should be solved with initial conditions m4(0) = 1,m;s(0) =
0.1,8(0) = 6(0) = 0, Pps(0) = 10, Pps(0) = 1,F56{(0) = 1 and terminal
conditions q11(T) = 0.1,¢12(7) = 0, ¢22(T) = 0. This boundary problem is
solved numerically using the iterative method of direct and reverse passing
as follows. The first initial conditions for ¢’s are guessed, and the system
is solved in direct time with the initial conditions at t = 0, thus obtaining
certain values for the other listed variables at the terminal point 7 = 0.3.
Then, the system is solved in reverse time, taking the obtained terminal
values for the other variables in direct time as their initial values in reverse
time, thus obraining certain values for ¢'s at the initial point £ = 0, which
are taken as their initial values for the passing in direct time, and so on. The
given initial conditions m4(0) = 1,ms(0) = 0.1,¢(0) = §(0) = 0, Pys(0D) =
10, Pys(0) = 1. Pss(0) = 1 are kept fixed for any direct passing, and the
given terminal conditions ¢11(7) = 0.1, ¢12(T) = 0, ¢22(T) = 0 are used
as the fixed initial conditions for any reverse passing. The algorithm stops
when the system arrives at values g1 (7) = 0.1, g12(T) = 0, ¢22(T) = 0
after direct passing and at values m,;(0) = 1,mg(0) = 0.1,9(0) = 6(0) =
0, Pgp{Q) = 10. Pos{0) = 1, F55(0) = 1 after reverse passing. The obtained
sirmalation graphs for ¢, 4, my, mg, the criterion J. and the optimal control
u*(¢) are given in Fig. 1. These results for the polynomial controller of
degree 3 are then compared to the results obtained using the best linear
controller available for the linearized model {(only the linear tervin is present
in the Taylor expansion for tangent). The optimal control law in this linear
controller is the same as in (16) and the optimal linear controller equations
are given by

am, = (%ma + pesl2e — my) + Peslzs —ms))dt. (18)
ams = (u" (1) +pssl2e — me) + pss(zs — ms))dt.
dpoo = (*+ps0 ~ Pl ~ o)t
dpes = (va "~ PooPps — PasPss)di.
dpis = (—pk, — Pis)dt.
dan (t) = (—a3, (1))d,

v :
dg12(t) = (—q12922 — ‘i‘fm)dtf
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dgn(t) = (_21_1;(“2 ~ qay)dt.
i Note that in the linear case the only reverse passing for ¢’s is necessary,
because the the equations for ¢’s in (18) do not depend of ¢, 8, ry, or ms,
and the initial values for ¢’s at ¢t = G can be obtained after single reverse
passing. The simulation graphs for the linear case are given in Fig. 2.

Thus, two sets of graphs are obtained.

1. Graphs of the variables ¢ and ¢ satisfying the polynomial system {15)
and controlled using the optimal linear regulator defined by (16}, (18); graphs
of the estimates 4 and m, satisfying the system (18) and controlled using
the optimal linear regulator defined by (16}, (18); graphs of the corresponding
values of the criterion J: graphs of the corresponding values of the optimal
control u™ (Fig. 1).

2. Graphs of the variables ¢ and ¢ satisfying the polynomial system (15)
and controlled using the optimal third order polynomial centroller defined
by (16), (17): graphs of the estimates m, and m; satisfying the system (17)
and controlled using the optimal third order polynomial controller defined
by (16), {17): graphs of the corresponding values of the criterion J; graphs
of the corresponding values of the optimal control w* (Fig. 2).

The obtained values of the controlled variable ¢ and the criterion ./ are
compared for the optimal third order polynomial and linear controllers at the
terminal time 7 = 0.3 in the following table (corresponding to Figs. 1 and
2)

Lineal controller Third degree polynomial controller
0(0.3) = 0-0543 ¢{0.3) = 0.0876
J =98.9625 J =98.3884

The simulation results show that the value of the controlled variable @ at
the terminal point T = 0.3 is more than one and half times greater for the
third order polviiomial controller than for the linear one, and the difference
between the iniz:al and final criterion values is more than one and half times
greater for the tiird order polynomial controller as well, Thus, the third order
polynomial conzioller regulates the system variables better than the linear
one from boch points of view, thus illustrating the theoretical conclusion.

4 Conclusions

The optima. ne:.mear controller for a stochastic system state given by a poly-
nomial equation i degree 3, linear observations confused with white Gaussian

controller o7 cesree 3 has been then applied to salution of the controlling
problem for s:a:2 variables, orientation and steering angles. of & nonlinear
automotive svsi=m describing kinematics of car movement. Application of




the obtained controller to the nonlinear automotive system has yielded more
than one and half times better values of the criterion and greater values of
the controlled variable in comparison to the best linear controller available
for the linearized model. Although this conclusion follows from the developed
theory, the numericsl] simulation serves as a convincing illustration.
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Figure 1: Graphs of the variables ¢ and ¢ satisfying the polyno-
mial system (13) and controlled lsing the optimal linear regulator
defined by (16°. (18); graphs of the estimates my and m; satisfv-
ing the system (18) and controlled using the optimal linear regu-
lator defined by (16), (18); graphs of the corresponding values of
the criterion J: graphs of the corresponding values of the optimal
control u*.
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Figure 2: Graphs of the variables ¢ and ¢ satisfying the poly-
nomial system (15) and controlled using the optimal third order
polynomial controller defined hy (16), (17); graphs of the esti-
mates m, and my satisfying the system (17) and contiolled us-
ing the optimal third order polynomial controller defined by (16),
(17); graphs of the corresponding values of the criterion J: graphs
of the corresponding values of the optimal control u*.






