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Introduccién.

Introduccion.

La teoria de cacs, en el campo particular de las ciencias naturales, es en la
actualidad una nueva teoria, con caracteristicas que la distinguen de manera
significativa de otras disciplinas. En primer lugar, los fenémenos cadticos se
presentan en diferentes areas cientificas, que le dan un caracter de
universalidad. Ademas, el desarrollo de la teoria de caos ha dado lugar a
nuevos métodos de estudio y nuevas técnicas analiticas. Y aqui encontramos
otro de sus rasgos que creemos interesante: el uso de la computadora. A
diferencia de otras disciplinas de la ciencia, la funcién de la computadora es
imprescindible en la teoria de caos, y esto ha provocado que se lleve a cabo
una revisién de conceptos tales como la practica cientifica, las revoluciones
cientificas, la relacién ciencia/tecnologia, etc.

Sin embargo, y muy logicamente, la caracteristica esencial de la teoria de
caos es su temna de estudio. La teoria centra su interés en el estudio de
fendmenos que desde el origen mismo de la ciencia moderna han sido
relegados. Nos referimos naturalmente a los fenomenos cadéticos, esto es, a
los fenémenos irregulares, de naturaleza aparentemente aleatoria, donde la
predecibilidad es un imposible, y para los cuales las teorias fisicas resultan
inefectivas.

La modelacion matematica de los fenémenos caéticos se da en la forma de
sistemas dinamicos no-lineales. El calificativo "no-lineal” significa que las
variables que afectan un sistema no son proporcionales a las variables que
describen su estado. Matematicamente, el término "lineal” se refiere a la
accion de cierto operador L tal que:

Llaflzz+bgt)]=aLllflz]+DbLI[gt]

TESIS Carlos Jesus Garcia Meza v
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Introduccié6n.

Por ejemplo, la multiplicacién por una constante, la derivada o la integral
indefinida, son todos ellos operadores lineales. En fisica, la linearidad queda
expresada por el Principio de Superposicion Lineal, ya sea en la mecanica
clasica con el Principio de Superposicion de Fuerzas, o en la teoria clasica de
campos (gravitacionales, eléctricos y magnéticos), Principio de Superposicion
Lineal de Campos, y en la mecanica cuantica, con el Principio de
Superposicion Lineal de Estados. Los operadores no-lineales, en cambio, son
aquellos tales como el cuadrado de una funciéon o su raiz cubica. El
comportamiento de un sistema que tenga operadores lineales sera
completamente diferente de aquel que requiera operadores no-lineales
(donde no se cumpla el Principio de Superposicion Lineal).

El término "no-lineales” puede sonar raro, pues parece sugerir que los
fenomenos lineales son los principales. Sin embargo, la teoria de caos ha
modificado esta creencia, y ahora se piensa que lo cierto es justamente lo
contrario. Los sistemas dinamicos no-lineales no son la excepcion, sino mas
bien la regla. La ciencia, en conjunto, se ve en la actualidad mas como ciencia
no-lineal, gracias a las contribuciones de la teoria de caos. Stanislaw M. Ulam,
un pionero en la matemadtica experimental, hizo la observacién de que el usar
un término como el de la ciencia no-lineal seria tanto como referirse a toda la
zoologia como el estudio de animales no-elefantes (citado por Campbell et al.
[1985]). La razén para la nomenclatura y el fuerte sesgo hacia los sistemas
lineales no era otra que la conveniencia. En el pasado. lo no-lineal era casi
sinénimo de irresoluble. Ahora, gracias en gran medida a la teoria de caos y el
uso de la computadora, muchos problemas que antes eran inatacables han
sido retomados.

Objetivo de la Tesis.

El objetivo de la Tesis es mostrar y describir los fundamentos de la teoria de
caos, ademas de sefialar las consecuencias que ha provocado en diferentes
aspectos de la metodologia de la ciencia. La discusion se limita a los dominios
de las ciencias naturales.

TESIS Carlos Jesus Garcia Meza vi
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Introduccion.

Origen de la Tesis.

Nuestro interés por el tema elegido para la Tesis tuvo un origen hasta cierto
punto desligado de la teoria de caos, y fue el contacto con la geometria
fractal, a través de las imdgenes atractivas de fractales en textos o en la
computadora. En las entrevistas iniciales con el Dr. Bermabé Rodriguez B., nos
dimos cuenta que atras de las "bonitas figuras" habia algo trascendente: la
teoria de caos. Gradualmente, nos percatamos del valor y de la relevancia del
tema respecto a la metodologia de la ciencia, y por supuesto para la ciencia
misma, por lo cual la inquietud inicial (los fractales) tuvo un repliegue, y nos
concentramos en el estudio de la teoria de caos. Como resultado final,
llegamos a la definicién de tres temas alrededor de los cuales giraria la Tesis:
la ecuacién logistica como medio simple para mostrar los conceptos bdsicos
de la teoria de caos, el determinismo laplaciano y la matematica
experimental.

Contenido de la Tesis:

El contenido definitivo de la Tesis qued6 comprendido en seis secciones,
descritas a continuacion:

Seccién I

Marco de Referencia: los Sistemas Dindmicos.

La primera secciéon de la Tesis se dedica a presentar los conceptos
fundamentales de la teoria de sistemas dinamicos, que constituye el marco de
referencia de la teoria de caos. Las definiciones que se proporcionan sirven
para fundamentar las siguientes secciones. Como punto central, se ofrecen
varias definiciones de nuestro objeto de estudio, el "caos”, definiciones que se
sintetizan en una frase: comportamiento aparentemente aleatorio de un
sistema determinista.

TESIS Carlos Jesus Garcia Meza vii
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Introduccion.

Seccién II

Desarrollo Histérico de la Teoria de Caos.

En esta seccion se hace un recuento histérico de las principales figuras que
han realizado contribuciones a la teoria de caos, dentro de disciplinas como la
meteorologia, la matematica, la fisica, la ingenieria eléctrica y la ecologia. Se
parte de Isaac Newton, siguiendo con Jules-Henrl Poincaré, hasta finalizar
con el Grupo de Sistemas Dinamicos, asociacion que reunié importantes
investigadores de la teoria, y que la llevo a la categoria de ciencia.

Seccién III

Introduccién a la Teoria de Caos: la Ecuacién Logistica.

Se presenta un ejemplo sencillo de un sistema caédtico, la denominada
ecuacion logistica, para ilustrar y enfatizar las caracteristicas distintivas del
caos: la complejidad del comportamiento, y la extrema dependencia respecto
a las condiciones iniciales. Esto servird de apoyo tedrico de la siguiente
seccion, acerca del determinismo laplaciano, al tiempo que se utilizara para
marcar los limites de validez de uno de los postulados del método
experimental, a saber, la repetibilidad del experimento. Ademas, se
presentan las constantes de Feigenbaum, que le dan caracter de universalidad
al comportamiento de ciertos sistemas cadéticos.

Seccién IV

Teoria de Caos y el Determinismo Laplaciano.

El objetivo de esta seccién es el de refutar la validez del determinismo
cientifico o laplaciano para los sistemas cadticos. Independientemente de la
refutacién efectuada por la mecdanica cuantica, la teoria de caos invalida la
pretension decimononica de la predecibilidad de los sistemas clasicos, al
introducir dinamicas complejas. El analisis se centra en la separacién que
debe existir entre determinismo y predecibilidad a la hora de estudiar
sistemas dinamicos no-lineales, y se efectua considerando dos enfoques:
primero, por la sensibilidad que tienen los sistemas caéticos a las
condiciones iniciales; segundo, por tipos de algoritmos.

TESIS cCarlos Jesus Garcia Meza vili
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Introduccion.

Seccién V

La Funcién de la Computadora en la Teoria de Caos.

Aungue los origenes de la teoria de caos son anteriores a la era cibernética,
sus principales resultados se obtuvieron del uso de la computadora. En esta
seccién se examina la funciéon imprescindible que ha tenido la computadora
en el desarrollo de la teoria de caos. También se presenta una nueva
disciplina cientifica que ha sido fruto del trabajo de algunos matematicos con
la computadora, en las investigaciones del caos: la matematica experimental.
Como subproducto de la matemadtica experimental, pero no menos
importante, presentamos el tema de la visualizacién cientifica, que
representa una renovacién metodolégica en la investigacion cientifica de
vanguardia.

Seccién VI

Conclusiones.

Por razones obvias, la Tesis esta limitada en cuanto al numere de temas a
tratar, pero aqui deseamos llamar la atencion al hecho de que la teoria de
caos, lejos de estar sistematizada o de pretender tener una forma acabada, es
una teoria en formacién, que por sus caracteristicas particulares ha
conmovido las concepciones cientificas de nuestros tiempos. Las
implicaciones que la teoria de caos puede tener respecto al cuerpo completo
del saber cientifico son diversas, y su numero es hasta ahora incierto. Y es
aqui donde presentamos un objetivo secundario de esta Tesis, que consiste
de la enumeracion, a manera de sugerencia, de algunos temas que otros
estudiantes de la Maestria en Metodologia de la Ciencia podrian analizar con
referencia a la teoria de caos.
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Seccién 1 Marco de Referencia: los Sistemas Dindamicos,

Marco de Referencia:

Secci S
eocion | los Sistemas Dinamicos.

8l.1 Introduccion.

El marco conceptual donde surge el concepto de caos es la teoria de los
sistemas dinamicos, en particular de los sistemas dinamicos no-lineales. El
objetivo de la presente seccién es el de presentar los conceptos
fundamentales de la teoria de caos, empezando naturalmente con la
terminologia basica de la teoria de los sistemas dinamicos. Al final, se tratan
con detalle algunos enfoques metodologicos del problema de la cuantificacion
del grado de caos de un sistema.

Como veremos en la secciéon Il de esta Tesis, la teoria de los sistemas
dinamicos fue fundada por Henri Poincaré, en el siglo pasado. y a lo largo de
los anos se han producido importantes contribuciones que la han
enriquecido, y que hasta en nuestros dias se mantiene en constante
crecimiento,

TESIS Carlos Jesus Garcia Meza 1
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Seccion 1 Marco de Referencia: los Sistemas Dinamicos.

§1.2 Los sistemas dinamicos.

El concepto fundamental de la teoria de los sistemas dindmicos es
naturalmente el de sistema dinidmico. Una definicion formal seria la siguiente
[De Souza-Machado et al., 1990]:

Un sistema dinamico consiste de un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias acopladas, lineales y de primer orden de la
forma

dX/dt=G (X, L)

donde X es un vector del espacio de fases (X, Xa, ... . X)), Xi son las
coordenadas del espacio de fases, L es un espacio de parametros
L1, L2, ..., Lm. G es una funcién vectorial, y n es la dimension del espacio
de fases.

Es decir, un sistema dinamico hace referencia a dos cosas: un espacio, o
coleccion de estados del sistema (la maxima informacién posible sobre un
sistema) y una dinamica o regla que describe cémo evolucionan los estados
en el tiempo. El estudio de un sistema dinamico estriba en ver como varian
sus estados e, a través del tiempo. Se desea al menos describir la variacion, y
en el mejor de los casos, predecirla:

et »eti'l

Los primeros andlisis de los sistemas dindmicos tienen su origen en I[saac
Newton [1967]. Antes de Newton, los modelos del universo - el sistema fisico
cuyo estudio es €l que tiene mas antigiedad - eran mas bien geométricos.
Newton ideé una teoria fisica, que incluia la gravitacion universal y las leyes
del movimiento, de la cual derivé las ecuaciones diferenciales que
determinaban la dindmica de los cuerpos celestes. Posteriormente, Henri
Poincaré y luego George D. Birkhoff iniciaron un estudio mas abstracto,
topologico, de las ecuaciones diferenciales.

TESIS Carlos Jesus Garcia Meza 2
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Seccion I Marco de Referencia: los Sistemas Dindmicos,

§L.3  El espacio de fases.

La evolucion de los estados del sistema suele representarse graficamente en
el denominado g¢spacio de fases (X, en la definicién), cuyas coordenadas son
los componentes del estado, o en otras palabras, los grados de libertad del
sistema. En general, las coordenadas dependen de la naturaleza del fenémeno
que se esté estudiando. Por ejemplo, para el péndulo clasico las coordenadas

seran su posicién y su velocidad. En su evolucién, el sistema pasa por una
serie de estados, €), eg, ... ; llamaremos ¢rbita a tal conjunto de estados.

El concepto de espacio de fases {también llamado de configuraciones, o de
estados} posee un extraordinario valor a la hora de estudiar dinamicas
cadticas. La geometrizacion de la dinamica resulta muy util para caracterizar
el comportamiento asintético de los sistemas dinamices, lo cual lleva a uno
de los conceptos basicos de la teoria de caos, el de conjunto atractor (ver

§1.5).

§1.4 Modelacion matematica de los sistemas dinamicos.

Ademas de las ecuaciones diferenciales, existen otros modelos matematicos
que se utilizan para definir la dinamica de un sistema:

e ecuaciones de diferencias

¢ epcuaciones dinamicas de simbolos.
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Secclén I Marco de Referencia: los Sistemas Dinamicos.

8§L4.1 Ecuaciones diferenciales.

La ecuacién dada arriba de la definicion de sistema dinamico determina un
conjunto de soluciones X(t), denominado el flujo en el espacio de fases. Las
soluciones son consideradas como las trayectorias en el espacio de fases. La
funcién vectorial corresponde al campo vectorial generalizado del momentum
(o impulso) asociado con el flujo. El ejemplo clasico de un flujo es el del
movimiento de un péndulo, descrito desde Newton por una ecuacion
diferencial ordinaria:

6+(g/L)sen =0

momentum

(N
L

81.4.2 Ecuaciones de diferencias.

Las ecuaciones de diferencias., también llamadas mapeos, se derivan de los

flujos continuos estudiando el comportamiento del sistema en tiempos
discretos, esto es, x, = x{t;). Los mapeos de primer y segundo orden tienen

las formas

Xn41 = f(xp)

Xn+l = f[xn- Yn)
. ¥n+1 = EXp. Yo

Un ejemplo clasico de una ecuacién de diferencias de primer orden lo
constituye la ecuacion logistica, que estudiaremos en la Seccién III.
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El ejemplo mas importante para un mapeo de segundo orden es el
descubierto por Michel Hénon [1976], astronomo francés del Observatorio de
Niza. El sistema dinamico estid dado por el siguiente par de ecuaciones de
diferencias:

xt+l =yt+ 1 .Ax%

Yie1 =B %,

Para valores de los parametros de control A = 1.4 y B = 0.3, Hénon encontré
el atractor que lleva su nombre, el cual se muestra en la siguiente figura:

2.0
2 .
y “% e ,
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Si se selecciona cualquier parte del atractor, puede notarse que éste presenta
autosimilitud, es decir, constituye un objeto fractal:

El aspecto mas interesante es que si se observa el comportamiento punto a
punto, éstos aparecen de una manera aparentemente aleatoria, y resulta
extrafio que al final de un namero relativamente grande de iteraciones
(Hénon obtuvo 5 millones de puntos en su computadora IBM 7040), se tenga
esa forma.
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8§1.4.3 Ecuacion dinamica de simbolos.

Una ecuacién dinamica de simbolos se obtiene cuando la variable x;, esta

restringida a un conjunto de valores discretos, digamos (0, 1, 2}. En este caso
no hay necesidad de pensar en términos numéricos porque se puede realizar
una correspondencia entre {0, 1, 2} y y cualquier conjunto de simbolos tales
como {a;, ag, ag), {I, C, D}, o (R, V, A}. Asi, en algunos sistemas podemos
interesarnos en la posicion de una particula, izquierda (I), centro (C), o
derecha (D). O bien, los estados podrian tener algin color asociado, rojo (R),
verde (V) o azul (A). La evolucién del sistema se expresa entonces en la forma

ap,1 = hiay)

Sin embargo, pudiera ser que h(a;) no tenga una expresion algebraica
explicita, y que mas bien se trabaje con desigualdades. Por ejemplo, si x(t,)
es la posicion de la particula en el tiempo t,, podriamos tener

Una oérbita de equilibrio podria ser llil... , mientras que un movimiento en
forma de ciclo limite podria ser IIDIID... , o también DIDI.... Si el sistema

fuera cadtico, las trayectorias serian aperiddicas, por ejemplo IDIIDDDDI...
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§L.5 Atractores.

A medida que t » =, cualquier trayectoria de un sistema disipativo (es decir,
aquel que no conserva su energia) se aproximara a una region limitada del
espacio de fases, el atractor. Es decir, un atractor sera aquel conjunto del
espacio de fases hacia el cual tiende o es atraido el comportamiento de un
sistema. Un hecho interesante en la teoria de los sistemas dinamicos es que
el comportamiento asintético de un sistema disipativo puede ocurrir en tan
sélo cuatro formas tipicas, es decir, existen cuatro tipos de atractores:

* punto fijo
e ciclo limite
e toro

* atractor extrano

§1.5.1 Punto fijjo.

Si un péndulo tiene rozamiento, sus oOrbitas seran gradualmente atraidas
hacia un punto, el origen, con posicién y momentum nulos. Este punto fijo.
sera el atractor del sistema dinamico que describa al péndulo:

Punto fijo: el origen

P

e

i \ei) x
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§1.5.2 Ciclo limite.

Si el péndulo se mueve sin rozamiento, el movimiento que describe es el de
una circunferencia. Entonces el atractor es ahora un ciclo limite, periédico:

Ciclo limite:

(7
& J/ posicion

§1.6.3 Toro.

En ocasiones los sistemas dinamicos tienen un comportamiento mas
complejo que el de un punto fijo o el de un ciclo limite. En este sentido, un

atractor frecuente es un toro, donde los puntos tienen movimientos
cuasiperiddicos:

Toro:
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Una caracteristica importante de las trayectorias en los atractores toroides es
que su movimiento, a pesar de su complejidad, es predecible. Casos tipicos
de atractores toroides ocurren en sistemas de dos osciladores acoplados -
péndulos, planetas o un depredador y su presa. Si bien las trayectorias nunca
se repiten, son regulares si las frecuencias de los osciladores carecen de
divisor comun. Lo importante aqui es que las drbitas que empiezan cerca la
una de la otra permanecen siempre cercanas, por lo que se garantiza la
predecibilidad a largo plazo.

§1.5.4 Atractor extraro.

Por mucho tiempo se pensé que el catdlogo de atractores estaba completo, es
decir, se creia que el comportamiento asintético de un sistema disipativo
estaba confinado a una de tres opciones: el punto fijo, el ciclo limite o el toro.
Sin embargo, investigaciones como la de Edward N. Lorenz en la década de
los sesentas revelaron la posibilidad de un comportamiento fuera de lo comun
(ver §I1.9), lo que llevd a bautizar a los atractores como atractores extranos.
La denominacion no era casual, pues el comportamiento de algunos sistemas
dinamicos no-lineales era altamente complejo, las érbitas seguian trayectorias
aparentemente aleatorias, esto es, cadticas. El atractor de Lorenz resulto ser
de hecho el primer atractor extrario reportado en la literatura. Los atractores
extranos poseen las siguientes propiedades:

1 No importa qué tanto tiempo se considere, las oOrbitas no escapan del
espacio de fases, sino mas bien se mueven dentro de un volumen
confinado de él. Esto se debe al "doblamiento y estiramiento” del espacio
de fases (ver 8I1.10).

2 Algunos atractores extranos son fractales - exhiben autosimilitud al ser
ampliados - y otros no lo son.

3 Todo atractor extrafo es fuertemente dependiente de cambios pequerios
en las condiciones iniciales. Esto significa que dos puntos iniciales
divergen rapidamente, de modo exponencial, rumbo a un caos aparente.
Esta ultima propiedad es la razén por la cual la teoria de caos elimina la
predecibilidad del sistema (ver la Seccion IV).
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§1.6 Cuencas de atraccion.

Un sistema puede tener varios atractores, y entonces diferentes condiciones
iniciales conduciran al sistema a alguno de ellos. El conjunto de parametros
que conforman el estado inicial que evoluciona hacia el atractor se denomina
su cuenca de atraccidn.

§1.7 Rutas al caos.

Existen al menos tres escenarios en los cuales el comportamiento regular de
un sistema cambia a un comportamiento caético: duplicacion del periodo,
intermitencia, y cuasiperiodicidad. No todos los sistemas siguen estas rutas, y
es posible el descubrimiento de otras en el futuro.

§1.7.1  Duplicacion del periodo.

En este primer escenario el periodo de la solucion se bifurca en ciertos
valores de un parametro, hasta que cuando el parametro alcanza un valor
critico la solucion es caética. Un hecho interesante es que la duplicacion del
periodo presenta universalidad, en el sentido de que sin importar el
contexto, se cumple para cualquier sistema que la tasa de la diferencia de los
valores en los que se da la bifurcacion es constante; este punto lo trataremos
en particular para la ecuacion logistica, en la Seccion III.

§1.7.2 Intermitencia.

En este caso, una senal regular se ve interrumpida por algunos brotes o
estallidos de caos; cuando el parametro de control alcanza un valor critico, la
senal se vuelve cadtica, de una manera continua.

§1.7.3 Cuasiperiodicidad.

Para este escenario, el sistema se aproxima al caos via el rompimiento de una
orbita cuasiperiodica (o atractor toro).
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8.8 Definicion de caos.

James Gleick, en su libro Chaos [1987] ofrece un inventario de definiciones
concernientes a nuestro objeto de estudio, el caos:

Orbitas atractoras complicadas y aperiédicas, de ciertos sistemas
dindmicos (usualmente de baja dimension).
Philip Holmes

Cierto tipo de orden sin periodicidad. También: Campo de estudio de
rapida expansién al cual matemdticos, fisicos, hidrodinamicistas,
ecologistas y muchos otros han hecho importantes contribuciones.

Hao Bai-Lin

Comportamiento aparentemente recurrente y aleatorio en un sistema
deterministico (tipo relgj) simple.
H. Bruce Stewart

El comportamiento irregular e impredecible de sistemas dinamicos no-
lineales deterministicos.
Roderick V. Jensen

Dindmica con entropia métrica positiva, pero finita. Comportamiento
que produce informacién (amplifica pequernias incertidumbres), pero
que no es completamente impredecible.

James Crutchfield

Dinamica liberada al fin de los grilletes del orden y de la predecibilidad
... Sistemas liberados para explorar aleatoriamente cada una de sus
posibilidades dinamicas ... Variedad exética, riqueza de eleccién, una
cornucopia de oportunidad.

Joseph Ford
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§1.9 Medicion del caos.

Uno de las cuestiones cruciales en la teoria de caos es el problema de poder
determinar si un sistema exhibe un comportamiento caético, y en cualquier
caso, en qué medida. Existen varios enfoques que atacan este problema, de
los cuales presentamos los mas utilizados en la practica.

§1.9.1 Dimensién de correlacion de Grassberger y Procaccia.

En este punto se estudiara uno de los métodos utilizados para determinar si
una serie de tiempo (x{} obedece a un patréon de comportamiento cadético.
Este método se utiliza mds bien para detectar caos en sisternas muy simples.
El estudio de caos de mayor complejidad requeriria tener disponible una
cantidad infinita de datos (en la practica, el nimero de datos que se analizan
es del orden de 100, 000 6 mas).

¢Como se prueba la existencia del caos de baja dimensién? Supdéngase una
lista de datos xy, X3, ..., X{, ... X7 . Un método es observar que los mapas

caoticos no llenan todo el espacio en alta dimensién. Por ejemplo,
considérense dos conjuntos de datos a; generados por el mapa de tienda de
acampar (ver §1.8.1.1), y by una variable aleatoria uniforme en el intervalo
[0, 1]. Si graficamos a; en una dimensién, sera uniforme en el intervalo [0,1],
de modo que llena tanto espacio como b;. Sin embargo, consideremos dos
vectores (a;.1, ay) y (bt_1. by). Si los graficamos en dos dimensiones, los datos

del mapa de tienda caeran en la tienda, mientras que los datos de la variable
aleatoria se distribuiran uniformemente en el cuadrado unitario [0, 1]x[1, O].
En otras palabras, los datos del mapa de tienda dejan agujeros (areas vacias)
grandes en el espacio bidimensional, cosa que no hacen los datos aleatorios.

Para sistemas caéticos mas complejos, necesitamos ver los datos en
dimensiones mayores. Un proceso caédtico puede llenar las primeras n
dimensiones, pero deja agujeros grandes en la (n + 1)-ésima dimensidn.
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Obviamente, este procedimiento grafico no es practico para sistemas
caodticos complejos.

Grassberger y Procacecia [1983] desarrollaron un método basados en el
concepto de "dimension de correlacion”. Este método para detectar caos ha
sido utilizado con éxito por varios investigadores en ciencias naturales. Para
evaluar esta cantidad, se tiene el siguiente método (ver Brock, [1991]):

paso I Remover la autocorrelacion, si existe. La autocorrelaciéon puede
afectar algunas de las pruebas de caos, asi que debe removerse de
los datos. Esto puede hacerse filtrando los datos usando una
autorregresion.

paso II Formar n-historias de los datos filtrados. Estos se denotan asi:

1-historia: x: =<
2-historia: xf = (X710 X¢)

n-historia: x‘t1 =X g ge e X

Una n-historia es un punto en el espacio n-dimensional; n se
denomina l1a "dimension encajada”.

pasoIIl  Calcular la integral de correlacion:

Cn(e)='ll‘_i’1'£#[(t.S],0<t.S<T:"x?'xg"<€}/T2

donde | [ es la norma sup- o max. Expresado en palabras, la
integral de correlacion C,le) se define como la fraccion de pares

(x? - xr;). que estan cerca uno de otro, en el sentido que

max g pqllxgg-xll<e
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paso IV Calcular la pendiente de la grafica de log Cle) versus log e para

pequerios valores de €. Mads precisamente, queremos calcular la
siguiente cantidad:

. log C_[e)
v, = lim ———
N e0 loge

Si v, no aumenta con n, los datos son consistentes con un

comportamiento cadtico. De hecho, la dimension de correlacion
de Grassberger-Procaccia estd definida por

Vil = limv
n Tl=o0

El significado de la dimension de correlacion puede aclararse si
consideramos el mapa de tienda de acampar.

§1.9.1.1 Mapeo de tienda de acampar.

Uno de los procesos caoticos mas simples es el conocido como mapeo de
tienda de acampar. La dinamica de este sistema no-lineal esta dada por las
siguientes ecuaciones acopladas:

Xt = 2Xt_1 si Xt < 0.5
X = 2(1 - Xt..1] si xt-l 2 0.5
donde x; € [0, 1].
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La grafica de x; versus X¢+1 se muestra a continuacién; la forma de tienda de
acampar es evidente, de alli la razén del nombre de este mapeo.

xt+l 10

08 _
0.6 -
004 =]

0.2 -t

0.0

Intuitivamente, este mapeo toma el intervalo unitario [0, 1], lo estira hasta el
doble de su longitud, y luego lo dobla por su mitad. La aplicacion repetida de
este estiramiento y doblez aleja puntos que estan cerca unos de otros. Este
tipo de estiramiento y doblez es caracteristico de los mapeos caéticos. El
comportamiento de los puntos {x,} se hace un tanto dificil, de modo que la

serie parece aleatoria:

r |
0 1
0 1/2 1
1
0 ]
1/2
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El mapeo de tienda de acampar posee cuatro propiedades:

(1) Los puntos {x4} llenan el intervalo unitario [0, 1] uniformemente a
medida que t -+ o, Esto significa que la fraccion de puntos en (x;} que
caen en algun intervalo intermedio [a, b] es a - b, para cualesquier
O<a<b«<l.

(2) Cualquier error en la medicion del valor Inicial xg sera incrementado
ripidamente, de manera exponencial.

(3) El comportamiento de x; parece estocastico, a pesar de que es un

proceso deterministico (pues la regla de evolucion del sistema, esto es,

su dinamica, se conoce). De hecho, la estocasticidad de este sistema se
"asegura” dado que la funcion empirica de autocovarianza py(k) toma

un valor de cero, como si se tratara de una fuente de ruido blanco:

o0
2 X¢ Xt-k

pxx(k) = Elxt xt,k] = Tl-l;.lo'l;l> T =0

(4) El comportamiento de x; puede tener una secuencia de pequernos
incrementos, y de pronto declinar bruscamente.

Puesto que el mapa esta uniforrmemente distribuido en el intervalo [0, 1], la
cantidad C,(e) se duplica si e se duplica. Entonces, para valores

pequenos de e,

V=" _ =
1 log €
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Pero las 2-historias no llenan el cuadrado unitario [0, 1]x[1, 0]. De hecho,
todos los puntos caen en la tienda. Para valores pequerios de e, Cyle) se

duplica si « se duplica, de modo que

log C2(€]

V2 = log €

Esto sigue siendo valido para cualquier n, esto es,

log C,(e)
Vn = log € -

En consecuencia, la dimension de correlacién para el mapa de tienda de
acampar es v = 1.

Si aplicamos esto al pseudogenerador de numeros aleatorios, tenemos que la

variable se encuentra uniformemente distribuida en el intervalo [0, 1]. De
nuevo, podemos ver que C,(e) se duplica si e se duplica, por lo que

log C(e)
) 7 loge ~

Sin embargo, dado que las 2-historias llenan uniformemente el cuadrado
unitario [0, 1]x[1, O], Cyle) se cuadriplica si € se duplica, y

V2 = log € -
En general,
log C,(e)
Vn = log e -

En fin, la dimensién de correlacién para el proceso aleatorio vale .
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Utilizando este método, Grassherger y Procaccia [1983] determinaron las
dimensiones de correlacién para varios sistemas cadticos. Los resultados se
dan en la siguiente tabla:

Sistema cadtico: A

Ecuacién logistica 1.00 £ 0.02
Mapa de Hénon 1.22 £ 0.01
Mapa de Lorenz 2.0510.01
Ecuacién de Mackey-Glass 7.50£0.15

Estos resultados muestran que los mapas cadticos no llenan suficiente
espacio en una dimension encajada alta, lo cual es una propiedad genérica de
los procesos cadticos. Hay que enfatizar que la dimensién de correlacion es
una medida de qué tanto espacio esta llenado por una serie de datos. Por
esto, la dimensién de correlacién no necesariamente toma valores enteros.
Ademas, la dimensién de correlacion no esta relacionada con el numero de
"factores independientes” que gobiernan un sistema. Asi, por ejemplo, la
ecuaciéon univariada de Mackey-Glass (Mackay, Michael C. y Glass, Leon
[1977]):

ax(t - ¢)
1 + x(t - c)10

x(t) = - bx(t)

cona =02 b=0.1y c =100, tiene una dimensiéon de correlacién de
cerca de 7.
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§1.9.2 Complejidad algoritmica.

El término "complejidad algoritmica” se refiere a la medida de aleatoriedad
de las orbitas de un sistema dinamico (ver Ingraham, [1992]). Este concepto,
tomado de la ciencia computacional, se utiliza como una medida de caos,
pues se toman como iguales el caos y la aleatoriedad. Para definir la
complejidad algoritmica de una dinamica, necesitamos una definicion
preliminar:

Una palabrg finita sy es una cadena de N letras de algan alfabeto X, por
ejemplo R = (1, 2, 3, ..., m}. Un caso especial es el alfabeto binario
X ={0, 1}.

Luego,

La complejidad algoritmica K(sy) de una palabra finita sy es la longitud
(el nimero de simbolos) del algoritmo mas corto que pueda imprimir
tal palabra.

La definicién, aunque remite a la teoria de las maquinas de Turing, puede
manejarse independiente de un contexto computacional. Un algoritmo puede

conceptualizarse como un "programa”, "relaciones recursivas” o unas "reglas”.
En cualquier caso, tenemos que 1 < K(sy) € N. Si, para N grande, K(sy) no es

apreciablemente menor que N, se dice que 1a palabra es aleatoria.

La complejidad algoritmica de una palabra infinita se define como

Ki(sy)
N

K(se) = J

donde sy es la cadena de las primeras letras de Sw. Si K(se) > 0. la
palabra infinita se dice que es aleatoria.
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Ahora, considérese un mapeo F: X -+ X, donde el espacio de fases X es muy
general. X es particilonado en un nimero finito de conjuntos disjuntos

(E1, Eg, ..., Ep} = €. La 6rbita real F?(x), con n > 0, se remplaza por su

itinerario: la palabra infinita 1,02,w3 ,... dependiendo si el enésimo punto cae
dentro del conjunto Eg, : FR(x) €« Ep,. Se define entonces la complejidad

algoritmica de esta palabra infinita de la misma forma dada antes.

Puesto que el itinerario depende del punto inicial x, la particién €, y el
mapeo F, denotemos la complejidad algoritmica por K(x, F,|€):

. Klo
K(x, F.l&=§}3},%

donde @ es la secuencia ®1,w2,®3 ,... Om. Ahora, sea K(x, F) el limite superior
de K(so) sobre todas las particiones €. Entonces decimos que la 6rbita basada

en x es aleatoria si K(x, F) > 0.

Podemos ver la idea que motiva este formalismo. Si la 6rbita es realmente
aleatoria, en el sentido intuitivo, no existe ningan algoritmo corto disponible
para imprimirla. Debemos simplemente calcular la érbita completa. Esto
significa que K(x, F) > 0.
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§1.9.3 Entropia de Kolmogorov y otras entropias.

Este enfoque (ver Ingraham, [1992]) estd estrechamente relacionado con el
anterior, y de nuevo se trabajan mapeos generales F. La gntropia h(F) mide la
incertidumbre al predecir el (N + 1)-ésimo punto de un itinerario, dados los

primeros N puntos, para N>>1. También, se utiliza la particién € del espacio

de fases. La entropia (o métrica) de Kolmogorov utiliza la teoria de la medida
y orbitas genéricas. La entropia topologica se define de una manera
ligeramente distinta, siguiendo las orbitas individuales de F. En suma, la
dindmica es aleatoria o impredecible, i e., es cadtica, si la entropia h(F) > 0.
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Desarrollo Historico

seccién I1 de la Teoria de Caos

§l1.1  Introduccién.

Los origenes de la teoria de caos se remontan al siglo XIX, con las ideas de
Henri Poincaré, quien inicié el estudio formal de los sistemas dinamicos.
Posteriormente, diversos cientificos y matematicos trabajaron con distintos
aspectos de esta teoria.

De particular importancia para nosotros resulta el hecho de que el desarrollo
cronologico de los conceptos y técnicas que constituyen la teoria de caos
ocurrié6 desde diferentes vertientes. En el recorrido historico que
presentaremos enseguida podremos constatar el caracter multidisciplinario
de esta nueva teoria. Por lo antes dicho, el desarrollo histérico dado a
continuaciéon no presenta una estructura estrictamente lineal. Veremos cémo
la teoria de caos se ha nutrido de la matematica (H. Poincaré, G. Cantor, A. M.
Liapunov, S. Smale), la ecologia y la dinamica de poblaciones (R. May), la
ingenieria eléctrica (Duffing y van der Pol), la meteorologia (E. Lorenz], y la
hidrodinamica y los fenémenos de turbulencia (D. Ruelle y F. Takens).

En la actualidad, el cariz multidisciplinario de la teoria de caos se deja ver en
sus polifacéticas aplicaciones, que abarcan areas tan (aparentemente)
dispares como la macro y microeconomia, fisiologia cardiaca, astronomia
planetaria, trafico vehicular, mercado de valores, laseres, reacciones
quimicas, etc. La teoria de caos aun no esta terminada, y se sigue nutriendo v
manifestando en numerosas disciplinas cientificas, tanto en el campo natural
como en el social. La lista de aplicaciones se amplia continuamente, lo que ha
traido como consecuencia que la teoria de caos se consolide cada vez mas.
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8l1.2 Georg Cantor.

Uno de los aspectos esenciales en el desarrollo de la teoria de caos es la
geometria fractal. En 1883, el matematico aleman Georg Cantor [1915]
estudi6 el primer objeto fractal, conocido como "conjunto de Cantor"
(también se denomina polvo de Cantor. lan Stewart [1989] aclara que la
invencién del conjunto se debe a Henry Smith, matematico inglés del siglo
XIX). La construccion de este conjunto es simple: partiendo del intervalo
unitario [0, 1}, se remueve su tercio central (como intervalo abierto). Este
proceso se repite ad infiniftum para los segmentos que van quedando. En la
enésima etapa se habran removido 2n intervalos abiertos. Por ejemplo, si
hacemos esto cuatro veces obtenemos la siguiente figura:

Lo sorprendente de este conjunto es que el producto final tiene longitud cero
(la medida de Lebesque es cero) mientras que su dimensién fractal vale
In2/In3 = 0.6309 ... . lo cual equivale a decir que el conjunto de Cantor no
llena completamente el espacio unidimensional del segmento unitario de
recta. Una version bidimensional del conjunto de Cantor es la "alfombra de
Sierpinski”, que se construye removiendo iterativamente los novenos
centrales de un cuadrado. En tres dimensiones se tiene la "esponja de
Menger"”, resultado de remover iterativamente los vigésimo-séptimos
centrales de un cubo (con volumen final cero, pero con un area superficial
jinfinita!).

La importancia del conjunto de Cantor - y en general de la geometria fractal -
fuera de la mera curiosidad matematica y estética, no fue apreciada sino hasta
hace apenas unos anos, cuando se asocié con ciertos procesos cadticos. por
ejemplo, con el fenomeno de la "escalera del diablo" (ver Bak, [1986]). o
bien, de interés para nosotros, con el diagrama de bifurcaciones de la
ecuacién logistica.
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8§1.3 Henri Poincaré.

El matematico francés Henri Poincaré (1854 - 1912) esta considerado como
el fundador de la rama matematica de los sistemas dinamicos. El fue quien
introdujo el concepto de espacio de fases, reconociendo su importancia. La
contribucién mas grande de Poincaré a la teoria de los sistemas dinamicos
fue la del estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales (Poincaré [1899]).
Uno de los problemas que estudid Poincaré fue el "problema de los tres
cuerpos”, 0 en general, el problema de n cuerpos. En este ultimo sentido, el
problema comprende un sistema de ecuaciones de la forma

x; = fi (x1. X2, ... , Xn)

donde el movimiento del i-ésimo cuerpo depende de las posiciones de los
demas. Para n = 2, la solucion es trivial, y los movimientos futuros de los dos
cuerpos puede predecirse con absoluta certeza. De hecho, esta fue la base del
optimismo ingenuo de Laplace (ver la Secciéon IV: "Teoria de Caos y el
Determinismo Laplaciano”).

Para n 2 3, las soluciones se vuelven muy complicadas y dependen de
consideraciones adicionales. De aqui surgid la teoria cualitativa de Poincar€,
para tratar de entender las caracteristicas que tendrian las soluciones; por
ejemplo, se queria saber si los cuerpos escaparian al infinito, permanecerian
cerca unos de otros, o bien colisionarian. El objetivo, en fin, era ver el
comportamiento asintético del sistema, o en otras palabras, determinar su
estabilidad a largo plazo.

Después de analizar el problema de la existencia o no de la estabilidad del
sistema, Poincaré siguié con la cuestion de la robustez del sistema: si el
sistema fuera levemente perturbado, ¢seria su comportamiento igual al del
caso original o tendria lugar algun cambio significativo en la estabilidad
estructural del mismo? Si ésto ultimo fuera el caso, entonces el sistema seria
estructuralmente inestable, y existiria un punto de "bifurcacién”.
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El concepto de bifurcacién es de crucial importancia en la teoria de caos, y
vale la pena detenernos en este punto para ofrecer un breve examen de su
significado (Rosser, [1991]). Supongamos una familia de ecuaciones
diferenciales cuyo comportamiento depende de un parametro de control p:

x =1 (x xe R0
peRk

Las soluciones al equilibrio de este sistema dinamico estan dadas por
fu(x) = 0. Pero resulta que este conjunto de soluciones se bifurcarad en dos
ramas separadas en una singularidad, o un punto critico degenerado (esto es,
el punto en el cual el jacobiano Dy f,, tiene una parte real para cada uno de sus

eigenvalores). Por ejemplo, si
fy (x) = px - x3

su jacobiano es Dy fy = u - 3x2. El punto de bifurcacion sera (x, p) = (0, 0). La
fisura siguf®nte muestra el punto de bifurcacién y las ramas de equilibrio:

punto de ramas de

X
bt[urcaclén\ /——7 equilibrio
Q "

La rama central es inestable, mientras que las ramas externas son estables. La
degeneracion en el punto (0, O) puede explicarse viendo que la primera
derivada de f, (x) es cero en ese punto, pero (0, O) no es un punto extremo
de la funcién. Tales degeneraciones, o singularidades, juegan un papel muy
importante al estudiar el problema general de la estabilidad estructural de un
sistema dinamico.
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Mapas de Poincaré: Para analizar el comportamiento de los cuerpos,
Poincaré examiné las secciones transversales de las 6rbitas en una dimension
menos que el espacio de fases original. Estos graficos, conocidos como
"mapas de Poincaré”, pueden mostrar el conjunto limite del sistema (su
atractor, diriamos).

Para ilustrar como se obtiene un mapa de Poincaré, supongamos que un
sistema de ecuaciones diferenciales tiene las soluciones (x, y, z). donde
x) (t) =x, x2 (t) =y, x3 (t) = z. Si las soluciones estdn limitadas, entonces la
curva solucién esta contenida dentro de algin volumen finito en el espacio de
fases en cuestion.

Ahora, consideremos alguna superficie que sea atravesada por las érbitas. Si
definimos un sistema de coordenadas (§, n) para esta superficie, entonces la
posicion de la perforacién de la (n+1)-ésima érbita (§ n+1. N n+1) sera funcién
de la anterior, segun el sistema de ecuaciones diferenciales. El mapa de
Poincaré podria ser en consecuencia como sigue:

X

|/
/&

<Y
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Poincaré, al aplicar este concepto al problema de los tres cuerpos, llegé a dos
conclusiones:

Por una parte, surgi6 el siguiente teorema, para el movimiento planar
(Gomez-Font, [1989]):

Teorema de Poincaré-Bendixson.- Sea F un campo vectorial
diferenciable en R2 U {«}. Los conjuntos limites de cualquier solucién
son:

1. Un punto de equilibrio.
2. Una orbita periddica.

3. Un grafo.

De interés para la teoria de caos es el tercer caso, que corresponde a las
uniones de puntos fijos y trayectorias que los conectan. Estas trayectorias se
clasifican en dos tipos: se dicen heteroclinicas cuando conectan puntos
distintos, y homoclinicas si conectan un punto consigo mismo. Estas ultimas
resultan esenciales a la hora de estudiar los atractores extrasnos.

La segunda conclusiéon que obtuvo Poincaré fue la siguiente. En el caso del
problema de los tres cuerpos, Poincaré vio la posibilidad de una solucién de
gran complejidad, una especie de rejilla infinitamente densa, analoga en
ciertos aspectos al conjunto de Cantor. El descubrimiento de los atractores
caoticos se quedo, para Poincaré, a la vuelta de la esquina.
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§1.4 A M. Liapunov y la Escuela Rusa.

El primer estudio de la conexion entre los valores del jacobiano de un
sistema dinamico en el equilibrio y su estabilidad estructural fue realizado por
el matematico ruso A. M. Liapunov [1966]. El demostré que la condicién
suficiente para la estabilidad local era que las partes reales de los eigenvalores
del jacobiano debian ser negativas.

Liapunov puede ser considerado el fundador del mayor grupo de
investigadores de los sistemas dinamicos en el mundo, la denominada
Escuela Rusa, que entre sus miembros ha contado con los siguientes (citados
por Rosser [1991]; se menciona entre paréntesis el ano alrededor del cual
realizaron sus trabajos): '

- A. A. Andronov y L. S. Pontryagin (1937) quienes desarrollaron la teoria de la
estabilidad estructural.

- A. N. Kolgomorov (1941), uno de los mas grandes matematicos de este
siglo, quien hizo importantes contribuciones a la teoria de la turbulencia.

- V. 1. Arnold (1968), quien llevé a cabo la clasificacion mas exhaustiva de las
singularidades.
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§I.5  Teoria de la oscilaciones: Duffing y van der Pol.

Una de las areas que han contribuido a la comprensién del fenémeno del caos
lo constituye la teoria de las oscilaciones, donde varios modelos eléctricos y
electromecanicos exhiben un comportamiento cadtico. Las primeras
aportaciones (mencionados por Rosser, [1991]) provienen de las
investigaciones de G. Duffing, con su modelo de una viga vibrante
electromagnetizada, y de Balthasar van der Pol, quien estudié los circuitos
eléctricos con un triodo cuya resistencia varia con la intensidad de la
corriente.

El estudio formal del oscilador de Duffing, cabe decir en el contexto de la
teoria de caos, fue efectuado por Philip J. Holmes y Francis C. Moon [1979].
Ellos demostraron que conforme ocurria la variacidon de un parametro el
oscilador podia exhibir una secuencia de bifurcaciones del tipo duplicacion
del periodo, hasta alcanzar un estado cadtico.

Balthasar van der Pol pudo notar el compertamiento "cadtico” del oscilador
que lleva su nombre, aunque no le dedicé mas atencion. El estudio moderno
del oscilador forzado de van der Pol se debe a Levi [1981].

En la version sin forzamiento del oscilador de van der Pol surgié un concepto
importante para la teoria de caos, la bifurcacién de Hopf. Este fenomeno
ocurre cuando la desaparicion de la parte real de un eigenvalor coincide con
las raices imaginarias conjugadas. Esto indica la aparicion de un
comportamiento de ciclos limite a partir de una dinamica no ciclica.

La ecuaciéon de van der Pol es

X=e(x2-b)x+x=0

donde € > O es una variable de control. Para b < 0, existe un punto atractor en
el origen. La bifurcacion de Hopf ocurre cuando b = 0, y si b > O el conjunto

atractor es un paraboloide de radio 2\/—b.
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§l1.6  George D. Birkhoff.

George D. Birkhoff (1884-1944) prosiguié los estudios de Poincaré. En
particular, los resultados del Teorema de Poincaré-Bendixson los extendio y
los colocé en un contexto teérico mas riguroso (Birkhoff, [1950]). Sin
embargo, exceptuando casos como el analisis de estabilidad de Liapunov, las
ideas de Poincaré no tuvieron suficiente impacto en la comunidad cientifica
de la época, tanto que sus aportaciones permanecieron sin uso cerca de
medio siglo. Esto pudo deberse quizas a que tanto las investigaciones de
Poincaré como las de Birkhoff eran en el campo de la mecanica celeste,
donde el interés recaia en los sistemas hamiltonianos para los cuales el
teorema de Liouville se cumple:

Teorema Si el sistema es hamiltoniano (sin friccién) entonces el flujo es
incomprensible.

Las sistemas disipativos, por otra parte, tienen la propiedad de que un
conjunto de estados en evolucion ocupa una region en el espacio de fases cuyo
volumen disminuye con el tiempo. A largo plazo, esta contraccion de volumen
tiene una fuerte tendencia a simplificar la estructura topolégica de las
trayectorias en el espacio de fases. Esto a menudo significa que un sistema
dinamico de gran complejidad con un espacio de fases de dimensionalidad
infinita - por ejemplo, un sistema de ecuaciones diferenciales parciales - se
puede estacionar en un subespacio de tan sélo unas cuantas dimensiones.

TESIS Carlos Jestis Garcia Meza 30
LA TEORIA DE CAOS: ALGUNAS IMPLICACIONES EN Ei. AREA DE [A METODOLOGIA DE LA CIENCIA



Seccion 11 Desarrollo Historico de la Teoria de Caos.

8.7 Gaston Julia y Pierre Fatou.

La geometria fractal, que como se ha visto, guarda una estrecha relacién con
la teoria de caos, nacid en la época de la Primera Guerra Mundial, con las
aportaciones de dos matematicos franceses, Gaston Julia y Pierre Fatou. Julia
habia mostrado (Julia, [1918]), que ciertos mapeos sencillos de numeros
involucrando nimeros complejos podrian resultar en unas formas
geométricas de gran complejidad, como la que se muestra a continuacion
(cabe aclarar que esta imagen fue obtenida por computadora, recurso
inexistente en la época de Julia):

Pierre Fatou [1919] realizé al mismo tiempo los mismos estudios de Julia, y
entre los dos lograron dar al drea una forma mas o menos completa. La forma
definitiva de la geometria fractal se debe al matematico Benoit Mandelbrot
[1983], pionero moderno de la geometria fractal, con cuyo apellido ésta se
asocia (€l acuno el término 'fractal’, del latin fractus, quebrado). Mandelbrot
estudio el trabajo original de cerca de 200 paginas de Julia, y en la década de
los 70's present6 las primeras imagenes del conjunto que lleva su nombre,
con la ayuda insustituible de la computadora.
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8.8  Felix Hausdorff y A. S. Besicovitch.

Hausdorff y Besicovitch (Rosser, [1991]) idearon un concepto de dimensién
completamente diferente del tradicional, esto es, el euclidiano, para
describir de un modo cuantitativo la irregularidad de conjuntos tales como el
conjunto de Cantor. La medida implica la estimaciéon de la tasa a la que el
conjunto de puntos del conjunto se aglomera sobre si cuando se decrementa
la escala de medicién. Esto se conceptualiza como el cubrir el conjunto con
esferas de radio decreciente. Lo interesante del enfoque es que la dimension
de algunos conjuntos puede no ser entera.

Por ejemplo, para el conjunto de Cantor se tiene una dimension euclidiana de
cero, mientras que la dimensién de Hausdorff-Besicovith es In2/In3. Estas
ideas se convirtieron en centrales para las investigaciones de Mandelbrot y la
geometria fractal. En la actualidad la dimensién de Hausdorff-Besicovith se
denomina dimension fractal, y Mandelbrot definié un fractal como aquel
conjunto cuyas dimensiones euclidiana y fractal son diferentes.

De cualquier modo que se llame, la dimension de Hausdorff-Besicovnith es
importante en la historia de la teoria de caos porque fue la primer tentativa
de caracterizar la irregularidad de los atractores extranos de algunos sistemas
dinamicos no-lineales. Mas aun, muchos de los enfoques contemporaneos al

problema de la dimension de los atractores caéticos se basan en la idea
original de Hausdorff.
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§I.9 Edward N. Lorenz.

En 1963, Edward N. Lorenz, un matematico trabajando en problemas de
meteorologia en el M. I. T., publicé un articulo clasico en la literatura de caos,
denominado "Deterministic Non-Periodic Flow". En él presentaba los
resultados que obtuvo a raiz de enfrentar el problema de la modelacion
matematica de la dinAmica atmosférica del planeta. A Lorenz se le atribuye el
descubrimiento del caos deterministico, El modelo implicaba una version
truncada de las ecuaciones de Navier-Stokes. En su formulacion original, las
ecuaciones son diferenciales, mas que ecuaciones de diferencias:

xo(y-x
V=IX-Y-Xz
z=xy - Bz

donde o es el namero de Prandtl, r es el namero de Rayleigh, y B es un factor
geométrico. Usualmente, los parametros o y f se fijan (Lorenz trabajé con
o =10y [ = 8/3), y luego se varia r. Este sistema describe un fluido de dos
capas calentadas desde arriba, y las ecuaciones representan el gradiente
térmico de la conveccién inducida gravitacionalmente del fluido. Esto se
aplica para modelar océanos, atmoésferas planetarias, calentamiento
doméstico y diversos dispositivos ingenieriles. El sistema de Lorenz ha sido
extensamente analizado; un resumen de algunos de los resultados se muestra
en la siguiente figura (Robbins, [1979)):

Orbita -
periédica
¢stlable
Cascada de -200
bifurcacioncs
Cace ~100
Caos 2474
metaealabic
13.926
Atractores globales
aislados Cusp
1.0 r
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Si denotamos por (X, ¥, 2) =V el vector de velocidad en el espacio de fases,
entonces

Vv=-(c+B+1)<0

Es decir, la divergencia de V es negativa, lo cual significa que el volumen en
el espacio de fases se encoge, hasta alcanzar un valor nulo. De hecho, puede
demostrarse que este atractor extrario contrae el espacio de fases por un
factor de 106 en cada iteracién. El atractor de Lorenz posee estructura
fractal, aunque como la contraccién es tan rapida resulta practicamente
imposible percibirla. La dimension fractal del atractor de Lorenz es igual a
2.06. Esto indica que el movimiento de los puntos ocurre cerca de una
superficie bidimensional,

La figura siguiente muestra una seccion de Poincaré del atractor de Lorenz:
nétese la forma caracteristica de este atractor, como los ojos de un mapache:
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8I1.10 Steve Smale.

Aunque Lorenz presentd los resultados de su investigacién en 1963, algunos
matematicos ya habian iniciado el estudio de lo que él descubrié en su
modelo simplificado del clima terrestre. Uno de tales pioneros en la
investigacion matematica del caos es Steve Smale (ver Smale, [1967]), quien
en la década de los sesentas realizd estudios acerca de la estabilidad
estructural de flujos planares. En particular, descubrié que muchos sistemas
de ecuaciones diferenciales contienen un "mapa de herradura" que posee un
conjunto de Cantor, un conjunto contable infinito de 6rbitas periddicas de
periodos arbitrariamente largos, un conjunto incontable de flujos limitados
aperiédicos y una orbita densa. (El "flujo limitado aperiddico” ha sido
sinénimo de caos desde mediados de la década de los setentas. aunque
“turbulencia” y "dinamica irregular” también han sido utilizados.)

El concepto de "herradura de Smale" conlleva una de las ideas mas
interesantes y ntiles para comprender la complejidad de las érbitas de un
sistema caotico. Smale consideré que un sistema dinidmico no-lineal realiza
sobre las variables dos operaciones esenciales, que denomind "estirar” y
"doblar" (palabras tomadas del proceso fisico de amasar una pasta de hojaldre:
algunas veces este proceso se llama también "transformacion del panadero”).
La operacion de estiramiento hace que dos puntos cercanos se alejen una
distancia bastante grande, y el doblado acerca puntos que estan alejados. El
resuitado final es que el sistema permanece acatado en el espacio de fases, y
los puntos siguen una érbitas intrincadas. Como hecho importante la
herradura de Smale presenta una estructura completamente similar al
conjunto de Cantor (mas correctamente a dos conjuntos de Cantor cruzados).
Muchos sistemas dinamicos, como por ejemplo los mencionados osciladores
de Duffing y de van der Pol, poseen herraduras de Smale. Lo relevante para
nosotros es que los atractores extrarios son aquellos que presentan la
estructura de herradura (aunque una herradura de Smale no es
necesariamente un atractor). El concepto de Smale representé la primera
incursion matematica explicita en el campo de los sistemas caodticos, al
tiempo que le dio respetabilidad cientifica al conjunto de Cantor.

TESIS Carlos Jesis Garcia Meza 35
LA TEORIA DE CAOS: ALGUNAS IMPLICACIONES EN Ei. AREA DE LA METODQCLOGIA DE LA CIENCIA

-



Seccién 1T Desarrollo Histérico de la Teoria de Caos.

§l1.11 David Ruelle y Floris Takens.

El interés cientifico por el caos en el area de las ciencias naturales se inici6 a
principios de la década de los setentas, con un trabajo publicado por los
franceses D. Ruelle y F. Takens, denominado "On the Nature of Turbulence"
(Ruelle y Takens, [1971]). En esta Investigacion, pionera y controversial,
Ruelle y Takens argumentaban que el modelo tradicional del flujo turbulento
de fluidos era estructuralmente inestable y que el sistema dinamico que
convergia a un atractor caético de baja dimensién constituia un mejor
modelo, al menos para ciertos casos.

El trabajo de Ruelle y Takens es interesante en la historia de la teoria de caos
porque ellos fueron los primeros en descubrir un atractor extrafio en un
sistema fisico. Ruelle y Takens también propusieron una manera util de ver
las transiciones a la turbulencia. El procedimiento que sugirieron consistia de
los siguientes pasos (Rosser, [1991]). Primero, escribir una ecuacién
diferencial para modelar el sistema, dX/dt = G(X. L), donde x era el estado
del sistema y L un vector de parametros. El estado podria ser un vector de
dimension finita o, en el caso de un fluido, un punto en un espacio de
dimension infinita. Luego habria que estudiar el comportamiento a largo plazo
del sistema. La idea era que este comportamiento convergeria a algun
conjunto atractor A(L), y la evolucion del sistema podia variar en funcién de
cambiar L. Por ejemplo, el parametro seria el namero de Reynolds para un
experimento con algun fluido. Después construyeron un diagrama de una
secuencia de cuatro bifurcaciones de Hopf para valores crecientes de L.
proceso que culminaba en una solucién turbulenta dominada por atractores
extrafios luego de la ultima bifurcacién. Podemos observar este proceso de
transicion al caos en la siguiente figura:

Inestable
= Estable (
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La solucién x = O persiste hasta cuando L = L;, donde ocurre la primera
bifurcacién de Hopf. Luego se presenta un ciclo limite con una solucién
periddica estable con frecuencia w;. Esto se mantiene hasta la segunda
bifurcacién, en L = Lp. Ahora hay un toro limite con un flujo cuasiperiédico
gobernado por dos frecuencias, @] y w2. Para valores mayores de L el flujo

oscila rapidamente entre un movimiento peridédico y uno aperiédico. En
L = L3 ocurre la tercera bifurcacidn, tras la cual el movimiento se da en un

toro triple y estable con componentes de frecuencias w;, wg y w3, otra vez
cuasiperiédicas. Cuando L = L4, se presenta la cuarta bifurcacién de Hopf y el
flujo es sobre un toro cuddruple con cuasiperiodicidad y frecuencias w0, ws,
w3, ®4. Sin embargo. este toro es inestable, y Ruelle y Takens demostraron
que el conjunto abierto de perturbaciones posee atractores extranos
conteniendo herraduras de Smale y por lo tanto "turbulencia" (caos, para
nosotros).

La propuesta de Ruelle y Takens era radical. Esto se comprende si
consideramos que la turbulencia es un proceso estocastico por antonomasia.
La idea de que un sistema con unos cuantos modos activos pudiera generar un
comportamiento tan complejo - observado en la naturaleza - resultaba
realmente controversial. Pero la experimentacion analoga en otras ramas de
la ciencia confirmaron la validez de la propuesta, y ésta ayudd a consolidar la
teoria del caos.
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§l1.12 Tien-Yien Li y James Yorke.

Fue en 1975 cuando el término "caos" se introdujo en la literatura cientifica,
en el articulo "Period Three Implies Chaos", de Li y Yorke. Ellos demostraron
que para cualquier mapeo continuo unidimensional sobre si mismo, la
existencia de una orbita no degenerada de periodo 3 implicaria también la
existencia de orbitas no degeneradas de todos los periodos asi como un
namero incontable de oérbitas asintéticamente aperiédicas. Para estos
investigadores, estos constituia el caos. El resultado de Li y Yorke fue probado
esencialmente en un articulo de la Escuela Rusa por A. N. Sarkovskii. El
teorema de Sarkovskii es el siguiente (Weiss, [1991]):

Teorema: Sea f una funcién continua cuyo dominio y rango es el
conjunto de los numeros reales. Si f tiene un punto de periodo 3,
entonces tiene punto de periodon, conn =1, 2, ... .

El articulo de Li y Yorke inspiré a su tiempo el trabajo de Robert M. May
acerca de las dinamicas poblacionales caéticas en ecologia (ver la Seccion
[1I), quien por su parte motivé el estudio del caos en escenarios economicos.

8l1.13 Mitchell J. Feigenbaum,

El articulo de Sarkovskii sirvi0 de base para elaborar el concepto de
"secuencias de duplicacién del periodo”. Este fendémeno fue descubierto
explicitamente por M. J. Feigenbaum [1978], quien expuso sus resultados en
el articulo "Quantitative Universality for a Class of Nonlinear Transformations”.
El fenémeno no es otro que el de la cascada de bifurcaciones, en donde cada
fiburcacion lleva a la duplicacion del periodo de las 6rbitas de un sistema a
medida que se aproxima al caos. Feigenbaum utilizo las técnicas de
renormalizacion para analizar los aspectos "universales” - de alli su mérito -
de las secuencias de duplicacion del periodo (ver la Seccion III).
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g§I1.14 Grupo de Sistemas Dinamicos.

A finales de la década de los setentas, cuatro jévenes estudiantes de
postgrado de la Universidad de California en el campus Santa Cruz - J. Doyne
Farmer, James P. Crutchfield, Robert S. Shaw y Norman H. Packard -
formaron una asociacion, que denominaron Grupo de Sistemas Dinamicos,
para realizar estudios de sistemas caoéticos. Ellos habian tenido contacto con
las Investigaciones de Lorenz, evento que les condujo a experimentar y
posteriorente a la tarea de darle cientificidad a la teoria naciente del caos.

Con el tiempo, la asociacién atrajo a muchos otros entusiastas, y fue
precisamente esta asociacion la que abrié las puertas de la ciencia a la teoria
de caos. En 1979 B. A. Huberman y J. P. Crutchfield lograron publicar en la
prestigiada revista Physical Review Letters el articulo "Chaotic States of
Anharmonic Systems in Periodic Fields". Este suceso, junto con otras
publicaciones de los miembros de esta asociaciéon termind por darle
cientificidad a la teoria de caos.

En el nivel popular, es interesante mencionar la publicacion del articulo
"Chaos", por los fundadores de la asociacion, Crutchfield, Farmer, Packard y
Shaw, en el namero de diciembre de 1986 de la revista Scientific American.

A raiz de tales publicaciones. la comunidad cientifica del mundo se interesé
vivamente por esta nueva teoria, lo cual se puede ver reflejado por el numero
cada vez creciente de trabajos reportados en la literatura, asi como por la
publicacion de libros y la edicién de revistas especializadas en el tema.
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Introduccién a la Teoria de Caos:
la Ecuacion Logistica.

Seccién m

§lII.1 Introduccioén.

A mediados del siglo pasado P. F. Verhulst [1838], un cientifico interesado en
las matematicas del crecimiento poblacional, introdujo un nuevo enfoque en
tal estudio. La idea de Verhulst (ver Brigss, J. y Peat, D. F., [1989]) consistia
en considerar un término extra para describir como se desarrolla una
poblacién en un area cerrada. Habia una ecuacién de la dinamica poblacional,
pero con este término, la ecuacién se convertia en no-lineal; este era un
medio ingenioso y simple de calcular el impacto de todos los otros factores
ambientales en la expansion poblacional.

De este problema surgié la ecuacién denominada "logistica”, que utilizaremos
en esta seccion para describir la ruta mas conocida al caos, conocida como de
"duplicacion del periodo”. El estudio de la ecuacion logistica es interesante
en mas de un sentido. Atras de su aparente simplicidad, encontramos un
comportamiento complejo (caos), las constantes universales de Feigenbaum. y
la caracteristica definitiva del caos, la gran sensibilidad ante minusculas
variaciones en las condiciones iniciales.

Este estudio nos servira para fundamentar algunas ideas de la Seccién IV.
acerca del determinismo laplaciano y la predecibilidad de los sistemas
dinamicos no-lineales.
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8ll1.2 La ecuacion logistica.

La ecuacion logistica ha sido estudiada extensivamente por diversos autores.
La investigacion primaria de este tema se debe a autores tales como M.
Feigenbaum [1978] y R. M. May [1976].

Aun cuando denotemos con x; a la poblacién, en un contexto de ciencias

biolégicas, existen muchas disciplinas cientificas donde se aplica esta
ecuacién fundamental. La siguiente es una lista parcial de aplicaciones de la
ecuacion logistica:

Epidemiologia: x; es la fraccién de la poblacion infectada en el tiempo t.
Economia: modelacion de la relacion entre la cantidad de la mercancia

y el precio; la teoria de los ciclos financieros, y las secuencias
temporales generadas por diversas variables economicas.

Ingenieria: difusion de innovaciones.

Sociologia: modelos de aprendizaje, donde x; es el numero de unidades

de informacién que pueden recordarse después de un intervalo t;
propagacion de rumores en sociedades bien establecidas, donde x; es el

numero de personas que han escuchado el rumor tras un tiempo t.

Economia: ciclos de negocios, crecimiento de mercados.
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El modelo continuo esta dado por la siguiente ecuacion diferencial ordinaria:

dx
a =

Para k < 0, la relacion esta indefinida para la dinamica poblacional.

Esta relacion es la ecuacion de crecimiento o decaimiento exponencial que se
utiliza para estudiar la poblacién, x;, de cierta especie (biolégica, quimica,

etc.). En esta relacion, t es el tiempo y k es una constante.

La ecuacién diferencial modela el sistema en tiempo continuo. En la practica,
se considera mejor la evolucion del sistema en etapas discretas de tiempo:
Cada etapa o paso podria ser una generacion, 0 quiza una semana en la vida de
la poblaciéon. El modelo discreto estd dado por la siguiente ecuacién de
diferencias:

X 41 =KX

Sin embargo, este sistema no es tan realista. Verhulst, en el siglo pasado,
introdujo en esta ecuacién un término que daba como resultado un modelo
mas exacto:

donde L es el limite de la poblacion. Al escribir esta ecuacion de esta manera
se hace una verificacion de crecimiento/muerte.

Esta relacion, en la forma analoga de una ecuacion de diferencias, conduce a
una dinamica extremadamente compleja y eventualmente al caos.
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La ecuacion de diferencias, al reescalar, es

Xt41=Ax(1-x)

Este sera entonces el mapeo logistico a estudiar en el intervalo unitario:

Xp+1=AX (1 -x)

x¢ € [0, 1] t=0 1,2 3. ..

En consecuencia, el tamarno de la poblacién sera un numero que puede variar
entre 0 y 1, es decir, x; € [0, 1]. Esta normalizacion de x; permite la

comparacion de poblaciones diferentes. Por lo tanto, x; = 1 representara la
maxima poblacion. y x; = 0.5 sera la mitad de la poblacion. No importara el

tipo de la poblacién, Io mismo da si se trata de peces que de mariposas.

Si x; es mayor que 1, entonces X¢,; sera negativo, lo cual no tiene significado
para una dinamica poblacional. A esto se debe porqué el analisis se restringe
al intervalo 0 € x < 1. En resumen, la ecuacion logistica transforma un punto
cualquiera en el intervalo unitario en otro punto dentro del mismo intervalo. =~

Por ultimo, la ecuacion logistica, en la forma dada arriba, representa una
familia de parabolas, con un parametro de afinacién o de control, el namero
real A. En el analisis que realizaremos de la ecuacion logistica encontraremos
que A debe confinarse al intervalo cerrado {0, 4].
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§I1.3 Atractores y bifurcaciones en
la ecuacion logistica.

La forma de la curva representada por la ecuacion logistica es parabélica. Cada
punto de la curva tiene coordenadas (x, Xi41), donde la abscisa es el valor de

X, Y la ordenada es el valor de x,;.

La siguiente figura muestra la grafica de la ecuacion logistica para varios
valores del parametro A. Naturalmente, la parabola tendria un grado de
curtosis que dependera del valor del parametro de control A.

1.0 4

0.8 -

),.»m)'vﬂ
-i v e MR o -
AR

Mﬁb

t+1
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El primer problema que trataremos es el de la determinacioén grafica de los

puntos fijos de la ecuacion logistica. Por definicién, los puntos fijos son
aquellos para los cuales la expresion x; = x; , ; es verdadera. Esta ecuacion

tiene como grafica una recta de 45°, que inicia en el origen (0, 0).

Utilizando esta definicidn, los puntos fijos, ya sean estables o inestables, se
encuentran siguiendo un proceso iterativo: a partir del valor inicial xq {0 valor

semilla) se traza una recta vertical hasta la curva. Desde ese punto se dibuja
luego una linea horizontal que intersecte la diagonal. Asi se tendra el valor x,,

que practicamente es una nueva semilla. Estos pasos se repiten
indefinidamente.

El resultado de este procedimiento nos proporcionara un conjunto de valores
de la variable, {xg. X;, X3, ...}, es decir, obtendremos la érbita del sistema

dinamico. La determinacién de los puntos fijos se realizara observando
precisamente el comportamiento asintético de la orbita, es decir, nos
interesa conocer

tggl eyl

Las siguientes figuras fueron obtenidas iterando la funcién logistica un
numerc determinado de veces (50 ¢ 100), para diversos valores del
parametro A, y para diferentes valores iniciales de x¢, con t = 0. Cada punto

graficado corresponde al orden de la iteracion versus el valor de la funcion,
[t. Xt).
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Tomando un valor semilla xg = 0.7 y para A = 0.4 tenemos la siguiente grafica:

0.10 -

0.08 A T Xo ='0.7
0.08 .

0.04

0.02

0.00 =
0 20 40 60 80 100 120

t (orden de iteractén)

La parabola correspondiente es la siguiente; podemos ver que existe un punto
fijo, el cero:

1.0 -

08 .

0.6 4
xt+1

04 -

punto 0.2

fijo

Un examen de la figura nos lleva a concluir que el punto fijo O se alcanza sin
importar el punto inicial o semilla.
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Veamos ahora qué sucede si el parametro de control se incrementa hasta
tomar un valor de, digamos, 2.4. Nuevamente, tenemos un valor fijo (ademas
del caso trivial cero), que de hecho es 0.5833... Como se acaba de mencionar,
el atractor se alcanza sin importar el valor inicial, y esto lo podemos ver en
las figuras siguientes (nétese que el nimero de iteraciones es de 50):

0.60 -
0.58 4
0.56 -
X, - A=24
0.54 S X0 =0.7
0.52 -
0.50 T v T Y T ¥ T u 1
10 20 30 40 50
t (orden de iteracion)
0.6 -
05 .
Xt 04 | A=24
X0 =0.143
03 | ii
0.2 T Y v T T T T 1 L 1
0 10 20 30 40 50

t (orden de iteracion)
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La obtenciéon del punto fijo x = 0.5833 se puede observar igualmente en la
parabola:

1.0 1

punto fijo = 0.583

t+l

t+1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

semillas
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El comportamiento de las 6rbitas es similar para valores de A < 3.0, es decir,
existe un solo atractor o punto fijo (exceptuando el cero). Sin embargo, para
valores de A 2 3.0 (perc menores que 3.57, como luego veremos), sucede
algo inesperado: los valores de x; no se establecen en un solo nivel. Por
ejemplo, para A = 3.0 se tienen dos puntos fljos. Decimos entonces que en

A = 3.0 existe un punto de bifurcacién. Esto se muestra en las figuras
siguientes, utilizando dos valores iniciales diferentes:

08 -
- s .
0.7 - ! ¥ 5 80 8B 3 Bl B O B “N-N-N - R
Xt LA g - Ao B R U ] Bl K SR = A A
0-6 - ; ! | & 2
‘ A=3.0
L Xo =0.23
0.5 ' l . ) L= Ll =1 1 A 1
: N % - 40 50

t (orden de iteracion)

L o L

' g Y T T 1
0 10 20 30 40 50
t (orden de iteracion)
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Viendo esto en la parabola, y siguiendo el procedimiento para encontrar los
puntos fijos, tenemos la siguiente figura; cualquier valor semilla (exceptuando
xo = 0) sera atraido hacia los dos puntos fijos con la misma energia:

En los puntos inestables, o puntos de bifurcacién, encontraremos que las
iteraciones entran en ciclos de periodo armoénico 2, 4, 8, ..., =; 3, 6, 12. ... |
w; 5, 10, 20, ..., =; etc. (segun el teorema de Sarkovskii, §2.12). Se habla
entonces de la "duplicacién del periodo". Si continuamos moviéndonos en el
espacio de parametros {Ay}, encontraremos que la duplicacién del periodo

conduce finalmente al caos.
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Para A = 3.5, y xg = 0.6, el sistema se estaciona en un ciclo de periodo cuatro.
es decir, hay cuatro puntos fijos:

A=35
Xo=0.6
0.9 - .
3 gl9
08 ] ﬁ
07 .
X d
t+l 0.6 -

o] LI

0.4 4 B A &

L ——
o
[~ — —
 ————

0'3 R 1 M ) b4 ) k¢ L) x )
0 10 20 30 40 50

t (orden de iteracién)

Para la figura anterior, se tienen cuatro valores fijos, a los cuales se llega en
menos de 30 iteraciones, para luego repetirse indefinidamente:

- 0.38281968
0.82694070
0.50088421
0.87499726

Periodo
cuatro.

= (0.38281968
0.82694070
0.50088421
0.87499726
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Seccion Il Introduccién a la Teoria de Caos: la Ecuacion Logistica.

En A = 3.57, aparece el estado caético. La regién cadtica estd entre A = 3.57 y
A < 4. Es una region donde los x; parecen estar aleatoriamente distribuidos

dentro de la banda de valores [0, 1]. La figura siguiente muestra la situacion
para A = 3.57 y un valor inicial (irrelevante) de 0.59:

X+l

) u ]
03 T T 1] - | A
0 10 20 30 40 50

t (orden de iteracién)

Es interesante notar el hecho de que el comportamiento de los valores x; en
la region cadtica no es verdaderamente aleatorio. Por el contrario, es
deterministico, en el sentido que se conoce una regla (la dinamica del
sistema, en este caso la ecuacion logistica) con la cual exactamente los
mismos valores de A y xg producen exactamente el mismo valor de x al cabo

de un numero dado de iteraciones. Por esta razén, a veces el fenémeno del
caos se denomina caos deterministico.
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Veamos un ejemplo final, para un valor del parametro A superior a 3.57. Se
proporcionan a continuacion las graficas de las orbitas y la parabola. Notese
que en el caso de la parabola, el procedimiento para encontrar los puntos

fijos no tiene terminacion. Esto significa que estamos en presencia de un
"atractor extrano". Para el caso presente, A = 3.87y xg = 0.32:

1049 % » ®m [ ] ¥ w_ B » ]

0.8 4

os 4 | |
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0.0 4 r .
t (orden de iteracion)
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Seccién Il  Introduceién a la Teoria de Caos: la Ecuacién Logistica.

§ll.4 El diagrama de bifurcaciones.

El diagrama de bifurcaciones es una herramienta que permite la visualizacién
del comportamiento completo de un mapeo, es decir, proporciona una
imagen del atractor extrario del sistema dindmico. La figura siguiente es el
diagrama de bifurcacién para la ecuacion logistica. El diagrama se construye
explorando todo el espectro del pardmetro de control A.
Computacionalmente, esto implica partir de un valor inicial xg y luego
efectuar un proceso iterativo de la ecuacion para todos los valores posibles de
A (se parte de A = 0.0 y se incrementa en alguna cantidad pequeria, hasta que
alcance el valor A = 4.0). Los primeros resultados de x; se desechan y se
grafican los valores limite:
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Seccion Il  Introduccitn a la Teoria de Caos: la Ecuacién Logistica.

El diagrama de bifurcaciones posee una estructura fractal, como puede
notarse en las siguientes figuras. La figura superior muestra el diagrama de
bifurcacién para un rango de valores de A de 2.8 a 4.0. De aqui se seleccion6
la parte correspondiente a valores de A de 3.332 hasta 3.738, la cual se
encuentra ampliada en la figura inferior. Puede apreciarse la similitud de las
figuras, como reflejo del caracter fractal o autosimilar del diagrama, es decir,
cada parte del diagrama tiene una estructura similar al todo del cual proviene:

1.000

0.000

2.800

0.931

0.784
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Seccion Il Introducci6n a la Teoria de Caos: la Ecuacién Logistica.

§III.5 El diagrama de bifurcaciones y
las constantes de Feigenbaum.

La duplicacion del periodo, como acabamos de ver, es una de las varias rutas
que existen que conducen al caos. Para la ecuacién logistica vimos que la
region cadtica se presenta en el subespacio del parametro A [3.57, 4). Sin
embargo, Mitchel Feigenbaum [1978] encontré que el valor critico A = 3.57
no era exclusivo de la ecuacion logistica, y que mas bien era compartido por
cualquier mapeo unidimensional que presentara un solo pico. Un ejemplo
practico es la investigacién de Albert Libchaber [1982] de la conveccién de
un fluido calentado en un tubo. El también hallé que para el valor 3.57 se daba
la turbulencia. Este descubrimiento era realmente sorprendente, pues

reflejaba un comportamiento universal de ciertos sistemas dinamicos no-
lineales.

Feigenbaum también encontré un par de constantes universales. El siguiente
es un diagrama de bifurcaciones para mapeos unidimensionales. Cada punto
de bifurcacion Ay da lugar a dos ramas (duplicacion del periodo).

e
oo

Ay Ay Az Ay A
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Seccién 1II  Introducci6n a la Teoria de Caos: la Ecuacién Lagistica.

A medida que se incrementa el valor de A, aumenta la densidad de los puntos

de bifurcacién y de los puntos fijos. Para determinar la densidad se puede
utilizar la siguiente ecuacion:

Esta ecuacién da una medida de la distancia que existe entre un punto critico
x* y el punto fijo x = 0.5. Feigenbaum definié la razén de la distancia como
sigue:

y encontro el valor constante

a = 2.502907875 ...
Otra constante universal descubierta por Feigenbaum esta dada por la
relacion

5= lim Ar1+1 B An

nsoe Anso - Ay

con valor
S = 4.6692016091 ...
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§I1.6 Sensibilidad a las condiciones iniciales.

Antes del advenimiento de los productos electrénicos, y con mayor razén del
de las computadores, varios cientificos famosos sabian que algunos sistemas
dindmicos exhibian una gran sensibilidad a cambios pequerios en las
condiciones iniciales. Maxwell escribia en 1873 (citado por Bygrave, [1989]):

Existen ciertas clases de fenomenos ... en los cuales un error pequeno
en los datos solamente introduce un pequerio error en los resultados ...
En estos casos, el desarrallo (curso) de los eventos es estable. Hay otras
clases de fenémenos que son mas complicados, en los que pueden
ocurrir casos de inestabilidad, el numero de tales casos se incrementa,
de manera extremadamente rdapida, en la medida en que aumenta el
numero de variables.

De modo similar, Poincaré [1944] notaba que:

Una causa muy pequeiia que se nos escape determina un efecto
considerable que no podemos ignorar., decimos entonces gque este
efecto es debido al azar. Si conociésemos las leyes de la Naturaleza y la
situacion del Universo en el instante inicial, podriamos predecir con
exactitud la situacion de este Universo en un instante ulterior. Pero
aun cuando las leyes naturales no tuvieran mas secretos para nosotros,
no podriamos conocer la situacién inicial mas que aproximadamente. Si
esto nos permite prever la situacién ulterior con la misma
aproximacion, es todo lo que necesitamos, decimos entonces que el
fenémeno ha sido previsto, que es regido por las leyes. Pero no acaece
siempre asi, puede suceder que pequenas diferencias en las
condiciones iniciales engendren muy grandes en los fenomenos
finales; un pequeno error sobre los primeros produciria un error
enorme sobre los ultimos. La prediccion se ha vuelto imposible y nos
encontramos con el fenémeno fortuito. '
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Y tal parece que el mismo Eddington [1958] se anticipé al descubrimiento de
Lorenz cuando escribié que la prediccién del clima del ano siguiente no era
probable que fuera practica porque

requeririamos un conocimiento extremadamente detallado de las
condiciones actuales, puesto que una pequeria desviacién local
puede ejercer una influencia siempre en expansion.

La gran sensibilidad que poseen los sistemas dinamicos que exhiben un
comportamiento cattico se ha convertido en su sello distintivo.

Veamos como los valores de x; de la ecuacién logistica son extremadamente
‘sensitivos a pequenas variaciones en el valor inicial, Xg. Seleccionando
arbitrariamente un valor del parametro de control A = 3.725, queremos saber
qué les sucede a las drbitas {x) y {x{}°, cuando Xp se incrementa de 0.1 a
0.1000001. Los valores x; después de algun namero de iteraciones, son

completamente diferentes para cada 6rbita. La tabla muestra los resultados
entre Xsg y X70:

X0 =0.1 X0 =0,1000001
0.722401155 0.815061365
0,74700303 0.561492853
0,7039859 0.817164393
0,776251828 0,283002663
0.646976354 0.75584778
0.850782362 0.687418627
0.472895193 0.800406611
0.928513352 0.595090608
0.247251743 0.897567717
0.693290738 0.342476166
0.792079123 0.838818751
0.613469452 0,503626906
0,883289446 0.931201
0.384007273 0.238644725
0.881132685 0.67680799
0,39014850 0,814802532
0.886299187 0.562100137
0,375379194 0,916884800
0,873399464 0,283871283
0.411883831 0.757249207
0,902327389 0.6847401
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El efecto es sorprendente: por ejemplo, vemos de la tabla que el cambio de
una parte por millén en el valor inicial x5 cambia para xg7 de 0.375379194 a
0.916884809. En la Seccién IV mencionaremos este hecho en relacién al
problema del determinismo laplaciano, la impredecibilidad de los sistemas
caoticos, y la repetibilidad de los experimentos.

TESIS Carlos Jestis Garcia Meza 60
LA TEORIA DE CAOS* ALGUNAS IMPLICACIONES EN EL AREA DE LA MCTODOLOGIA DE LA CIENCIA



Seccién [V Teoria de Caos y el Determinismo Laplaciano.

Teoria de Caos y el
Determinismo Laplaciano.

Seccién IV

8IV.1 El determinismo laplaciano.

Desde la formulaciéon de las leyes del movimiento por Isaac Newton, la
practica cientifica se ha basado en la idea de considerar un sistema fisico
como un conjunto de objetos que pueden interactuar, obedeciendo
precisamente tales leyes. La tarea del cientifico es entonces la de predecir el
comportamiento futuro del sistema. o sea, empleando el lenguaje de sistemas
dinamicos, el predecir como cambian los estados del sistema en el tiempo. -
La forma mas exagerada de esta postura epistemologica fue expuesta por

Pierre Simon de Laplace en su Ensayo filoséfico sobre las probabilidades
(citado por Crutchfield et. al.. [1986]):

El estado presente del sistema de la naturaleza es evidentemente una
consecuencia de lo que era en el momento anterior y, si imaginamos
una inteligencia que en un instante abarcara todas las relaciones entre
los entes de este universo, podria decir las posiciones respectivas, los
movimientos Yy las propiedades generales de todos estos entes en
cualguier tiempo del pasado o del futuro. La astronomia fisica, la rama
del conocimiento que hace el honor mds alto a la mente humana, nos
da una idea, aunque imperfecta, de lo que seria tal inteligencia. La
simplicidad de la ley del movimiento de los cuerpos celestes y las
relaciones entre sus masas y distancias permite al andlisis seguir su
movimiento hasta cierto punto; y, para determinar el estado del
sistema de estos grandes cuerpos en los siglos pasados o futuros, le
basta al matematico que sus posiciones y velocidades sean conocidas
por la observacién en cualquier momento del tiempo. El hombre debe
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esta capacidad al poder del instrumento que emplea y al pequerio
numero de relaciones que utiliza en sus calculos. Pero la ignorancia de
las diversas causas implicadas en la produccién de sucesos, asi como su
complejidad, junto a la imperfeccién del andlisis, tmpide que lleguemos
a la misma certidumbre sobre la vasta mayoria de los fenémeneos. Por
ello hay cosas inciertas para nosotros, cosas mds o menos probables, y
buscamos compensar la imposibilidad de conocerlas determinando su
diferente grado de probabilidad. Asi es como debemos a la debilidad de
la mente humana una de las mas delicadas e ingeniosas de las teorias
matematicas, la ciencia del azar y la probabilidad.

La vision de Laplace era la de un universo cuyo futuro podia conocerse
totalmente, a través de la mera aplicacién de las leyes de Newton a su estado
inicial. Este punto de vista se difundioé a todas las disciplinas cientificas, y ha
prevalecido hasta nuestros dias. En resumidas cuentas, lo que se creia era
que dada la dinamica de un sistema, misma que determinaba la sucesion de
sus estados, se aseguraba la prediccién. Esta postura, que aqui
denominaremos "determinismo laplaciano”, se mantuvo valida durante mucho
tiempo. Sin embargo, el desarrollo de la ciencia del presente siglo ha dado
dos descubrimientos que han desacreditado la creencia en el determinismo
laplaciano. El primero de ellos esta relacionado con la mecanica cuantica; el
segundo, de mayor interés para nosotros, proviene de la teoria de caos.

En este sentido, Ilya Prigogine [1980] menciona que

La base de la visién de la fisica clasica era la conviccion de que el futuro
esta determinado por el presente, y que por consiguiente, un estudio
cuidadoso del presente permite revelar el futuro. Sin embargo, nunca
fue esto nada mas que una posibilidad teérica. Aunque de todos modos
esta predecibilidad ilimitada fue un elemento esencial de la imagen
cientifica del mundo fisico. Podemos incluso llamarlo el mito
fundamental de la ciencia clasica. Hoy en dia, la situacién ha cambiado
enormemernte ..,
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§IV.2 El determinismo laplaciano y la mecanica cuantica.

La postulacién del Principio de Incertidumbre de Heisenberg en las primeras
décadas de este siglo, provocd la invalidez del determinismo laplaciano en los
sistemas cuanticos. Este principio establece que a todo proceso de
observacién le es inherente una perturbacién que no es posible evitar, con lo
cual se tiene una incertidumbre cada vez que se repite la observacién
{medicién). En particular, este principio establece que para el caso de un
objeto con movimiento unidimensional, las incertidumbres propias del
proceso de medicion de la velocidad y la posicidn estan relacionadas
mediante la expresion:

AXAV = h

Las incertidumbres cuanticas no son consecuencia de las limitaciones
experimentales de los cientificos, ni tampoco se deben a las "variables
ocultas' propuestas por Einstein. Estas variaciones son mas bien inherentes a
la naturaleza. Por ejemplo, el momento exacto del decaimiento de un cierto
nucleo radiactivo es intrinsecamente incierto. Hay en la naturaleza un
elemento de auténtica impredecibilidad.

A pesar del Principio de Incertidumbre de Heisenberg, subsiste en la
mecanica cuantica una version "débil" del determinismo laplaciano, porque la
evolucion de un sistema no perturbado la determina el operador
hamiltoniano. Si se conoce el estado del sistema en un momento dado, puede
calcularse el estado a un tiempo posterior, y usarse para predecir las
probabilidades relativas que pueden tener los valores de los distintos
observables en la medicién. Por lo tanto, la mecanica cuantica tiene un
caracter determinista, al menos en un sentido probabilistico. Si bien esta
teoria explica la aleatoriedad de ciertos sistemas fisicos, comoquiera que sea
tiene todavia rasgos de la perspectiva newtoniana-laplaciana. El segundo
frente del ataque al determinismo lo constituye la teoria de caos, en la cual
estos rasgos no estan presentes, tanto a nivel del macromundo como del
micromundo.
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8IV.3 El determinismo laplaciano y la teoria de caos.

La invalidez del determinismo laplaciano en el micromundo, en su sentido
estricto, no impidié que la ciencia conservara la creencia de que el
comportamiento de los sistemas clasicos podia predecirse, al menos afuera
de las limitaciones impuestas en las mediciones por el Principio de
Incertidumbre de Heisenberg. La base de esta fe era que para la gran mayoria
de ellos se conocia su dinamica, es decir, se conocia la regla determinista de
los estados del sistema.

Joseph Ford [1983], uno de los fisicos que mas han hecho por difundir la
nueva ciencia del ¢aos, expresa lo siguiente: '

La teoria de la complejidad algoritmica junto con la dinamica no-lineal
han establecido el hecho de que el determinismo reina solamente
sobre un dominio muy finito; fuera de este pequeno reino de orden
yace el vasto terreno del caos, casi inexplorado en toda su extension,
donde el determinismo se ha borrado en la memoria efimera de los
teoremas de existencia y donde solamente el azar sobrevive.

La diferenciacion entre el determinismo y la predecibilidad se hara evidente
en los siguientes apartados, donde se trata esta cuestion teniendo en cuenta
los sistemas caoticos. La conclusion a la que llegaremos sera sorprendente:
los sistemas cadticos, si bien son_deterministas (dado que se conoce para
ellos su dinamica) no son predecibles. La teoria de caos invalidara la
correlacion determinismo/predecibilidad. y en consecuencia. el

determinismo laplaciano.
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§IV.4 Diferenciaciéon entre el determinismo laplaciano |
y la predecibilidad.

En este apartado abordaremos la cuestion de la correlacion entre
determinismo y predecibilidad. El objetivo que perseguimos es el de mostrar
que, al menos para los sistemas cadticos, tal correlacion es falsa. Tenemos
dos enfoques para cumplir con tal objetivo: por tipos de algoritmos y por la
sensibilidad a las condiciones iniciales.

a) Por tipos de algoritmos:

"En términos generales, la prediccion es el proceso por medio del cual
podemos determinar un estado desconocido del sistema a partir de uno
conocido. De acuerdo con el determinismo laplaciano, el efectuar una
prediccion implica aplicar las ecuaciones del sistema dinamico, es decir, su
dinamica o flujo ¢, a las mediciones del estado actual del sistema fisico
modelado por ¢, para asi generar una descripcion de algun estado futuro del
sistema. Para efectos de analisis, llamaremos enirada al conjunto de
mediciones del estado presente del sistema, algoritmo a la dinamica, y salida
a la predicciéon generada:

algoritmo salida
entrada E? - q) @ prgdiccién

La cuestion planteada arriba se puede expresar en estos términos: dado el
algoritmo gobernador de un sistema, ¢puede utilizarse efectivamente para
realizar una prediccion? La respuesta a esta pregunta la encontraremos
considerando dos tipos generales de algoritmos: aquellos de forma abierta o
explicitos, y los de forma cerrada, o implicitos. Veremos como los algoritmos
abiertos, tipicos de los sistemas caéticos, impiden la prediccion.
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El siguiente ejemplo nos ayudara a clarificar esta tipologia. ¢Cémo se puede
predecir (a) la suma de los naturales de 1 a N, (b) el n-ésimo digito decimal
de n? Para el primer problema existen dos algoritmos:

Ar sumar 1 +2+ ...+ N

An  usar la formula N(N + 1)/2

Al serd un algoritmo de forma abilerta, y Am de forma cerrada. Lo
caracteristico de los sistemas con solucién abierta o explicita es que se debe
examinar cada estado del sistema para llegar a la solucion (el estado que se
desea predecir). Se requiere entonces de la informacion completa del
sistema. Este método parece estar en contra de nuestra expectativa de que
una prediccion genera un estado desconocido del sistema, pues ¢gcémo se
puede realizar una prediccion si el algoritmo debe recorrer cada uno de los
elementos de toda la sucesion de estados para generar cualquier estado? La
respuesta a esto sera clara en el contexto del segundo problema.

La solucion del problema de n no es de forma cerrada. Para determinar el
n-ésimo digito decimal de =, debemos examinar cada uno de los digitos hasta
alcanzar el n-ésimo. Es decir, al seguir el algoritmo, no hemos predicho lo
que es el n-ésimo digito de n. Para lograr eso, deberiamos tener un algoritmo
de forma implicita, y no existe ninguno. Lo que hemos hecho, mas bien, es
simplemente inspeccionar n hasta identificar el n-ésimo digito decimal. El
algoritmo no nos dice cémo hacer una prediccion, sino como efectuar una
inspeccion:

prediccion
mM=3.141592654...
I & I
inspeccion
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Estos conceptos pueden extenderse al drea de las teorias cientificas, donde
existen sistemas fisicos que carecen de solucion de forma cerrada. Nos
referimos de hecho al area del "caos deterministico”. Supongamos un sistema
fisico bajo estudio, y que sea deterministico. Esto significa que la evolucién
del sistema esta gobernada por un algoritmo preciso (se conoce su
dinamica), y podemos describir cualquier estado del sistema tan
precisamente como queramos. Supongamos que el algoritmo es de forma
abierta: ¢podemos decir que el sistema es predecible? Crutchfield et al.
[1986] lo ponen de la manera siguiente:

Para saber cémo evoluciona un sistema desde un estado inicial dado, se
puede recurrir a la dindmica (las ecuaciones de movimiento) que
explica el movimiento, por incrementos, a lo largo de la érbita. Para
determinar con este método el comportamiento de un sistema, se
necesita un trabajo de calculo que es proporcional al tiempo durante el
que se desea seguir la érbita. En el caso de los sistemas simples, asi sea
un péndulo sin rozamiento, puede ocurrir que las ecuaciones admitan
una solucion explicita, o sea una féormula que exprese cualquier estado
futuro en funcién del inicial. ... Los éxitos en la obtencion de soluciones
explicitas en el caso de muchos sistemas simples, durante los primeros
desarrollos de la fisica, suscitaron la esperanza de que tales soluciones
existieran para cualquier sistema mecanico. Desgraciadamente,
sabemos ahora que esto no es asi, en general. El comportamiento
impredecible de los sistemas dinamicos caéticos no puede expresarse
mediante una solucion explicita. Consecuentemente, no hay atajos para
predecir su comportamiento.

Puesto que el algoritimo replica esencialmente cada estado desde el inicial
hasta la prediccion, no hay garantia de que se produzca una salida mas rapida
antes de que se alcance el estado terminal; el algoritmo requiere un esfuerzo
computacional proporcional al intervalo deseado de tiempo (el sistema es el
mejor simulador de él mismo). Es decir, somos incapaces de predecir antes
de tiempo. La prediccion no se hara sino hasta después de ocurrido el hecho,
y por tanto no sera prediccion para nada.
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Podemos ilustrar este punto tratando de predecir el valor de x; para €l caso
sencillo de la ecuacion logistica:

Xep1=AX(L-x)

Dado el valor del parametro A, nos interesa calcular x; en términos
precisamente de la unica informaciéon que tenemos, la condicién inicial xg.

Unos calculos sencillos nos llevan a lo siguiente:
x) = Axg (1 - xq)
X9 = AlAxg (1 - x0) (1 - Axg (1 - xg)))

x3 = AlA(Axg(l - xp)(1 - Axg(l - xg)))(1 - AlAxg(1 - xg)(1 - Axp(1 - xg)))))

Es claro el caracter impractico de este procedimiento. La forma cerrada para
Xy en términos de Xy si existe, pero cada vez se torna mas incémoda, tanto
por el tiempo que lleva su deduccion, su tamarno (numeroc de simbolos para
escribirla) y el tiempo de computacion. El atajo es practicamente imposible.
El algoritmo de forma abierta simplemente replicara toda la informacién
relevante del sistema. Esto no es prediccion.

A veces se responde a esto argumentando que lo que interesa es hacer la
prediccién, aun con un algoritmo de forma abierta, y asi se mantiene la
correlacion entre determinismo y predecibilidad. Pero sucede que los
sistemas caodticos actian como amplificadores de error, que elevan las
fluctuaciones microscopicas en las condiciones iniciales a un nivel
macroscopico, que provoca que se impide cualquier clase de determinismo
entre estados ligeramente separados en el tiempo. Esto nos conduce al
segundo enfoque.
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b) Por la sensibilidad a las condiciones iniciales.

Si se persigue utilizar un algoritmo para realizar una prediceidén, requerimos
légicamente que esta prediccion sea precisa, sin error. Sin embargo, si la
especificacion de las condiciones iniciales del sistema (la entrada) involucra
algiin grado de error, entonces la prediccidon (la salida) sera imprecisa. La
imprecision, se puede pensar, sera directamente proporcional al error en la
entrada. Esto nos podria llevar a requerir para un sistema deterministico que
sus condiciones iniciales fueran lo mas precisas posible, es decir, con un
error arbitrariamente pequeno. Esto, si bien es vilido para los sistemas
lineales, no lo es para sistemas dinamicos no-lineales que exhiben
comportamiento caético. Para estos sistemas, la imprecision en la
'espe'éificaciéh de las condiciones iniciales invalida el ideal de predecibilidad
asociado a todo sistema determinista (los sistemas caoticos son
deterministas). Para argumentar esto, examinaremos dos cuestiones relativas
a esa especificacion de la entrada de un sistema cadtico.

Cuando se efectuan observaciones sobre un sistema fisico, existen errores
inevitables en el proceso de medicion, de manera que la especificacion
exacta de las condiciones iniciales del sistema se torna imposible. Asi, el
estado de un sistema no es puntual, sino mas bien esta representado por una
pequena region en el espacio de fases. Aunque el Principio de Incertidumbre
de Heisenberg fija el tamano minimo que puede tener la regién, en la
practica diversas clases de ruidos de fondo limitan la precisién de las
mediciones e introducen errores mas o menos grandes.

Ahora bien, situar el sistema dentro de una region arbitrariamente pequena
del espacio de fases mediante una medicién proporciona cierta informacién
sobre el sistema. Cuanto mas precisa sea la medicion, mas conocimiento
obtiene el observador sobre el estado del sistema. Pero esa descripcion del
espacio de fases se hace en términos de un conjunto de niameros reales.
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Los nameros reales, que son las mediciones, no son precisos. Por ejemplo, el
momento angular no sera o, sino contendrai un margen de error, €: el
momento angular sera entonces a * €. Y aqui yace el problema, el del
registro fisico de los datos y cdlculos. El problema no es tanto el de la
medicion, sino el de representaciéon (Stone, [1989]); tenemos un problema
de principio, no practico. Puesto que nuestra entrada al hacer predicciones
estd restringida a numeros con representacién finita, la salida siempre
incluird algan error, aun si el sistema es deterministico.

Para un sistema no cadtico, los puntos vecinos en el espacio de fases
permanecen cercanos en su evolucion temporal, con lo cual la informacién
del estado inicial se conserva en el tiempo, lo que.a su vez sirve para realizar
las predicciones deseadas. En cambio, las operaciones de estirado y plegado
en un atractor cadtico eliminan sistematicamente la informacién inicial y la
sustituyen por otra nueva, Los estirones amplian las incertidumbres en las
escalas pequenas, los pliegues acercan trayectorias que estaban muy
separadas y destruyen informacion en gran escala. Entonces, tras un breve
periodo, la incertidumbre incluida en la medicion inicial cubre el atractor por
entero, y se pierde toda capacidad predictiva: se rompe la conexién “causal”
entre los estados.

Debido a su extrema sensibilidad a imprecisiones minusculas en las
condiciones iniciales, los sistemas caoticos funcionan de hecho como
amplificadores de ruido.- Una fluctuacién pequena en la especificacion del
estado inicial, causara una gran desviacién de la drbita poco después. Pero hay
un aspecto importante en el que los atractores cadticos difieren de los
simples amplificadores de ruido. Como las operaciones de estiramiento y
plegado son iterativas y continuas, la mas minima fluctuacién acabara por
dominar el movimiento; asi, el comportamiento cualitativo es independiente
del nivel de ruido. Los sistemas cadticos generan azar por si mismos. sin
necesidad de influencias aleatorias exégenas.
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JExiste alguna manera de salvar la diferencia entre el determinismo y la
predecibilidad en los sistemas caéticos? Por ejemplo, podriamos requerir tan
sélo que la entrada fuera de mayor exactitud que la exactitud de la salida. ¢No
removeria esto el problema de la amplificacion del error de los sistemas
caéticos? No. Entre dos estados diferentes de un sistema existe siempre
alguna distancia (espacial o temporal), una medida que separa los dos estados
en el espacio de configuraciones.

Supongamos que queremos mostrar que con respecto a un sistema cadtico,
siempre podemos obtener predicciones limitadas al error de medida e.
Puesto que sabemos que el error se amplifica, el problema se convierte en
especificar qué error de entrada €', donde €'< €, requerimos para mantener el
error de salida dentro de e.

Ayuda a esto saber que la tasa de amplificacion para los sistemas cadticos es
esencialmente constante. De hecho esta constancia es una importante
herramienta para distinguir una senal cadtica de otra que no lo es. Asi,
podemos limitar el error de la salida tanto como queramos: para un estado
inicial y uno final (el predicho). separados por una distancia 8, y donde el
error en el sistema es amplificado a una tasa o, es un calculo directo
determinar cual debe ser el error entrada €' para que no resulte amplificado
sobre & a un valor mayor que €. Sin embargo no hay una solucion general para
€' para mantener el error abajo de £ para cualquier entrada en el sistema
como un todo. De a es igualmente posible calcular una distancia &' tal que ¢’
se amplifique sobre &' a un valor mayor que €.

Asi, para sistemas cadticos no puede mostrarse que podamos obtener
cualquier grado arbitrario de exactitud en la salida. El corolario es que para
cualquier entrada habra siempre alguna distancia sobre la cual el error sera
suficientemente amplificado de modo que toda la exactitud se pierde
efectivamente.
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Dicen Crutchfield et al. [1986]:

El crecimiento exponencial de los errores debido a la dindmica cadtica
es la segunda razén del hundimiento del punto de vista de Laplace. La
mecGnica cudntica afirma que las mediciones iniciales no pueden ser
totalmente predecibles y el caos asegura que las imprecisiones dardn,
muy pronto, al traste con la capacidad de predecir, Sin el caos, Laplace
podria esperar que los errores permaneciesen acotados o, al menos,
que crecieran lo bastante despacio para permitirle alcanzar
predicciones durante periodos largos. Con el caos, las predicciones
estan rapidamente condenadas a graves inexactitudes.

G. M. K. Hunt [1987] sugiere una manera diferente de hacer el mismo punto.
Hunt sugiere que los sistemas dinamicos predecibles (él los llama "sistemas
epistémicamente deterministas”) deben obedecer una condicién de

continuidad. Esta se puede establecer como sigue: consideremos dos puntos
en un sistema en un momento dado t;, y sea R; la region que los contiene,

Ahora consideremos un tiempo posterior ty y la region Ry, que contiene Ia
localizacion de los dos puntos tras la evolucion temporal del sistema en el
intervalo ty:tg. El sistema es continuo si para cualesquier dos puntos, uno
tercero que esté entre ellos en R también esta entre ellos en Rj.
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Pero como Hunt (op. cit., pags. 130-131) sugiere:

Recientemente ha sido descubierta una clase de sistemas cuyo
comportamiento es mucho mas complejo y falla la condicion de
continuidad en una forma radical. Estos son los sistemas cadticos. No
Importa qué tan cercanos estén dos sistemas inicialmente, su espacio
de fases puede diverger arbitrariamente ... Entre cualesquier dos
puntos cuyos senderos terminan en, digamos, el area A, habrd un punto
cuyo camino termine en B, y viceversa. Este fendémeno ocurrira@ sin
importar qué tan cercanos estén los puntos elegidos.

El analisis de Hunt es otro modo de ilustrar la amplificacién del error en los
sistemas caéticos. Hunt (op. cit.,, pag. 132) llega a la misma conclusién
apuntada antes:

Dada la imposibilidad de una medicién perfectamente exacta, podemos
restablecer la tesis del determinismo epistémico en la forma siguiente.
Las predicciones pueden hacerse arbitrariamente exactas al hacer la
determinacion del estado inicial del sistema arbitrariamente exacta ...
Pero como hemos visto en nuestra discusion, esta tesis requiere la
continuidad entre los conjuntos de los estados inicial y final del
sistema. Y hemos visto que los sistemas cadticos no exhiben tal
continuidad.

En conclusién, afirmamos que los sistemas cadticos, aunque sean
deterministicos, no son predecibles (ellos no son epistémicamente
deterministas).
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Seccion [V Teoria de Caos y el Determinismo Laplaciano.

§IV.5 La sensibilidad a las condiciones iniciales
y la repetibilidad de los experimentos.

Uno de los presupuestos basicos de la metodologia de la ciencia es que las
teorias se mantienen vivas mientras haya experimentos que las verifiquen.
Convencionalmente, la tarea cientifica inicia con una teoria, de la cual se
derivan ciertas predicciones, y se realizan experimentos para abtener el valor
de verdad de la teoria. El experimento representa asi la "prueba de fuego”
para cualquier teoria cientifica, y conlleva el objetivo de verificarla.

Considerando la propuesta metodologica de Karl R. Popper [1965], resulta
que la prueba de una teoria es un asunto mas bien de falsificacién que de
verificacion. Entre mas resista una teoria a ser falsificada, es mas probable
que sea cierta, o al menos que es mas amplio el rango de condiciones bajo las
cuales es cierta.

Sin embargo, una de las condiciones que se requieren para todo experimento
cientifico es su repetibilidad, es decir, el experimento debe ser repetible por
cualquier investigador trabajando en una teoria. Si dos cientificos diferentes
realizan el mismo experimento, tienen que llegar al mismo resultado. Para
asegurar que las condiciones iniciales sean idénticas (dentro de un margen
permitido de error experimental), todos los efectos que puedan cambiar los
resultados deben ser tomados en cuenta y eliminados. Esta creencia, valida
hasta antes del descubrimiento de los sistemas cadticos, debe ser revisada.
Como hemos visto, los sistemas caéticos son altamente dependientes de las
condiciones iniciales. Para los sistemas regulares (que no exhiben
comportamiento caético), las indeterminaciones en las condiciones iniciales
son irrelevantes, y en todo caso quedan enmascaradas en los errores
experimentales, los cuales quedan confinados dentro de ciertas cotas
aceptables. Pero si el sistema es cadtico, su sensibilidad a las condiciones
iniciales provoca que conjuntos de condiciones iniciales apenas diferentes
entre si conduzcan a resultados completamente diferentes (en el sentido
predictivo, esto es, las trayectorias caéticas seran diferentes, aunque el
atractor extrano en cuestion si es el mismo):
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Seccion IV Teoria de Caos y el Determinismo Laplaciano.

Condiciones iniciales 1
Condiciones iniciales 9

Condiciones iniciales 3

Condiciones iniciales i
\_

Atractor

La consecuencia es obvia: a menos que las condiciones iniciales sean
exactamente iguales, no es posible obtener resultados iguales. Y en la
practica, es imposible replicar las mismas condiciones iniciales para un
experimento. En conclusion, el concepto de repetibilidad no puede ser
aplicado a los sistemas caodticos.

La conclusion recién serialada demanda - y ha recibido - una modificacién de
las practicas experimentales. Como apunta lan Stewart [1989], los métodos
experimentales deben ser redisennados para estudiar sistemas caéticos:

De hecho una de las las mas grandes contribuciones del caos es que
ahora los experimentadores presentan sus datos de maneras mas
geométricas y mdas significativas - atractores mas que espectros de
potencia, secciones de Poincaré mas que series de tiempo.
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Seccion V Funcién de la Computadora en la Teoria de Caos.

Funcion de la Computadora
en la Teoria de Caos.

seccién

§V.1  Introduccion.

El desarrollo de la teoria de caos y su status actual ha sido fruto en buena
medida del uso de la computadora, una herramienta que ha modificado
significativamente la manera de hacer la ciencia. Es tanta la importancia que
ha cobrado la computadora que hasta la fecha han surgido dos ramas
cientificas: 1la matematica experimental y la fisica computacional, que se
distinguen de la matematica y la fisica tradicionales en cuanto el apoyo que
reciben de la computadora. En este capitulo nos enfocaremos en la
matematica experimental, pues es aqui donde las implicaciones
epistemologicas se dejan sentir con mas fuerza.

La matematica experimental implica el uso de la computadora para estudiar
sistemas dinamicos - mas bien del tipo no-lineales - y por consiguiente
aumentar el nivel de comprension de su comportamiento y también para
sugerir lineas futuras de investigacion analitica.

En los ultimos 20 anios, el juego simbiotico entre la matematica experimental
y la tedorica ha provocado una revolucion en nuestra comprension de los
sistemas dinamicos, en particular los sistemas caéticos.
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Seccién V Funcion de la Computadora en 1a Teoria de Caos.

§V.2  La computadora como instrumento de investigacion.

En 1944 John von Neumann dicté la Conferencia Josiah Willard Gibss, en la
ciudad de Chicago. El tema era el teorema ergédico y la mecanica estadistica.
Un mes después de la conferencia, von Neumann y Oscar Morgentern
publicaron su trabajo seminal, The Theory of Games and Economic Behavior.
Ni la conferencia ni el libro daban idea alguna del interés y la preocupacion
de von Neumann respecto a la aparicion de la computadora digital
electronica, en el verano de ese mismo ano. No fue sino hasta unos anos
después que von Neumann escribiria lo siguiente, expresando claramente su
esperanza y confianza en el uso de la computadora (Goldstein y von Neumann,
[1963)): ’ g

Nuestros métodos analiticos actuales parecen inadecuados para la
solucion de importantes problemas que han surgido en relacion a
ecuaciones diferenciales parciales del tipo no-lineal, y, de hecho, con
virtualmente todos los tipos de problemas no-lineales de la matematica
pura. ... concluimos recalcando que los dispositivos computacionales,
realmente eficientes y de alta velocidad, puedan proporcionarnos, en el
campo de las ecuaciones diferenciales parciales no-lineales, asi como
en muchos otros campos que tienen ahora dificultad o negado su
acceso, las indicaciones heuristicas que son necesarias para un genuino
progreso en todas las partes de la matemdatica.

Con el paso del tiempo esta fe fue compartida por muchos cientificos, y desde
sus inicios la computadora se convirtid en una herramienta insustituible en
las investigaciones cientificas. El gran impacto de la computadora como
instrumento de investigacion era "vertical”: la computadora resultaba 1itil para
profundizar en una disciplina cientifica, daba a los investigadores la potencia
computacional requerida para resolver problemas complejos. En la actualidad.
el impacto de la computadora es mas sutil y mas interesante para la presente
Tesis, puesto que su uso en la matematica experimental ha traido cambios
significativos en la manera de practicar la ciencia.
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Secelén V Funcién de la Computadora en la Teoria de Caos.

§V.3 La matematica experimental como cambio de paradigma:
matematica = deduccion + induccion.

En el sentido particular de la matematica, el paradigma que ha prevalecido es
el que proviene de Euclides, con una antigiedad de 2300 arios, que en su
esencia se puede expresar diciendo que la matematica tiene que ver con lo
que se puede deducir a través de una serie de pasos logicos. En la practica, el
caracter deductivo de la matematica se da mediante el proceso de
demostracién de teoremas, a partir de un sistema axiomatico.

Con el advenimiento de la computadora, y a partir de los éxitos logrados en la
solucion de problemas que fueron intratables durante muchos arios - como es
el caso de la teoria de caos - la matematica se ha enriquecido, pues ahora,
ademas del tradicional proceso deductivo, se utilizan procesos inductivos
para ganar conocimiento en diversas areas. A semejanza del trabajo de la
ciencia fisica, los matematicos realizan su labor de investigacién disefiando
experimentos, en base a patrones geométricos que se visualizan en la pantalla
de la computadora.

Cabe mencionar que en la historia de las matematicas el experimento no ha
estado completamente excluido. La experimentaciéon era por supuesto simple,
consistia en hacer cdlculos numéricos en papel y tratar varios casos
especiales de un teorema que se pensaba era cierto. Por ejemplo, Karl F.
Gauss, Pterre de Fermat., y otros, utilizaban este método con mucha
frecuencia, como lo muestran sus notas privadas. Naturalmente la publicacion,
en aras del deductivismo., no contenia esos cdlculos, y se limitaba a la
presentacién del teorema y su demostracién. En la actualidad, con el
surgimiento de la matemadtica experimental, se observa la tendencia a
abandonar ese purismo, y sus resultados pueden por igual incluir la prueba de
un teorema y los antecedentes numeéricos o bien geométricos del mismo.
Otro punto es concerniente a la escala de la experimentacion. Mientras antes
el trabajo experimental podia tomar algunas horas o varios dias, en la
actualidad ese tiempo se ha extendido considerablemente, y las duraciones
son del orden de varias semanas 0 meses.
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§V4  Pros y contras de la matematica experimental.

El cambio de perspectiva metodolégica propuesto por la matematica
experimental ha suscitado la simpatia de unos matematicos y la
desaprobacion de otros. Las posturas se dividen en cuanto a si la matematica
es una cuestion de comprension, 0 un asunto de demostracion de teoremas.

a) Postura a favor:

Los primeros piensan que es positivo el trabajo de disefio y escritura de
programas que propigian la experimentacion matematica con la computadora.
Se cree que esto facilita la comprension y la intuicion acerca de cémo
funcionan las matematicas. Como consecuencia, la matematica experimental
ha abierto nuevas areas de estudio y originado nuevos tipos de resultados (ver
infra); pero lo mas importante es que ha dado lugar a novedosas técnicas y
maneras de estudiar antiguos campos de las matematicas.

b) Postura en contra:

Aquellos que desaprueban la matematica experimental creen que la
matematica puede perder su espiritu, es decir, lo que la hace tan particular.
La matematica es tan poderosa, dicen, precisamente porque consiste de lo
que se prueba. Asi, las teorias que partan de la intuicion o de la
experimentacion estaran condenadas al fracaso.
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§v.5  Resultados rigurosos de la computadora.

Como se menciond en €l apartado anterior, desde la perspectiva de un
matematico la matematica experimental puede parecer sospechosa y carecer
de valor. Sin embargo, hay ya muchos ejemplos de resultados rigurosos que
hubieran sido imposible de obtener a no ser por la ayuda de la computadora.
Quiza el problema mas conocido sea el de los "cuatro colores”, en donde se
usé la computadora para buscar todos los casos necesarios para establecer el
teorema. Para nuestra area de interés, no hay que pasar por alto el papel sine
qua non de la computadora en las investigaciones de Lorenz, donde la
simulacién numeérica dio como resultado las graficas de su famoso atractor.

Otro caso interesante es el del equilibrio térmico, relatado por Campbell et al
[1985]. Se ha sabido desde hace mucho tiempo que una parte de la energia
cinética creada en €l choque de particulas se convierte en calor. Puesto de
una manera mas general, el movimiento organizado de una coleccion
macroscépica de atomos se convierte en los movimientos desorganizados
microscépicos asociados con el calor, de acuerdo con la segunda ley de la
termodinamica. Aunque esto pueda parecer obvio, uno de los problemas mas
importantes de la fisica es precisamente éste, el de la demostracién directa
de ese hecho tan simple. Se requiere una gran comprension de la dinamica
no-lineal y sus efectos para poder resolver este problema, puesto que es
relativamente facil probar que un conjunto finito de ecuaciones lineales no
sirve para modelar tal comportamiento. Siempre se habia pensado que la
adicién de alinearidades resolveria el problema.

Poco tiempo después de que se construyera la computadora Maniac 1 en los
anos 50's, Fermi, Pasta y Ulam se dieron a la tarea de realizar una simulacion
numérica de un sistema no-lineal para estudiar la aproximacion al equilibrio
térmico. Ellos utilizaron la Maniac para simular el comportamiento de 64
particulas acopladas por resortes no-lineales. Al desplazar levemente del
equilibrio unos cuantos de los resortes, ellos esperaban ver movimientos
"térmicos” aleatorios, con la vibracién promedio dispersada de un modo
uniforme entre todas las particulas.
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En lugar de esto, se sorprendieron al descubrir que la configuracién original
de las particulas volvia a ocurrir - jno habia ninguna aproximacion al equilibrio
térmico! Esta simulacion estimulé una cantidad considerable de investigacién
posterior.

Hoy en dia, el enlace entre la matematica experimental y la teérica ha
permitido encontrar la causa de este comportamiento en los solitones, ondas
a manera de pulsos que existen en ciertos sistemas no-lineales de ecuaciones
diferenciales. Ademas, la computadora ha servido de ayuda para saber mas
acerca de la aproximacion al equilibrio térmico, a través del estudio del
comportamiento cadtico, aunque cabe aclarar que el problema esta aun lejos
de resolverse.

En un contexto amplio, la computadora ha expandido drasticamente el rango
de los fenémenos no-lineales que pueden ser explorados matematicamente, y
ha motivado el desarrollo de técnicas disenadas especialmente para manejar
alinearidades. Los problemas matematicos que pueden convertirse en
tratables con la computadora incluyen:

e la solucion de ecuaciones con escalas de tiempo y longitud con gran
variacion,

e la descripcion global de la dependencia del sistema dinamico con
respecto a sus parametros,

» el analisis de las fluctuaciones en los coeficientes de ecuaciones
diferenciales parciales.

Campbell et al. [1985] mencionan que las técnicas utilizadas para estudiar
tales problemas intentan usualmente aislar o simplificar las alinearidades
inherentes. Cabe mencionar que estas técnicas son ad hoc, aunque su analisis
y su aplicacion continuada deberan generar en el futuro una rica y valiosa
teoria matematica.
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§v.6 La matematica experimental y la modelacién
de sistemas fisicos.

Para situaciones tipicas, el juego entre los estudios computacionales y la
teoria matematica y fisica procede de una manera mas bien dialéctica. En
cada etapa del proceso de investigacién cientifica, hay una pregunta
fundamental:

JRepresentan los resultados de la computadora nuevos e interesantes
fenomenos inherentes en el problema del mundo real que se investiga, o son
tan sélo artefactos computacionales que resultan de las limitaciones de los
métodos numeéricos utilizados o de la modelaciéon?

Esta pregunta sirve para estimular un cuidadoso analisis matematico.

A esto hay que agregar el hecho de que existen dos problemas distintos pero
relacionados que ocurren en el proceso de la investigacion cientifica. El
primer problema implica lo que se denomina modelacion: dado un proceso
en el mundo real, como se puede escribir la mejor descripcion matematica
o modelo? El segundo es de caracter puramente matematico: dado el
modelo, se busca encontrar las propiedades y la manera en que pueda
resolverse el sistema de ecuaciones que lo representa.
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Los cientificos buscan tanto modelar el mundo fisico como ser capaces de
resolver los modelos resultantes, de modo que debemos tomar los dos
problemas, puesto que su interaccion es crucial. Por ejemplo, es facil escribir
las ecuaciones de Navier-Stokes para describir un fluido en movimiento; sin
embargo, esto no revela la naturaleza turbulenta del fluido. Similarmente, la
intuicion acerca de aspectos cualitativos del comportamiento no-lineal puede
ser muy valiosa como una guia para formular el mejor sistema de ecuaciones
en el modelo.

La perspectiva moderna de la investigacion cientifica puede sintetizarse en un
proceso iterativo simple, de tan solo dos fases: se disena un modelo o
descripcién abstracta del fenémeno bajo estudio, y se sigue con una
observacion y refinamiento del modelo. ‘

La fase de modelacion abarca dos actividades:

1) En primer lugar, la modelaciéon debe utilizar ecuaciones
matematicas.

2) En segundo lugar, estas ecuaciones deben ser resueltas. Usualmente,
solo los ejemplos de los libros de texto tienen soluciones exactas; los
problemas del mundo real requieren soluciones numéricas. En este
caso, los algoritmos para resolver las ecuaciones provienen de la
computacion cientifica y corren a cargo de los analistas numéricos.

La fase de observacion también cubre dos actividades distintas:

1) La primera es la seleccion (y computacion) de algin modo de visualizar
la solucion de las ecuaciones.

2) La segunda es la de crear las imagenes reales que se presentaran al
usuario.
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Esta fase requiere usualmente de técnicas convencionales de graficacion. El
modelo de investigacion queda resumido en la siguiente figura (Nielson, G.
M., [1991]):

MODELACION h OBSERVACION
Solucid Sel 3 G a
mahf:r?gt(;co = nur;g?(?a - dilegoigg = prceslégiaa(:ioé‘l.:ﬁe
y grafico imagenes

t 1

El tiempo que toma efectuar una vuelta de este ciclo de modelar-observar no
es necesariamente corto, como podria parecer; la duracion puede abarcar
desde algunos cuantos segundos hasta varias horas, etc.

Ademas, la presentacion de las imagenes no es la tinica manera de ver los
resultados, puesto que la visualizacién cientifica incluye animacion, del tipo
cinematografico. Sin embargo, la estructura de este ciclo basico de
informacién es la misma, y el andlisis de esta estructura puede contribuir a
entender varios aspectos de la visualizacién. Por ejemplo, se considera que la
segunda fase, que cubre la decision del modo grafico y la computacién de las
imagenes es el problema mas importante de esta nueva area cientifica que
representa la visualizacion.
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§V.7  El laboratorio de matematica experimental.

Por su misma naturaleza, la matematica experimental conlleva elementos de
serendipia: un indicio proporcionado por una simulacién numeérica da lugar a
una revelacion intelectual que senala el camino a una verificacién numérica
detallada, que conduce eventualmente a su vez a una comprension analitica.
Sirve de ilustracion el caso de Lorenz, quien al trabajar su sistema de
ecuaciones del clima, alimenté en la computadora una cantidad apenas
diferente de la que debia ser. Los resultados, inesperados, lo condujeron al
descubrimiento del primer atractor cadtico. Este proceso paso a paso ilustra
la necesidad de contar con un amplio rango de recursos computacionales.
~ Estos van. desde maquinas de propdsito especial a supercomputadoras,
incluyendo entre las primeras a las computadoras digiiales y a las analdgicas.

a) Computadoras digitales:

Las computadoras digitales, tanto a nivel de computador central como
minicomputador y la arquitectura convencional secuencial o. pipeline
permanecen como las herramientas de propésito general para los
matematicos experimentales. También las maquinas masivas en paralelo con
arquitectura simple o concurrente ofrecen una alternativa atractiva. Las
computadoras digitales de propoésito especial, disenadas para una clase
particular de problemas. constituyen una importante nueva herramienta, y su
uso en las investigaciones de problemas no-lineales debera incrementarse en
el futuro.

b) Computadoras analogicas:

El papel y el futuro de las computadoras analdgicas en la matematica
experimental no ha sido tan bien cubierto como las digitales. Aunque es dificil
dar una definicion general de computadora digital, ésta se considera
usualmente como un numero relativamente grande de moédulos funcionales,
basados en amplificadores operacionales, que realizan operaciones tales como
suma, inversion, integracion, y generacion de funciones no-lineales.
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Para programar una computadora analégica, estos moédulos se conectan en
una configuracién que imita las conexiones reales del sistema bajo estudio. El
comportamiento de los voltajes en la computadora representan la evolucién
en el iempo de las variables de la ecuacién.

En los estudios cualitativos de sistemas dinamicos finitos, las computadoras
analogicas presentan varias ventajas con respecto a las computadoras
digitales convencionales (mencionadas por Campbell et al, [1985]):

a) Primero, dado que sus moddulos pueden conectarse en arquitectura
paralela, son mucho mas rapidas que las computadoras digitales; mas aun,
suponiendo que hay un numero suficiente de moddulos para implementar un
sistema dado, la velocidad de simulacion es independiente del nimero de
variables a simular. En comparacion, la velocidad de una simulacién en una
computadora convencional es proporcional al tamario del sistema modelado.

b) En segundo lugar, las computadoras analGgicas se prestan
perfectamente para una programacién interactiva. Los parametros del
sistema, incluyendo la rapidez con la que se genera la solucion, pueden
variarse en tiempo real a medida que se va realizando la simulacion. Esto es
esencial para la busqueda cualitativa a través del amplio rango de parametros
necesario para explorar todo el espacio de fases del sistema dinamico.

c) En tercer lugar, las computadoras analdgicas resuelven gcuaciones no-
lineales acopladas, que modelan un sistema fisico. Dentro del rango de
exactitud limitado por las tolerancias de los componentes, los errores no
sistematicos causados por las fluctuaciones térmicas y el ruido electrénico en
una simulaciéon analdgica pueden ser utiles; este es el caso, por ejemplo, en
los estudios cualitativos de los sistemas dinamicos cadticos. Especificamente,
estas fluctuaciones borran completamente la estructura fina encontrada en la
descripcion matematica del caos y asi mimetizan efectivamente el
comportamiento burdo, de grano, que se observa en los experimentos de. por
ejemplo, fluidos en conveccion o circuitos electrénicos no-lineales.
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Estas ventajas deben contrastarse con las desventajas: un limitado rango
dinamico de las variables, una exactitud limitada de las soluciones finales, y la
necesidad de reparchar (en vez de reescribir) el cédigo computacional para
cada nuevo sistema a estudiar,

Para superar estas desventajas, se hace obvio el compromiso de utilizar en
conjuncion tanto las computadoras digitales como las analégicas. De hecho,
esto es Io que se ha llevado a cabo en los laboratorios dedicados al estudio de
sistemas dinamicos que exhiben caos. La computadora digital, que
generalmente es una microcomputadora, es el punto final de una
computadora analégica. La computadora digital es util para configurar la
analégica - establece las condiciones iniciales, los parametros, y las funciones
no-lineales. La funcién mas importante de las computadoras digitales es
doble: registrar los datos que se obtienen de la computadora analégica, y
visualizarlos.

Esta configuracion hibrida debe ser la base para disefnar un laboratorio de
matematica experimental. Si se desean estudiar los problemas no-lineales de
una manera completa, en lugar de juntar soluciones de partes separadas, se
deben considerar sobre todo el rango de valores iniciales y de frontera, y en
todo el espacio de fases. Esto significa generar y analizar grandes cantidades
de datos. Para satisfacer estos requerimientos, el equipo computacional debe
reunir tres caracteristicas principales: interactividad. graficabilidad y
amigabilidad..

1 Interactividad

El equipo computacional debe ser extremadamente rapido y altamente
interactivo, para permitir una amplia y efectiva exploracién de los
parametros del sistema dinamico, y con la posibilidad de poder
manejar una gran cantidad de datos. En este sentido, lo mas apropiado
hasta la fecha es la arquitectura en paralelo.
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2 Graficabilidad

El equipo debe tener grandes capacidades de graficacion, para
desplegar en forma visual los datos y estimular la intuicion del
investigador., También facilitaria la manipulacién y la asimilacion
acelerada de masas abrumadoras de datos. Se deberid contar con
monitores de color de alta resolucién. Para las actividades de entrada,
el usuario debera tener un teclado convencional (mecanogrifico), un
teclado simbdlico (para introducir las ecuaciones), y un dispositivo
apuntador, como el mouse. Las salidas serian principalmente graficas.
El monitor mostraria las entradas del usuario, la lista de los pardmetros
de las ecuaciones, las condiciones iniciales, el tiempo de corrida, y otra
informaciéon de control. El monitor se podra programar de modo que
puedan mostrarse series de tiempo, proyecciones del espacio de fases,
secciones transversales de las soluciones, y varias estadisticas de la
teoria de los sistemas dinamicos tales como el espectro de potencia,
diagramas de bifurcacion y correlaciones. Aqui es importante tener en
cuenta que en las simulaciones de ecuaciones diferenciales parciales es
necesario seguir las funciones de varias dimensiones tanto en el espacio
como en el tiempo. Un desarrollo interesante en este sentido es la
animacion tipo cinematografica de los resultados.

3 Amigabilidad

Debe ser amigable, para alentar la participacién de investigadores de
cualquier Aarea cientifica. La amigabilidad es esencial para atraer
investigadores de varias disciplinas cientificas, quienes aunque puedan
no tener el deseo de comprender las sofisticaciones tecnologicas que
existan detras de la pantalla del monitor, se sentiran estimulados a
trabajar y obtendran valiosos frutos del equipo computacional que reuna
las caracteristicas mencionadas.
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§V.8  Visualizacién cientifica.

Los desarrollos alcanzados en las ciencias computacionales, en la forma de
supercomputadoras, nuevas arguitecturas del equipo computacional, y las
técnicas sofisticadas de los lenguajes computacionales permiten una ayuda
inestimable en las tareas cientificas de la modelaciéon y simulacién
matematica de aspectos fisicos de la realidad. Dado que los sistemas fisicos
estudiados presentan una gran complejidad, los resultados numéricos son de
gran volumen. Por ejemplo, los satélites, radiotelescopios, sensores geofisicos
o digitalizadores médicos, generan una grandisima cantidad de datos. Estos
datos contienen a su vez una rica informacion. El problema al que se
enfrentan los cientificos es el de asimilar y transmitir esta informacion de
modo que puedan ellos utilizarla efectivamente en el proceso cientifico. Esto
requiere unos métodos de comunicaciéon con un gran ancho de banda y una
interface efectiva.

Partiendo del hecho de que mas de la mitad de las neuronas del cerebro
humano estan dedicadas al procesamiento y comprension de senales visuales
(Levine. R., [1988]), el salto logico es el de aprovechar esta capacidad
mediante imagenes generadas de los datos. Esta capacidad es realmente
impactante, pues €l ancho de banda del canal dptico se calcula del orden de
dos gigabits por segundo, mientras que apenas en estos tiempos la tecnologia
esta alcanzando una magnitud de un Gbit.

La respuesta a estas necesidades y hechos aparece hoy en dia como una nueva
tecnologia, la "visualizacién cientifica”. En su acuniaciéon original, en 1987. la
National Science Foundation de los Estados Unidos (citado por Gantz, J.
[1988]) hablé de la visualizacién en tanto el uso de graficas interactivas, en
tiempo real, para interpretar datos, especialmente los datos provenientes de
una simulacién. Esto incluiria la capacidad de alterar., o "conducir”, la
simulaciéon mientras se esté corriendo, en base a los resultados que se
estuvieran viendo. Con el tiempo, la palabra ha llegado a significar todo tipo
de graficos para representar datos - incluyendo animacién, representaciones
clasicas, imagenes fotorrealistas, etc.
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Para la presente discusiéon, manejaremos el término visualizacion para
significar dos cosas:

e Computacién cientifica
¢ Interactividad grafica.

Esta segunda caracteristica es la esencia verdadera de la visualizacién, pues es
lo que permite la capacidad de interpretar las graficas en tiempo real.
También permite manipular variables o parametros interactivamente. Por
medio del color, la intensidad luminosa, la transparencia, la textura, etc., se
obtienen unas imaigenes que si se preparan e interpretan de una manera
adecuada, pueden contener y transmitir una gran cantidad de informacién en
un periodo corto de tiempo. A veces, se desean obtener imagenes realistas, y
para esto se simulan efectos luminosos tales como sombras, reflexiones,
refracciones, y la localizacion arbitraria del punto de vista del usuario. Los
cientificos también necesitan tener a su disposicion el acceso a ciertas
herramientas de soporte para la visualizacién, tales como la composicién de
imagenes, almacenamiento y llamada de archivos graficos, tipos y tamaros de
texto, redimensionamiento, rotacion, traslacién, copiado y duplicacién,
retoque manual y coloracion.

§V.8.1 Beneficios de la visualizacion cientifica.

La visualizaciéon se ha convertido en un importante elemento del proceso de
investigacion cientifica. La tendencia actual es el cambio de lo puramente
computacional y con escasas graficas a un ambiente de visualizacion, situacion
en la cual un numero cada vez creciente de cientificos se dan cuenta que
existe una tremenda cantidad de productividad a ganar mediante el trabajo en
los ambientes graficos de la pantalla de las computadoras. Su valor es
indudable, y apenas se empiezan a explorar sus beneficios, siendo los mas
importantes los siguientes:
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¢ Mejor andlisis.

El estudio de la NSF revelé que casi un 95% del poder computacional
de una supercomputadora se desperdicia (Gantz, [1988]), porque los
cientificos no son capaces de interpretar las cantidades exorbitantes de
datos que producen. La interaccion de los cientificos con la simulacién
computacional puede ayudar a obtener una mejor interpretacién de los
datos y, a su vez, llevar a un mejor diserio del modelo.

. Produc_tividad cientifica.

- Al proporcionar las capacidades analiticas de interactividad, la
visualizacion puede incrementar la productividad de los cientificos.
Esto implica un tiempo menor para publicar la investigacion.

¢ Tiempo reducido al mercado.
Las herramientas computacionales que utilizan la simulacién interactiva
y el disenio integrado, pueden permitir a los ingenieros completar

disefios en un tiempo menor, comparado con el que se obtendria en
otros ambientes.

Visualizacién cientifica

cientifico

retroalimentacion

Publicaciones
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Ademas, la visualizacion tiene aplicaciones demostradas, desde la década de
los 80's: proyectos diversos en los centros supercomputacionales de la NSF,
que abarcan estudios tales como dinamicas de tormentas, la neurcbiologia del
mal de Alzheimer, y la visién por maquina.

Un aspecto interesante son las aplicaciones dependientes de la visualizacién.
Algunas disciplinas que alguna vez estuvieron desligadas de las ciencias
computacionales estdn ahora inextricablemente unidas a éstas: modelacion
molecular, quimica computacional, astrofisica, dinamica de fluidos, etc.

Un beneficio adicional es el de desmitificar la ciencia para la persona
promedio. Los textos llenos de férmulas o de. texto técnico a menudo alejan al

interesado. Con esta tecnologia naciente, es mas facil conservar el interés
inicial, e incrementarlo.
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§v.8.2 Visualizacioén y sonido.

Uno de los mas recientes desarrollos colaterales de la visualizacién cientifica
estd dado por la interesante propuesta de agregar sonido a las imagenes

generadas (Iversen, [1992]). La idea central es utilizar el sonido como un

canal adicional de informacién, aparte del visual. De esta manera, el

investigador podria "oir", ademas de "ver”, los datos resultantes del analisis

numeérico del modelo. En este sentido, es posible especular acerca de una

percepcion sinérgica entre lo auditivo y lo visual.

Naturalmente, el sonido que se utilice debera estar determinado por los
datos mismos, lo cual marca una importante diferencia con respecto a las
pistas musicales con que usualmente se acompanan algunas animaciones. El
sonido ofrece una gran cantidad de opciones para el usuario. Los datos
pueden mapearse en frecuencia, volumen, tasas de ataque y decaimiento,
duracion, timbre, reverberacion, brillo, y estereofonia.

Es posible que el sistema nervioso humano pueda sobresaturarse con la
informacion visual, de donde se aprovecharia el canal auditivo. Esto podria
hacerse incluso antes que se diera la saturacion; el sonido se usaria para
marcar una situacion anémala, a modo de alarma, o para senalar eventos
imperceptibles si so6lo se "ven" los datos. Aqui cabe explorar las
potencialidades del sistema auditivo humano. Por ejemplo, siendo que el oido
puede distinguir hasta seis voces diferentes simultaneas (Iversen, [1992)), la
sonificacion seria util en las situaciones donde existiera multidimensionalidad
(situaciones que no son raras en los problemas del mundo real). También, el
sistema auditivo ofrece una mejor discriminacidn que el sistema visual. Los
dos oidos pueden distinguir dos sonidos separados por tan sélo 10 6 20
microsegundos, mientras que €l ojo fusiona imagenes por debajo de los 20 ¢
39 ciclos por segundo. Un caso interesante es el de visualizar dos péndulos
. con comportamiento caético. En ocasiones, los dos se mueven aparentemente
en sincronia. Sin embargo, si se incluye un click en cada punto de inflexién.
se encuentra que ese no es el caso.
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Seccién VI Conclusiones.

§VI.1 Recapitulacion.

Ha sido el objetivo de esta Tesis proporcionar una introduccién a la teoria de
caos, con vistas a justificar algunas consecuencias que consideramos
importantes respecto a la metodologia de la ciencia. Asi, hemos repasado los
conceptos basicos de la teoria, y presentamos la ecuacion logistica como un
ejemplo sencillo, pero poderoso, para mostrar las pﬁricipaleé caracteristicas
de los sistemas caodticos: una dinamica sencilla como generadora de un
comportamiento altamente complejo e impredecible, y la extrema
sensibilidad a las condiciones iniciales. Estas dos marcas de los sistemas
cadticos nos sirvieron para revisar y marcar limites a dos conceptos de la
metodologia de la ciencia: el determinismo laplaciano, y la repetibilidad del
experimento. Por otra parte, vimos que el desarrollo de la teoria de caos se
dio gracias a la computadora, herramienta cientifica que alcanza en la teoria
de caos una condicién sine qua non. El uso de la computadora por algunos
matematicos estudiosos de esta disciplina dio lugar a una nueva rama de la
ciencia, la matematica experimental. Mencionamos gque esta disciplina debe
reportar en el proximo futuro avances inusitados en la matematica; dentro de
poco, como en la fisica, no sera extrario oir hablar de "matematicos tedricos"
vy "matemadticos experimentales”.

La teoria de caos es una teoria en crecimiento, que se esta enriqueciendo con
nuevas aportaciones surgidas de investigaciones en diferentes areas de la
ciencia. La lista de publicaciones que reportan resultados positivos crece cada
dia, aunque la teoria de caos aun se encuentra lejos de tener una forma
acabada, e igualmente sus alcances estan por descubrirse.
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§VI.2 Lineas de investigacion sugeridas.

~Como mencionamos en la Introduccién, presentamos enseguida, a manera de
sugerencia, algunas de las lineas de investigacion que otros estudiantes
pudieran tomar para enriquecer el drea. La lista de lineas de investigacion es
parcial, pero se ofrece con el objetivo, ademas del ya sefialado, de dar una
idea de la riqueza potencial de la teoria de caos, y de apelar a la curiosidad y
despertar el interés en los lectores.

§VI.2.1 La teoria de caos y las revoluciones cientificas.

Consideramos que este tema es de gran importancia para los estudios de la
metodologia de la ciencia, pues tal parece que la teoria de caos nos ofrece la
oportunidad de presenciar el surgimiento en nuestra época de un paradigma
cientifico, o bien la de estar ante una revolucién cientifica. El tema es
fascinante y esta lleno de expectativas.

Nuestro siglo ha presenciado dos de las mas grandes revoluciones cientificas
de todos los tiempos: la teoria de la relatividad de Einstein y la mecanica
cudntica. El éxito de la teoria de caos, y lo novedoso de sus propuestas, han
provocado en sus seguidores mas entusiastas que la consideren como la
tercera revolucién cientifica de nuestros tiempos, con la correspondiente
+ reaccidn de algunos escépticos. Trataremos en este apartado de adelantar una
respuesta a esta cuestion, la cual es la que mas polémica ha suscitado.

Aunque la teoria de caos ha ganado un lugar respetable dentro del gran
edificio de la ciencia contemporanea, aun es tiempo prematuro para dar una
respuesta definitiva a la pregunta planteada arriba. Las opiniones se dividen
tanto a favor como en contra, y todavia quedan por resolver ciertas cuestiones
de peso como para tener una idea clara acerca de la relevancia y la
importancia ultima de esta ciencia.
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Por ejemplo, Steven Toulmin (citado por R. Pool, [1989], un filésofo de la
ciencia de la Northwestem University de Chicago, opina que la teoria de caos
no es una revolucién cientifica, en el sentido que lo fueron la teoria de la
relatividad y la mecanica cuantica. Dice que si la mecanica cuantica presentd
un nivel de comportamiento en el mundo fisico completamente nuevo, la
teoria de caos ofrece tan s6lo una correccién a un error antiguo. "La gente
supuso por mas de 200 anos que el mundo newtoniano era predecible. El
caos muestra que esto siempre fue una suposicién equivocada”. Sin llegar a
colocarla al mismo nivel epistemologico de la teoria de la relatividad o de la
mecanica cudntica, Toulmin compara la teoria de caos con la mecanica
estadistica, herramienta matematica utilizada en el estudio de sistemas
fisicos que exhiben un comportamiento estadistico. Similarmente, la teoria
de caos seria una herramienta de trabajo mas, no un paradigma nuevo del
mundo (en un sentido fuerte, connotando revolucion). En resumen, Toulmin
considera que la teoria de caos contiene una muy importante revelacion: toda
descripcion completa de la naturaleza debe incluir ademas de la nocién de
orden y regularidad, los conceptos de inestabilidad. impredecibilidad y
comportamiento complejo. Esto, dice, en ningun sentido es revolucionario, y
a lo mas que lleva es a sugerir futuros programas de investigacion.

Por nuestra parte, creemos que la teoria de caos, aunque no constituya una
revolucién cientifica en el sentido que le da Thomas S. Kuhn, si es un nuevo
paradigma cientifico. La esencia de este nuevo paradigma es lo senalado
precisamente .por Toulmin. en euanio que la teoria de caos toma como campo
de estudio lo impredecible. lo desordenado y lo complejo. Pero aqui hay algo
muy interesante, en lo que respecta a las nociones de paradigma y de
revolucion cientifica propuestas por Kuhn. En 1962, Kuhn publicé una de las
obras mas influyentes de todos los tiempos en la filosofia de la ciencia. The
Structure of Scientific Revolutions. Su tesis central es que

las revoluciones cientificas son ... aquellos episodios de desarrollo no
acumnulativo en los cuales un paradigma anterior es remplazado todo o
en parte por un paradigma nuevo e incompatible
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(Kuhn, op. cit., pag. 91), donde los paradigmas se definen como

ejemplos aceptados de la practica cientifica en curso - ejemplos que
incluyen leyes, teoria, aplicaciones, e instrumentaciéon - que
proporcionan modelos de los cuales surgen tradiciones coherentes
particulares de investigacion cientifica.

(Kuhn, op. cit., pag. 10).

La nocion de paradigma es central en la propuesta kuhniana, aunque el uso
indiscriminado que éste le da en su obra citada lo convierte en desventaja
para la tarea que nos hemos fijado. Kuhn mismo ha reconocido (Kuhn, [1982])
que el uso que le da a la palabra 'paradigma’ confunde a los lectores, e

identifica dos nociones muy distintas: gjemplares, y matrices disciplinarias.

Los ejemplares son soluciones concretas a problemas, aceptadas por la
comunidad cientifica. y tienen el sentido usual de 'paradigmatico’. Asi, el
concepto de atractor extrario de la teoria de caos es una ilustracion de un
ejemplar (entonces, diriamos que tanto el atractor de Lorenz como el
atractor de Hénon son paradigmaticos). Por otro lado, una matriz
disciplinaria esta constituida por elementos compartidos que dan cuenta del
caracter poco problematico de la comunicacién entre profesionistas y de la
relativa unanimidad de los juicios de esos profesionistas en una comunidad
cientifica, y tienen como componentes generalizaciones simbdlicas.
compromisos hacia creencias en determinados modelos. valores, y
ejemplares; todos estos elementos son compartidos por los miembros de la
comunidad. En relacién a la teoria de caos, ya se ha dado la formacion v
existencia de tal matriz disciplinaria, de una manera explicita en el Grupo de
Sistemas Dinamicos (ver §I1.14), y de un modo implicito en los muchos
investigadores dedicados al estudio de sistemas dinamicos no-lineales en el
mundo (prueba de ello lo constituye el numero creciente de articulos que se
publican en nuestros dias, la edicion de libros. la organizacién de congresos.
etc.).
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Ahora bien, Kuhn piensa que la ciencia avanza de un modo revolucionario,
mas que evolucionario. En su opinion, la revolucion cientifica ocurre cuando
el paradigma en uso es remplazado por uno totalmente nuevo (en el sentido
que es "inconmensurable" o incompatible con el anterior). El proceso por el
cual un paradigma deja de ser aceptado por la comunidad cientifica y se,
introduce otro es el siguiente. La ciencia normal, esto es. la ciencia
practicada por la comunidad cientifica bajo cierto paradigma, se ve
ocasionalmente perturbada por la aparicién de ciertas anomalias, o problemas
que el paradigma no puede resolver. En un momento dado, la cantidad de
anomalias es tal que el paradigma en uso es puesto en duda, es decir, entra
en crisis. Ante esta situacion, se proponen nuevos paradigmas, que den
cuenta de las anomalias. Uno de tales paradigmas sera aceptado por la
comunidad cientifica, y en consecuencia habri oeurrido una revolucién
cientifica, en la cual un paradigma ha sustituido a otro. .

El punto interesante es que la teoria de caos, vista como paradigma, no ha
venido a sustituir al paradigma anterior, el de la dinamica general, sino mas
bien lo ha ampliado. En consecuencia, la mecanica newtoniana ha
evolucionado, y se ha refinado. El origen de la teoria de caos lo debemos ver
en algo que Kuhn no contempla en su modelo de las teorias cientificas. Por un
lado, un grupo de cientificos simplemente deseé estudiar una clase diferente
de problemas. Por el otro, el desarrollo tecnologico de la informatica
proporciono el instrumento adecuado a sus investigaciones, la computadora.
La conclusion es sorprendente: la teoria de caos representaria para los
fildsofos de la ciencia un contracjemplo del modelo kuhniano del desarrollo
de la ciencia.

Una extension de esta linea de investigacion podria ser el analisis especifico
de la funciéon del desarrollo tecnolégico - la computacion - respecto al avance
cientifico. Puede servir de base el estudio de las grandes transformaciones
que sufrieron ciencias como la astronomia, con la invencion del telescopio y
luego el radiotelescopio, la biologia, con el descubrimiento del microscopio, o
la microfisica y los superaceleradores de particulas.
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Seccién VI Conclusiones.

§V1.2.2 La teoria de caos y la mecanica cuantica.

Algunos partidiarios de la teoria de caos piensan que los elementos
definitivamente revolucionarios de esta ciencia se veran en los préximos
tiempos. Una de las lineas de investigacion mas prometedoras lo constituye la
relaciéon entre la teoria de caos y la mecanica cuantica.

El hecho de que se considere a la mecénica cuantica como la teoria
fundamental de la naturaleza, tlene como consecuencia logica la inclusion del
caos en esa teoria en una forma u otra, puesto que el comportamiento caético
es indudablemente una parte del mundo fisico. Sin embargo, el problema no
es sencillo, pues para empezar no existe una definicion de "caos cuantico”, y
los resultados experimentales son hasta la fecha escasos y ambiguos.

El punto central en esta discusidn es el Principio de Correspondencia de
Bohr, que conecta los sistemas cuanticos con los sistemas clasicos. El
principio establece que a medida que un sistema cuantico se vuelve mas
grande, se convierte en un sistema clasico. Las investigaciones en torno a la
posible existencia del caos cuantico se sitian precisamente en una posicion
intermedia en este paso. es decir. en el paso de un sistema clasico al nivel
cuantico, y viceversa. Un ejemplo de investigacién en este sentido (citado por
Freedman, [1991]). es el trabajo de Joseph Ford., publicado en la revista

Physica D del mes de mayo de 1991. Ford ha demostrado que cuando un -

sistemna fisico * llamado el "gato de Arnold" - se lleva al nivel cuantico y luego
se regresa al estado clasico pierde uno de sus atributos clave, el
comportamiento cadtico. Los resultados logrados por Ford son
controversiales, y la cuestion sigue en el aire. El punto interesante para
nosotros es que si la discusion se define en favor de Ford, entonces se
pondria en duda la validez del Principio de Correspondencia, y por lo tanto
de la misma mecanica cuantica, teoria que ha superadoe prueba tras prueba, y
que no ha sido falsificada por ninguan-experimento en lo que va desde su
formulacion. Esto. creemos, seria una verdadera revolucion cientifica.

TESIS Carlos Jestis Garcia Meza 99
LA TEORIA DE CAOS* ALGUNAS IMPLICACIONES EN EL AREA DE LA METODOLOGIA DE LA CIENCIA



Seccion VI Conclusiones.

§V1.2.3 La matematica experimental como modalidad cientifica.

Si bien hemos presentado algunas caracteristicas de la matematica
experimental, el campo es grande y en crecimiento. jCuéles son las
implicaciones en el area de la metodologia, y también, en la fllosofia de la
ciencia? ¢Representa la matematica experimental un avance real de la
matematica, o puede llegar a obstaculizarla? ¢Cuil es el valor de la
visualizaciéon cientifica? ¢Cémo podria afectar la matematica experimental o la
visualizacion cientifica a la educacién de la ciencia?

§V1.2.4 La teoria de caos en las ciencias sociales.

Los estudiantes de la Maestria en Metodologia de la Ciencia con inclinacion
hacia las ciencias sociales pueden encontrar un interés especial en la teoria
de caos. Las posibilidades son ilimitadas, y el area casi virgen (se sugiere la
lectura del libro El Desorden. La teoria de caos y las ciencias sociales, de
Georges Balandier). ¢Como aplicar los conceptos o los resultados tedricos del
caos en las ciencias sociales? ¢Qué representan las bifurcaciones y los
atractores en un sistema sociolégico?

§VI.2.5  Aspectos metodolégicos de la teoria de caos.

;,Como se realiza la modelacién de los sistemas cadticos? ¢Cuales son los
métodos utilizados en la medicion del caos? ¢;Cudles son las areas cientificas
donde mas se aplica la teoria de caos? 4Cémo es la presentacion de
resultados (énfasis grafico en atractores, secciones de Poincaré, etc.)?
¢Cudles son los avances en el control y uso de los sistemas caéticos?

Es nuestro deseo que esta Tesis cumpla sus objetivos, y que despierte en
otros un interés igual o mayor que el que hemos tenido hacia la teoria de
caos, para que guien sus estudios hacia ella.
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