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Introduccién

El objetivo principal de los métodos numéricos es encontrar soluciones con el menor
error posible utilizando s6lo las operaciones mas simples de la aritmética; ¢s decir, se trata
de resolver problemas dificiles mediante muchos pasos faciles; lo anterior ocasiona que
muchos de los algoritmos que existen no sean tan efectivos y que en ocasiones se obtengan
resultados erréneos. Esta es la razén principal por la que es importante hacer una buena
seleccion de los algoritmos o programas que serviran para efectuar las operaciones en la
computadora, \

En este trabajo se presentan algunos métodos numeéricos para efectuar calculos en
computadora que sirven para efectuar anélisis y sintesis de sistemas de control lineal. El
trabajo consitid principalmente en la bisqueda y seteccion de los programas méas confiables
y disponibles en utilerias de software como ORACLS [2], LINPACK [8], EISPACK [10] que
contienen programas que en conjunto forman una libreria de subrutinas que resuelven los
problemas més comunes presentados en el analisis y sintesis de los sistemas de control
lineales. En cada una de las secciones se presenta una breve descripcion del problema a ser
analizado asi como el método de solucién. La aportacién personal més importante en cada
fue la eleboracion del programa que realiza el cilculo del problema descrito en cada una de
las secciones mediante el uso de la computadora, ¢l cual se presenta en cada seecién como
una subseccion llamada referencias de célculo numérico que contiene la informacion
necesaria para accesar dichos programas. Es importante hacer indicar que todos los
programas toman los datos de un archivo llamado "entrada.dat" y los resultados los deposita
en un archivo llamado "salidad.dat” estos datos deberén estar en modo ASCII en el orden



y formato presentado en cada seccion.

Por otro lado, el objetivo principal del presente trabajo fué crear una base de
'progfamas que efectuen los calculos numéricos para resolver algunos problemas presentados
dentro de los sistemas de control lineal; lo anterior con la finalidad de agilizar el andlisis de
dichos sistemas, ademas de crear una programoteca que pudiera auxiliar en el desarrollo de
programas aun no elaborados. Hay que aclarar que algunos programas asi como la totalidad
de las gréficas presentadas en este trabajo fueron hechas con ayuda del lenguaje MATLAB
por la facilidad que este presenta para su manejo. El trabajo se presenta como sigue:

En el capitulo 2 se presentan algunos conceptos basicos necesarios para la
comprension de los demas temas contenidos en este trabajo.

En el capitulo 3 se aborda el problema de la solucién de sistemas de ecuaciones
lincales mediante ¢l uso de la computadora. Este es un tema muy interesante ya que existe
una gran cantidad de problemas de ingenieria que pueden representarse como un conjhnto
de ecuaciones lineales. '

El capitulo 4 describe una serie de problemas de los cuales se elaborardn los
programas correspondientes para efectuar anélisis cuantitativo y cualizativo de los sistemas
de control lineal mediante el uso de la computadora. ’

En el capitulo 5 se presenta la mayor aportaciéon personal a este trabajo, y que
consiste en la obtencion de la matriz de retroalimentacion de estado de norma minima, la
cual representa algunas ventajas en la Iey de control.

En el capitulo 6 se presentan algunas técnicas de control modernas como el caso del
regulador éptimo (LQR), que consiste en encontrar la ley de control que minimiza un
criterio de comportamiento. Otro punto importante es el Filtro de Kalman, que consiste en
la estimacién de los estades de un sistema de control en presencia de ruido en la salida. En
otra de las secciones se presentan algunas técnicas para determinar los mérgenes de
estabilidad robusta en el dominio de Ia frecuencia.



Preliminares

En este capitulo se presentan los preliminares mateméticos requeridos posteriormente.

2,1 Notacion

N Anillo de los nmimeros enteros

R Campo de los numeros reales

c Campo de los nimeros complejos

R, Nimeros reales no negativos

R Nuimeros reales negativos

[ ) Niimeros complejos con parte real no negativa

c Niimeros complejos ¢con parte real negativa

R’ Vector de dimension n con elementos reales

ce Vector de dimension n con elementos complejos
R Matriz de dimensién nxn con elementos reales
c™ Matriz de dimensioén nxn con elementos complejos
a; Elemento de la i-€sima fila y Ia j-ésima columna de Ia matriz A
X, i-ésimo elemento del vector x

AT Matriz transpuesta de A

A" Matriz transpuesta conjugada de A

Al Inversa de la Matriz A

At Pseudoinversa de A



I, Matriz identidad de dimension nxn

det(A) Determinante de A

A(A) Valores propios de A

Traza(A) Suma de elementos de la diagonal principal de la matriz A
al/oG Gradiente de I con respecto a G ¥

min{f(x)}  Valor minimo de f(x), donde f(x) es una funcién continua
min{x} Componente minimo del vector x.

max{f(x)}  Valor maximo de f(x), donde f(x) es una funcién continua
max{x} - Componente méaximo del vector x

2.2 Definiciones Importantes

Definicién 2.2.1 Un espacio vectorial X sobre un campo F ¢s un conjunto de
elementos llamados vectores junto con dos operaciones. La primera operacion es llamada
suma vectorial que se define para todo vector x,, X,, X; € X, como:

a)(x; +x)eX .

b) %, + (% + %) = (x + %) + x5

C) X + X, =X, + X

d) existe un vector @ tal que x; + 6 = 8 + x; = x;

e) para todo x;€X existe un vector nico -x;, tal que:
X+ (x) =(x) +x, =86

La segunda operacion es llamada multiplicacion escalar que se define para todo a,p
€ Fyx, x, € X, como:

o, €X
g) (a + B)x, = ax; + Px
h) a(Bx,) = (aB)x

1x,=x,0x,=6



Definicion 2.2.2 Una combinacion lineal de vectores X, Xy, -.., X, €11 UN €Spacio
vectorial es una suma de la forma:

o + o)X + o+ oax,

donde ¢ son escalares.

Definicion 2.2.3 Un vector x € X es llamado linealmente dependiente de un
conjunto de vectores S € X, si x se puede expresar como una combinacion lineal del conjunto
de vectores S, de lo contrario se dice que es linealmente independiente. Una prueba
necesaria y suficiente para determinar dependencia lineal es la siguiente:

Un conjunto de vectores X, Xy, ..., X, €S linealmente independiente si y solo si, a,%, +
ax, + ... + ax, = 6 implica que o, = 0 para k=1, 2, .., n.

Definicion 2.2.4 Un espacio vectorial normado es un espacio vectorial X sobre el
cual estd definida una funcién valuada real que mapea todos los elementos de X en un
nimero real |xf llamado la norma de x. Toda norma debe satisfacer los siguientes axiomas:

1. x| =0 Para todo xeX'y x| = 0,siy s6lo si x=6
2. lex] = |a|lx1 Para todo escalar a y todo vector xeX
3. Ix+yl < Ix) + Iyl Paratodox,y€X

Algunas normas comunes en R" se definen como sigue:

Xk = %2 + %> + ... + x.? norma 2 o norma euclideana
ixly =% +%x +..+x norma 1.
Ixl, = max {x, X, ... x,} norma infinito.



Abhora, suponer que A una matriz de dimensién nxn, entonces:

JAlE = Traza(ATA) norma de Frobenious
Definicion 2.2.5 Sea p un nmimero real que cumple 1 < p < «. El espacio 2,

consiste de todas las secuencias de escalares {£,, &,, ... } para los cuales:

E |E|P < =

i=1

La norma de un elemento x = {;} en ¢ esté definida como:

11, = [ ¥ (& |P]_°

i=1

NOTA: La norma es una generalizacion a un espacio vectorial del conceplo de longitud
o tamanio de un vecior.

2.3  Matrices y conceptos de calculo numérico

Definicion 2.3.1 Una matriz AeC™ es llamada hermitica st
. AH = A

para el caso particular AeR™ sec le conoce como matriz simétrica y se reduce a:
AT = A

Definicion 2.3.2 Una matriz AeC™ es llamada unitaria si:
APA =1

para el caso particular AcR™ es llamada matriz orfogonal y s¢ reduce a:
ATA =1,



Definicién 2.3.3 Una matriz hermitica AeC™ es definida positiva si x"Ax > 0
para todo x#0, xeC™. Si x®Ax > 0, A es semidefinida positiva.

Definicion 2.3.4 El rango de una matriz es ¢l nimero de columnas linealmente
independientes de la misma matriz,

La forma mds confiable de calcular el rango de wuna matriz es mediante la
descomposicion en valores singulares (Ver Apéndice A.6).

Definicién 2.3.5 Debido a que 1a computadora tiene un numero de digitos finito
para representar cantidades, aparecen €rrores que se conocen como errores de redondeo

Definicion 2.3.6 En cdlculos que requieren un determinado numero de iteraciones
es muy probable que nos encontremos con muchos errores de redondeo y cada uno de ellos
desempena el papel de un error de entrada para el resto del célculo y cada uno tiene un
efecto sobre la consiguiente salida. Los algoritmos en que es limitado el efecto de tales
errores, de modo que se genera un resultado til, s¢ llaman algorifmos estables.

Definicion 2.3.7 Una matriz es llamada mal condicionada si cambios pequeiios en
sus elementos generan cambios grandes al realizar una operacion determinada. Existen varias
formas de comprobar si la matriz es mal condicionada § no; una de las formas es mediante
el uso de los valores singulares:

g
kA) = 22
donde:

0., - Maximo valor singular de A
O - Minimo valor singular de A

Si k(A) es un valor muy grande, entonces la matriz es mal condicionada.



S olu'_cf__ién de

En este capitulo se analiza la solucion de sistemas de ecuaciones lineales mediante
el uso de métodos numéricos.

Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales

1
=2

A%y T X, Y o Ak,
aztxl g xz i 4 az::xn

Poe I . =
a’mlxl * amzxz E anmxn= bm

]
T =

El sistema anterior puede ser representado matricialmente como:

Ax =b (3.0-1)
donde:
A, 4, 4, b, X
A = z b = X =
aml amz amn bm Xn

Una gran cantidad de problemas pueden plantearse como un conjunto de ecuaciones



lineales, en el cual la solucion a encontrar son precisamente los valores de x,, ..., X,. Es
necesario mencionar que existen tres casos muy importantes con respecto a la solucion de
sistemas de ecuaciones lineales, ver seccidn 4.3 de [21].

a) - Solucién inica
b) - Solucién Miultiple
¢) - No existe solucién

Algunas condiciones equivalentes a los casos anteriores son:

a) Rango de [A b] = Rango de [A] = dimensién de x
b) Rango de [A b] = Rango de [{A] < dimensién de x
¢) Rango de [A b] > Rango de [A]

Es importante obtener una forma de calcular la solucién para los tres casos
anteriores. Anteriormente se efectuaba el célculo mediante aproximaciones de la inversa de
Ja matriz A en (3.0-1), ver seccibn 4.1 de {13]; pero en la actualidad se emplean métodos més
précticos. En este capitulo presentaremos algunos métodos con los cuales podemos efectuar
el célculo de la solucién de un sistema de ecuaciones lineales mediante el uso de la
computadora.

~

3.1 Método Gauss-Jordan

Mediante un ejemplo presentaremos ¢cdmo el método de Gauss-Jordan calcula la
solucion de un sistema de ecuaciones lineales.

Considérese el siguiente sistema de ecuaciones



0.0001x + 1.0000y = 1.0000 (3.1.1)

1.0000x + 1.0000y

2.0000 (3.1-2)

El método de Gauss-Jordan resuelve el sistema anterior mediante una serie de
operaciones elementales por filas (ver apéndice A.1); es decir haciendo el coeficiente de y
en (3.1-2) y de x en (3.1-1) igual a cero y los coeficientes restantes igual a Ja unidad. Esto
se logra multiplicando (3.1-1) por 10,000 y al resultado se le resta (3.1-2); sin embargo,
supongase que sélo figuren tres digitos significativos, entonces las nuevas ecuaciones nos
quedan como sigue:

1.0000x + 0.0000y = 0.0000 (3.1-3)

0.0000x - 10000 y = -10000 - (3-1-4)

Ahora, el siguiente paso es dividir la ecuacién (3.1-4) por -10000 quedando el siguiente

sistema de ecuaciones:

1.0000x + 0.0000y = 0.0000 (3.1-5)

0.0000x + 1.0000y = 1.0000 (3.1-6)

La cual tiene por solucién x=0.0, y=1.0; es claro que no satisface el sistema de ecuaciones
originales, ya que la solucién correcta es x=1, y=1.

Este tipo de problemas aparecen frecuentemente cuando se trata de resolver un
sistema de ecuaciones lineales mediante un algoritmo numérico; sobre todo cuando la matriz
A en (3.0-1) es del tipo mal condicionada 6 de dimensién muy grande. En realidad éste
ejemplo sirve para mostrar Ja importancia de seleccionar un buen método numérico para
calcular la solucién de un sistema de ecuaciones, ya que debido principalmente a redondeos
y truncamientos muméricos realizados por la computadora podemods obtener soluciones
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erréneas del sistema.

3.2 Solucién por Factorizacion LU

Un método m4s efectivo para resolver sistemas de ecuaciones lineales consiste en
factorizar la matriz A de (3.0-1) como sigue:

'S

y 00 - 01(1 u, u, ~ u,

A =TI = L1, 0~ 0ffo 1 Uy = Wy, (3.21)
g, 4 - Off: & :
1nl ln‘z o Inn y, 0 0 0 -~ 1

suponiendo que la factorizacién anterior puede ser realizada (ver apéndice A.S5), entonces
podemos sustituir en la ecuacion (3.0-1) la factorizacién anterior:

LUx = b (3.2-2)

Haciendo Ux = y, obtenemos:

Ly = b (3.2-3)

Es claro que debido a la forma de la matriz L en (3.2-1) podemos obtener la solucién
de (3.2-3) haciendo y;, = b, / l;; y después la segunda ecuacién involucra a y, y y, de tal
forma que podemos obtener el valor de y, y asf sucesivamente hasta y,. Este procedimiento
es llamado sustitucién hacia adelante y la ecuacién general para la obtencion de la solucién
es la siguiente:

M= l—u
i-1 .
bi - Z]ij ¥
Y = 3
donde: i=2, .., n

11



Una vez obtenida la solucién para y; podemos obtener la soluciér para x de la
ecuacion Ux = y. Debido a la estructura triangular superior de la matriz U, es evidente que
k,, = y,; después la ecuacién anterior involucra a x, y X,; de tal forma que se puede obtener
la solucién de x como:

xfl =yﬂ

n

=Y~ E I X
j=is1

donde: j=n-1, n-2, .., 1

Este método de célculo es mas efectivo que el Gauss-Jordan pero sigue siendo
restrictivo ya que solo es valido para matrices A en (3.0-1) que son no singulares, es decir,
sistemas de ecuaciones lineales que tienen solucion Gnica.

3.3 Solucion por Descomposicion en Valores Singulares

E! método més confiable en la actualidad para resolver un sistema de ecuaciones
lineales es mediante la descomposicién en valores singulares. Este método consiste en
factorizar la matriz A de (3.0-1) como A = U5 VT donde ¥ es una matriz diagonal compuesta
por los valores singulares (ver apéndice A.6). Este método es el més general ya que toda
matriz puede descomponerse en valores singulares y por lo tanto no existe ninguna
restriccién para su aplicacién, Entonces, efectuando dicha factorizacién y sustituyendo en la
ecuacion (3.0-1) tenemos:

UZV"X =b (3‘3'1)

siendo la solucion para el caso general:

(332)
x = VU™

donde X es la pseudoinversa de 2 como se defini6 en el apéndice A.6. El método anterior
resuelve los dos casos existentes para la solucién de un sistema de ecuaciones lineales; esto

12



es, euando existe solucién unica 6 solucién miltiple. Ademas de lo anterior, cuando no existe
solucidn, podemos obtener la mejor aproximacién en el sentido de minimos cuadrados como
veremos a continuacion.

Minimos Cuadrados

Como se mostré anteriormente, existen casos cuando el sistema de ecuaciones no
tiene solucién (sistema inconsistente), por lo que se requiere calcular la mejor aproximacion
en cierto sentido. Minimos cuadrados obtiene la mejor aproximacion en norma euclideana.
El problema de minimos cuadrados consisie en determinar las variables x, tales que Ax sea
lo mas cercano posible a b en la ecuacién (3.0-1). El problema de minimos cuadrados busca
encontrar la x que minimiza el error |Ax - bj, entre todas las x posibles. Supongase que la
matriz A se descompone en valores singulares; entonces, la ecuacién (3.0-1) nos queda como:

UsV'x = b . (3.3-3)

haciendo y = V" x y calculando la norma euclideana del error, obtenemos:

2y - UTb}, - (334)

en donde ahora la variable con respecto a la cual se estd minimizando es y. Por lo tanto, x
minimiza a JAx - b, siy s6lo si, y minimiza a [[%y - U'b|,. Haciendo p=U"b tenemos que:

1%y -~ pl2 = [0y, - p, P + ~ + |oy, - p,?

(3.3-5)
+ [p"1 [2 & o b lpm!z
donde:
r - rangode A
o;-  i-ésimo valor singular
y; -  1-ésimo elemento de y
p; - i-ésimo elemento de p

Esta ecuacién obtiene su valor minimo haciendo cero tantos términos como sea
posible, el detalle es que sélo podemos manipular los elementos de y. Entonces haciendo
yi=p;/ o; para 1 < i < k yy, arbitrario para k+1 < i < m obtenemos el valor minimo. Como

13



ixl, = IVyl, = Iyl ya que. V es unitaria; por lo que la x que minimiza el error esta dada
por x = Vy. Como podemos observar la solucién al problema de minimos cuadrados es
precisamente la solucién de un sistema de ecuaciones lineales calculada mediante la
descomposicién en valores singulares. La prueba anterior puede hacerse mediante otro
enfoque utilizando el teorema de la proyeccidn, ver seccién 3.3 de [19]. Es fécil notar que
para el caso en que el rango de la matriz A cn (3.0-1) es completo, el error es igual a cero,
o bien el sistema tiene solucién inica. En seguida presentaremos un ejemplo donde
obtenemos la mejor aproximacién-en el sentido de minimos cuadrados,

Ejemplo 1: Se requiere encontrar un linea recta que mejor aproxime al siguiente
conjunto de puntos:

L 1 2 10 1 5 4 "
3 9 0 4 8 “

W R :
En otras palabras se requiere encontrar los pardmetros de una recta y = ax + b que mejor
aproximen al conjunto de puntos; es decir, encontrar la mejor aproximacién en norma

euclideana de el siguiente sistema de ecuaciones.

a + b=.1
2a + b=.3
10a + b=.9
-a + b=20
52 + b=4
7a + b=28

Aplicando la descomposicién en valores singulares obtenemos la solucién:

0.0869
0.0690

a
b

Por lo tanto y = .0869x + .069, la figura 3.1 presenta la grifica que muestra los

resultados obtenidos.

14



©o.9

o.8 -
C.7
©.8 |
o.5 -
O.4
O.3 =
O.2 =

C.1 p

—2

Figura 3.1 La Mejor Aproximacion por una linea recta

El método anterior puede aplicarse igualmente a relaciones no-lineales en los cuales
los parametros entran linealmente en la ecuacién; como se mostrard en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2: Apréximar ¢l conjunto de puntos presentado en la siguicntc tabla, por la
ecuaciony = asenx + b.

X 10 3 30 50 60 70 80 90

y 1.5 25 35 4 4.2 47 5 52

-
—

El problema se puede plantear como encontrar la mejor aproximacion a la solucidn
del siguiente sistema de ecuaciones lineales.

15



0.1736a + b = 1
0.2588a + b = 2
0.5000a + b = 2.5
0.7660a + b = 3
0.8660a + b = 3.5
09397a + b= 5
09848a + b = 6
1.0000a + b = 6.5

El cual tiene por solucidn, y = 3.7682 sen(x) + 1.2396 cuya grafica es:

Figura 3.2 La Mejor Aproximacién por una funcion senoidal

Referencias de Calculo Numérico

Para el cilculo de la solucion de un sistema de ecuaciones lineales se elaboré el
programa AXB.EXE el cual se apoya principalimente en la subrutina ZSVDC de LINPACK [8]
que realiza la decomposicion en valores singulares de una matriz. Es importante mencionar que

£
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el programa AXB.EXE resuelve los tres casos que se presentan en sistemas de ecuaciones
lineales. El formato de los datos de entrada y salida es el siguiente: '

Datos de Entrada

ne na€R’ dimensién de la matriz A de (3.0-1)
na(l) = m = numero de filas

na(2) = n = numero de columnas

A AeR™, elementos de la matriz A de (3.0-1) ordenados por filas

Datos de Salida

x X €R™, solucion del sistema de ecuaciones lineales
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4.1 Analisis Cuantitativo

Exsiten dos tipos de anélisis que se llevan a cabo dentro de los sistemas de control
lineal: el analisis cuantitativo y el anélisis cualitativo. El primero consiste en resolver
explicitamente un sistema de ecuaciones diferenciales lincales y obtener mediante esta forma,
la respuesta dindmica de dicho sistema. El segundo consiste en obtener propiedades de las
ecuaciones diferenciales y algebraicas del sistema, como controlabilidad, observabilidad,
estabilidad, etc; las cuales se presentardn en la seccién 4.2.

4.1.1 Valores y Vectores Propios

Los valores y vectores propios de matrices tienen una importancia fundamental en el
analisis de sistemas lineales. Estos conceptos bésicos se estudian desde una gran diversidad
de puntos de vista, como es frecuente el caso en que el modelo depende de un pardmetro
desconocido, cuyo valor debe seleccionarse para hacer singular una matriz determinada,
situacién presente al modelar ciertos fenémenos oscilatorios, ver seccién 7.1 de [21]. Por otro
lado los valores propios de la matriz que compone el sistema dindmico de ecuaciones
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lineales, son los que determinan la estabilidad de dicho sistema; propiedad muy importante
en sistemas de control automético.

Definicién  Los valores propios de una matriz AeC ™ son los A;€C, para los cuales
existe un vector v;#0 tal que Av;=24yv.

Definicién ~ Los vectores propios derechos de una matriz AeC™ son los vectores v;=0,

para los que existe un valor de A;eC tal que Av;=Ay,.

Definicion  Los vectores propios izquierdos de una matriz AeC ™ son los vectores
w;=0, para los que existe un valor de A,€C tal que w'A=Aw

Definicion  El polinomio caracteristico de una matriz A se define como el polinomio
cuyas raices son los valores propios de A y se calcula como el det(Al - A). El polmomlo
caracteristico se representa como:

PA) = A"+ . A* + . + q

Referencias de calculo numérico

El cadlculo numérico de los valores propios de una matriz, es realizado mediante el
programa VALPRO.EXE el cual es auxiliado de las subrutinas BALANC, ORTHES, HOR de
EISPACK, {10]. El formato de los datos de entrada y salida es el siguiente:

Datos de Entrada
n neN numero de filas de la matriz a analizar

A A€ER™, matriz cuyos valores propios queremos obtener y debera de estar ordenada por

filas
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Datos de Salida

vp vp eR™ que contiene la parte real e mzagmana de los valores propios de la matriz A

vp(i,1) = parte real
cp(i,2) = parte imaginaria
i=1.,n

4.1.2 Respuesta Transitoria

La respuesta transitoria de un sistema dindmico es una propiedad cuantitativa muy
importante dentro de los sistemas de control ya que nos proporciona Ja evolucién del sistema
conforme transcurre €l tiempo. Antes de caracterizar la respuesta transitoria de un sistema
lineal invariante en el tiempo, presentaremos algunas definiciones importantes para su
comprension.

Concepto de Estado: El estado de un sistema es la estructura matemadtica que
contiene un conjunto de variables x(t,), X,(t.), ---, X,(t,), llamadas variables de estado, tal que
los valores iniciales x(t,) de éste conjunto y las entradas del sistema u,(t) son suficientes para
describir univocamente la respuesta futura del sistema para todo t = ¢,

Espacio de estado: Se define como un espacio n-dimensional en el cual los
componentes del vector de estado representan los ejes coordenados.

Trayectoria de estado:  Trayectoria de estado es definida como el
comportamiento producido en €l espacio de estado x(t) cuando éste cambia con respecto al
tiempo. Espacio de estado y trayectoria de estado en ¢l caso de dos dimensiones es llamado
plano de fase y trayectoria de fase respectivamente.

Ecuacion dindmica: Es el conjunto de ecuaciones que describen la relacion
Gnica entre la entrada, salida y el estado. En nuestro caso sélo se analizarin las ecuaciones
dindmicas lineales, y se representan como sigue:
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€aso continuo:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

(4.121)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
x(t)eR?, u(t)eR?, y(r)eR?, AeR™, BeR™, CeR¥™, DeR*™®
caso discreto:
x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) (4122)
y(k) = Cx(k) + Du(k)

x(k)eR®, u(k)eR?, y(k)eR?, AeR™, BeR™®, CeR?", DeR¥

El sistema de ecuaciones (4.1.2-1) tiene solucién tnica y se puede obtener mediante

la signiente formula, ver seccién 4.2 de [5]:

xm=w%w£wmww - (412:3)

donde evaluando el valor de x(t) para un determinado intervalo de tiempo [t,, t] podemos
obtener la trayectoria de estado del sistema que nos muestra su comportamiento durante ese

intervalo de tiempo. A continuacién se presenta la forma de obtener numéricamente el valor
de x(1). .

4.1.3 Evaluacion numérica de x(i)

a) -

b) -

Calcular e** para un tiempo determinado t, mediante el método de series: ~ ~

+

ar 2! 3! “ k

2 3 k .
O At, i (At) & (At) % (At:,) P s (4.1.2-4)

Calcular la integral de ¢ como:
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f eAdr = It + g =R &J + ... (4.1.2-5)
0 21 3l

¢) - Efectuar el célculo de x(t,)

x(t) = e*x(t)) + U: eATdf) Bu

de esta forma obtenemos el valor de x(t,) para un tiempo determinado t,. Procediendo con
la misma secuencia a,b,c con diferentes valores de t, se obtendra la respuesta total del
sistema. Es necesario hacer notar que el método anterior s6lo funciona con valores de u(7)
constantes ya que de lo contrario no seria posible sacar fuera del integrando el término

Bu(7).

Por otro lado es importante mencionar que tanto los valores propios como los
vectores propios de la matriz A en (4.1.2-1) determinan la respuesta transitoria de un sistema
lineal invariante en el tiempo; la salida de un sistema de control, cuando los valores propios
son diferentes (caso genérico), podemos obtenesla de la siguiente ecuacién, ver seccién 18.8
de [7].

WY = X (Cogevi 3 # (4.1.2:6)

Y ¥ (Cv){wb) J‘o M u(t-7)dr
3=1  i=1

De lo anterior podemos observar claramente que la salida y(t) es una coinbinacién
lineal de n funciones de la forma:

v, & (4.12-7)

Por consiguierite se puede concluir que la respuesta transitoria de un sistema lineal
invariante en el tiempo queda determinada por los valores propios quienes determinan la
rapidez de respuesta del sistema, y los vectores propios quienes determinan la forma de
respuesta del sistema. Si queremos modificar la respuesta transitoria de un sistema lineal
invariante en el tiempo, lo obtendremos variando estos parametros.
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Referencias de calculo numérico

El cdlculo numérico de la respuesta al escalon de un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales invariante en el tiempo es realizada mediante el programa RTRANS.EXE el cual realiza
el cdlculo aplicando el método presentado en la seccion 4.1.3 apoyandose principalmente en las
subrutinas EXPSER, EXPINT de ORACLS [2]. El formato de los datos de entrada es el

siguiente:

Datos de Entrada

n neN numero de filas de la matriz A de (4.1.2-1)

A A eR™, matriz A de (4.1.2-1)

D meN nimero de columnas de la matriz B de (4.1.2-1)
B BeR™ matriz B de (4.1.2-1)

nc  ncelN? dimension de la matriz C de (4.1.2-1)

ne(l) = g
nc(2) = n

C  CeR*™ matriz C de (4.1.2-1)

lee I €R tiempo mdximo de simulacién

Datos de Salida

y yER ™ matriz que contiene la simulacién de la salida y = Cx. El valor de y es
evaluada en 100 puntos equidistantes partiendo de 0 hasta ¢,
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€R', contiene los puntos donde x(t) fue evaluado

4.2 Andlisis Cualitativo

El andlisis cualitativo de sistemas lineales nos proporciona algunas propiedades
importantes del sistema, sin necesidad de obtener la solucién del mismo. Lo importante es
que en base a éstas propiedades podemos hacer algunas conclusiones sobre el sistema, tales
como si €s posible controlar todos los modos de un sistema mediante cierta entrada o si es
posible obtener una estimacién de las variables de estado de un sistema de ecuaciones
lineales, dichas propiedades son controlabilidad y observabilidad respectivamente. El anélisis
cualitativo incluye también la propiedad de estabilidad; la m4s importantes en un sistema de
control. En seguida definiremos estos conceptos.

4.2.1 Estabilidad

Una de las propiedades cualitativas mas importantes de los sistemas de control es la
estabilidad, Para el caso de sistemas lineales invariantes en €l tiempo, la estabilidad esta
determinada por los valores propios de la matriz A en (4.1.2-1). Presentaremos a
continuacion €l concepto formal.

Definicion  Un estado x* es un punte de equilibrio de un sistema, si una vez que la
trayectoria de estado x(t) = x*, ésta permanece igual a x* para todo tiempo futuro, ver
secciéon 2.1.2 de [27].

Definicion ~ Un sistema de ecuaciones dindmicas lineales es estable si todos los

estados convergen a los puntos de equilibrio. El sistema de ecuaciones dindmicas (4.1.2-1)
es estable si y sélo si, los valores propios de A tienen parte real negativa; es decir A(A)eC.
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Referencias de calculo numérico

El cdlculo numérico que sirve para verificar la estabilidad de un sistema lineal invariante
en el tiempo es realizado mediante el programa ESTABLE.EXE que consiste en obtener los
valores propios de la matriz A y verifica si estos tienen parte real negativa o valor absoluto menor
a 1 para el caso continuo y discreto respectivamente. El formato de los datos es el siguiente:

Datos de Entrada

n neN numero de filas de la matriz a analizar

A AeR™, matriz cuya estabilidad serd analizada

Datos de Salida

est esteN
est =1 el sistema es estable
est = 0 el sistema inestable

4.2.2 Controlabilidad y Observabilidad

Definicion  El sistema de ecuaciones dindmicas (4.1.2-1) es completamente
controlable si para cualquier tiempo ,, cada estado inicial x(t;) puede transferirse a cualquier
estado final x(#,) en un tiempo finito t; > t, por medio de un vector de entrada u(t) tefty, t.

El sistema de ecuaciones dinimicas (4.1.2-1) es controlable si y s6lo si, la matriz de

controlabilidad U = [B AB .. A"'B] tiene rango n. Es muy comin referirse a la
controlabilidad del sistema de ecuaciones dindmicas como ¢l par (A,B).
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Definicion  El sistema de ecuaciones dindmicas (4.1.2-1) es completamente
observable si cada estado inicial x(t;) puede determinarse exactamente mediante las
mediciones de la salida y(t) y la entrada u(t), en un intervalo finito de tiempo [t,, t].

El sistema de ecuaciones (4.1.2-1) es observable si y solo si, la matriz de

observabilidad V = [CT ATCT ... (A")*'C™|" tiene rango n. De nuevo, con frecuencia se
reficre a la observabilidad de un sistema como ¢l par (A,C).

Dualidad

Sea el signiente sistema de ecuaciones dindmicas:

z = A%z + Chu

(4.2.2-1)
BTz

w

Teorema de Dualidad: La ecuacién dindmica (4.1.2-1) es controlable (observable) si y
sélo si, la ecuacidn dindmica (4.2.2-1) es obsexvable (controlable), ver seccion 3.4 de {5].

Referencias de calculo numérico

El célculo numérico de la controlabilidad de un sisterna de control lineal invariante en

el tiempo es realizado con el programa CTRL.EXE basada en la subrutina CTROL de ORACLS
{2]. El formato de los datos es el siguiente:

Datos de Entrada
n neN ntimero de filas de la matriz A de (4.1.2-1)

A AER™, matriz A de (4.1.2-1) ordenada por columnas
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m meN nimero de columnas la matriz B de (4.1.2-1)

B BeR™™, matriz B de (4.1.2-1) ordenada por columnas

Datos de Salida
ctrl  cirleN
ctrl = 1 el sistema es controlable
crl = 0 el sistema es no controlable

Nota: la prueba de observabilidad se puede realizar con este mismo programa aplicandé
el teorema de dualidad.

4.2.3 Estabilizabilidad y Detectabilidad

En ésta seccion introduciremos conceptos mas generales que los mencionados
anteriormente; estabilizabilidad y detectabilidad. Estos dos nuevos conceptos son importantes
al aplicar técnicas de control dptimo ya que para que éste problema tenga solucién, es
necesario que el sistema sea estabilizable 6 detectable segun sea €l caso.

Definicién  El sistema de ccuaciones dindmica (4.1.2-1) es estabilizable si sus modos
no controlables son estables.
Una forma de probar estabilizabilidad es la siguiente:

U* a2 [Al-A : B]

Se dice que el sistema de ecuaciones dindmicas (4.1.2-1) es estabilizable si y sélo si,
el rango de U*=n, para todo 4,eC,.

Definicion  El sistema de ecuaciones (4.1.2-1) es detectable si sus modos no
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observables son estables.
Una vez més una forma de probar detectabilidad del sistema (4.1.2-1) es como sigue:

V*oa Ml - AT @ CT)

Se dice que el sistema de ecuaciones dindmicas (4.2.0-1) es detectable si y s6lo si, el
rango de V*=n, para todo 4,€C,. ‘

En otras palabras el concepto de estabilizabilidad y detectabilidad significa que es
posible ya sea aplicar una ley de control para estabilizar un sistema o bien estimar las
variables de estado de un sistema si dicho sistema es estabilizable o detectable
respectivamente; ya que los modos que no se pueden controlar u observar son estables.

Referencias de calculo numeérico

El cdlculo numérico de la estabilizabilidad de un sistema de control lineal invariante en
el tiempo es realizado con el programa ESTBD.EXE que construye la matriz U* y después se
verifica su rango mediante la descomposicion en valores singulares. El formato de los datos es
" el siguiente:

Datos de Entrada

n neN nimero de filas de la matriz A de (4.1.2-1)
A AeR™, matriz A de (4.1.2-1) ordenada por columnas
m meN niimero de columnas la matriz B de (4.1.2-1)

B BeR™™, matriz B de (4.1.2-1) ordenada por columnas
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Datos de Salida

est esteN
est =1 el sistema es estabilizable
est =0 el sistema no es estabilizable

Nota: al igual que el caso de observablidad la prueba de detectabilidad se puede realizar
mediante este programa.

4.2.4 Estabilidad Relativa

Algunas veces es necesario definir regiones de estabilidad dentro del semiplano
izquierdo del plano complejo y poder determinar mediante alguna forma, si el sistema de
control se encuentra dentro de esa region definida; a este problema se le conoce como
estabilidad relativa. En esta seccién presentaremos tres tipos de regiones que pueden ser
analizadas en computadora.

Figura 4.1 Regiones de Estabilidad
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Nétese que para garantizar estabilidad relativa es necesario que el sistema sea estable,- de

fo contrario no podra ser relativamente estable.

Referencias de cdlculo numérico

El cdlculo numérico es realizado mediante el programa ESTREL.EXE al cual se le indica

la region de estabilidad y el programa se encarga de verificar si el sistema es relativamente estable
o no. El formato de los datos es el siguiente:

mr

Ip

er

Datos de Entrada

neN nimero de filas de la matriz a analizar

A eR™, matriz a analizar ordenada por filas

mr R, mdximo valor real permitido (ver figura 4.1)
mieR mdximo valor imaginario permitido (ver figura 4.1)
tpeN tipo de region a analizar

tp=1 region 1 (ver figura 4.1)

tp=2 region 2 (ver figura 4.1)
tp=3 region 3 (ver figura 4.1)

Datos de Salida
ereN
er =1 el sistema es relativamente estable
er =10 el sistema es relativamente inestable
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Dentro de un sistema de control, con frecuencia ¢s necesario alterar su respuesta
transitoria con el objeto de obtener el comportamiento deseado de dicho sistema. En el caso
de andlisis entrada-salida, se utilizan algunas técnicas de compensacién para modificar la

respuesta transitoria del sistema, ver [22], [17]. Para el caso de anaiisis en el dominio del
tiempo, una de las técnicas mas comunes de alterar la respuesta transitoria de un sistema de
control es mediante la aplicacién de una retroalimentacién de estado, como se presenta en
seguida (ver también figura 5.0-1):

x(t)

Ax(t) + Bu(t) | (5.0-1)

u(t) = Kx(t) (5.0-2)

AeR™, BeR™, KeR™, x(t)eR", u(t)eR"™
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Figura 5.0-1 Sistema con retfroalimentacion de estado

Como se menciond en €] capitulo anterior la respuesta dindmica de un sistema lineal
invariante en el tiempo estd determinada Unicamente por los valores y vectores propios de
la matriz A en (5.0-1), de tal forma que para modificar su respuesta transitoria €s necesario
modificar dichos pardmetros mediante de la entrada; lo anterior puede lograrse solamente
si el sistema (5.0-1) es controlable. Si el sistema de ecuaciones dindmicas (5.0-1) es
controlable, entonces podemos encontrar un valor K, de tal forma que al sustituir (5.0-2) en
(5.0-1) el sistema resultante x = (A + BK)x tenga los valores propios deseados y por 1o tanto
la respuesta dindmica requerida. En este capitulo se presentard la forma de obtener la matriz
de retroalimentacién de estado K; tanto para sistemas monovariables como para sistemas
multivariables. Se tratard ademds el problema de minimizar la norma Frobenious de K en
el caso de sistemas multivariables.

5.1 Retroalimentacion de Estado: Caso Monovariable

Cuando m=1 en la ecuacién (5.0-1) se dice que el sistema es monovariable. Para el
caso anterior, si el sistema de ecuaciones dindmicas es controlable; existe una solucién tinica
al problema de asignacion de polos mediante retroalimentacidn de estado, ver capitulo 7 de
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[5]. Para este caso existe un algoritmo con el cual se puede obtener su célculo.

Algoritmo 5.1-1

1 Encontrar el polinomio caracteristico de A: det(Al - A) -
Pta A"+ L +0a

2. Calcular ¢l polinomio caracteristico deseado

A+ a A+ L+ |,
3 Calcular k* = [y - @4 - @, .. o - @]
4, Caleular q; = Aq,; + a,;q, para i=1,2,..,n-1, q, =B
e Formar la matriz ‘

~

Q={q G « Q]
6. Calcular la retroalimentacién de estado que asigna los polos deseados

k = k0"

Referencias de calculo numeérico

El programa que calcula la matriz de retroalimentacién de estado se llama RETRO.EXE
y se apoya principalmente en la subrutina POLE de ORACLS [2]. Este programa calcula la
matriz de retroalimentacion de estado asi como la respuesta transitoria del sistema
retroalimentado y también la respuesta transitoria de la ley de control u = kx. El formato de los
datos de entrada es el siguiente:

Datos de Entrada

n neN nimero de filas de la matriz A del sistema (5.0-1)
A AeR™, matriz A del sistema (5.0-1) ordenada por columnas

b beR", vector B del sistema (5.0-1) cuando el sistema es monovariable
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vdp  vdpeN™2 yalores propios deseados para el sistema retroalimentado

vdp(i,1) = parte real
vdp(i,2) = parte imaginaria

Datos de Salida

k keR", matriz de retroalimentacion de estado

AR ARE&R™, matriz del sistema retroalimentado

AR = 4 + BK
x xER™™ respuesta transitoria del sistema retroalimentado
u ueR'”, respuesta transitoria de la ley de control u = kx

5.2 Retroalimentacion de Estado: Caso Multivariable

Cuando el sistema de control (5.0-1) y (5.0-2) es multivariable, es decir m > 1, la

matriz K de retroalimentacién de estado estd determinada por la solucién para L y K de las
siguientes ecuaciones: .

AL - LA = -BG (5:2-1)

KL G (52-2)

_ BeR™, LeR™, GeR™, AcR™
donde: '
ABK - Matrices del sistema de ecuaciones (5.0-1) y (5.0-2)
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A - Matriz cuyos valores propios son los deseados para el sistema
retroalimentado
G - Matriz arbitraria

~ Obteniendo ¢l valor de K en (5.2-2) obtendremos también la matriz de
retroalimentacion de estado que asigna los valores propios deseados; que a su vez seran los

polos del sistema retroalimentado.

Prueba:

Sustituyendo (5.2-2) en (5.2-1)

AL - LA = -BKL (5:2-3)

AL + BKL = LA ' (5.2-4)

(A + BK)L = LA (5:2-5)
Si L es invertible

(A + BK) = LAL™! (5.2-6)

Debido a que la ecuacién (5.2-6) representa una transformacion de similitud entre
(A+BK) y A enionces A(A+BK) = A(A) (ver apéndice A.2); Por lo tanto el sistema
retroalimentado (A +BK) tendra la dindmica requerida. Las condiciones para la solucion de
las ecuaciones (5.2-1) y (5.2-2) son:

C5.21 (A,B) controlable
C5.2-2 AANAA) = o
C5.2-3 (A,G) obsevable

La condicién (C5.2-1) implica que el problema esta bien planteado, es decir que
podemos asignar la totalidad de los polos mediante la aplicacion de una entrada. La
condiciéon (CS5.2-2) garantiza la solucién unica de la ecuacién (5.2-1) (ver seccién 12.3 de
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{18]) y por 1iltimo la condicién (C5.2-3) garantiza ia invertibilidad de la matriz L, ver 9).

Referencias de calculo numérico

La obtencién de la matriz de retroalimentacion de estado para sistemas de control
multivariables se realiza; primeramente obteniendo el valor de L en (5.2-1) mediante un método
numérico confiable (ver apéndice B.2) y posteriormente obteniendo el valor de K mediante la
descorhposicién en valores singulares (Ver Apéndice A.6). El programa que realiza el cdlculo
numérico de la matriz de retroalimentacion de estado multivariable es RETROMUL.EXE. El
formato de los daios es el siguiente:

Datos de Entrada

n neN nimero de filas de la matriz A del sistema (5.0-1)
A AeR™, matriz A del sistema (5.0-1) ordenada por columnas
B BeR™, vector B del sistema (5.0-1) cuando el sistema es multivariable

AT  ATeR™, matriz cuyos valores propios son los deseados para el sistema retroalimentado

Datos de Salida
K KeR™", matriz de retroalimentacion de estado
AR  AReR™, matriz del sistema retroalimentado
AR = A + BK

x xR, respuesta transiloria del sistema retroalimentado
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u u eR'™™, respuesta transitoria de la ley de control u = Kx ' o

5.3  Retroalimentacion de Norma Minima

La libertad que se tiene para seleccionar la matriz G de la ecuacién (5.2-1) nos da la
oportunidad de obtener un nimero indeterminado de soluciones al problema de asignacion
de polos, lo cual a su vez nos proporciona libertad para agregar condiciones a las ecuaciones
(5.2-1) y (5.2-2) para obtener una solucion unica. En algunos trabajos se reporta el uso de
este grado de libertad para seleccionar ademés de los valores propios también los vectores
propios del sistema retroalimentado [20], [12], [24). En otros se busca obtener un sistema
retroalimentado robusto ante perturbaciones en los elementos de la matriz retroalimentada
[15]. El objetivo de ésta seccién es aprovechar el grado de libertad mencionado
anteriormente para minimizar la norma de Frobenious de Ia matriz de retroalimentacion de
estado obteniendose con esto diversas ventajaso. El algoritmo consiste en lo siguiente:

Considérese el siguiente sistema de control multivariable

% = Ax + Bu (5.3-1)

Kx | (5.32)

it

u

AeR™, BeR™, KeER™, ueR™, xeR"

Entonces si las condiciones C5.2-1, C5.2-2, C5.2-3 se cumplen, el problema de
minimizar la norma de Frobenious de K se puede plantear como:

minimizar

I = traza{K'K}

Sujeto a
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AL - LA = -BG
KL = G

[}

La solucién de éste problema es realizada mediante el siguiente algoritmo cuya
deduccién se presenta en [16].

Algoritmo 5.3-1
Paso 1. Hacer k=1, G,eR™
Paso 2. Resolver para L,
AL,_- LA = -BG
Paso 3. Obtener F, y H, de
FL =G,
HL, = F,
Paso 4. Calcular U, de
AU, - UA = H{F,
Paso 5. Calcular
gl T
— = 2(H, - BTU
=5 (H, )

Si |9I/0G | > e, entonces efectuar paso 6
Si no, hacer K = F, y parar.

Paso 6. Obtener un nuevo valor de Gy usando el método basado en el gradiente.
Hacer k = k+1 y regresar el paso 2.
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Implementacion del Algoritmo 5.3-1 i

En los pasos 2 y 4 del algoritmo anterior no existe ningun problema para efectuarlos
ya que las ecuaciones son idénticas a las ecuaciones (5.2-1) y (5.2-2) por lo tanto se puede
usar el mismo procedimiento. Para el paso 3 unicamente es necesario calcular inversas y
multiplicaciones de matrices. El paso 5 es completamente sencillo ya qué una vez obtenidas
las matrices en los pasos anteriores, unicamente se requiererl operaciones suma ¥y
multiplicacién de matrices. El paso 6 es el que representa un poco mas de problema por lo
tanto detallaremos la manera de efectuar su célculo.

El método de descenso acelerado consiste en lo siguiente:

Sea el gradiente negativo de una funcién f(x) de n variables evaluado en x=x,,
definido como:

(G0, . % %
X

dx a

-g(x) = -1
Xge1s % ER

Como es bien conocido -g(x,) nos proporciona la direccion hacia donde la funcién x)
disminuye su valor, ver seccion 7.2.3 de [25].

Si ordenando términos obtenemos en la ecuacion anterior:
X = % — g(x) - (53-3)

Nétese que si remplazamos X, en f(x,) nos queda una funcion f(x, - « g(%)); que es
una funcién de una séla variable («), entonces el valor de X, Seré calculado con el valor de
a que satisfaga la siguiente ecuacion.

3t [x, - ag®)] _

0
da
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De ésta forma garantizamos que €l valor de a calculado es el 6ptimo, ver seccion 6.6
de [23]. Lo anterior se continua hasta que {g(x)| < e.

Aplicacion del método de descenso acelerado al problema de norma minima

Para calcular el nuevo valor de Gy, del paso 6 en el algoritmo 5.3-1 consideraremos
lo siguiente:

I = Traza(K'K) = Traza((GL)T(GL™)

Entonces, debido a que se tiene informacion del valor del gradiante (ver paso 5)
podemos aplicar el método de descenso acelerado para encontrar un nuevo valor Gy, que
nos condusca al punto minimo. Para facilitar la aplicacién del metodo nos apoyaremos en
la siguiente definicion:

Definicion =~ Sea A€R™™ la siguiente matriz:

Al - a)

aclk®

entonces la operacion vec(A) eR™ consiste en lo siguiente:

vec(A) =

a

m
L S

Nétese que la operacion anterior, consiste en formar un vector vec(A) de las columnas
de la mairiz A. Ahora aplicando la operacién anterior a nuestro problema tenemos
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‘ 3l
VEC{ ——
- (a G)

vec(2(H, - BTU))

ol
vee(G, = G) -« —_
( m) vee( k) vec(aG)

Donde el valor de @ se determina como 1o mostramos anteriormente usando el
método del gradiente

a1 _ d[Traza((G,,, L )'(G,,,L )]

k+]

Jda Jdo

Se puede utilizar para encontrar el valor de «, los métodos de busqueda
unidireccional (ver seccién 7.2 de [25]) como el de la seccién dorada, Fibonacci, etc.

5.4  Reguladores mediante asignacién de polos

En esta seccibn presentaremos algunos ejemplos donde serd necesario cailcular la
matriz de retroalimentacién de estado con el fin de asignar los polos de un sistema de
control dado. Antes de presentar estos ejemplos es necesario mencionar que un regulador
consiste en la aplicacién de una ley de control (Ver figura 5.4-1) con la finalidad de llevar
a un sistema de un estado diferente de cero al estado cero del mismo, pudiéndose lograr lo
anterior mediante una retroalimentacién de estado. Uno de los objetivos de disefiar un
regulador para un sistema es que una vez retroalimentado el sistema, este tendrd la
capacidad de eliminar perturbaciones que puedan reflejarse como cambios de condiciones

iniciales.
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ACTUADOR PROCESO

Figura 5.4-1 Regulador por retroalimentacion de estado

Ejemplo 1: Se desea encontrar la ley de control u = kx, que permita asignar los polos del
sistema retrolimentado en {-1, -2, -1 * j} del siguiente sistema:

8 (.
01 00 0
00 -10

X = X + u
00 0 1 0
00 50 |2

Entonces el problema consiste en encontrar el valor de k, de tal forma que (A + bk)
tenga los polos deseados. Utilizando el programa mencionado en las referencias de célculo
numérico para el problema de retralimentacién de estado monovariable obtenemos el
siguiente valor de k.
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k = (1.3333 3.3333 8.1667 4.1667)

Doénde podemos observar el sistema retroalimentado tiene los valores propios

deseados:
0 1 0 0
1.3333 33333 7.1667 4.1667
A + bk =
0 0 0 1

~2.6667 -6.6667 -11.3333 -8.3333
AMA +bk) = {-1,2,-1 =}

Como observamos, hemos obtenido una ley de control que asigne los valores propios
en un lugar previamente establecido. Notese que los polos del sistema retroalimentado se
encuentran en el semiplano izquierdo del plano complejo, por lo tanto el sistema
retroalimentado es estable, lo que implica que a partir de condiciones iniciales diferentes de
cero el sistema podra llevar los estados al estado cero. En seguida presentamos algunas
simulaciones del sistema retroalimentado con la ley de control calculada en el que
mostraremos las graficas de trayectoria de estado y de la ley de control respectivamente
partiendo de condiciones iniciales x(0) = [5 5 5]~
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Ejemplo 2 En este ejemplo presentaremos un sistema de control multivariable, dénde
aplicaremos el método para minimizar la norma Frobenious de la matriz de
retroalimentacion de estado.

Considerar el siguiente sistema de control:

1 -1 0 0 0
x={1 1 Ofx+]|15 1|u
2 1 -1 -11

Es claro que el sistema anterior es inestable ya que tiene sus polos en A(A) = {-1,
1 * j}. Entonces se requiere ubicar los polos del sistema retroalimentado en A(A + BK) =
{-1.5, -2.5 ,-3.5}; para esto se deber4 calcular la matriz de retroalimentacion de estado K de
tal forma que asigne dichos polos. Recordando que para sistemas multivariables la matriz
K no es Unica, a manera de ejemplificacion se obtendra primero una matriz K arbitraria y
posteriormente una de norma Frobenious minima. '

a) Resolviendo las ecuaciones (5.2-1) y (5.2-2) cuando:

=15 0 0
.. 1% -1
A=(0 -25 0 G =
015 1
0 0 =35

se obtienen los valores:

39.4123 -12.0481 0.7567
-49.0150 11.4247 -1.0958

., 1 =1 0
A + BK, =1 111026 -5.6475 0.0393
-86.4282 24.4728 -2.8525
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IK, I = 65.0641

donde los polos del sistema retroalimentado son:
A(A + BK)) = {-15,-25, -3.5}

b) Ahora calculando la matriz K de norma Frobenious minima obtenemos:

13138 -2.0280 0.9607
- 37396 ~3.3580 -1.1394

1 ~1 0
A + BK, = [9.4103 -5.3999 0.3017
2.6258 -0.3300 -3.1001

1K, [ = 64257
A(A + BK,) = {-15, -2.5, -3.5}
En seguida presentaremos las figuras 5.4-4, 54-5 y las figuras 54-6, 54-7 que
muestran los resultoados de las simulaciones del sistema retroalimentado en el que aparece

la respuesta transitoria y la ley de control respectivamente para ambos casos, considerando
condiciones iniciales x(0) = [5 5 5]".
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b)

d)

Del resultadlo presentado en ésta seccién se concluye:

Las trayectorias de estado son mds suaves (ver figuras 5.4-4, 5.4-5), cuando se
minimiza a2 norma de Frobenious de la matriz de refroalimentacién de estado, que
con otra matriz,

La magnitud de la ley de control también es mas pequefia (ver figuras 5.4-6, 5.4-7),
cuando se minimiza la norma de K. Esto se refleja en la aplicacion de menor energia
a la entrada para  lograr la dindmica requerida.

Ambos sistemas tienen la misma rapidez de respuesta debido a que tienen los mismos
polos.

El resultado anterior esvalido unicamente para sistemas lineales multivariables debido
a el grado de libertad que s¢ presenta en ¢l problema de asignacién de polos.

Es importante mencionar que como no se¢ garantiza la convexidad de la funcidn
objetivo en ¢l planteamiento del problema de optimizacién, no es posible garantizar
la existencia de un minimo wnico. Sin embargo, podemos observar que en algunos
casos es bastante significativa la disminucidn tanto en la trayectoria de estado como
en la ley de control como se presento en las simulaciones anteriores.

Referencias de Calculo Numeérico

El programa que realiza €l cdlculo de la mairiz de retroalimentacion de estado de norma

minima es una aportacion personal y fue elaborado en lenguaje MATLAB por su facilidad de
programacion, este programa se encuentra en el apéndice C. 1.
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C‘zipitulo 6

 Técnicas de Control Modern.

6.1 Conirol Optimo

Las técnicas conocidas como control clésico tienen una gran aplicacién préctica, pero
estas técnicas estdn limitadas para los sistemas lineales e invariantes en ¢l tiempo. En este
tipo de analisis el disefiador combina algunos métodos analiticos {como la Transformada de
Laplace, Criterio de Routh, etc.) con métodos graficos (Nyquist, Nichols, etc.) y sobre todo
una buena parte es basado en conocimientos empiricos obtenidos gracias a la experiencia de
cada disefiador.

El control éptimo es un componente importante de Ia teoria de control moderna el
cual obtiene una solucién analitica a ciertas especificaciones de disefio; ademas, de ser la
mejor forma de controlar un sistema de control antomatico en ¢l sentido de minimizar un
criterio lineal cuadratico, como se vera posteriormente.

El control éptimo lineal supone que tanto la planta como el controlador son lineales.
En esta seccion se presentard la solucion al problema del regulador 6ptimo lineal.

50



6.1.1 El Regulador Optimo

Supdngase que inicialmente los estados de la planta son diferentes de cero. El
propésito del regulador Optimo consiste en aplicar una ley de control para llevar a la planta
de un estado diferente de cero al estado cero, pero obteniendo la mejor trayectoria de estado
posible y con la minima energia aplicada por el controlador. El planteamienteo del problema
es ¢l siguiente:

Considérese el siguiente sistema de control:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) (6.1.1-1)

x(t)eR", u(t)eR"™, AeR™, BeR™

Ahora definamos el siguiente criterio cuadratico:

V(x(to):u(')ato) e J:: (UTRI.I # XTQX)dt (611'2)

donde x y u son el estado y la entrada de (6.1.1-1) respectivamente, R y Q son matrices
positivas definidas. El criterio anterior es una medida de la cantidad de energia en el
intervalo g, t] de u y x, para el caso de que R y Q sean matrices identidad.

El problema del regulador éptimo consiste en encontrar una. ley de control u(t), t&[ty,
t], de tal forma que se minimice el criterio V(x(ty),u(-),t,).

Resolviendo el problema de optimizacién planteado anteriormente obtenemos la ley -
de control dptima que minimiza la trayectoria de estado y la energia aplicada en la entrada
del sistema, ver capitulo 2 de [1]. La solucién se formula como:

u(t) = -R'B"P(t)x(t)
u(t) = -K(t)x(t)

(6.1.1-3) _
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P(t) = Q-P(t)BRBTP() + P()A + ATP(t) + P()A (6.1.1-4)

donde Ia ecuacién anterior €s conocida como la ecuacion de RICATTI, resolviendo esta
ecuacién obtenemos la solucién al problema del regulador ¢ptimo.

Para el caso de sistemas de control digital las ecuaciones quedan:

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) (6.1.1-5)

x(k)€R®, u(k)eR™, €A€eR™, BeR™

L(k) = [R + B"P(k+1)B] B"P(k+1)4 (6.1.1-7)
P(k) = Q+ATP(k+1)A-L"(k) [(B™P(k+1)B + R)] L(k) (6.1.1-8)
u(k) = -L{k)x(k) (2.1.1-9)

Cuando t—0 en el criterio (6.1.1-2) el probléma del regulador éptimo se simplifica
bastante ya P(t)—0 y la ecuacién (6.1.1-4) se reduce a una ecuacion algebraica. Este
problema es conocido como el regulador éptimo asintético.

Referencias de calculo numérico

El cdlculo numérico se realiza con el programa CONOP.EXE que calcula la matriz de
retroalimentacion de estado aplicada en la ley de control Sptima para el caso del regulador
asintiotico. El programa se apoya en la subrutina RICTNWT de ORACLS [2]. El formato de
los datos de entrada es el siguiente:

Datos de Entrada
n neN numero de filas de la matriz A de (6.1.1-1)

A A€ER™, matriz A de (6.1.1-1) ordenada por columnas
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m melN nimero de columnas de la matriz B de (6.1.1-1)

B BeR™, matriz B de (6.1.1-1) ordenada por columnas

Datos de Salida
P PeR™, solucion de la ecuacion de RICATTI

K KeR™, matriz de retroalimentacién de estado dptima

Ejemplo: Calcular la ley de control 6ptimo del siguiente sistema de control:

1 -1 0 0
=111 0Ofix+]1h
2 1 100 -1

100
Q=10160 R=1
001

Efectuando ¢l célculo mediante ¢l programa mencionado en las referencias numéricas
obtenemos la siguiente solucion:

1643 -5.18 -5.78
P =1{-518 505 1175
-5.78 1.76 222.89

k = {0.5996 -6.7067 -211.1406)

Aplicando la ley de control al sistema original obtenemos las siguientes simulaciones
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6.1.2 Estimadores de Estado y Filtro de Kalman i

En €l problema del regulador 6ptimo suponemos que el estado del sistema estd
disponible para su medicion, ya que la ley de control resultante estd en funcién del estado
del sistema. En la mayoria de los casos, los estados del sistema no estdn disponibles, por Io
que es necesario estimar dichos estados mediante un estimador u observador de estado.

Estimador de estado: Sea el siguiente sistema de control

x(t) = Ax(t) + Bu(t) | (6.1.2-1)

y = Cx(t) (6-1.2:2)

AeR™, BeR™, CeR™
derivando la ecuacion (6.1.2-2) y sustituyendo la ecuacién (6.1.2-1) obtenemos:

y - CBu(t) = CAx(t) (6.1.2-3)
nuevamente derivando la ecuacion (6.1.2-3) obtenemos:
§ - CBu(t) - CABu(t) = CA? x(t) (6.1.2-4)
continuando de la misma forma hasta n-1 veces, podemos obtener:
SN

Trs C:A x(1) = Vx(1) (6.1.2-5)

CA™]

Como podemos observar claramente la ecuacién (6.1.2-5) es un sistema de ecuaciones
lineales que tiene solucién tinica si y sélo si, V tiene rango completo (ver capitulo 3). De
lo anterior tenemos que si la matriz V tiene rango n entonces podemos expresar el estado
del sistema como combinaciones lineales de la entrada y la salida asi como sus derivadas.
Esta es una forma de estimar el estado de un sistema, pero practicamente es que es poco
usual ya que es necesario tener las derivadas de las salidas y entradas, esto representa
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amplificacién de ruido y posible error en la estimacion del estado.

Método asintético de estimacion de estado: Considerese las ecuaciones (6.1.2-1) y (6.1.2-2)
y supéngase que ¢l sistema dindmico estimado siguiente.

% (t) = Ax (t) + Bu(t) (6.1.2-6)

y.(t) = Cx, (1) . (6.1.2-7)

Entonces, para que x(t) sea igual a x(t) es necesario que el error entre ellos sea igual
a cero, por lo tanto de la ecuacién (6.1.2-1) y (6.1.2-6) obtenemos:

SO0 - %,(0) = A - %) (6:1.2:8)

Ahora considérese el sistema de ecuaciones dindmicas (6.1.2-1) y (6.1.2-2) y supéngase
que las variables de estado no son accesibles, aunque las matrices A,B,C son conocidas. El
problema de estimacion de estado consiste en reconstruir el estado de (6.1.2-1), haciendo uso
solamente de sus entradas y las salidas.

El estimador de estado asint6tico consiste en comparar la salida y(t) con y(t) y la
diferencia entre las dos servird como un término correctivo para hacer cada vez mas pequefio
el error entre x(t) y x.(t).

Haciendo una manipulacién adecuada de las ecuaciones dindmicas (6.1.2-1) y (6.1.2-
6), obtecnemos el siguiente sistema de ecuaciones dindmicas, ver capitulo 7 de [5]:

&(t) = (A - LC)e(t) (6.1.2-9)

Donde e(t) denota el error entre el estado estimado y el estado real del sistema. Si
los valores propios de (A - LC) pueden ser arbitrariamente asignados (sistema de ecuaciones
(6.1.2-1) observable) podemos hacer que el error tienda a cero en un tiempo determinado.
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De esta forma podemos estimar.los estados de un sistema ya que €l error entre ¢l estado real
y el estimado tenderd a cero; esto indica que decir que el estado estimado serd igual al
estado real.

Filtro de Kalman-Bucy: Generalmente no se tiene disponible el estado de un sistema, pero
bajo algunas restricciones se puede estimar. El problema en la practica es la existencia de
ruido tanto en la medicidn de la salida como en Ia planta, las cuales usamos para estimar el
estado, afectando por lo tanto los resultados. En un esfuerzo por tratar de reconstruir €l
estado lo mas ficlmente posible, es decir eliminar el ruido existente, se cre6 el Filtro de
Kalman-Bucy [14). Este consiste en minimizar el ruido de medicién en la salida y en el
proceso, por tal razon puede ser considerado como un observador 6ptimo en ¢l sentido de
minimizar €l ruido que existe en la medicion y el proceso. El problema del filtrado éptimo
se plantea a continuacion.

Considérese ¢l sistema de control siguiente:

(1) = Ax(t) + Bu(t) + v(t) (6.1.2-10)

y(t) = Cx(t) + w(t) (6.1.2-11)

Donde v(t) y w(t) representan los términos de ruido en el proceso y en la salida
respectivamente. La restriccion es que el tipo de ruido debe ser blanco, gaussiano y de media
igual a cero, ver capitulo 6 de [1]. El problema del estimador éptimo consiste en reconstruir
un estado estimado x(t) definido sobre (1, t] de tal forma que el siguiente criterio sea
minimizado: e A c :

J = Covi (x(t) - x,(t)) W (x(t) - x (t))" } T (6.12-12)

donde: W es un matriz positiva definida
Cov es la covarianza

Si el p: ‘etectable, la solucién al problema del observador dptimo existe
estd dado por:

Ax (t) + L(t)[y(t) - Cx.(1)] (6.1.2-13)
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donde:

(6.1.2-14)
L(t) = P(1)C™R"!

P debe satisfacer:

P(t) = AP(t) + P(1)AT + BQBT - P(t)C'R-ICP(t)  (6.1.2-15)

Se puede demostrar mediante el teorema de dualidad que ¢l problema de filtrado
6ptimo es equivalente a calcular la ley de control para el regulador 6ptimo sustituyendo
unicamente B por CT en la ecacién de RICATTI para el problema del regulador 6ptimo, ver
capitulo 7 de {1].

Referencias de calculo numérico

El calculo numérico del filtro de Kalman-Bucy es realizado mediante el programa que
resuelve el problema del regulador dptimo aplicando el teorema de dualidad, ver capitulo 7 de

{1}

6.2 Estabilidad Robusta

Una de las partes mds importantes en un sistema de control. La mayoria de las veces
es complicado obtener un modelo fiel de un determinado proceso, debido a errores en la
medicién, ademas de los errores pardmetricos; por lo tanto se desea garantizar estabilidad
en dicho sistema a pesar de los errores mencionados anteriormente. Generalmente dichos
errores se reflejan como incertidumbres en los coeficientes del polinomio caracteristico en
el dominio de Ia frecuencia 6 como incertidumbres en los elementos de una matriz para el
caso del andlisis en el dominio del tiempo. Existen varios resultados para el caso de matrices,
otros para el caso de andlisis en ¢l dominio de la frecuencia [3], [28]. En esta seccién
presentaremos un método grafico para garantizar estabilidad de un polinomio con
incertidumbre en sus coeficientes. Este anilisis se realiza en el dominio de la frecuencia.
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Antes de continuar es rnecesario presentar el siguiente criterio, conocido como el
criterio de Mikhailov.

Considérese el siguiente polinomio:

P(s) =s" +a, 5"+ .. +a, (6.2.0-1)
sustituyendo s=jw obtenemos:

P(jo) = (jo) +a, (jo)" + .. + 7 (6.20-2)

Haciendo la siguiente definicion:
U(w) = 3, - g,0? + a,0f - .. (6.2.0-3)
V(o) =awe - 3,0 + a0’ - .. (3.2.0-4)

Entonces:

P(jo) = U(w) + jV(o) (6.2.0-5)

variando la frecuencia en el intervalo {0, ) podemos obtener una curva como la que
se muestra en la figura 6.2-1.
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TCiwd

LN

Figura 6.2-1 Curva de P(jw)

Criterio de Mikhailov: El polinomio P(s) es estable si y sélo si:
a) P(jw) para cambios de @ entre 0 y + 0, recorre n cuadrantes en sentido inverso
a las manecillas del reloj.
b) La curva P(s) al recorrer los n cuadrantes no pasa por ¢l origen.
El criterio anterior es un método grafico para determinar la estabilidad de un sistema

de control, ya que ¢l polinomio P(s) podria ser el polinomio caracteristico de un determinado
proceso.

6.2.1 Margen de Robustez

Como mencionamos anteriormente s necesario garantizar estabilidad cuando el
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sistema tieme incertidumbre, pero uno de los problemas més interesantes dentro de
estabilidad robusta es poder determinar la méxima variacibn que puede tener dicha
incertidumbre pata garantizar estabilidad en el sistema; a este problema se le conoce como
margen de robustez. En esta seccion presentaremos un método mediante el cual podemos
determinar €l margen de robustez para un polinomio con incertidumbres independientes.
Antes de presentar el método mencionaremos un teorema en el cual se basa el resultado
anterior.

Sea la familia de polinomios de grado n con incertidumbres independientes en 10s
coeficientes:

n-1

P(s,q) = s* + Z q; § (6.2.1-1)

i=0
donde la incertidumbre del coeficiente ; se representa como:
g =q =g
y sean los siguientes pelinomios Pi(s), i=1,2,3,4.
Pi(s) = q¢ + Qs + @,"s" + q;'S + gyt + ..
Pys) = q* + q;'s + q,8° + @, + g, st + L

Pi(s) = q* + qis + q,8° + g8 + qfst + ..
P(s) = qo + q's + ¢, + ¢;5° + q,;5° + .

Teorema (Kharitonov): La familia de polinomios P(s,q) es estable si y sélo si,
P;(s), P,y(s), P5(s), P.(s) son estables, ver [3].
Ahora supéngase que:

QG =a-r

+

q*=a+r
El polinomio nominal de la familia (6.2.1-1) esta dado por:
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Pi(s) =as" +as!+ .. +a (6.2.1-2)

El problema de margen de robustez consiste en determinar el maximo valor de r (r,,,,)
para garantizar estabilidad de todos los polinomios de la familia P(s,q) (estabilidad robusta).

Sean los polinomios:

P(s) = 8" + 72 - o3 - gty (6.2.1-3)
P,(s) = " — S S T (6:2.1-4)
P,(s) = -1 - 572 4 g 4 gt (6.2.1-5)
P(s) = -s"" + 82 + g°% - %4 4 (6.2.1-6)

Ahora se formaran las siguientes matrices H; con los coeficientes de los polinomios
P(s), donde i=0,1,2,3.4, donde P0(s) es el de la ecuacion (6.2.1-2):

/.
a, a, a, -~ -
a, a, a, - -
0 a a, a -
H, =
0 a a, a, -
\ a";

Igualmente H,, H,, H;, H, se forman con los coeficientes de P,(s), P,(5), P5(s), P,(s).
A las matrices con estructura como H, se les llama matrices de Hurwitz asociadas a an
polinomio. Un hecho importante es que P; es estable si y sélo si, A(H;)eC, i=0,1,2,3,4.

Definiendo A, (M) como el maximo valor propio real de lamatrizMy 4,.*(M) =
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0" si M no tiene valores propios reales positivos.

Entonces r,, puede ser determinado mediante la siguiente formula, ver [3].

. 1
r = min

max % 7 sidlwa (62. 1—7)
#1334 Al (-H;'H)

Nétese que al determinar r,,, conocemos €l méximo rango de variacién en los
cocficientes del polinomio caracteristico de tal forma que preserve estabilidad. Ahora

presentaremos un ejemplo donde se determinara el valor 1,

Ejemplo: Sea el siguiente polinomio caracterfstico:

Py(s) =s*+ 55 + 85 + 85 + 3

Ahora supdngase que el polinomio tiene las siguiente incertidumbre en sus

coeficientes.
P(s,q) =s'+ (5§ +q)8’ + (8 + q)s" + (8 +q,)s + (3+q,)

T<qg<r parai=0123

Se desea encontrar el miximo valor de r que garantice estabilidad robusta.

5800 (1-10 0
1830 01 -1 0
b=losso0 MTlo1 -1 0
018 3 00 0 -1
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1 -1 0 0 -1 1 U v
H=0-110 |0 -1 10
101 -10 0 -1 10

0 0 -11 0 0 -11

-11 0 0
0 1 -10
+“lo -1 1 0
0 0 1 -1

Aplicando la formula (6.2.1-7) obtenemos:

r, = 181

Referencias de Calculo Numérico

El calculo en computadora es realizado medianie un programa desarrollado en lenguaje
MATLAB que calcula el valor de 1, a partir de un polinomio nominal dado. Este programa
se presenta en el apéndice C.2.
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6.2.2 Estabilidad @-Robusta

En esta seccion presentaremos una extension del criterio de Mikhailov para el caso
en que los coeficientes del polinomio caracteristico varian dentro de una regi6n determinada.

Considérese el polinomio caracteristico de un sistema lineal invariante en el tiempo:

G(s) = a, + a8 + ... + a_s" (63.2-1)

donde los coeficientes estan sujetos a las siguientes variaciones:

. o !
ak-akpl’<2
[gl %, ']"y

(6.2.2-2)
y20, >0, >0, lspsw
donde a° - El coeficiente nominal o sin perturbar
Considérese ademads que:
1,14 (6.2.2-3)
p q
1
5,(0) = (ad + (2,07 + (ot + )i (6.22-4)
1 . :
Tp = (a? + (asmz)q - (asw‘)‘] + _")?l (6'2'2-5)
Definiendo:
Z(w) = X() + joY(w) (622+6)
donde:
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X(w) = Y{w) = i) (6227

Ahora denotaremos la norma 4, como:

1
FP={Z=X+y;(|x’P+ ly|P)f’57} (6.2.2-8)

v

Con estas consideraciones bdsicas enunciaremos €] teorema presentado por Tsypkin
y Polyak en [28], que establece condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad de un
polinomio cuando los coeficientes varian dentro de la regién definida por (6.2.2-2).

Teorema (Tsypkin and Polyak): El sistema (6.2.2-1) sujeto a las variaciones
(6.2.2-2) es estable (también conocido como 4-robustamente estable) si y s6lo si:

a) La curva Z(w) recorre n cuadrantes
b) La curva Z(w) al recorrer n cuadrantes no intersecta I °

) Los puntos frontera Z(0), Z(«) tienen coordenadas con valores absolutos
mayores que v, es decir:

|X©) >y, | YO) >y, |X()|>Y, |¥=) >y (6.2.2-9)

El método anterior es un método grifico mediante el cual podemos garantizar
estabilidad de un sistema, cuando los coeficientes del polinomio caracteristico-estan sujetos
a cierto tipo de vanaciones. El resultado anterior también puede plantearse como encontrar
el maximo valor de y en (6.2.2-2) que garantice estabilidad del sistema (6.2.2-1). En seguida
presentaremos un ejemplo donde se calcula el valor admisible méximo de y que garantice
estabilidad en el sistema.
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Ejemplo:

Sea el siguiente polinomio caracteristico de un proceso determinado:

_ .0 0 0 6
Gy(s) =gy + a8 + .. + a5

donde:
a, = 43.35 a’ = 433.5
a; = 33.36 a;° = $67.25
a, = 25.137 a,’ = 502.72
a; = 15.075 8’ = 251.25
a, = 5.6175 a0 = 80.25
as; = 1.4 a5° = 14.0
& \= 0.1 aﬁ" =10

Los coeficientes de G,(s) varian de tal forma que el polinomio resultante es: -

= n
G(s) =g, + as+ .. +tas

donde:

" g -a
t = %
LT V] Axt
k=0 Oy
Encontrar el méximo valor de y de tal forma que el sistema anterior sea estable,

Utilizando el método anterior podemos obtener la grafica de Z{w) variando « entre
0y 100;
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Grafica de Respuesta a la Frecuencie
20 v T - v v 7 T
18r -
10 =
=
=
St 4
oF -
-5 L A L 3 1 i 1 L L
-10 -8 -6 - -2 0 2 4 8 8 10
x(w)

Aplicando el teorema anterior, podemos encontrar de la grafica que el circulo més
grande inscrito en la curva de respuesta a la frecuencia tiene un valore de y < 2.8434.
Entonces la solucion el problema anterior es:

. [ . ]2 2
3 < (2.8434)

Oy

Referencias de calculo numérico

El cilculo numérico es realizado con un programa codificado en lenguaje MATLAB que
calcula v, a partir de al y o, dados, ver apéndice C.3.
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Capitulo 7

Conclusiones

- La motivacién de realizar el trabajo anterior fué principalmente el formar una

programoteca que sirviera para resolver algunos de los problemas presentados en sistemas
de control lineales, con el objeto de que posteriormente pudieran desarrollarse nuevos
programas que resuelvan problemas de control atin no desarrollados. Aiin més, la realizacién
del presente trabajo fué de gran apoyo tanto en la formacién académica personal para la
continuacion de los estudios en el area de control automatico.

El objetivo principal del trabajo presentado fué crear un conjunto de programas que
sirvien para hacer andlisis y sintesis de sistemas de control lineales, apoyandonos en las més
confiables utilerias de software disponibles, como LINPACK, EISPACK tomanda como base
los programas de ORACLS; ademas, de algunos programas desarrollados en MATLAB. Es
muy importante hacer notar que existen una gran cantidad de algoritmos ndmericos que
resuelven hoy en dia la mayoria de los problemas presentados en la prictica, pero es mas
conveniente usar utilerias disponibles a programar dichos algoritmos, puesto que de esta
forma podemos ahorrarnos tiempo y lo que es més importante la mayoria de las veces los
resultados obtenidos son mucho mejores.

Como se pudo observar claramente la mayoria de los programas se¢ encuentran
disponibles como programas ejecutables los cuales tienen la ventaja de que pueden ser
facilmente accesados desde otros lenguajes como BASIC, PASCAL, C. A diferencia de los
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paquetes cxistentes como MATLAB, CC entre otros se tiene Ia ventaja de que son
compatibles con cualquier otro lenguage como se menciono anteriormente, esto pude ser de
gran utilidad en el caso de que desen desarrollar sistemas que requicran efectuar algun
célculo disponible en este trabajo. Por otro lado algunos programas fueron desarrollados en
lenguaje MATLAB por la gran facilidad que este representa para su programacion.
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Transformaciones Importantes

A.l1 Transformaciones Elementales

Considerese AeC™. Las siguientes operaciones son llamadas operaciones o
transformaciones elementales con matrices.

Al.l Multiplicar una fila o columna por un nimero real 0 complejo diferente
de cero.

Al2 Intercambiar dos filas 0 dos columnas.

Al3 Agregar al producto de un numero por una fila o columna a otra fila
6 columna.

Estas transformaciones se pueden conseguir uwsando las siguientes matrices
elementales. Considerese el caso cuando n=5 y cd € C.
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100 0 0
01000
00100
000co0
0ooo 1

1000 0
00001
00100
00010

0100 0

(10000
01000
E ={00100
0d4d010
0000 1)

La premultiplicacién de E, por cualquier matriz opera sobre las filas de dicha matriz
y la posmultiplicacién opera sobre las columnas. La operacion Al.l se realiza con la
premultiplicacién y posmultiplicacién de E; por la matriz de interés. La operacién Al.2 con
la premultiplicacién y posmultiplicacion de E, por la matriz de interés. La operacion Al.3
con la premultiplicacién y posmultiplicacién de E, por la matriz de interés.

A.2 Transformacion de Similitud

Sea AeR™, Q€eR™; A es similar a A si existe una matriz Q no singular tal que:
A = QAQ™

Esta transformacién es llamada transformacién de similitud y tiene entre otras
propiedades la de que A(A) = A(A).
prueba:

A(A) = |AI - A] = |AI - QAQ™|
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= [AQQ™" - QAQ™|

= [(AQ - QA)Q™|

= QAT - A)QY|

A(A) = |AL - A] = A(A)

4.3 Transformacion de Householder

Una transformacién de Householder €s una matriz cuadrada de la forma

T
H=1-2*%
) XX
HeR™, xcR”
Propiedades:
A3.1 H es simétrica
T
T
I—[r - I o 2-,x_x_]
[ xCx
T
HT = 1 - 2%
X%
H'= H
A32 H es ortogonal
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¢ \T ¢ \'
HH = |1 - 225 |1 - 22X
| x'x) x"x)
4 W ' \
H'H = |1 - 25| |1 - 2*5
\ XTXJ \ X x)
= [u 7xxT _ XX xxT xxT
¥x % (x"x)?
HH-=1

A.4 Factorizacion OR
Sea AeR™, entonces s¢ puede calcular una sucecion H,, ..., Hy de cuando més q

matrices de Householder de tal manera que:

HH .H A=R

donde ReR™ es triangular superior y tiene elementos no negativos en la diagonal principal;
igualmente:

A = QR

en donde Q = H, H, ... H,, QeR"?, ortogonal.

Este tipo de factorizacién es muy importante debido a que las matrices triangulares
tienen propiedades especiales para el célculo de valores propios, ver [26].

A.5 Factorizacion LU

Sea AcR™ entonces, A se puede factorizar mediante la eliminacién de Gauss como:
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A=LU

Si y sdlo si, A es no singular. Donde L es una matriz triangular inferior y U es una
matriz triangular superior, ver seccién 3.7 de [21].

Esta factorizacién tiene gran aplicacion en la solucién de sistemas de ecuaciones
lineales cuando tienen solucion Gnica.

A.6 Descomposicion en Valores Singulares

En 1980 Klema (ver [6]) enfocd su atencién en la descomposicién de valores
singulares (SVD), Esta descomposicién constituye el més importante desarrollo del algebra
lincal moderna ya que es ¢l més elegante algoritmo en algebra numérica y proporciona
informacion cuantitativa a cerca de la estructura de un sistema de ecuaciones lineales; es
ademds el dnico método confiable para determinar el réngo de una matriz. La
descomposicion en valores singulares es utilizando generalmente para matrices cuadradas de
rango completo, pero su mayor aplicacién se obtiene cuando se quiere solucionar sistemas
de ecuaciones lineales con mas incognitas que ecuaciones. En esta seccion se presentard la
definicién de SVD asi como algunas propiedades importantes.

Sea AeC ™3 entonces:
a) Existe una matriz unitaria UeC ™ (ortogonal si UeRP®), una matriz unitaria VeC %
(ortogonal si VeR¥™) y una matriz 2,cRP "diagonal”" con elementos o; = 0; siendo ¢

= 0, 2 ... 2 0, donde s = rango = min{p,q}, tal que la descomposicién en valores
singulares. !

A = U3 VH

es valida

b) Los nfimeros reales o conforman los valores propios de APA y los vectores propios
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asociados sor, las columnas v, de V; igualmente, los o;? conforman los valores propios
de AAY, y los vectores propios asociados son las columnas y; de U. Los o, se llaman
valores singulares de A, los u; se llaman los vectores singulares izquierdos de A; y los
v; son los vectores singulares derechos de A, que se relacionan por Av; = gyu; para
1 =i =< s, ver seccién 8.4 de [21].

Propiedades:

A6.1 Sea AeC™

ARA = (USVHE(USVH)

AFA = V(3ES)VH
D - 3%
D = VE(AHA)V

Esto significa que los vectores propios de A®A forman a V, con los valores propios
(reales no negativos) asociados en la diagonal de D=%"3,

A6.2 De modo parecido

AAY = U(SSHyUH

DT = U¥(AAM)U

I

Lo cual significa que los vectores propios de AAM forman a U asociados en la
diagonal de DT = Z3"

A6.3 El rango de A es igual al numero de valores singulares diferentes de cero
La descomposicion en valores singulares despierta el interés en el caso més general
de la inversa de una matriz (pseudoinversa) debido a la facilidad y precision en su célculo.

La pseudoinversa en el sentido de Moore-Penrose de una matriz se define a continuacién.

Sea AeC ™ y sea la descomposicién en valores singulares de A.
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A =UZVH

Entonces la pseudoinversa de A se define como:

A = VIIUH

donde:
2t =[S'0], sip<q
St=[S'0), sip>q
2r=[8", sip=gq
St = diag{1/o,, 1/0,, .., 1/0,, 0, ...,0}

donde r es €l rango dec 1a matriz A.

La pseudoinversa en ¢l sentido de Moore-Penrose de una matriz AeC ™ debe

satisfacer las siguientes identidades.

AATA = A

ATAA? = At
AAt = (AANT
ATA = (ATA)T

(i)



Programas de Soporte

B.lI  Matriz de Hessenberg

Toda matriz cuadrada puede ser transformada en una forma canénica de Jordan por
transformaciones de similitud.

Sea A una matriz cuadrada de dimension nxn y considérese lo siguiente:

4 3\

(1] 0010« 0) [xx

X
0| ¥ x x X
PIAQOI Pll =0Xx...
E
0] ) 0 x x -~ x|

I:a matriz P, se elige de tal forma que la primera columna de A, excepto los primeros
dos valores sean todos cero. La inversa de P; tiene la misma forma que Py, por lo tanto la
posmultiplicacién de P,A por P no opera sobre la primera columna de P,A; por lo tanto
el patron de ceros en la primer columna de P,A es preservado en PAP. Después
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encontraremos P, tal que:

‘1 0| 0 O - 0) (x x x x - X|
0 1] 0 0 ~ O X X X X - X
0 0] . PAP"=0XXX . X
0 0| P, T e 0 x ox - x
o Pf 0 - X
0 0] ] 0 0 x x -~ x/

De nuevo la inversa de P, tiene la misma forma que F, y la posmultipticacién de
P,P,AP,* por P," no opera sobre las primeras dos columnas. Por lo tanto el patron de ceros
en las primeras dos columnas se preserva en P,P,AP;'P,". Procediendo similarmente
podemos obtener la mariz transformada siguiente:

o O xR ™

oS QO w0
O % Ry =
" R O ¥
HOX R %

000~ x x x
(OOO«OxxJ

Esta matriz es llamada la forma superior de Hessenberg,.

Referencias de calculo numérico

El cdlculo numérico de la matriz de Hessenberg es realizado mediante la subrutina
ORTHES de EISPACK [10].
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B.2 Solucion de AX + XB = C

Sea la ecuacion:

AX + XB = C (3.1)

Suponiendo que tiene solucidn; se puede obtener numéricamente como sigue:

La matriz A es reducida a una forma Schur inferior A" por una transformacién de
similitud (Ver seccién 7.4 de [11]); entonces A es reducida a la siguiente forma:

4

A 0

pom

* *
Ay Ay -

3\

0

A* = UTAU = 0 S

A AL - A,
donde toda matriz A’; es de orden al menos dos.

Similarmente B es reducida a la forma Schur superior B por una transformacién de
similitud

4

R

By By - Bgq
B - vigv = P= " B (3-3)
AloDE B
I 0 0 - B i
nuevamente B'; es de orden al menos dos. Entonces definiendo
* . CLgr
G~ (3.4)
C = UCV =
Cor Co
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X=UXV=]: : (3-5)

y aplicando la propiedad de ortogonalidad U™ U = I, V' V = I; la ecuacién (3.1) es
equivalente a o

A‘X* + X*B* = C° | (3:6)

y si las particiones A", B, C' y X son conformes, entonces

k-1

AuXy + XgBy = G - E;A;,X.I
i G.7)
i=1

1-1
- EX;IBQ‘:

Las ecuaciones anteriores pueden resolverse sucesivamente para Xy, X gy, .., X 5
X', - con la solucion de (3.1) dada por:

X = UX"V* (3.8)

Referencias de calculo numérico

El cdiculo anterior es obtenido mediante la subrutina AXPXB codificado en legugje
Fortran presentado en ORACLS [2]. Este programa fue obtenido del algoritmo presentado en

14].
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Programas en MATLAB

C.1  Programa de retroalimentacion de estado de norma minima

Programa Principal

K = retromul(4,B,G,ATILDE)

Esta funcion obtiene la matriz de retroalimentacién  de estado
de norma menor a un valor previamente esiablecido aplicando
el algonitmo presentado en [3].

|]R KRS

R

A - Mabiz A del sisema (1)

B - Maniz B del sisema (1)

G - Matriz arbitrana

ATILDE - Matriz cuyos valores propios son los deseados

ESI

function K = retromul(A,B,G,ATILDE)
[n,m] = size(B);
Gk =G;
lim = 1e-3
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Epsilon = lim + 1,
Fk = zeros(m,n);

% ejecuta loop mientras Epsilon sea mayor que lim
while (Epsilon > lim),
% obtiene el valor de X, de la ecuacién A®X, + X,"ATILDE = -B*G,
n0 = norm(Fk,’fro’);
Xk = lyap(A,-ATILDE,B*Gk);
Xk = inv(Xk);

% obtiene el valor de Fy y H,

Fk = Gk*Xki;
Xkit = Xki”;

Hk = Fk*Xkit;

% obtiene el valor de U, de In ecuacion ATILDE*U, + U*4A = H*F;
Uk = lyap(ATILDE.-A,-Hk"*Fk);

% calcula &l valor del Gradiense SI/5G
GRAD =2%*(Hk - B*UKk");

% calcula la longitud del paso alfa y obtiene un nuevo valor de
% Gh-:

alfa = fmin(’fobj’,0,10);
Gk = Gk - alfa*GRAD;

% calcula ol valor de epsilon
nl = norm(Fk,fro’);

Epsilon = nl - n0;
end
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% obtiene el valor de K ¢

K = Fk;
end

Funcion Objetivo

function f = fobj(x)
Ginc = Gk*Xki + x*GRAD*Xki;
f = trace(Ginc’*Ginc);

end
NOTA: Antes de ejecutar el programa es necesario declarar como globales las siguientes
variables.
Gk
GRAD
XKki

C.2  Programma que efectiia ¢l calculo del margen de robustez en los coeficientes de los
polinomios

Programa Principal

RMAX = MAXRAD(PC)

obtiene el miximo valor de r para que el polinamio

f & & &R

caracteristico sea robustamente estable

N

% ¢l polinomio nominal es:
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f

Ps) = snl+ PC2) sn-1 + ... + PC(n)

=R

el polinamio perturbado es:

Pisg) = sn + [PC2) + gn-1] su-l + . + [PCln) + q0]

§ 8 & 8

r<gi <r

function rmax = maxrad(pc)
n = max{size(pc));

% Deteccion de esiabilidad  del polinomio nominal

ra = roots(pc);
for 1=1:n-1,
if (real(ra(i)) >= 0),
apu=1;
end
end _
if (apu == 1),
disp(" )
disp(El polinomio es inestable’)
break
end

% Construccion de las mawices Hi

h0 = zeros(n-1);
hl = h0;
h2 = ho;
h3 = hO;
h4 = h{;
for i=1:4,
pl) =0;
end
for k=0:1,
sw = k;
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signo = 1I;

for i=2:n,
sw = sw + 1;
p(k+1,i) = signo;

if (sw == 2),
signo = -1*signo;
sw = (;

end
end

end

P(3.) = -p(1,:);

P(4) = p(2.);

h0 = forma(h0,pc,[1,2]);
h0 = forma(h0,pc,[2,1]);
hl = forma(hl,p(1,:),[1,2]);
hil = forma(h1,p(1,:),[2,1]);
h2 = forma(h2,p(2,:),[1,2]);
h2 = forma(h2,p(2,),2,1]);
h3 = forma(h3,p(3,:),[1,2]);
h3 = forma(h3,p(3,:),[2,1]);
h4 = forma(hd,p(4,:),(1,2]);
h4 = forma(hd,p(4,:),[2,1]);

% Cilculo de la inversa de HO
1h0 = inv(h0);
% Aplicacion de la formula de Barmish

I(1) = max(eig(-th0*h1));
1(2) = max(eig(-ih0*h2));
(3) = max(eig(-ih0*h3));
1(4) = max(eig(-ih0*h4));
rmax = 1/max(1);

end



Funcion auxiliar FORMA.M

%

% A = FORMA(A,PCIDX)

%

% funcion que forma la matriz de Hurwitz a partir
% de un polinomio caracleristico

%

% A - Marriz Huwwitz

% PC - Coeficientes del polinomio

% IDX - clave para fa formacion de las matrices Hi
% puede tomar los valores de 1 2] y [2 1}
%

function a = forma(a,pe,idx)
[n,m] = size(a);
Pp=0

% construccién de las filas de Hi

for i = idx(1):2:n,
p =p+l1;
K=p;
for j = idx(2):2n+1,
a(ik) = pe(j);
k = k+1;
end
end
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C.3 Programa de Estabilidad {-robusta

Programa Principal

% g = LPROST(AALFANW;

%o

% obtiene la grifica de estabilidad robusta

% Lp.

P

% A - Vector que contiene los valores naminales de los
% coeficientes  del pohnomio caracteristico.

%

% ALFA - los valoves wpes de los coeficientes perturbados
%

% N - orden del polinoinio

% W - barrido de frecumicia

%

% Copytright (c) 27/DIC/1991.
% Gerardo Romero Galvan FIME. UANL.

function gamma = lprost{a,alfa,p,w)

dima = size(a);

dimalfa = size(alfa);

n = max(dima);

m = max(dimalfa);

a(n+1) = 0;

alfa(m+1) = 0

ifo 7 =m .
disp("Error en dimension de vectores’);
break

end

xnum = a(l);

xden = alfa(1) ~p;

ynum = a(2);

yden = alfa(2) " p;

k=0 '
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yden = alfa(2) " p;

k=0

for i=3:2:n,
k=k+1;
signo = (-1) " k;

xnum = xnum + signo*a(i)*w. ™ (i-1);
ynum = ynum + signo*a(i+1)*w.~ (i-1);
xden = xden + (alfa(i)*w.” (i-1)).” p;
yden = yden + (alfa(i+1)*w. " (i-1)).~ p;

end

xde = xden. ™ (1/p);

yde = yden. ™ (1/p);

x = xnum./xde;

y = ynum.fyde;

mag = (x.72 + y.72).".5;

magmin = min{mag);

ifp>=4,

" magmin = (magmin + 3*magmin/p ™ 2)/sqrt(2);

end

plot(x,y,’8)

pause

hold on

graflp(magmin,p)

pause

hold off

gamma = magmin;

end

Funcion GRAFLP

%

% [xy] = GRAFLP(r,p,n} Grafica la nonma lp para cualquier radio r
% dado y cualguier p dado.

%
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%
%

function [x1,y1] = graflp(r,p,n)
ifp < 1,
disp(" ")
disp(’ ")
disp("********* Error en el coeficiente p de Lp **++**x+s).
disp(’’)
disp(’ ')
break
end
inc =4*r/n;
X = -rinc:r;
y = (r.7p - (abs(x))." p). "~ (1/p);
xd = fliplr(x);
yd = fliplr(y);

x = [x xd];
yy = [y ydl;
plot(xx,yy,’s’)
pause
x1 = xq
yl =yy;

end
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