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PROLOGO

La Escuela de Ingenieria Mecanica vy Eléctrica de Monclova,
dependiente de la Universidad Autonoma de Coahuila, ahora en praceso
para convertirse en Facultad, ha sidao pionera Yy cuna de varias
escuelas de Educacidn Superior en Monclova.

Fundada en 1937, con la carrera de Ingeniero Mecanico
Electricista, postericrmente se han ido creando otras carreras.
algunas de las cuales ya trabajan como escuelas independientes de 1a
Universidad de Coahuila en Monclova.

Actualmente se gfrecen en la EIME: ademas de la carrera de IME,
las carreras de Ingenierc Electrénice IndustrialtlEI) y de Ingenierc
en Sistemas Computacionales (ISC).

Comao es légico, a 1o largo de todos estos afivs 1los  grogramas  de
estudio perigdicamente se han 1ido modificando, adecuiandoles a2 1a
realidad actual. Los Flanes de Estudioc actualmente incluven deniro de
sus materias tres cursos de Teeria de Control gue se impartsn en las
carreras de IME e IEI. :

El material de estudio que s2 presenta =n esta Tésis ha sido
preparado pars utilizarsz comg libro de apoyo para los estudiantes que
no tienen antecedentes y que par primera ver estudiaran lo que es 1la
Teoria de Control., aunque tambien se puede utilirzar como una
referencia para estudiantes avanrados o ingenierocs que va se
desempefian en el desarraollo de su profesidn.

Es mi mayor deseoc que realmente este material sea de mucha
utilidad para todos los estudiantes, pues trato de explicarme al
maximo para su mejor aprovechamiento. Sin embargo considerando 1la
posibilidad de errores en 1os gue pueda incurrir involuntariamente,
acepto la critica constructiva como la mejor forma de superar este
trabajo.



JUSTIFICACION

Despues de varios afios de impartir una materia, realmente se
aprende scbre el tema y se profundiza con mayor detalle. Aungue la
catedra impartida aparentemente es la misma afio con afio, si al maestro
le gusta y le apasiona su trabajo. cada vez mids va enrrigueciendo su
catedra con opiniones de otros autores, con experiencias personales vy
con nuevos y mejores ejemplos de aplicacién practica en la vida real.

Esto es lo gue en mi opinién hace la gran diferencia entre una
clase amena e interesante y otra tediosa y sin motivacién, y es
también la diferencia entre un maestro sin experiencia y otro que ha
vivido y conoce realmente las materias que imparte.

Generalmente ésta experiencia de muchos afios en 1la practica
docente no se aprovecha plenamente y el maestro casi nunca deja nada
escrita cuando abandona la catedra universitaria, perdiéndose as{ taodo
ése gran potencial por completc.

Considero que como maestros universitarios tenemos una gran
responsabilidad y la obligacidén de aportar mas a nuestra clase de 1lo
que nuestros alumnos pueden cbtener de un libro de texto. pues si sélo
nos caoncretamos a repetir lo que ya viene en un libro, {acilmente
podremos ser substituidos por éste. En pocas palabras debemas de
apoyar, orientar, enriguecer y dar lo mejor de nosotros mismos para
que nuestros alumnos logren alcanzar la excelencia en sus objetivos de
aprendizaje, éste es el verdadero reto de un maestro.

Este trabajo de escribir mis apuntes recopilados durante varios
afios, es una modesta aportacidn personal gque deseo realizar para
regresar aunque sea un poco de lo mucho qQue yo he recibide de la
Escuela de Ingenieria Mecanica vy Eléctrica, especialmente de mis
alumnaos y mis compafieros maestros.

Creo que si se logran aungue sea en parte mis deseos, ésto
justifica mas que plenamente las horas de trabajo que significéd para
mi la realizacién de ésta Tésis.



OBJETIVO

La elaboracidn de cualquier Tésis, ya sea a nivel de Licenciatura,
Maestria o Doctorado, es un trabajo muy arduoc., gue consume muchas
haras de estudio y preparacidén durante meses.

Cuando la Tésis desarrollada trata sobre un tema muy especialirado
0 sobre alguna investigacién o proceso poco conocida, generalmente
ésta Tésis termina archivada en algun anaquel de biblioteca, sin
ninguna aplicacidén real a tanto esfuerzo desarrollado en vano.

El principal objetivo de desarrollar ésta Tésis, es gue no se
pierda como uno m&s de los volumenes en la biblioteca de la escuela,
sino que los alumnos la aprovechen como un verdadero apoyo académico
que les ayude a aclarar sus dudas sobre la materi=a.

Este trabajo es un resumen de varios afios de practica docente para
poder ofrecer al alumno un material adecuado y asi lograr una catedra
aména 2 interesante, gque sea Util para una introduccidn efectiva al
disefio de los Sistemas de Control.

Siempre habia sido un anhelo personal el poder escribir un resumen
bien organizado del material de estudic de las materias que he
impartido durante varios afios en la EIME, pero por una u oitra razdn neo
se& habia concretado éste proyectao.

Ahora que inicig éste trabajo de escribir mis natas recopiladas
através de varios afios de practica docente, considero que se lograran
simul taneamente varios obietivos, todos muy importantes. Por un lado
la creacién de un material de estudio propio, lo cual 1e daria una
mayor presencia y nivel academico a nuestra institucidén. Por otro lado
los alumnos tendran a la mano la posibilidad de obtener en un solo
volumen todo el material gque tendrian gue consultar en varios libros.,
con el consiguiente ahorro en costo y finalmente la obtencién de mi
grado de Maestroc en Ciencias, lo cual culminaria una 2tapa mas de mi
vida, de varios afios de estudio y trabajos realizados.



SINTESIS

Cuandop uno estudia un tema como la Teoria del Control o cualquier
otra materia, generalmente se piensa que al existir muchos libros que
hablan sobre el tema, cualquier persona con los antecedentes
necesarios, debe entender lo gue 1 autor del libro expresa en su
obra. La realidad sin embargo es, que no siempre el autor logra
explicarse de tal forma gue los estudiantes entiendan perfectamente.

El hecho de gue no se cumpla 21 obijetivo del aprendizaje se puede
deber a varias razones, por ejemplo a una explicacién confusa,
explicacién incompleta, falta de comunicacidén directa con el autor vy
en el caso de traduccidénes, que se presenta muy a menudo. errores en
la traduccién o falta de conocimiento de la realidad que se vive en un
pais completamente diferente al del autor.

Por todo lo anterior, l1a presente Tésis., en sintesis es un intents
por adecuidr los principios fundamentales de la Teria del Control a la
realidad diaria que vivimos con nuestros estudiantes y ésto solo se
puede hacer cuandg se conoce =21 entorno de la sociedad en la que nos
desenvolivemos. Esta es la razén por la cual a pesar del desarrollo de
los mas moderncs métodos de ensefianza—aprendizaje, el masestro de
ralidad ha sido., 5 y serid un personaje insustituible e indispensatcle
en todas las instituciones de ensefianza de cualguier nivel.
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CapPiTULO 1

INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DE CONTROL

1-1.- Introduccidén.

La Tearia del Control como ciencia es relativamente muy Jjaoven vya
que a la fecha tiene menos de cien afios de desarrollo, en comparacién
con otras ciencias como las matematicas, la fisica y la medicina que
tienen una antiguedad de mas de mil afos.

Los sistemas de control se empezaron a desarrollar a partir de
principios de éste siglo, con &€l fin de liberar al hombre de tareas
manuales de tipo repetitivo que eran muy tediosas.

En un principio 1los primeros sistemas de control fueron muy
sencillos, pero conforme se fué investigando mas., se encontraron otras
aplicaciocones mas complejas.

En la actualidad es comin el usp de sistemas d2 control para
controlar automaticamente muchos parametros, por ejemplo la presién,
la temperatura, la viscosidad, la humedad, el voltaje, la velocidad,
la frecuencia y muchos mas.

Comoc una consecuencia légicas al mejorar =1 control de leos
procesos industriales, se logré aumentar la calidad de los productos y
el abaratamiento de los mismos, al poder aumentar el volumen de la
produccidn. Muachos productos hoy son mas baratos y  de mejor calidad
que antes, por ejemplo las calculadoras, los televisocres. las computa-
daras etc, lo cual ha sido un gran incentivo para continuar la inves——
tigacidén con mas intensidad en el campo de los sistemas de control.

Algunas personas piensan que el desarrolloc de 1los sistemas de
control ha sido el culpable de que muchos empleadns estén perdiendo
sus trabajos al ser substituidos por una magquina automatica o un robot
que puede pintar, soldar,colocar tornillos, etc. v en realidad ésto
es un hecho que ha contribuido al desempleo masivo, pues la industria
moderna cada vez requiere menos personal. E1l lado positivo de todo
ésto es que el hombre tendra que dedicarse a tareas mas elevadas como
el rarzonamiento, dejando las tareas repetitivas para las mdquinas.

De acuerdo con todo lo anterior, a futuro la tendencia al usoc de
Sistemas de Control seria cada vez mayor, tanto en cantidad como en
complejidad, por lo que se requiere que los ingenieres tengan muy
buenos fundamentos de 1o que es la teoria del control.



1-2.— BREVE RESENA HISTORICA DEL DESARROLLO DE LA TEORIA DEL CONTROL,

Se considera que el primer sistema de control automatico que se
construyé fué el Regulador Centrifugo de James Watt, para el control
de la velocidad de su maquina de vapor, construida en el siglo XVIII.

Sin embargo hasta 1la fecha no se ha encontrado ningdn
procedimiento matemitico o disefio de ingenieria, gue haya servida de
base a James Watt para construir su regulador, por lo que se supone
que la forma en la gue se construyd este regulador fué totalmente
empirica, sin ningdn proyecto de ingenieria. A pesar de ello, este
regulador es tan bueno que hoy, despues de 200 aflgs de haber sido
creado se sigue utilizando en el control de la velocidad de turbinas
hidraulicas para la generacidn de energia eléctrica.

Los pionercs del desarrollo de la teoria del control como una
ciencia son tres cientificos, Minorsky. Hazen vy Nyquist, que a
principios de este siglo hiciercn aportaciones muay valiosas para el
estudio de los sistemas decontrol. Minorsky en 1922, basandogse en
ecuaciones diferenciales demostrd como se podia determinar 1a
estabilidad de controles automdticos para direccionamiento de barcos
de gran tamafio. Nygquist en 1934 didé a conocer un procedimiento para
determinar la estabilidad de sistemas de control de lazo cerrado.
Haren en 1934 introduce por primera vez el término servomecanismo en
los sistemas de control.

En 1940 se empezaron a desarrollar los métodos de respuesta a la
frecuencia y unos afios mas tarde, los paises que entraron en accidn &
la II Guerra Mundial, destinaron muchos recursas a la investigacidn de
los sistemas de contiol, lo que dié lugar a la creacidn de armas cada
ver mas mortiferas y mas sofisticadas. Termirada la guerra, los
descubrimientos de la teoria del centrel se fueron aplicando pococ a
poca con fines pacificos.

En 1950 Evans desartrolla v da a conocer su  Tamosoc métaodo de
analisis y disefo de sistemas de control 1llamado "Mdtodo del |ugar de
las Raices". Este método junto con los métodos de respuesta a la
frecuencia constituyen la parte mias importante de 1a teoria clasica
del control.

En virtud de gque los sistemas de control se fTueron complicando
cada vez mas, con miltiples entradas y salidas, la teoria del control
clasica ha tenido que ser substituida por la teoria de control moderna
basada en el dominio del tiempo con aplicacién de variables de estado.

Actualmente la tearia de centrol maoderna utiliza cada vez mas las
computadoras como parte integral del sistema de control, Yy 1lo mas
reciente en el desarrollo del control, son los sistemas de control
Sdptimo, con adaptacién y aprendizaje. Esto es, sistemas que trabajan
en condiciones Sptimas, con adaptacien a diferentes condiciones de
trabaio y con posibilidades de aprender, en una palabra sistemas con
inteligencia muy semejante a la del hombre.



1-3.- TERMINOLOGIA ESPECIAL PARA SISTEMAS DE CONTROL.

Antes de iniciar el estudio de los sistemas de control,es
necesariao definir alguncs términos que son ampliamente usados enesta
materia. Algunos de éstos términos son conceptos utilizados en otras
Areas de estudin, par lo que se hace la aclaracién de que las
definiciones seran dadas desde el punto de wvista de 1la teoria del
control.Es muy importante definir estos conceptos para evitar alguna
confusidén y gue todos podamos hablar el mismo idioma o terminoclogia
del control.

PLANTA-— Desde e1 punto de vista del control, planta es cualquier
objeto fisico que se ha de controlar, por ejemplo un motor, un horno.
una caldera, etc.

ProCEspD-—Es un desarrollo natural o artificial, progresivament=
continuo, que se caracteriza por una serie de cambios graduales gue
tienden de una forma u otra hacia un determinado resultado final. Los
procesos pueden ser mecanicos, eléctricos, quimicos, etc.

SISTEMA -—Es una cambinacién de varios componentes que actuan en foarma
conjunta para lograr un determinado gbjetivo. El concepto de sistema
se puede decir que 25 mas amplio que 2] de proceso ya gue se puede
aplicar no solo a fendmenos fisicos, sino a fendmencs abstractos como
l1a econamia. .

PERTURBACION-—Es una sefial indeseable que tiende a afectar
adversamente 81 valor de la salida de un sistema. La perturbacidn
puede ser interna si se genera dentro del sistema o externa si se
genera fuera del mismo. Un ejemplo de perturbacién lo tenemos en un
rayo o descarga atmosferica que se induce como una pertubacidén en una
red eléctrica de distribucién. E1 ravo es por supuesto una
parturbacidén externa ya gue la red eléctrica no genetra ni tiene nada
que ver con la produaccidn de los rayos. En éste caso una perturbacidén
interna en la red eléctrica seria cualquier falla en algun componente
de la misma, por ejemplo en un transformadeor, una cuchilla, un
aislante, etc.

RETROALIMENTACION.— En sistemas de control es un término usado muy a
menudao y significa reqresar parte de una seflal de salida hasta 1la
entrada con el proposito de comparar ambas sefiales.

SISTEMA DE CONTROL RETROALIMENTADO-- Es un sistema que trata de
mantener una relacidén preestablecida entre la salida y la entrada,
comparando ambas sefiales y utilizando 1a diferencia para establecer el
control.

Para aclarar este concepto veamas el siguiente ejemplo, si
queremos obtener una cierta velocidad como sefial de salida de un
motor, hay que aplicarle una sefial de entrada que seria un voltaje.
Para comprobar que la salida efectivamente se alcanzd, es necesario



retroalimentar o regresar parte de la sefial de salida a 1la entrada
para comparar y en base a ésta comparacidn se establecerasi hay o no
error en la salida. Mas adelante hablaremos mucho mas de éste concepto
y veremos mis ejemplos de aplicacién. Para terminar diremos que el
cuerpo humano quizads sea el sistema de control retroalimentado mas
compleio que existe vya que tiene una gran cantidad de sistemas
totalmente automfticos para controlar la temperatura, la presién de la
sangre, la cantidad de azucar en la sangre, pulsos del corazén, etc.
Es tan importante la retroalimentacién que algunos cientificos
aseguran que las personas dementes no son mas gue sistemas de control
que no tienen retroalimentacién vy por lo tanto no se dan cuenta de sus
actos. Buizas algun dia se pueda conectar la retroalimentacion a éstas
personas y volverfan a la normalidad.

SERVOMECANISMO »—Textualmente significa maquina controlada. Tambien se
puede definir comc un sistema de control retroalimentado en el cual 1la
salida puede ser una posicidén, velocidad o aceleracién mecianica. Los
servomecanismos desarrollan un papel muy importante en la industria
moderna, por eiemplo en el funcionamiento totalmente automatico de
maquinas herramienta de control numérico.

SISTEMA DE REGULACION AUTOMATICA-—Es un sistema  de cantrol
retroalimentado en el que la entrada vy 1a salida son constantes o
varian con e} tiempo v en donde la funcidm principal es mantener la
salida en el nivel deseada apesar de las perturbaciones gue se
presenten.

SISTEMAS DE CONTROL DE PROCESOS--Tienen una aplicacidén muy =2xtensa en
la industria moderna y son sistemas de regulacién automaticaen donde
la salida s una variable como la temperatura, la presién, =21 Tlujo,
nivel de ligquido o FH. La mayoria de 1los sistemas de control de
praocesos incluyen servomecanismos para llevar a cabo las diferentes
funciones en forma totalmente automatica.



1-4.- SISTEMAS DE CONTROL DE LAZO ABIERTO Y DE LAZO CERRADO.
Los sistemas de control pueden ser de lazo abierto o de lazo

cerrado. Empezaremos dando la definicién de cada una de ellos vy
posteriormente se estudiaran las caracteristicas y se veran eljemplos
de ambos tipos de sistemas.

Sistemas de Control de Lazo Abierto.-Se puede definir como un sistema
de control gque no tiene retroalimentacidn y se representa por el
siguiente diagrama de bloques.

Entrada Salida
. Control Planta

— P o

Fig. 1-i1.— Sistema de Control de Lazo Abierto.

En éstos sistemas la salida no se mide ni se retroalimenta para
compararla con la entrada. El sistema consta basicamente de dos partes
una s el control, que es la inteligencia del sistema y la otra es 1la
planta que es el onjeto a controlar.

Es importante gue los sistemas de lazo abierto estén muy bien
calibrados ya gque el sistema por si solo no tiene capacidad para auto-
corregirse.

Se recomienda usar éstos sistemas soloc cuando no hay perturbacio——
nes ya que cualquier perturbacidén afectaria seriamente y se reflejara
como un error en la salida.

Practicamente cualquier sistema que funcione en base a tiempos es
un sistema de lazo abierto, por ejemplo una lavadora de ropa. En éste
caso no se mide realmente la salida ni se utiliza para controlar, ya
que terminado el tiempo un reloj cambia o suspende la operacidén gue ss
esta realizando.

Los fabricantes les llaman a éstas, lavadaras automaticas, pero
desde el punto de vista de control. para ser automadticas deberian
medir la sefial de salida que es la limpieza de la ropa y en TfTuncidn
del grado de limpieza prolongar o acortar el ciclo de lavado hasta
obtener la limpieza deseada. Debido a que es dificil medir la limpisza
de la ropa ya gue no hay ni escala ni unidades establecidas, lo gque se
hace es que una persgna revisa la limpieza de la raopa y dependiendo de
su juicio muy subjetivo se toma la decisidn de sacar la ropa o volver
a dar otro ciclo de lavado. Por todo lo anterior las lavadoras
llamadas automaticas, a lo mas que pueden aspirar s a ser sistemas de
control semiautomiaticos.

Otro ejemplo de sistemas de control de lazo abiertoc son  los
semAforos para control de trafico, cuyo ajuste se hace en base a
tiempos. Antes de instalar un semaforo en un crucerno se hace un
estudio del trafico por las diferentes calles que concurren. Dico
estudic es un conteo promedio del trafico durante un tiempo que puede
ser un mes aproximadamente. En base a las datos obtenidos en el conteo
se ajustan los tiempos del verde, amariilo y rgjo en cada caso,.

Como es 1légico pensar las condiciones del trafico son muy
variables, dependiendo del dia y la haora de la semana, por lo que se
necesitaria ajustar constantementelos tiempos del semaforo a las
condiciones cambiantes del trafico para que pudiera realmente ser un
sistema de control automitico de lazo cerrado.



Para ajustar los tiempos a las condiciones cambiantes del trdfico
se requiere estar contando caonstantemente la cantidad de vehiculos y
una computadora gque este tomando las decisiones para cambirar los
tiempos <cada determinado tiempo ya preestablecido. En la actualidad
debide al alto costo que representa éste tipo de sistema, su uso solo
se justifica en algunos cruceros de grandes ciudades donde el trafico

es muy intenso.

Sistemas de Control de lLazo Cerrado.- Son sistemas de control que
si tienen retroalimentacidén. La salida en éste caso si1 se mide y se
regresa para comparar con la entrada y de ésta comparacidn se toma una
accidn de control. El error que es la diferencia de las sefiales de
entrada y de salida es de fundamental importancia para tomar una
accidn de control que tienda a rveducir dicho error para llegar
finalmente al valor deseado en la salida.

Un sistema de control de lazo cerrada se puede representar por
medio del siguiente diagrama de blogues.

€atrada Y | eanta o Salda
potesa 2
A
Elemento de [
®cdicrtn M
Fig. 1-2 Sistema de control de lazo cerrado

Ademis del controlador ¥ la planta que tiene un sistema de lazo
ablerto, existe un elemento de medicidn en la retroalimentacidn. Este
elemento de medicidn es precisamente el gue mide la salida y la
regresa en parte para comparar con la entrada.

El elemento de medicidn tambien es llamado transductor ya que casi
Siempre se requiere que éste cambie la seflal de salida a otra sefal de
naturaleza distinta para que sea del mismo tipo de la sefal de entrada
Yy se pueda realizar la comparacidn de las dos sefales.

Por ejemplo si la planta es un motor ¥y la salida es una
velocidad,el transductor o elemento de medicidn tiene que ser un
generador tacometro que convierta la velocidad (sefial de salidad a una
sefial de voltaje proporcional que es el tipo de sefial de entrada.

En la practica hay muchos transductores que convierten velocidad a
voltaje, temperatura a veltaje. presidn a voltaje, posicidn mecanica
a wvoltaje ete, ya gque la seffal de entrada a los controladores

generalmente es un voltaje.



Con =1 proposito de ilustrar un pocs mas 2l concaplto de sistemas
de control de lazo cerrado, veremos el sistema térmico gue se ilustra
en la figura 1-3. En el sistema ilustradeo el objetivo es calentar agua
hasta determinada temperatura y para ello se tiene un depdsito de agua

Teimometrs

Agua

calianty

Orenza

Fig 1-3 Control de retroalimentacién manual de unh sistema térmico

con un intercambiador de calor que funciocna con vapor Yy un agitador
para homogenizar la temperatura en el tanque. Ademdas hay una vilvula
para cantrolar la entrada de vapor y un termometro para medir la
temperatura del agua en la salida.

La perscona que sSe indica en 1la figura hace las veces de
control ador humano v sSu traba jo consiste en estar viendo
constantemente la temperatura del termometro, si la temperatura del
agua no se ha alcanzado, la valvula de vapor permanecera abierts para
seguir calentando el agua. Si la temperatura del agua en la salida se
va aproXimando a la temperatura deseada,.el hombre tendra que 1r
cerrando poco a pocc la vdlwvula para no pasar de la temperatura gque se
desea alcanzar. Al utilizarse el agua caliente, la temperatura en 1
salida bajar&d ¥y el hombre tendra que abrir de nuevo la valwvula de
vapor. Como se ve, el trabajo del hoabre es un Ltrabajo muy repetitive
y tedioso ya que tiene que estar viendo durante ocho horas (o su turno
de trabajod el termometro y dependiendo de la temperatura abrir,
cerrar o mantener la valvula de vapor.

En las condiciones que trabaja el sistema tiens= una
retroalimentacidn, pera é&sta se hace por el hombre, por lo gue el
sistema no es automatico sino de retroalimentacidén manual.

Es relatjivamente ficil substituir al hombre por un controlador

automdtico como se puede ver en la fig. 1-4. —_— Agus
SpOSItive caliuate
foededor de
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Contigtader ||l f b e
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Fig. 1-4 Control con retromalimentacioén autemitica de un sistema

térmico



Una vez modificado el sistema con el controlador automatico, salo
se reguiere colocar la perilla del controlador en 1a temperatura
deseada, lo cual sera la entrada de referencia para el sistema.

El dispositivo medidor de la temperatura del agua (termopar)
retroalimenta una seffial de voltaje al controlador dependiendo de 1la
temperatura del agua en la salida. De la compatracién de éstas dos
seflales, la de retroalimentacién y la de referencia surge una sefial de
error que se aplica a 1la valvula de control operada electricamente,
para abrirla, cerrarla o mantenerla sn su misma posicidn.

Camo es ldégica, el sistema automatico presenta muchas ventajas en
comparacién con el de operaciédn manual, el control automatico es mas
efictente, mas barato, mas preciso y sobre todo releva al hombre de
realizar éste tipo de trabajos para que se dedique a labores mucho mas
compleias.

Los sistemas de control de lazo cerrado por sus ventajas son muy
utilizados tanto en 1la industria como en el hogar, donde podemos

mencionar algunas aplicaciones muy conocidas, por ejemplao los
refrigeradores, 1os calentadores de agua automaticos (Boilers), los
sistemas de alimentacidén de agua hidroneumiticos, sistemas de

acondicionamiento de ambiente o clima artificial, etc.

Comparacion entre Sistemas de Lazo Abierte y de Lazo Cerrado
No se puede decir gque un sistema s definitivamente mejar ague
otra. ya que mucho depende de la aplicacidn. Los dos sistemas se
aplican mucho en la practica £ incluso algunas veces se combinan en un
mismo sistema de control =1 lazo abierto y el lazo cerrado. ’
Con g1 fin de comparar ambos sistemas analizaremos las
caracteristicas de unoc y otro en el siguiente cuadro:

Sistemas de Lazo Cerrado Sistemas de Lazo Abierto

l1.- Se recomienda usarlos cuando el 1.- Se recomienda usarlos solo
sistema estara sujeto a pertur-— cuando no haya perturbacidn.
baciones internas o externas.

2.— Tienen capacidad para corregir 2.— No tienen capacidad para
errores o autocorregirse. autocorregirse.

J.— Se pueden utilizar componentes 3.— Se tienen que utilizar
no muy exactos y por lo tanto componentes muy exactos vy
econémicos. por lo tanto caros.

4.—- Es posible que se presenten 4.- No hay ningdn problema con
problemas con la estabilidad la estabilidad.

por su tendencia a corregir
los errores, lo cual puede
provocar que el sistema oscile.
S.— Su diseho generalmente es mas S5.— Bu disefio es relativamente
tomplicado. sencillo.



Ademis de los sistemas de control de lazo abierto y cerrado en 1a
teoria del control se manejan otros conceptos de sistemas. came los
sistemas de control directo e indirecto, sistemas de control adaptados
y sistemas de control con aprendizaje.

Sistemas de Control Directo e Indirecto.— Para lograr mejores
resultados en el control es necesario siempre tratar de medir vy
retroalimentar la variable deseada en forma directa. por ejempla la
temperatura, la presién, la velocidad, e2tc. Sin embairgo en el caontrel
de procesos algunas veces se desea medir y controlar por ejemplo la
calidad de un producta, lo cual puede ser un problema dificil ya que
no es facil encontrar un medidor de calidad, por 1o gque se deberan
medir vy controlar en este caso las variables mas directamente
relacionadas a la calidad del producto.

Sistemas de Control Adaptados.— Cuando un sistema de control tiene
mucho tiempo trabajando, es posible que algunas componentes sufran
deterioro o desgaste. Si el sistema tiene capacidad para adaptarse a
las nuevas condiciones y trabajar satisfactoriamente, se dice que este
es un sistema de control adaptado. Este tipo de sistemas logicamente
son de mucha calidad y gran confiabilidad ya que facilmente se adaptan
a las condiciones del sistema.

Sistemas de Control con Aprendizaje.— Muchos sistemas de control de
lazo abierto se pueden convertir en sistemas de lazo cerrado colecando
a un hombre que sirva de retroalimentacidén, sobre todo en casos en
donde la variable de salida sea dificil de medir con algun aparato.

Al considerar a un hombhre como parte del sistema de control, se
complica 21 problema de escribir wuna ecuacidn que represente la
operacién que realiza el hombre. Unoc de los factores que complica =1
problema es la capacidad que tiene el haombre para aprender, ya que al
ir adquiriendo experiencia 1la persona se convierte en wun mejor
elemento del sistema de cantrol. Este tipo de sistemas que tienen
capacidad de aprender recibe 21 nombre de sistemas de control con
aprendizaje.

Para terminar con éste tema diremos que los sistemas de control se
pueden clasificar de 1la siguiente forma:
a) Sistemas de Control Lineales y No Lineales.
b) Sistemas de Control Invariante en 2] Tiempo vy
Variante en el Tiempo.
c) Sistemas de Control de Tiempo Continuo y de Tiempo Discreto.
d) Sistemas de Control de una Salida y de varias Salidas.
e) Sistemas de Control con parametros concentrados y
con parametros distribuidos.
f) Sistemas de Control Deterministicos y Estocasticos-



a2) Sistemas de Control Lineales y No Lineales.— Son sistemas lineales
aquellos cuya operacidén se puede representar por medio de ecuaciones
lineales. Desgraciadamente la mayoria de los sistemasde control gue
se tienen en la vida real son noc lineales. Sin embargo aungue un
sistema sea no lineal, frecuentemente sp puede convertir a lineal
cuando se opera en un cierto rango limitado. A éste procedimiento se
le llama linealizacidn de sistemas no lineales y mas adelante se vera
un procedimiento matematico para ello. Es muy importante tratar de
linealizar un sistema ya que su estudio y analisis es mas sencillo
debido a que solo a los sistemas lineales se les puede aplicar el
principio de la superpasicidén y el de la proporcionalidad.

b) Sistemas de Contrgl! Invariantes en eltiempo y Variantes en el
tiempo.—-Son sistemas invariantes en el tiempo aquellagos cuyas
ecuaciones matematicas o modelo matematice no cambia con 21 tiempo vy
variables son aquellos cuyo modelo si se modifica al cambiar 21
tiempo. En forma genetral se puede decir que en las sistemas variantes
en el tiempo., la forma de la ecuacidén o sus coeficientes dependen de,
a son funcidn del tiempo, mientras que en los sistemas invariantes,
las ecuaciones son independientes del tiempo.

c) Sistemas de Control de Tiempo Continuo y de Tiempo Discreto.— Enun
sistema de control de tiempo continuon, todas las variables son funcién
de un tiempo continuo, por ejemplo la medicidédn de valtaje o corriente
con un multimetro en forma analdgica. En los sistemas dg control de
tiempec discreto, lag wvariables son conocidas scolec en instantes
discretos de tiempo. por ejemplo cualguier medicién digital o en forma
de tren de pulsos.

d) Sistemas de Control de una entrada y demgltiples entradas.— Un
sistema de control simple tiene una sola entrada vy wna sola salida.
Cuando un sistema de control es mas grande vy complejo, puede tener
gran cantidad de entradas y salidas, por ejemplo un sistema de control
de procesos industriales, donde se requiere controlar temperaturas,
presiones, velocidades, posiciones, etc.

e) Sistemas de Cantrol con parametros concentrados Yy parametros
distribuidos.—-Los sistemas de control con parametros concentrados son
aquellos que se pueden representar por media de ecuaciones
diferenciales ordinarias, par ejemplo al plantear ecuaciones para un
circuito eléctrico, en el que se consideran concentrados los paraime——

tros resistivos, inductivos y capacitivos.

Loz sistemas de control con parametros distribuidos son mas
complicados y reguieren para su representacién de ecuaciones diferen——
ciales parciales, por ejemplo al plantear ecuaciones para un circuito
eléctrico en el que se considera gue la resistencia, la inductancia vy
la capacitancia estan distribuidas en todo el circuito.
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f) Sistemas de Control Deterministicos y Estocidsticos.- En los
sistemas de control Deterministicos, siempre 1la respuesta a una
entrada se puede determinar con seguridad, por lo que se puede decir
que la respuesta es predecible y ademdis repetible. Pero cuando 1la
respuesta a una entrada no se puede predecir con toda seguridad, el
sistema de control se dice que es EstocaAstico, por lo que su respuesta

en @&ste caso solo es probable. Los sistemas Estocisticos tambien se
les llama probabilisticos.
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1-5
EJEMPLOS DE SISTEMAS DE CONTROL.

Se presentarin a continuacién algunos ejemplos de sistemas de
control utilizados ampliamente en la industria. El objetivo de ésta
seccidén es que el estudiante gque se jinicia en el estudio de los
sistemas de control, vea aunque sea en forma muy general y superficial
algunas aplicaciones importantes de los sistemas de control de
velocidad, presidn, temperatura, posicidén,etc.

Sistema de Control de Presién y Temperatura.- Como es ya
conocido, en las ollas de cocimiento 2 presidn, debido a la presiédn
interna, los alimentos requieren menor tiempo de cocimiento, con el
consiguiente ahorro tanto en tiempo como en combustible.

Este mismo principio es aplicado a nivel industrial en hornos de
recalentamiento y de fundicidén, incrementande la presidédn interna Yy
reduciendo el tiempo de calentamiento y la cantidad de combustible.Si
a nivel domestico ésto representa un ahorro al consumir menos
combustible, a nivel industrial el ahorro que se logra es mayor ya Jque
los consumos de combustible son mucho mayores.

Coatrol

Elemento
medidor de
presibn

Rcoonador
Combustible
ite PIII IS ISP IEITETITISY | ﬁmlldat
Fié?s Control de Presién en un Horno

En la figura se representa el diagrama esquemdtico de un horne de
recalentamiento en donde se desea controlar la presién interna a
cierto valor. El valor de la presidén deseada se ajusta en el control
por medio de una perilla, siendo ésta l1la seflal de entrada de
referencia para el sistema.

A medida que el horno se va calentando, los gases de combustidn y
el calentamiento van aumentando la presién interna paulatinamente. En
estas condiciones 1la vdlvula reguladora permanece cerrada para
incrementar la presidn y el elemento medidor de presién envia la sefial
de retroalimentacién al control para establecer un error, de la
comparacién de ésta sefial y la de referencia.

A medida que la presiéon interna se va aproximando a la presidn
deseada, el error va tendiendo a cero y el control daria una orden al
accionador para abrir un poco la vidlvula reguladora y evitar gque la
presidén saobrepase el valor deseado.
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Este control, por lo tanto se encarga de mantener la presidén
interna del horno a tin valor c¢onsztante © nominal de disefio.

De acuerdo ¢on las leyes del gobierno mexicano y por seguridad
para todos, estos equipos industriales que trabajan a presidén, deberan
contar con vdlvulas de alivio ajustadas a una presidn un poco arriba
de la presiéon normal de disefio. Se entiende que las vdlvulas de alivio
solo deberan trabajar en caso de falla del sistema de control, por lao
que se considera esto como una situacidn de emergencia para evitar la
explosidn del equipo y posibles accidentes al personal.

Asi como se controla la presidén, tambien se puede controlar en
forma seme jante la temperatura del herno. Algunos procesos
industriales requieren del calentamiento gradwal o sostenido de
materiales, y esto se puede lograr con un contrel de temperatura.

Cuando la temperatura que se desea obtener es constante, el
control es semejante al de presién ya analiszado. Sin embargo cuando el
proceso de calentamiento debe seguir cierta secuencia, el control es
mis complicado ya que se requiere programar los camhios de temperatura
de acuerdo con la secuencia deseada.

Para controlar la temperatura a un valor deseado, se ajusta dicha
temperatura como seffal de referencia en el conitrol y con un termopar
se mide y se retroalimenta la sefial de la temperatura real dentro del
horno. De la comparacidn de estas dos sefiales, se tendra una sefial de
error que sera la base para controlar la temperatura, controlando en
tal caso la cantidad de combustible que se alimenta al horno.

Sistema de Control de Velocidad.- La figura representa el diagrama
esquemdtico del regulador de velocidad de James Watt.
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1-6 Sistema de Control de Velocidad

Fig.

El alma del sistema de cantrol es un mecanismo de esferas que al
girar por accidn de la fuerza centrifuga se alejan o se acercan a su
eje de giro.

La velocidad deseada se fija mediante wun tornillo que esta
colocado en la parte superior del diagrama, lo que constituye el punto
de ajuste o sefial de referencia.

El mecanismo de esferas estia acoplado mecanicamente al eje de 1a
turbina de vapor para gue su velocidad sea igual © proporcional a 1la
velocidad gue se desea controlar.



Cuando la velocidad de 1la mdquina sobrepasa el valor deseado, las
esferas se alejan del eje de giro debido a la fuerza centrifuga y <ste
movimiento finalmente proveca un estrangulamiento de la vilvula de
vapor, reduciendose la velocidad.

Al contrario, cuando la velocidad de la miquinabaja de su valor
nominal, las esferas se acercan al eje y ¢ste movimiento provoca la
apertura de la vdlvula de vapor para aumentar la velocidad.

A pesar de que éste sistema tiene ya casi 200 afos de haber sido
inventado por James Watt, para controlar su famesa miquina de vapor,
en la actualidad aun se sigue utilizando para controlar la velocidad
de cualquier sistema de rotacién, por ejemplo turbinas hidrdulicas, de
vapor, de gas etc.

Sistemas de Control Numérico.-~ Este tipo de control es ampliamente
usado en la industria para controlar los movimientos y posiciones de
gran cantidad de midquinas industriales. En este caso el sistema se
aplica a un torno cuycs movimientos pueden ser programados para gue se
fabrique cualquier pieza.
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En el diagrama indicado en la figura,la seffal de entrada es
un programa que se puede elaborar en una cinta perforada, una cinta
magnetica o un diskette.

Dicho programa es elaborado por un operador que le sefiala por
medio de claves, los movimientos que la migquina debe realizar para
elaborar la pieza deseada. Esta informacidén se lee y se graba en una
lectora. La lectora electrdnica va proporcionando informacién en forma
de tren de pulsos al control, el cual tiene dos entradas.

En un principioco cuando se inicia 1la operacidn del sistema, 1la
posicidn de la herramienta es cero, sefial gque se retrcalimenta al
control, por lo que la unica seffjal en el control es la de la lectora.

La salida del control se aplica a un convertidor Digital=-Analdgico
que convierte el tren de pulsos en un voltaje continuo proporcional.
Este voltaje se aplica al sumador y de ahi a un amplificador ya que en
el control se manejan voltajes de sefial pequeRos. Una vez amplificado
el voltaje se aplica a un motor que finalmente mueve la cabeza
cortante a la posicidn requerida. Esta posicidén de 1la cabeza es
constantemente retroalimentada atraveds de un convertidor
Analdgico-Digital para comparar con la seflal de entrada.



Se requiere el convertidor Analdgice-Digital para poder comparar
la sefial de tren de pulsos de la entrada con una sefal de la misma
naturaleza (pulsos? en la retroalimentacién.

Generalmente este tipo de sistemas es de respuesta muy rdpida, por
lo que en un segundo, el sistema puede retroalimentarse y corregir la
posicidén de la cabeza cortante B0 veces o mis.
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Sistemas de Conttrol por Computadora.- Eu Las ultimes afios se ha
venida desarrollando la aplicacidn de computadoras para el control de
procesos industriales. En seguida se analisars la aplicacién de una
computadora para controlar el proceso en un Alto Horno.

Monclova Coahuila es de las pocas ciudades no solo a nivel
nacional sinoc a nivel mundial que cuenta con una empresa sidertdrgica
que tiene varios: Altos Hornos{en México sdélo existen Altos Hornos en
Monclova Coah. Yy en L&zaro Cardenas Michoacan). Estos equipos son de
proporciones gligantescas pues tienen una altura aproximada de 75
metros y procesan cantidades enormes de materias primas continuamente
durante las 24 horas del dia y los 365 dias del afio. Para darnos una
idea de las cantidades de materias primas gque se manejan par dia
citaremos las siguientes cifras: Un Alto Horno moderno ¢ por ejemplo
el Alto Hornoc No 5 de la Sid. No 2) tiene capacidad para producir
aproximadamente 4000 toneladas diarias de arrabio o acero de primera
fusidn, Yy debido al proceso de fundicidn, debe ser mantenido
funcionando permanentemente. ’

Gazes

1 —‘ri‘ < -——?——-
Minerat de | 2 o— — | R e
b 3 D10 S
&) a 11T, re :
P Vi, A Alty N
e ik A p% homa b
Pisdra cain ' '
: i
|
Awg ¢atante o v —te —0—:—-—- Escona
Yapu T by - —Q—— Lolada dv
- 3 3 o L s
e J T i : | [TERA] ! :
[} (YRR R | '
[ ] sl 1 h
NLLLVE Pen 2=
F— [Pt et
el
REES
- LA
e Mo —at— —ad B
o--J.j:}mw
Masde —a~ Computadors | = =7 "2
::::-_'-} Enredas de
[ relerencis

Fig 1~-8 Control de un Alto Horno por Computadora

Para producir una tonelada de arrabio se necesita alimentar por la
parte superior del Horno € tragante) aproximadamente 2 toneladas de
mineral de hierro, 1 tonelada de coque ( carbdén cogquizado) y 172
tonelada de fundente. Ademds se necesita alimentar por la Dona unas
4.5 toneladas de aire caliente. Este aire es calentado en estufas
especiales de gran tamafio antes de.introducirlo al Alto Hornao.
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El calor para el proceso se obtiene de la combustion del conque, .-

la cual se produce mondxido de carbono gaseoso. Este gas, junio con el
coque reducen en €l Alto Horno el mineral de hierro, mientras gue la
piedra caliza actua comuo fundente formando la escoria con tadas las
impurezas del mineral. El hierro fundido o arrabio escurre atravds del
colchédn de aire de las toberas y ocupa el fondo del horno llamado
crisol, mientras que la escoria formada por las impurezas flota en la
superficie del crisol. Periodicamente <e vacia primero la escoria
através de un orificio llamado piquera de escoria, hacia un lugar
llamado piletas de escoria, en donde se enfria la escoria con agua
rociada para posteriormente tirarse en camiones en algun otre lugar
alejado de la planta. Luego se vacia el arrabio peor otro orificio
llamado piquera de arrabio por medio de canales especiales hacia
carros termo que conducen €l arrabioc al siguiente proceso que es el de
aceracidn.
En virtud de 1la cantidad tan enorme de materias primas que se
procesan continuamente y de que la presencia de impurezas como el
carbono, manganeso, silicio, azufre, fosforo etc, depende de 1la
composicién del mineral, del coque ¥y de la caliza utilizades, es
bastante dificil que una sola persona pueda controlar la composicion
quimica del arrabio que se obtiene en cada celada del Alto Horno.

Ademds hay una gran cantidad de informacién que se maneja en la
operacié¢n del Horno, por ejemplo las temperaturas en ditferentes puntos
del horno, la presidén interna, los andlisis quimicos del arrabioc y la
escoria, andlisis quimicos del gas Alto Horno, las cantidades de
materiales alimentados, las cantidades de aire, vapor, oxigeno etc.

Hasta hace algunos afios, los Altos Hornos eran operados por una u
varias personas que de acuerdo con su experiencia de varios arios,
daban ordenes para indicar la mejor forma de trabajar el Horno y poder
llegar a obtener arrabio de cierta calidad. Actualmente con el control
por computadora, se introduce periodicamente a la misma gran cantidad
de informacidn que se va obteniendo sobre la composicién del arrabio,
la escoria, los gases y las temwmperaturas Yy presién del horno. La
computadora con toda esta informacidn realiza complicados célculos
para determinar las cantidades optimas a alimentar y los ajustes en
temperaturas y presidén, para lograr la calidad deseada en el arrabio.

Para este tipo de procesos en donde intervienen tantas variables,
tanto de entrada como de salida, hay necesidad de establecer modelos
matemdticos, partiendo para ello de las experiencias de personas
conocedoras del proceso y que nos sirvan de base para la programacidn
de la computadora. Desarrollar los modelos matemdticos puede ser un
problema dificil porque no se conocen con precisidn todos los factores
gue afectan el proceso y su dindmica. Ademds tambien es dificil 1la
medicidn de todas las wvariables requeridas para el control por
computadora, en cuyo caso es heéecesarioc que dichas variables sean
estimadas aplicando métodos estadisticos.
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1-0 Kequerimientos Generales de un Sistema de Contiroal.

Para que un sistema de control cualquiera pueda ser utilizado w=n

la prdctica tiene que cumplir basicamente con tres requerimientos:

1) Estabilidad Absoluta

2) Estabilidad Relativa

3> Exactitud
Estabilidad Absoluta. - Significa que el sistema tiene que ser capaz de
obtener una respuesta estable, apesar de las perturbaciones gque se
presenten. En los siguientes capitulos se vyera como determinar
matematicamente la estabilidad o inestabilidad de un sistema.
Estabilidad Relativa.- No basta con tener estabilidad absoluta, en un
sistema tambien es importante que la respuesta estable se aobtenga 1lo
mids rapidamente posible. Algunas veces un sistema puede ser estable
pero estid muy cerca de perder la estabilidad, por lo gue se debe
calcular la estabilidad relativa, mediante la aplicacidén de criterios
y métodos apropiados.
Exactitud. - Es muy importante que el sistema pueda reducir a cero o al
minimo valor posible los errores. Se estudiaran para ello algunos
criterios de error.

Si un sistema cunple con estos requisitos se puede utilizar, de
otra forma si no cumple habrd necesidad de modificar algo en el
sistema para poder aplicarlo en la prictica.

No siempre se puede cumplir con todos 1leos requisitos en un
sistema, por ejemplo la estabilidad relativa razonable y la exactitud
en regimen permanente tienden a ser incompatibles. Al mejorar un
requerimiento, el otro tiende a empeorar, por lo que es necesario al
proyectar un sistema de control establecer un compromiso entre los dos
requerimientos. '
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CAPITULO 2
LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

2=1.~ Introduccion

La gran mayoria de los sistemas de control se pueden representar
matematicamente por medio de wuna o varias ecuaciones diferenciales,
por lo que es muy comun el tener que resgolver éstas ecuaciones para
poder calcular la respuesta de un sistema de control. La Transformada
de Laplace desarrollada por Pierre Simon Laplace (1749-1827),
constituye un métode wmuy poderosc para resolver todo tipo de
ecuacionss diferenciales, por lo que es una herramienta o base
matemitica indispensable para estudiar sistemas de control y es 1la
razén por la que se incluye este tema de las matemidticas en todos los
cursos de Teoria de control para personas que se inician en ©sta area
de estudio. Sin tener esta base matemftica, dificilmente se pueds
analigar un sistema de control desde 21 punto de vista tedriceo gque se
requiere en ingenieria.

La Transformada de Laplace s un m€todo operacional gue consiste
en convertir las ecuaciones diferenciales que estan en funcion del
tiempo a otra funcidn, llamada funcidn compleja “s™. La wvariable
compleja "s",se denomina asi porque comoe cualquier ndmero complejo
estid formada por dos partes, la parte real y la parte imaginaria. Esta
transformacidén se puede realizar en dos formas distintas, aplicando la
llamada integral de Laplace, (lo cual constituye el mé€todo riguroso de
las matemdticas), o aplicando las tablas de la Transformada de Laplace
Cgque es un procedimiento mds prdctico el cual se utiliza mds
ampliamente para resclver problemas por éste méteodod.

Una vez transformada una ecuacion diferencial, =sta se convierte
eén una ecuacidn algebraica, es decir las derivadas desaparecen en el
nueva plano complejo de “s* y la ecuacidn es wmucho mis facil de
mane jar y resolver.

El transformar una ecuacidvn diferencial por Laplace es como si
nuestro problema en funcién del tiempo o en el plano del tiempo (en el
cual 1a solucidn es dificil), lo trasladamos al plano de la variable
comple ja "s'", donde paradojicamente nuestro problema se puede resolver
en una forma relativamente miAs sencilla.

El procedimiento de la transformacidén se utiliza en otras areas de
las matemfticas para hacer mds sencillos algunos calculos. Por ejemplo
mediante la aplicacién de los logaritmosCque es una transformacién
matemdtica) las operaciones de divisién se convierten en restas y la
multiplicacidn en suma.

Una vez resuelto el problema en el plano complejo hay necesidad de
regresar de nuevo al planc del tiempo, que es donde tenemos realmente
el problema. El procedimiento utilizado se denomina la Transformada
inversa o antitransformada de Laplace, lo cual se logra utilizando las
tablas de la Transfomadade Laplace en sentido inverso. Esto dltimo es
muy semejante al procedimiento iInverso gque se realiza con los
logaritmos, llamado antilogaritmo.
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La Transformada de lLaplace nos proporciona muchas ventajas ya oque

nos permite predecic el comportamiento de un sistema de control,
utilizando para ello tecnicas grdficas o mdtodas de respuesta a la
frecuencia gue @ se veran en capitulos posteriores. Ademas ta

Transformada de Laplace nos resuelve completamente una ecuacidn
diferencial, ddndonos simultaneamente la respuesta transitoria y 1la
respuesta en estado de regimen permanente de un sistema de contraol.

Breve repaso de numeros, variables y funciones complejas.- Antes
de entrar de lleno a la Transformada de Laplace de una funcion del
tiempo f(Ct), es necesario refrescar un poco algunos conceptos de
ndmeros, variables y funciones complejas.

Un ndmero complejo se define matematicamente como un ndmero que
tiene dos partes, la parte real y 1la parte imaginaria. Muchos
estudiantes piensan gque los ndmeros complejos son muy dificiles de
manejar ya gue asocian el nombre que se les did (complejos) con la
forma de operarlos. Sin embargo asi como se les llamc complejos se les
podia haber llamado ndmeros simples o ndimeros sSencillos, por lo que es
conveniente eliminar de una vez por todas el tabd que pueda crear el
nombre de ndmeros comple jos.

Los ndmeros complejos se pueden representar de tres formas
diferentes:

a} Forma Rectangular
b> Forma Polar
. ¢) Forma Exponencial

En la forma rectangular el nuUimero complejo se expresa en dos
partes, su parte real y su parte imaginaria. La parte real se expresa
por un numero real simple y la parte imaginaria sSe expresa por un
ndmero real precedido de la letra "j", donde la letra "j" equivale a
Y-1 . Por ejemplo en el numero complejo (3 + j4), la parte real es 3 y
la parte imaginaria es j4.

En la forma polar el ndmero complejo se expresa por medio de tma
magni tudy un dngulo, por ejemplo Aé¢ »en dende "A" es la magnitud y
@ es €1 ZAngulo. Se puede transformar facilmente de 1la forma
rectangular a la polar o visceversa ultilizando las siguientes
formulas:

Forma Rectangular Forma Polar
o+ jw A/
= ACosp = A Seng A ={conZicar’ b =CTan ‘wre

La forma exponencial de un ndmero complejo se expresa por medio de
una magnitud y una cantidad exponencial, por ejemplo A e, donde A es
la magnitud, igual gque en la forma polar, "e" es 1la base de los
logaritmos naturales ¥y el angulo 8 es generalmente expresado en
radianes. Para transformar de la forma exponencial a la rectangular se
puede utilizar la formula de Euler que establece lo siguiente:

Ae® a2 ACCoso + § Send 3 = & 4 §
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Las variables complejas 21 jigual gue lus nfdmeros cowmple jos tienen
una parte real y una parte imaginaria. La variable conpleja se
representa por la letra "s", la componente real con 1la letra '"'a" y la
componente imaginaria "jw", o sea s = ¢ + jw. Se puede representar
una variable compleja s por un punto en el plano complejo s=. En 1la
figura 2-1 se representa el planc complejo y un punto s=0 + jwf

imj} Plane Gis)
Juwl Placo 3
6’ ------ G
L]
Juyf=m——— -5y H
' 1, Patatrrd
: 1
G"__ 0] i
0 T ~:; ¢ _,é. Gy Re
L]
H Hegavvy
)
oy CA— o

Fig. 2-1. Plano complejo con un punto representativo

Una funcién compleja, al igual que los ndmeros y las variables
complejas, tienen una parte real y una parte imaginaria. La funcidn
compleja G(s) tiene una parte real Gx y una parte imaginaria jGy, o

sea G(s) = Gx + jGy. Las cantidades Gx y Gv son cantidades reales. Al
igual que los ndmeros complejos, la magnitiel de una funcidn compleja
queda determinada con las siguientes rvelaciones:la magnitud de una
funcidn compleja estia dada por {Gx + Gy y el angulo € = Tan_1CGw,/Gy).

El complejo _conjugado de una funcidn compleja GIs)=Gx + jGy se
representa como G(s2 y es igual a Gx - JGy. De acuerda con lo anterior
una cantidad compleja y su conjugada tienen la misma parte real, pero
la parte imaginaria cambiada de signo.

Derivada de una Funcion Compleja.- La derivada de una funcidn
compleja se cobtiene por medio de l{mites como la derivada de cualquier
funcidn real. En seguida se representa matematicamente la derivada de
una funcidén compleja G(s) :

d GCsy)= 1im Gls + 4As) - G(s2 = Jim AG
ds As
As+o Asv»0

Una funcidén compleja G(s) se define conw una funcivn analitica
cuando existe la funcidn en el planc compiejo y ademds existen sus
derivadas. La derivada de una funcién compleja es independiente del
camino gque siga el As. Debido a que el As = Aov + j Aw , el As puede
tender a cero cuando el A¢ tienda a cervo o cuando el jAw tambien
tienda a cero. La tendencia a cero seria entonces paralela al eje
horizontal o vertical.
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Si se deriva la tunmcion comple ja (s) considerando e =1 33 = L0
lo cual significa que el recorrido es paraleloe al eje r=al y jiw es
constante, apareceran inmediatamente derivadas parciales conu  se
representa en la siguiente ecuacidn @

d
- A Gx . A Gy, _ @ Gx . 8 Gy
da Hm Crz—tigz? = 3 = t v

A _po

Si se considera el As = j Aw ,l0 cual corresponde al recorrido
paralelo al eje imaginario, siendo el A una constante, la derivada de
la funcidn comple ja quedard como sigue @

d
«
—=GCs) = dimcA G B Dy oy 9 O OOy

Iguzalando las dos derivadas, puesto que se trata de la derivada de
la misma funcidn compleja, el resyltado seria la siguiente ecuacion de
derivadas parciales :

NS
=20 3 Gy _ I Gy 8 Gx

(v Kod +J a T d w - Ja &)

Si se satisfacen las sigquientes dos cundiciones @

iy @ Gy 2 Gy . @ Gx

ZaN I T ¥ J = 7S )

la derivada de la funcidn compleja dG(s)/ds gqueda determinada
uni vocamente. Estas dos condiciones en las matematicas son conocidas
como las condiciones de Cauchy-Riemann.

A manera de ejemplo y para aplicar las condiciones de Cauchy a una
funcidn compleja, se vera si la funcidén propuesta cumple con estas
condiciaones.

Bl ey

Como primer paso para poder aplicar las condiciones de Cauchy, se
debe de obtener los valores de Gx y Gy de la funcidn compleja G{s). E1
procedimiento que se utilizara seri primero substituair s =2 & + jo ¥y
posteriormente multiplicar y dividir la funcidn GCs) por el conjugado
complejo del denominador como se indica a continuacion:
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1 1 1 (. =4+ 1 — ju)

e ) = = =

. A s + 1 =+ jw» + 1 (=% 3o #10 C = + I = ] o

= [ + 1 - = fa
Gy & Cor +10° + o Gy = Co +13° 4+ -
8Gx (e 4+ 107 + 0% = o + 101 BCem + 1)1 W = Co o+ 107
a1V (Cor & A" & N> [Cr + 132 4+ 21°
8Gy  [Co + 157 + W 1C~1) + w € ¢ ) W - Co + 122
A (e + 19% & 217 PEes 4 1P° 4 wri®

Como se puede comprobar 2l analigar los resultados de las dos
ecuacionesdiferenciales anteriores, c¢on excepcién del valor de s=-1
la funcidn compleja satisface la primera condicicon de Cauchy-Riemann,
se deja como ejercicio para =1 estudiante 1la comprohacidan de 1ia
segunda condicisn de Cauchy.

Aplicando derivadas parciales, la derivada de la funcion comple ja
G(s) se representa en la siguisnte ecuaciong

dGah || 86w | jOGy I lwt ~ e 197 ) j 2w (= + 1)
ds dc dcr (Cr + 127 + 517 [t + 12° + O7
_ sl + 137 - 2o + 1) + jZw’l _ _-lCe + 10 = jw)”
(e + 127 + W12 [Com + 137 4+ W17
__ e+ 1> - jol® | -lCx + 1) - jel®

(€ + 132 + 32671 7 <UCe + 1) + jellCo + 1) - jwld®

-1 -1

Cr + 1 + jud?© s + 127

Por otro lado derivando la funcidén compleja ©Ges como una

funcidén real, aplicando las fdrmulas de las derivadas comunes tenemos
lo siguiente:
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o 1 _ 0-1(12)__ -1 i
ds (s + 1)~ ¢s + 1) (s + 1)~

=

Resultado gque coincide exactamente con el valor de la derivada de
la funcidn Gas que se habia obtenido anteriormente aplicando
derivadas parciales.

Ya se ha definido lo que es una funcidén analitica, en seguida se
definiran lo que son los puntos ordinarios y puntos singulares en =1
plano comple jo:

Puntos Ordinarios => Puntos del planc complejo en donde la funciocn

comple ja G es analitica.

Puntos Singulares => Puntos del plano cample jo en donde la tancion

compleja Gy no es analitica.

La mayoria de las funciones complejas en la prdctica se expresan
como una fraccidn de la forma siguiente:

k(s + z)(s + z2)

2 (s + p1i(s + pz2)(s + pa’

donde l2 letra K es una constante que representa una ganancia, y los
valores zZi,Z2,p1,P2 ¥ P23 son valores muy importantes llamados ceros y
polos respectivamente de la funcién comple ja.

Cuando s = -Zi, por ejemplo, la funcidén compleja se hace igual a
cero, lo cual ocurre tambien cuando s = —-z2. Por otro lado, cuando el
valor de s = =p1, por ejemplo, la funcidn compleja tiende a un wvalor

infinito. De acuerdo a lo anterior podemos definir Lo que son pnlos ¥
CETOS.

Polos => Son puntos del plano complejo en dond= la funcion
comple ja G tiende a infinito.
Ceros => Son puntos del plano comple jo e¢n donde la funcion

compleja Gs: se hace igual a cero.

En el ejemplo que se ha dado se tienen dos ceros Yy tres polos
definidos. Normalmente casi todas las funciones complejas tienen mds
polos que ceros definidos. Teoricamente wuna funcidén compleja debe
tener igual numero de ceros que de polos, ya que como se verid mids
adelante cuando se estudie el método del Lugar de las Raices, las
gridficas que representan una funcién compleja en el plano complejo se
inician siempre en los polos y terminan en los ceros. Aplicando el
principioco de la filosofia que establece que todo lo gque tiene un
principio tiene tambien un final, deberi haber tantos polos como ceros
en cualquier funcidén compleja. Cuandoe una funcién compleja tiene
mis polos que ceros, se dice que los ceros faltantes existen pero no

se representan porque no estan definidos y por lo tanto se dice que
estan en el infinito.



2-2. - La Transtormada de Laplace.

Pierre Simon, margues de Laplace, famoso astrdnomo y matendt ico
francés, desarrolle la teoria matemdtica que hoy conocemos como 1la
Transformada de Laplace en tiempos de Napoledn en Francia. Ademis de
la Transformada, su obra maestra ha sido Mecdnica Celeste. Por su gran
capacidad matemdtica ha sido calificado como el Isaac Newton franceés.

Matematicamente 1la Transtormada de Laplace se define por 1la
siguiente ecuacidn integral :

_ - x ==t ; - x —-st
Lrecwy = Fesd fo e Tt L[ £Ctd] fo £Ct) e Tdt

donde las literales utilizadas en &#sta ecuacidn se definen como 3

J:= Simbolo operacional que indica que la cantidad que le sigue

-t

ha de ser transformada por la integral de Laplace.f;Oc e T dt

f(td)= Una funcidén del tiempo t tal que f(id = O para t < O .
F(s)= Transformada de Laplace de fCt) .

s = Variable compleja.

Si utna funcidn del tiempo f(td) esti multiplicada por una constante
Y aparec2 en forma general como AfC(i) donde A es la constante, la
transformada de Laplace de Af(t) se podrd calcular as:y :

I[ AfCE)] = AI[ £

Cuando una funcidn del tiempo sea la suma algebraica de wvarias
funciones del tiempo, fi(t), fz2(td...., la transformada de laplace de
esta suma de funciones se calcularid de la siguiente forma :

I[n(u + f20t)] = I[fz(t)] +I[fz(t)]

En seguida se calculara la transformada de laplace de wvarias
funciones ampliamente wutilizadas en los sistemas de control y se
estudiaran algunos teoremas importantes de la transformada. Cuando ya
se tenga cierto dominic en el manejo de la transformada, sSe aplicaran
directamente las tablas de la transformada sin necesidad de integrar
matematicamente. Este Gltimo l1lamado el nétodo de las tablas es el que
mis se utiliza en la prdctica por ser el mds sencillo y el mis rdpido.

Las funciones que se estudiaran en seguida con el objeto de
conocer la funcién y ademds calcular su transformada de lLaplace por el
metodo de la integral de Laplace son la funcidn escalon, la rampa, la
senoide, el pulso,y el impulso.



Funciron Ezcalon. - La runecion escal 2n se puede definir mal emat pcament .

en la siguliente forma:d
rCt?
fC

h

0 para t < O
A = Constante para t > O

En la figura 2-2 se representa graficamente la funcidn escalon. Se
puede observar que antes de cero la funcisn es cero y despues de cerwo
la funcidn es igual a una cantidad constante A. Exactamente en cero la
funcion no estia definida por lo que puede tener cualquier valor entre
cero y A.

fog
A

;
? ~i

Fig. 2-2 Grdfica de una funcién escalsn

En 1la prdctica la funcidn escaldn se puede generar en forma muy
aproximada a la funcidn matemdtica, pero no exactamente igual. La
diferencia estriba en que en la prdctica una funciédn no pusde cambiar
de cero a otro wvalor en un tiempo cerg comg ocurre con la funcion
escalén tedrica. Necesariamente tiense que transcurrir un tiempo por
pequefic que este sea. Sin embargo debido a ¢ue generalmente el tiempo
de cambio es muy pedquelio se desprecia considerandeolo igual a cero.

Un ejemplo prdctico de la funcidn escalén es la aplicacicén de un
voltaje de corriente directa a cualyuier circuite resistivo, pues en
forma casi instantanea el voltaje y la corriente crecen de cere a aotro
valor ya sea positivo o negativo.

Una vez gque ya se conoce la forma, algunas caracteristicas y una
aplicacién prdctica de la funcidn escalén, en Seguida se calculara su
transformada de laplace.

Si fwy = A entonces I[ fw 1 = f @ Ae*s"dt = fcx Ae™l -‘i—‘-‘- 1
1) o s
donde u = -st ) et &
du = =-sdt Fiss =-Arsf e du =—Arssl e s ]o
-d u
dt = —— Fisy ==Arss Lt/ -~ 171 1 = Ars
s = ——21

Funcidn Exponencial . -La funcidn exponencial se puede expresar
matematicamente en la siguiente forma :
f« =0 para t < O

fn = A e para t > 0



Siotoos A@'d entonces I[t"ﬂ‘!= Foor =fr;~. At—.'-"ltl-:-","“-
3

= St § = =X
Fiz) = Af “e AL T Af e( Ha _j
(6] (6]

—-Cx + s)
donde u = —(x + s)t A A
du = - + s2 dt Frzy = = foteudu = - { eu 5
>+ S (] 5T 0
d u
B o se————
dt - + sD
A (o SR S DR
Fizy = = =
M+ S o
Fesy = = (10T = 1a®) ml
s o+ 5

La funcion exponencial que se ha transformado por Laplace, se puede
obtener en la prdctica con la descarga de un condensador. Es
interesante observar gque 1la ecuacidn exponencial! original al ser
transformada se convierte en una fracciéon algebraica relativamente
simple. La forma traccionaria y algebraica del resultado obtenido se
ird repitiendo en las siguientes funciones. Con esto se empieza a ver
gque la transformacion de Laplace convierte una funcicén exponencial en
una funcidn algebraica mas fdcil de manejar.

En la figura 2-3 se representa una grifica de la funcidn
exponencial que se ha analigado. Se¢ puede ver que en t = 0 la funcion
vale A, ¥y conforme crece el tiempo, la funcicn decrece tendiendo a
cero.Si la tuncidén exponencial tuviera signo positivo, se iniciarfa
tambien con un valor A, ¥y al Ccrecer el tiempo 1a funcicn creceria nuy
rapidamente sin limite, 1 que resultar{a ser una tunci on
completamente inestable.

Yol

' ' ¢

Fig. &-3 Grdfica de una Funcién Exponencial
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Furn-1an Pampa. “La tuncion rampa matemat jcamente se preds exprissar e
la siguirent= formas

ree)
I @)

(¢ para

Lt < Q
At para t =2 ©

En la figura 2-4 se representa la grdfica de una funcién rampa. Se
puede ver que la grdfica inicia en cero cuando ¢t = 0 y va aumentando
gradualmente contorma crece el tiempo.lLa funcidn rampa es un plane
inclinado cuya inclinacidn depende del valor de A.Esta funcion es muy
utilizada en los controles electrdnicos de la velocidad de motores
eléctricos industriales, a lvos cuales se les aplica el voltaje en
forma de rampa para gque el wmotor vaya aumentando su velocidad
gradualmente y ne sea sometido a grandes esfuerzes mecinicos vy
eléctricos.

]
Fey

Fig. 2-4 Gritica de una Funcion Rampa FLL) = At

A continuacizcn se calculara la transfermada de Laplacs de
fanci >n rampa:s -

=
[¢¥]

Si fw = At entonces [ fiw] = Fa= :fou‘Ate—SLdt = Afoﬂte "=

Utilizando integracidn Feey = Afudv = A [ uvy -fvdu ]
per partes

at

e
f e =tdt

Antes de substituir los wvalores de u y v en la integracidn por partes
se resolverd la integral para encontrar el valor de v.

donde u = t dv =

du = dJdt v

Si ul= -st

dul= —-sdt v = feu’“[——d—sl-]-‘.] = —I/Sf euldl.ll. = —I/S[eux] =
dt = —?.gu_‘ v = =1s5] e_St]
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Substituyendo los valores de u ¥y ¥ en la integracidén por partes
tenemos lo siguiente:

1 st ~st.
Afuv:lv = A [uv - vdu ] = A [t.(---—s e -ﬁ—s-el S")dt] =
= A [ "t—-e-?'t + Lfe-SLdt [
= s

La integral de la ecuacidén anterior es idéntica al calculo que se hizo
para encontrar el valor de v, por lo que se substituira dicho valor.

t -t 1 1 -st t -st 1 -st &t
= - ey (== o - —— -— e )
A o + s( =e J] A [ = sz(e ]o
2 2
= A[-0 ~0 - CO - 1/5"2] = Ars
2
F(s) = A/s
Funcidn Sencidal.- La funciodn senoidal se define matemdticamente
por la siguiente ecuacidn:
() = O para t<o0
fCt) = A Sen wt para tzo
donde A " es la magnitud o valor maximo de la funcizsn senoidal vy

“w"  es  llamada velocidad angular siendo ambos términos cantidades
constantes.

La funcion sencidal es amnpliamente utilizada en la practica en
todos aguellos equipos que funcionan con corriente elédctrica alterna,
ademds de gran cantidad de equipo electrdnico de comunicaciones, cuya
seffial de transmisién es una senoide (Radio, TV, Radar, Microondasd. Lo
anterior justifica plenamente la importancia de la funcidn senoidal en
una gran cantidad de aplicaciones pridcticas.

La fig. 2-5 representa la forma grdfica de wuna funcién
senoidal, que como se puede apreciar es una funcién periddica cuyo
ciclo se repite continuamente.

A}

G/

0 n

wx
I

al
Y

Fig. 2-5 Graifica de una Funcién Sencidal FCt) = A Sen wt
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de la tmncisn senwtdal se va a
29t NS permit ie
que ya s

Para calcular La Transtormada
atilizar la torma exponenciral del seno ya que
aplicar la transformada de Laplace de la tunci n expanencral

conurida. En seguida Se aplica la intedgral de Laplace.

I[ASenwt] =Aj;aSenwt(e-BL') dt

substituyendo ¢l Sen wt = 217-[ Jot

Fisi= A fo’} [2_1-3.( il % Loy

= A.fde”ws”'dt - A,fae_”wsudt -
2 JJo e j Jo

A A. f e e—(son)Ldt _ ‘A. o e—(sﬂu)tdt =
e JJo 2 j Jo

Aplicando la fdrmula de la transformada de una funci2n exponencial

AL o -¢S+20t A } S
I[ A e P = Afc [ e ]dt = B = tenemos
A 1 A 1
A S ¢ = = - i -
I[ Senvwt ) * Zhe ffe—tiom] ~ote fome |
A Sen wt ] = —o ‘ = P2
li T ae 2 j [ {s = jw ) Cs + jo 2 2 5 ¢ s+ LT
Lo
A —_—
I[ Sen wt | =—z 2

Teoremas de la Transformada de Laplace.
Despues de haber calculado la transformada de Laplace de algunas

funciones del tiempo muy utilizadas en los sistemas de control, es
necesario estudiar varios teoremas relacionados con 1a transformada de
laplace que nos ayudarian a profundizar un poco mi3s en la teoria de 1la
transformada para tener mejores bases y posteriormente aplicar =stos
teoremas cuando veamos el metodo de las tablas de la transformada

que como ya se dijo es mis directo que el método de integracidn que se

ha aplicado hasta ahora.

En seqguida se estudiardn un par de teoremas llamados primera y
segunda propiedad de la traslacion.
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Teorema de la Primera Propiedad de la Traslacion.
Este teorema establece qgue @

“at
Si I[ fary J] = F <= ent.onces I{ et n ] = F s - 2

Para demostrar #ste teorema nos basaremos en la férmula general
la transformada de laplace, que se vi¢ cuando se did la definicidédn de

la transformada.

I[ | LB} } =j:)a e‘ﬂfm dt = F s

I[ ™ fuw ]
I[ e™ fuw ]

£l tecrema de la primera propiedad de la tftraslaciédn se puede
aplicar en todos aguellos casos en dende se conozca la transformada de
laplace de una funcion del tiempo y ésta esté multiplicada por wuna

cantidad expenencial.

de

[}
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(h]
pod
<
52
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que es lo gque se querlia demostrar.

Teorema de la Segunda Propiedad de la traslaci=2n.

El teorema establece que :

Si I[ s Al =CF ess entonces I[ f'v - o] = e P

Antes de demostrar el teorema es importante comprender la
diferencia entre una fi» y una fa-w. La funcién [ es cualquier
funcisn del tiempo que inicia cuando t = 0 , nientras gque la fd-wo es

la misma funcidn del tiempo, pero inicia en t = « .
En 1a figura 2-6 se puede observar graficamente la diferencia

entre las dos funciones del tiempo, una de las cuales se encuentra
trasladada fuera del origen. Si la funcidn es fa+ou, €ésta se inicia
antes de cero, si la funcidn es fw), empieza en cero y si es fw-ow,

la funcidn inicia despues de cero.

)f(‘h"’o }’(}m )P(-l-d);

Lo

r— ¥ | = &
S ; Cbd : (ci

cad

1

Fig 2-6 Funciones del tiempo que inician en diferentes tiempos.
Cad ftrov Cb) fw c) fa-on
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A continuaci‘n se denuectra <l teorema e La cSsaqunda propiesbed o
la Lraslacido e Lo tyanctor mada des Lapl e o

s I ; o R | :
Si P fw ) = f’ e Ttiodt = F oo entunces
i

Y
I[ $ct-o0] fo“’ e S w-udt

para facilitar la integral se hard el siguiente cambio de wariable

g =t - a de donde t = u + = y dbt = du

substituyendo en la integral la nueva variable u , tene=mos:

X —slu+C . 5ot -5 . -z
[ fa-oo] =f; e foodu = e f‘_) fadua = e " Fo.
1 g .

gus s lc que se Jueria demostrar.

Funciaon Pulso .- La funcidn pulseo se puede definir matematicamenls
en la siguiente forma:

A = constante para
fay = 0O para

+ Q
#]

A A
& ot
A A
o

i
¢ %
Fig. 2-7 Grdfica de la funci-n pulso

En la figura 2-~7 se representa una grafica de la funcisn pulso, la
cual inicia en t=0 y termina en t=to.

La funcidén pulso 2l igual que las funcicnhes ya estudiadas tiene
una aplicacidn enorme en todo tipo de circuitos digitales, por ejemplo
en calculadoras electrdnicas, comput adaras digitales, relojes
digitales y una gran cantidad de equipos electrdnicos industriales.

Debido a su dgran aplicacidn en la prictica, es importante conccer
tanto la funcidén como la transformada de laplace de la misma.

Para facilitar el cilculo de la transformada de Llaplace de la
funcién pulso, #sta se representarid como la suma gratica de dos
funciones escaldn. En la fig. 2-8 se representan las dos funciones
escalédn de cuya suma gk”;’t‘ica resulta la funcidén pulso.

. __f Funcidédn Escaldén No 1
- fa = Funcién Escalon No 2
5 I Z‘ Funci-tn Pulsa

'

Fig. 2-8 Formacidén de una Funcidn FPulso
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L= acuserde  Son 12 gr;ﬁt ica 2-48, La funcirSn  pitlco se prapezel-s
representar como la suma e las dos funciovnes ewcal %n.

t:y = tPulsey = f/’Escalon No 1) + {(Eszalon No 2

f«r = fpulsor = Alw) — Ald-ton

La transiormada de Laplace de f« se cobtiene come

I[ firy] = I[Alm] - I[Alft~t3)]
_ A A

-sto A -sto
- ]

E e = —— o = et |3

s s
Como se puede observar, para obtener la transformada de laplace

de la funcidn pulse se necesitd aplicar el teorema de la segunda
propiedad de la traslacidn.

Funcidén Impulse.- La funcidn impulso tiene semejanza con la
funcidn pulse. Se puede decir gque 1 impulsu e un caso limite de la
funcidn pulsc, en donde la magnitud tiende a infinito y el tiempo de
duracidén es muy pequerio, por lo que se dice gque tiende a cero.

La Funcidn impulso <e pueds definir matematicamente en 1

siguiente forma:

" 4 A
i = 11 e patra O/<steid) 1 5
te
Le=e=
= 0 para L=< L < 0O

La fig 2~9 representa una grafica de la funcisdn impulso. n\ella
se puede ver que la maghitud del impulsce s 21 limite de Atz y la
duracién es to. Como el tiempo tiende a cero, la maghitud tiende a
infinito, pero el producto de la magnitud por el tiempo , que es el
area bajo 21 impulso permanece siempre igual a A. Esta area igual a A
es la que nos da en realidad la dimensidén del impulso.

foy

hm %;

=
—-‘P-'{‘,—po {
Fig. 2«9 Grdfica de la Funcion Impulso.
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La funcion impulso se puede aplicar en la practica para cuaalgurer
setial que aparezca y desaparezca en forma repentina, con o una duracion
de tiempo minima.

Se puede calcular la transformada de Laplace de la ftuncicon impulso,
basidndonos en la transformada de Laplace de la funcion pulso gue ya se
conoce, aprovechando la semejanza entre las dos funciones.

Si la transformada de laplace de la funcion pulso es:

I[ Fis § 5l = & 0

s

Entonces la transformarda de laplace de la funcién impulso es
seme jante, solamente habria que cambiarla magnitud que en el caso
del pulsc es A y en impulso es el lim de A/ts cuando to-eO0.

Haciendo los cambios sefialadeos, la transformada del impulso es:

I[ fampulzer] = 1lim —é-— {1 ~ e—sto]
to s

Ltoweon

La transformada de laplace de la funcidn impulseo resulta ser un
limite, Si substituimos 1 wvalor del tiempo tendiendo a cero, o
llegamos aalgun valor definido ya que todo se nos convierte 2
infinito. Con el propdsite’ de obtener un valor definido para_ la
transformada de laplace del impulso, se aplicara la Regla de L Hopital
a fin de romper con la indeterminaci£n. La Regla de L’Hopital consiste
en derivar con respecto a to y por separado el- numerador Yy el
denominador de la funcicon limite. Una vez terminada la derivada, se
substituye de nuevo el valor de ts tendiendo a cero y se comprueba si
se llega a un valor o sigue la indeterminaci$n. En nuestro caso la
aplicacidén de la Regla de L’Hopital serf{a:

d
— -sto
dto [ ACt e 2]
I[ fiimpulsoy] = lim
d
-E-{-C tos 2
to—=0 °
= o 8 = A
S

El resultado obtenido nos dice que la transformada de Laplace de
una funcidn impulso, es igual al area bajo 1 impulso.

La funcién impulso cuya area es igual a la unidad, recibe el
nombre de funcidn impulso unitario o funcidén delta de Dirac y se
representa como &u. Obviamente la transformada de Laplace de la
funcidn impulso unitario es igual a uno.

34



La tancidn tmpil so gue Liens ana nagnitoad ntinita y una doarac dn
ceEro no existe et 1la realidad vy solamente existe en la bLeoria
matemitica. Sin »=mbargeo cualquier sefial que tenga una duracién muy
corta y una magnitud elevada, se puede comparar en forma aproximada a

la funcidn impulso,

Teorema del Cambio de Escala de Tiempos.~ A veces es necesario
modificar 12 escala de tiempos de una funcién del tiempo para poder
calcular la transformada de Laplace con mayor facilidad.

Supongames que conocemos la transformada de Laplace de una fww ¥y
que deseamos calcular la transformada de Laplace de una fit-on. El
siguiente procedimiento matemdtico nos indica como lograrlo:

I[ firon] = j‘a fa s e odt
[=]

para facilitar la integracidén se haran dos cambios de variable:
tr = t x b S = S1/%
t =t y dt = a dts

haciendo las substituciones en funcidn de las nuevas variables:

o Vg € -st a3 iict Bgo A1H Eod)
Z[f:t,\x)] = f faooo e - dt = f fon e 7 Al et 1)

b —31tt
= c'.f faw e dts = 2 Fuisty = o Fow

Transformada de Laplace de las Derivadas.-En virtud de que 1la

mayoria de los modelos matemdticos de sistemas de control fisicos son
expresados con ecuaciones diferenciales, es muy importante estudiar la
transformada de Laplace de dichas ecuaciones. En segquida se calculard
la transformada de Laplace de la primera y de la segunda derivada.

Transformada de Laplace de la primera derivada.- Si tenemos una

funcidén del tiempo tal que:
fay = x entonces f7wy = dxsdt

por lo tanto [ dxsdt] = [frw] = ‘/_';a e Sl wdt

utilizando integracidén por partes :

u = e dv = f*wdt = [dxsdt]dt = dx

du'= -s e dt v = x =
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Substitayenda en la inbtegracidn pot partes :
-3 L =32k
[dxsdt] = uv - f vdu = & S'”ru.:] A —f‘"t:-..»[ -se ~dt]
2 >

-t = o -si
= e fiy - e “fwoy + st e " fwdt
o

= —fttor + sFz = sF2r = fee

Transtormada de Laplace de la Segunda Derivada. - Para demostrar la
fdrmula de la transformada de Laplace de la segunda deriwvada,
tomaremos como referencia la fdrmula anterior de la transformada de
Laplace de la primera derivada. Mediante un artificio matemdtico
consistente en un cambio de funcién del tiempo se obtendra ta
transformada de Laplace de la segunda derivada, apoyindunos en la

primera derivada.
2
o
I{Tz fin] = I [ e gty ]

Siendo g¢>-?ﬁgt':

2 : '
Por lo tanto: I[—%—:z foul s s I[ gie )} & gron

I[‘- ] -~ £

s [ sFe = foy ] = 7w

n
A

2
s Fiy = s for = £

La Transformada de Laplace d¢ 1la tercera derivada y de orden
superior, se pueden calcular siguiendce el mismo procedimiento. En las
tablas de 1la Transformada de Laplace se indica una fdérmula general
para cobtener la transformada de Laplace de la derivada de orden "n'.
Sin embargo se aclara que las derivadas mis usuales en la prictica son
la primera y la segunda que son las que se han calculado.
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Tomando como referencia la transtormada de Laplace (e la primera

derivada, se estudiarin dos teoremas mis , llamados Teorema del Valor
Final y Teorema del Valoar Inicial. Estos teoremas s«e aplican ciando Se
desea calcular el valor de una funcidén del tiempa cuando <=1 Liempo

es igual a cero o cuando ei tiempo tiende a intinito.

Frecuentemente el valor de una funcion del tiempo se hace infinito
o gqueda indeterminada cuando el tiempo es cero o tiende a intinito.
Algunas veces se puede romper ésta indeterminacidn aplicando

alguna de los dos teoremas, ya que el cilculo de la funcidn del tiempo
se realiza en funcion de la variable compleja "“s*

-

TEOREMA DEL VYALOR FINAL.- Partiendo de la transformada de l.aplace
de la primera derivada, se demosirard a continuacicon &ste teorema.

fo"[aij-{ fi] e~ dt = sFe + fuo

Si calculames el limite de la ecuacion anterior cuando s=—=0

tim =S rw] et = lim [sFe - fo)
o ada t

Semm S

debido a que el limite de e %=1 cuande s-= 0O

. fa[c% tarjdt = j‘oc{d fir = o] e fw - f
= = <

por lo tanteo:

», entonces

feon = £z = lim [sSF] <~ Lo
s-¥ O
fCey = 1lim fwo = lim sFe@
1 =y s =)

TEOREMA DEL VALOR INICIAL.-~ Este teorema tiene mucha semejanza
con el anterior e igualmente partiremos de la transformada de Laplace
de la primera derivada para su demostracidn.

fod[ﬁ fr] e»Stdt = sF& = f

Si ahora se calcula el lf{mite de la ecuacidén cuando s—— o, el
termino e se hace igual a cero Yy con ello toda la integral se
iguala a cero. Por lo tanto la ecuacidn quedari como sigue:

0 = Lim sFe = fi&» o lo que es lo mism

o = Lim f) = Lim sF»
L= O S=p
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TRANSFORMADA DL LAPLACLE DE {LAS INTEGRALES. —Como 3Lt imo teor emy de
la Transformada de Laplace, drumstraremos la transtormada de lLaplace
de las integrales,la cual se aplica cuando hay que transformar una
ecuacién integral o integrodiferencial.

Al igual que en los dos teoremas anteriores (del valor final y del
valor inicial) 1la ecuacion de referencia de la cual partiremos sera la
ecuacidn de la transformada de Laplace de la primera derivada.

I[ frlfmdt] = 2

S L
Si gy = f fdt entonces
3

. _dgwa_ d t —
etk fcf(udt =

Aplicando la transformada de Laplace de la primera derivada.

I[Q’m] = s I[gm] - g
I [fw] = s I [‘/'.o"fmdt,] - gley
Fiz» = & I[‘ﬁtfti)dt] - gtn;

Despejando la transtormada de Laplace de la lntegral gue es
lo que nos interesa conocer, tenemos:

. _ F & g o
I[‘/.3 thedt } of + =
I[f Lfmdt,] F s + j: Lot
=] s
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TABLAS DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE-~En las figuras 2-10 y 2-11

hay una lista de fdrmulas de la transfarmada de
que se presentan aquf son las mas usuales en sistemas de control.

Laplace.

) F(s)
1 impulso unitario 8N |
2 escalon unitario 1{1) ]?
1
3 ! 2
-2, 1
4 era! s+a
1 A
5 e G +a?
®
6 sen wr m
7 cos wit # it
8 o (a=1,23...) s
t
9 frgmer =1,2,3,..) G‘;’lﬁ.—f
1
- e —b .
10 A Crac+h
11 1 (be'bl = ae"nl) .——i—
b—a (s +a)(s + )
1 1 : - £
12 Bl + gt - ae) SGCFak+ 8
-- LT £
13 € sen wit (J' + a)). + @
s+a ;
14 =% cos we (;-_;m ¥
15 -]—( t~1 -or . :
2=\ + e si(s + a) '
W P w? &
- T s anl = i FERosFol-
ﬁe"“scn(w,v’l —t—9) i
L NT=102 5%+ 20w,s + wi
¢ = tan ‘——C—
i -Wl-_—-ﬁe“ﬂw sen (w1 ~ {22 4+ @) i _
" é = tan™! VT=1T S T w:).
— . Viere— c_..._._.___..__._,....\._._ STeven GRS T
Fig-

Las

2-10.— Tablas de la Transformada de Laplace.
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1 LIAf() = AFG)
2 ZIN() £ 2(0) = Fi(s) £ Fils)
3 2[4 )] = sF(s) - r00)
4 2. [ 100] = 2R = 102) — fi00)
.z.[d S0)] _saF(:). s""'f(o )
5
donde f(,) = d,k-l [(1)
6 ' ¥, [If(f)dt] = &S) + [wjf(()j’]y=o=
1 .?’:Uf f(r)dr‘dr] =i @ + '[f( )sdr [”ﬂ’) l d’]
8 2[[ - [feoyanr] =E2 4+ 5 I [ e [0y w@n]
5 fe=1
9 Llef@)) = F(s + a)
10 ZIf(r — a) 1 — Q)] = e™*=F(s)
1l 2t /o) = —4£0
12 2[+1@0] = [TF6yas .
1 - #[1(5)] - e Fa
Fig. 2-11.— Tablas ‘_de la Transformada de Laplace.
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EJEPCIMNTOS  DE TRANSFOPMADAS  DE LAPLACE. - A continiacian e

resolyveran algunus e jercicros  de Lla franstormada e Lapl,a e y
aplicaremos para =llo algunas formulas de las tablas  dee  La
transformada y tambien varios {—anremas.Cuiamndo la tdemila de 1a tabla

=5 Lyual fque nuesttro problema, 21 problema e auy sencillo y Se trata
s2lo de substitimtr los valeores del problema gn 13 tormula general.
Pero cuandu nuestro prablema no aparece =2n las fdrmulas, entonce< se
requiere aplicar algun teorema o artificio matemdtico para poder
adecuar nuestro problema particular a las tablas que son de aplicacidn
general.

Ejerciciao ¢-1.~ Calcular la transformada de Laplace de la
siguiente funcion del tiempo:

~21
iy =5 e

Solucidn ¢ Aplicando la Fdrmula de la transformada de Laplace

de una funcidn exponencial:
-5t A 5
Jf[A e 1 = — J?[f&d = F@h»ir:—g-

Ejerciciao 2-2.- Calcular la transformada de Laplace de Pv=t3

~ Solucion : Aplicando la Formula No 8 de la tabla:

86)/. 3 & _ B
Jf[t Y/ = 3 1 ]

s S

Ejercicio 2-3.- Calcular la transformada de Laplace de la
siguiente funcidn del tiempo.
fa=stie™

Solucidn : Este ejercicio lo podemos rescelver en dos formas, una
es aplicando la primera propiedad de la traslacidn y
la otra es aplicando directamente la formula No Y.

Aplicando la primera propiedad de 1a traslacion:

Si [ t3] - . entonces :
- a
- G 30
I[ Stse zv.] - 5x - -
(s + 3) Cs +3)
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En varzud o2 que la maveri{a de  las  rTunciocss  comp
aanssan en slstemas de control son de forma Traccic
S2ra Necesariso OesSComlongr una traccidn compleis grands o 1a sum
TYars &

— = . r'd P ;
varias fracficnes garciaies mds Caguanas ¢ Cues CRACSTLOMAGR LU wSrsa
S1 PoOEmSS 2NCINTIar en ias tablas, =

Las "LRLLlINRS SGMo.S155 e oe Sistogas S copmeos IEBRETEEDTIE
sor de2 13 TSoma
H(s)
Tosy =
"=
. = -~ e
dongds ey ¥ S 320 poiinomics =0 S. v =0 donceE =L Q3o cE Sw ==
mavor qQue 2: de HBe).S:1 21 grado d=E He: =S maveor ous = o= L=
FEAQUASIE FER1LFAF I3 BivV1sidn  3:i0ebralcs  antas  de  Ssssrrolias i1a=
Traceionss parcrislisac,

CTEsS d= descopzon Ccompilias =0 VRATLIS gFracionss
percisies =z pEcesits g& yRicsSs G2l Solincpis s =
depominador. Estas ~3: sS8r 42 ftrsz frons:

&1 distintas
B5i multinlies
adh Coniuasdas
gL =i2aps  ~u= ==
S I TSaRS = -
donGs K Bs und Constant= & a0l L3 gsnancia os: s2Stema, TL.Z2.-.
Im SON i0s CerosS ¥ Pl B2 ...0n. SN E05 pEiss de 1a funcion comoizia.

Desarroilo de Fracciones parcialss cuando iz Funcion compleia Fe
contisne unicaments polos re2ales y distintos.— Cuando s2 srosenta st
tipo d= funcidn compleia, ¥sta s puede repras2ntar camn & Ssu@a a2
varias fraccianes parciales mds simpgles, como sigus:

B ) 22 2N
F= = —=X. 4 L. o+ —D
M=y stpe stp2 s+on

donde ai, az...an son constanti2s  ow =2 pueden calcular,

Como sigue. Primeramentg sz caicula €1 valar a2 a1, aeultaiciicands toda

la funcién complzja por (S+p1) ¥ 58 GACE 5 Ze—0Gi. FPostericrmencs sa
calcula az en forma semejant2. multiniicando Fe per (s+p2! v
haciends 5 = —npa.
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Una wvez obtenidas todas tas constantes ©br. br-1.. ... b1 se
substituyen en la ecuacicn 2-7 v se aplican las formulas adecuadas de
las tablas de la transformada de Lapiace para calcular la transformada
inversa.

A continuacién se resolvera un ejercicino de 1la transformada
inversa de Laplace de una funcidén compleja que tiene polos multiples
con el fin de aplicar el método descrito anteriormente.

Ejercicio 2-B.—- Hallar la transformada de Laplace inversa de 1la
siguiente funciéon caompleia Fie:

sz+ 25 + 3

Fisy = a
(s + 1)

Solucidn: Si ocbservamos el denominador de F& podemocs inmediatamente
darnos cuenta gque la funcidén compleia tiene tres polos en s=—1., por
ser un binomio al cubo, ¥y por 1lc tanto se trata de un caso de polos
miltiples. De acuerdo con lo anterior la Fe desarrollada en wvarias
fracciones parciales queda como sigue:

bz b b2 bi

e R+ 1) " e+ 2 * 1= = 1)

(2—-4)

El primer pasa es el ciiculo de las constantes ba. bz ¥ D1, para 1o
cual se@ aplicaran las férmulas gque ya sE tienen Dara DBr, DOr-1 ¥ o
respectivamente.

ha = br = [Fe(s + 137] A (s%+ B8 +A%) e
s==1 s=-1
d 3 — 2
) = + 3 = S— g Zs = I =
bz {5zl Feis LYy = lggis+ 25 + 30] __
bz = (25 + 2) = 0
sS=-1
2
_ 1 d 3
br = =37 — 3 [Feis + 17
ds
2
1 2 1
—mlT T eyl s =l
LN =

Substituyendo los valores de ba, bz y¥ b1 en la ecuacién 2-4
tenemos:

Fey = = 3 + : Y la transformada inversa es:
(s + 1) (s + 1)
= -8 -l
f = I[Fm)] =I[ 2 9] +I[ L ] = [tz + 1)9-"
(s + 1) (s + 1)
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Carptturo [I1

MooeLos MATEMATICOS ¥ FUNCIONES DE TRANSFERENCIA

3—1.— MODELOS MATEMATICOS

La dinamica de un sistema de control cualquiera, sea éste de tipo
eléctrico, electrénico. mecanico etc, se representa generalmente poar
medio de ecuaciones diferenciales. Para obtener =:stas ecuaciones
diferenciales nos tenemos que basar en las leyes tundamentales ya
conocidas,; por ejemplo en 1la ley de Ohm o0 leyes de Kirchhoff para
sistemas eléectricos o en las leyes de Newton para sistemas mecanicos.

La teoria del control es muy amplia y se puede aplicar a sistemas
de todo tipo, por ejemplo sistemas hidraulicos, térmicos, biocldgicos,
guimicos, econdmicos etc. Logicamente y de acuerdo con el tipo de
Carreras gue se imparten en nuestra escuela. haremcs hincapié en
csistemas de control de tipo mecanico, eléctrico y e2lectrénico.

A la ecuacidn o grupo de ecuaciones diferenciales gque describen
matematicamente el comportamiento de un sistema de control fisico, se
l2 denamina "Modelo Matematico del Sistema'.

Para poder analizar un sistema de control desde el punte de vista
da ingenieria, es necesario primeramente elabarar su modelo matematico
21 cual nos representa en teoria al sistema resal. )

Dbviamente 21 planteamientoc del modelo matematico es un arimer
paso muy importante ya gue todo el andlisis posterior del sistema
descanss sobre la base del modelo matematico seleccionado. De  acusrdo
con 1o snterior s de suma importancia plantear un modela matematice
1o mas apegado a la realidad, para que logs resultados obtenidos deil
analisis tambien correspondan a la realidad esperada.

For lo tantc la sxperiencia de una persaona en dzterminado tipo de
sistemas es muy valiosa para llegar a obtener un- buen modelo
matematico. Una vez obtenido el modelo matematico hay una diversidad
muy grande de técnicas analiticas y computacionales para r2alizar  un
adecuado andlisis al sistema de control.

Siempre cuando se desea plantear un modelo matemitico de un
sistema de control cualquiera, se enfrenta unc al siquiente dilema =
gue tan simple o complicado necesito el modelo, que tan exacto o© que
tanto error se puede tpolerar en el sistema.

El modelo del sistema puede ser sencillo con una o dos ecuaciones
o puede ser complicado con un gran numerc de ecuaciones. Cuando es
simple su solucidn puede hacerse a mano, cuando se manejan muchas
ecuaciones tal vez se reaquieran técnicas computacionales para resolver
el problema matematico.

En general, al estudiar un sistema nuevo, encontraremos que es
deseable primeramente construir un modelo sencillo, lo mas
simplificado pasible, para poder tener una idea general de la
solucidn. Despues ya ton cierta experiencia obtenida en elmodelo
simple se puede plantear un modelo matematico mas complicado con lo
cual se obtendran resultados mas completos y exactos.

n
o



Sistemas Lineales.— El concapto de sistema linesl es nuyv utirlicado
en el lenguaje de las matematicas, pero gue son los sistemas lineales.
Los sistemas ilineales se pueden definir como aguellos en los gue las
ecuaciones de su modelo matematico son lineales. Como la mayoria de
los modelos matemAticos de sistemas de control se eupresan con
ecuaciones diferenciales, s muy importante definir gue es una
ecuacisén diferencial lineal.

Una ecuacidén diferencial es l1ineal s1 sus zpeficisntas son
constantes, funcidén de la variable independiente {t) o de la variabl=
dependiente {(x) a la primera potencia. Se aclara gue en una ecuacidn
diferencial siempre 21 tiempo es la variable independiente y 1a
variable dependiente puede ser %, Y, O 2. generalmente.

Es importante gue un sistema sea lineal porque solaments a los
sistemas lineales se les pusden aplicar los siguientes dos principios:

a) El1 principio de la Superposicidn y
b} El praincipio de la Proporcionalidad.

El principio de la Superposicidén establece gque cuando tz2zngamcs  uUn
sistema de contirol con varilias sefisles de entrada {fupcidn excitlacidcn)
actuando simul taneamente, nodemos caicuilar la salida {funcidn respues-—

ta), trabajando con una entrada a la ves y sumando  las salidas
parcizales obtenidas con cada entraca para calcalar 1a salida total.
Esto nos permite calcular ls respuesia a diversas snitradas, tratando

1na sola entrada a la vezr v sumanco lns resultadps parciale=. Zn pocas
palabras ests principio nos permits analizar sistemas complicados coan
muchas entradas considerandc una sols entrada a la vez, ig cual nos
simplifica el problema.

El principio de la Proporcicnglidad esiablgce2 gue =n cualgui=r
sistema de control lineal la sefal de salida (funcidn respusstal =s
proporcional a la sefial de entrada (funcisén excitacidén). Lo antzrior
significa que =i 1a entrada aumenta. la salida debe de aumentar en la
misma proporcidén. Si la entrada disminuye, la salida logicamente debe
de disminui+ en la misma proporcidn. La proporcionalidad cumpleen  un
sistema de control iineal una relacién de causa—-efecto con las
entradas y las salidas.

Sistemas lineales invariables en el tiempo Yy sistemas lineales
variables en el tiempo.— Los sistemas dinamicos que son lineales
y estan constituidos por componentes concentrados e invariables en el
tiempo, pusden ser representados por ecuaciones diferenciales lineales
invariantes en el tiempo. Estos sistemas reciben el nombre de linez!lss
pvartanzes =n gl Liempo (o lineales con coeficientes constantast, En
seguida se representa una ecuacidn diferencial de un sistema lineal
invariante en el tiempo.

dzx dx
—_——
dt? dt

+ 10 = 8



Los sistemas representadgs por ecuaclrones ditersnclalas, cuvos
coeficientes son funciones del tiempo reciben 21 nambre de i hen.
Lineales varyizles an 21 tizmoos. Esto quiere decir que la ecuaciédn
diterencial en este caso cambia con el tiempo constantemsnte. Se
representa en seguida una ecuacidn diferencial variable en el tiempo.

b4
SLE s ope B g gy = 32
ar dt

Como se puede ver en la ecuacidn anterior, el sequndo términoc
cambia constantemente con el tiempo.

Sistemas No Lineales.—- Los sistemas de control generalmante se
representan matematicamente por medic de ecuaciones lineales, pero la
verdad es que en la vida real la mayor parte de los sistemas son no
lineales. En algunos sistemas lineales tambien dicha linesalidad es
restringida a un determinado rango de operacidn.

La linealidad se pusde perder en un sistema de control, por
ejemplo por saturacidn., cuando el nivel de sefial de entrada o csalida
es muy elevado. Tambien se puede perder la linealidad por habker uans
franja o zona muerta y potr wltimo tamhien se puede perder 1x
linezalidad por algunos componentes cuya operacidn sea propoircional 2
relaciones cuadiridticas o de orden superiar.

La solucidn de sistemas no linsales es mas complicada gque los
sistemas lineales; por lo que se desea siempre trabajar con sistemas
lineaies. La mayoria de las veces aungue 21 sistema sea no lineal, a3
posible linealizarlo aunque sea en un rangao rastringido de operacidn.
Un poco mas adelante se veran algunos wmétodos matematicos para
linealizar modelos matematicos no lineales.

A continuacion en la fig. 3I-1 se representan algunas curvas
caracteristicas de sistemas na lineales.

hd"hﬁ Sehids Jalida}

Em*;aa - LWIZGL_ Eh#&la

Fig. 3-1 Curvas caracteristicas de Sistemas No Lineales

57



o=2.- FOUNCIDONES DE TRANSFERENC A

ta Funcaién de Transferencia de un sistema de control lineal
invariante en el tiempo se puede detinir como la relacion ae 12
Transformada de Laplace de 1la salida (funciéon respuesta; a la
Transformada de Laplace de la entrada (funcién e:xcitacion), supaniendo
que todas las condiciones iniciale#s son cero.

En sequida se calcularia la Funciédn de Transferencia de un sistema
de control cuyo modelo matematico es la ecuacidn dirterencial

L L in=—1) ,
aoy + a1y Foewae T An-1Yy + any =

L , (m—1) ;
= bhox + bax +.ea + bBmeg:t’ + oOmu

En la ecuacién anterior se supone gue "#" gs la sefial de entrada y
"y"* es la sefial de salida del sistema de control. Fara obtener la
Funcidén de Transferencia del sistema de control se calculara 1a
transformada de Laplace con condiciones inliciales igual a cere de 1la
ecuacion diferencial vy después se despeja la relacidn de la saliga a
la entrada. Transformandc ambos miembros de 1la ecuacidn

™ (n—1) .
Aecs Y + =245 Yisy +... + an-ts¥@ + an¥es =

m . tm—-1 .
= bos Xtz + bis Xyt o -2 + bmasX + bDmies

. n m=-1)
Y[ a0+ = c=« * an-1s + an] =
m =43 L .
= X[ bos  + bias +... * Om-15 + Tm]
- ) . ¥y
Funcidn de Tramnsfersncia = G = e =
s
m m— 4
. Y¢sy _ bos '+ bis +... + bm-15 + bm
Bagh: = Xesy n n-1
ass + aas +.-a *+ an-415 + an
Generalmente en una funcidn de transfTerencia el orden del

exponente "n" siempre es mayor gue el exponente "m".

La Funcién de Transferencia de un sistema de control nos da 1la
relacién de la sefial de salida y de entrada. siendo el sistema l1lineal
e invariante en el tiempo. Es importante hacer notar gque aungque 1a
Funcién de Transferencia relaciona la salida vy 1la entrada de un
sistema, ésta no depende nli de la entrada ni de la salida, ya que solo
depende de los caomponentes internos del sistema de control.

Las unidades de la funcién de transferencia seran las gue resulten
de la relacidn de la salida a la entrada del sistema, sin embargo no
nos di& ninguna informacidén sobre la naturaleza fisica del sistema, por
lo que sistemas de rontrol de distinta naturaleza es posible que
tengan la misma funcidén de transferencia.
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Calculo de l1la Funcicon de Transtare2ncia.— Ensegurda 52 calculara ia
Funcion gde Transferencia de algunos sistemas de contral mecanicos /
eléctricos ampliamente utilizades en la practica. El1 procedimiento
general para obtener la Funcion de Transferencia consiste en
desarrollar los siguientes pasos:

1.—- Flantear el Modelo MatemAtico del Sistema gque casi siempre es

una o0 varias ecuaciones diferenciales.

2.- Calcular la Transformada de Laplace de la o las ecuaciones
diferenciales que forman 1 Modelo MatemAtico. suponiendo
candiciones iniciales igual a cero.

.— Hallar la relacién de 1a salida Y(s) respecto a la entrada
A(s). Siendo ésta relacidén la Funcidén de Transferencia.

Como se dijo anteriormente, para plantear 21 Modelo Matematico es
muy importante tener conocimientss sobre 1 sistema en particular que
se va a representar por medio de ecuaciones difsrenciales. For ejsmplio
si se va a estudiar circuitos eléctricos =5 necesario tener
conocimientc de las principales leyes que gobiernan la aperacidén de
los circurtos (Ley de Ohm, Leyes de Kirchhoff, etcs).

Sistema Mecanica d= Traslacién.— Se calculara 1a Funcidén de
Transferencia de un sistema mecanico muy conocido. llamado Sistema
Masa—Resorte—-Amortiguador por ser éstos tres elementos l1os componentes
del sistema. lna de las principales y mas conocida aplicacidén de este
siztema mecanico es 2] Sistema de Suspensidén de cualguier vehiculc
motorizado, llamese carro, camién, tren etc. Todos sabemos gue Ics
carros tienen una cierta cantidad de masa Que s suspende por meOL1IC oS
rasorises v/o0 muelles y amortigusdores de diferentes tipos.

El preopdsito de la suspensidn de un cochea e5 el proporciocnar a sus
ocupantss 1a maxima comodidad posible durante el wviaje, amotiguancs 1o
mas que s=2 pueda las irrzgularidades del camino o carretera.

Los amortiguadores son dispositivos gue proveen mediznte Triccidn
viscosa el amortiguamiento. Consisten en un pistén vy un cilindro
relleno de aceite. Cualquier movimientoc reltativo entre el eje del
pistédn y el cilindro, encuentra resistencia producida por el aceite,
debido a gque éste debe fluir a través de pequefios aorificios gque tiene
el pistén.

En la fig. 3-2 se representa un diagrama esquematico del sistema

Masa—-Resorte—Amartiguador. P22 II T2
X K
™
Fig. 3-2.- Sistema Mecanico *
Masa—Resorte—Amar tiquadaor 9

.
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31 se comparan las ecuacicnes 3—9 y -7 38 pusde ver qu sar. de
forma 1déentica, pues solo las literales son difersntes. De ia
camparaciéon anterior de las ecuacicones se puede obtener el sigulente
cuadro de analoglas fuerza—tension, siendo estos parametrgs los

elementos activos de ambos sistemas mecanico y 2léctrico.

9

Tabla 3—-1 Cuadro de Analogias Fuerza-Tensidén

Sistema mecanico Sistema eleéctrico
Tuerza p (par 1) tensidon e
masa m (momento de inercia J) 1nductancia b
cgeficiante de friccidn viscosa f resistencia R
constante de resorte & reciproca de capacitancia 1/C
desplazamiento x (angulo 8) carga g
velocidad x° (velocidad angular 8°) corriente i

Analogtia fuerza—corriente.— Esta es otra analogia que también se
puede utilizar entre sistemas sléctricns y mecanicos, tomando coma
elementos activos la fuerza en el sist=ma mecanico v la corriente 2n
el circuitop eleéctrico.

Para demeostrar ésta anzalogia nos basaramos 20 los sistemas

mecanico ¥ electrico repiresentados en la Tig. -2 a ¥ b.
p | A - ;
5,. ‘;'z ic * [7
’ X e
L R C
Fig. 3-B a P l

Fig. 3-8 b

Fara el sistema mecanico masa-resorte—amortiguador, el modelo
matemiatico que 1o representa es la misma ecuacidn anterior 3-35.

a2 dx
m - + f ar + kx = p (3-8)

FPara el circuito eléctrico en paralelo y aplicando la ley de
corrientes de Kirchhoff tenemos:

&5




iL + ir + 1c = 1=

1 e de
b omm— ———— = % o
L J edt R + C at is (3—92)
o _ 9y : .
Substituyendo e = en la ecuacidn anterior -9 tenemocs:

dt

1 dy dy 1 | ay _
T gy It * g A g *E 2

Reordenanda la ecuacién se puede escribir en la siguiente forma:

E.d_f._ s 1 dw +==y = is {3—10)
2 R dt L :
dt
Comparando las  ecuaciones I-10 v ZI-8 se puede var que scn

ecuaciones de sistremas analogos. £Esta analogia s2 denomina analoglia
fuerza—corriente. En la tabla 3-2 se representa =21 cuadro de analcgias
camgletc comparando elements por elemento.

Tabla 3-2 Cuadro de Analogias Tuerza-corriente

Sistema mecanico ) ¢ Sistema slécrtrics
fuerza p (par T) corriente 1
masa m (inercia J)} capacitancia C
coeficiente de friccidn viscosa f reciproca de resistencia 1i/R
canstante de resorte k reciproca de inductancia 1/L
desplazamiento x (angulo 8) enlace de flujo magnetico y
velocidad x° (vel. angular 87) tensidén e

Los sistemas anilogos son importantes en la practica ya que nes
permiten simular un sistema analizando otro sistema de naturale:za
distinta. Por eiemplo se puede simular un sistema mecanico mediante un
circuito eléctricoc analogo. Generalmente se prefiere estudiar
circuitos eléctricos anidlaogos porque tienen una serie de ventajas en
comparacidn con otros sistemas comp el mecAnico. El circuito eléctrico
es muy barato, facil de construir, facil para variar cuadlquier
elemento (resistencia variable, condensador variable etc) y se dispone
de gran cantidad de aparatos para medir facilmente cualquier sehal de
voltaje, corriente, forma de onda en oscaloscopio ¢ dibujarla en un
graficador. Se debe tener cuidado al aplicar analogias entre dos
sistemas trabajandc en una regién de operaciéd4n muy amplia, pues se
debe recordar Qque las ecuacliones diferenciales son aproximaciones
matematicas a lo que sucede en la realidad.

&6



S—3.— LINEALIZACION DE MODELOS MATEMATICOS NO LIMEALES.

Como ya se dijljo anteriormente siempre se desea trabajar con
sistemas lineales. Sin embargo la mayoria de los sistemas reales son nag
lineales por lo que hay necesidad de linealizar un modelo aungue sea
en un rango de operacidén peqguefic. A continuacidn se vera un
procedimiento matemAtico para linealizar un modelo no lineal.

La base de este procedimiento s =] desarrolloc de una funcién en
una serie matematica denominada serie de Taylor. 51 tenemos un sistema
de contrel en el que la sefial de entrada sea x(t} v la salida yit). Si
la relacién entre ambas sefiales esti dada por la siguients ecuacidn:

v = f(x} (3—11)

Siendo #®» y y las condiciones narmales o nominales de operacién, 1la
ecuacidén i—11 puede ser desarrollada en serie de Taylor alrrededor de
este punto en la siguiente forma:

_ 1 df - i
¥IF | P = A [Cgh |9 (& — ) + =
X 2

las derivadas df/dx, d®f/dx? .... se calculan en % =

Considerando gue en la ecuacisén 3—~12 la diferencia sntrz ¢ v X 2s
pequefa, dicha diferencia peqguefia elevada al cuadrado seris mas
pequefia, par 1o que 1 término gque tiene la ssgunda deriwvada vy los
siguientes sSg pueden desgrecilar sin incurrir en  muche  2rror. La
ecuacién Z—-12 se simplifica a la siguiente forma:

y =¥ + K(x = X}

o bien y — y = Kix = ¥) (3—-13)
df

dx x=X

f(x) K =

donde ?

iia ecuacidn 3—-13 es una ecuacién lineal de una recta que se obtuvo
de la ecuacisén 3~11 la cual es no lineal. La Unica limitacidn es que
el valor de »x no debe ser muy diferente de x. Lo anterior significa
que el rango de operacién del sistema debe ser estrecho.

A continuacidn se estudiarid un sistema de control no 1lineal cuya
salida es "“y" con dos entradas %1 y x2. La relacién entre la salida v
lag entradas es la siguiente relacidén no lineal :

y = f (x1,%2) {3—-14)
Con el fin de linealizar en forma aproximada el modelo no lineal,

desarrollaremos en serie de Taylar la ecuacidén 3I—-14 alrrededor del
punto normal de operacidn xi1,x2.

&7
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La venltala del Servomobtor Hidedulico oo sembs oae g

peguelia sefial de control gue se aplica eldg it 2
para mover la vilvula piloto,

G electronicam2nta
el sisztema pusis mover ura carga de gran

tamafio. Las principales variables gue entran =1 ju=go 2n el Servomoctor

sctns

@ Cantidad de aceite al cilindro de potencia en kKu/seg.

AF = P2 — P1 = Dif. de Pr=sidbdn sobre 21 pistdn de potancia
en Kg/cmz

Desplazamiento de la valvula piloto = cin.

¢
I

Aceite 2
enyje preydn Orenaje

1 }
| i

\!
CI Vilvels pilotp

x L
— R
C
Comguerts | Comguerta 11
/ Eagqa
|
| | f
4 L T | m
- p— = /
L
/4 e d4

Cifindro dv poteacia '

Fig. 3—% Diagrama esquemdtico de un ser omotor his

L'.L

rdulics

En la fig. 3-% se puede ver que la canhtid=d de aceite 3 depsnde
s

es funcidén del desplazamiento “uw" v de la div. d=2 nresién AP
cicnan las tres variables con la siguiente ecuaci

g8 = f{x, AP)

Se rela—

Si s= linealiza ésta ecuacién trabajiando el sistzma cerca d2l

purnitc normal de gperacidén B, x, AP , la ecus=ion se conviarte en

@~ O = Fa{x — =) — Ez(AP — AF)
donde _ :
8 = flx, AF)

) K1-=-22
Ot Ix=®, AP=AFP
Kz = = 92
FAF | x=%, AP=AP
Para éste sistema en partlcular. 1a condinidn normal de
es ¥ =0 , AF = 0 y @ = 0. For la tanta substituvendo éstas

condiciones naormales en la ecuacién 3-1é6, se abvi isne

O = Kux — EzAR

a2

operacidén
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Fig. 4-2.—- Detector de Error o Sumador.

Caomo se puede ver en la fig. 4-2, el Sumador tiene dos entradas y
una salida. La salida viene siendoc 1la suma algebraica de las
entradas. Cada entrada tiene un signo gue se representa en el sumador.

Normalmente las entradas se representan con las letras R(s) y C(s)
y la salida con la letra E(s). La entrada R(s) es llamada entrada de
referencia, la sefial C(s) es una seffal de retroalimentacién, gue se
campara con R{s) y de dicha comparacién se origina la seffal de salida
E{s) llamada seffal de error.

tas seffales de entrada del Sumador o Detector tienen que ser de la
misma naturaleza ya que de otra manera no se pueden sumar o comparar.

Por ejemplo no podemos sumar una sefial de voltaje con una sefial de
velocidad.

Diagrama de Bloques de un sistema de lazo cerrado.— En la fig. 4-3 se

representa el diagrama de bloques de un sistema de control de lazo
cerrada. A ésta representacién tambien se le llama forma candnica de
un sistema de lazo cerrado. Se le llama lazo cerrado porgque la sefial
realmente forma un lazo al retroalimentarse de la salida através de
H(s) hasta el sumador.

Q(S\ £ 6 C{i)-
()

B

H(r)

Fig. 4-3 Sistema de Lazo Cerrado.

Al blaque G(s) se le 1llama Funcidn de transferencia de lazo
abierto y es igual a @ S(s) = Cis)
E(s)
Al bloque H(s) se le 1llama Funcién de transferencia de 1la
retroalimentacién y es igual a

e - B2}
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Al producto de G(s)H(s) se le llama Funcidén de Transferencia de
Lazo Abierto y es igual a : B(s)

G(s)H{s) = (=)

A la relacién de la salida €{s) y la entrada R(s) del diagrama de
blogques se le llama Funcién de Transferencia de Lazo Cerrado y se cal-—
cula de la siguiente forma. Tomando como base la figura 4-3:

Cis) = GB(s)E(s) (4-1)
E(s) = R(s) - B(s) (4-2)

Substituyendo E(s) de la ecuacién 4-2, en la ecuacidn 4—-1, se
obtiene:z

€(s) = 6B(s)[R(s) - B(s)] (4-3)
Partiendo de la Funcién de Transferencia de 1la Retroalimentacidén,
pecdemos despejar B(s) = H(s)C{s). Ahora substituyendo este valor de
B{s) en la ecuacién 4-3, tenemos:
C(s) = B{(s)[R(s) — H{(s)Ci{s)] = G(s)R(s) — B(s)H(s)C(s)
o tambien C(s) + B(s)H(s)C(s) = B(s5)R(s)
C(s)[1 + B{(s)H(s)] = G(s)R(s)

Cis) _ 5i{s) {4~4)
R{s) 1 + G(s)H(s)

La ecuacidén anterior (4-4) es la Funcidén de Transferencia de Lazo
Cerrado y es de suma importancia en cualquier sistema de caontrol con
retroalimentacién. La Funcién de Transferencia de Laza Cerrado
relaciona la sefial de salida y la entrada del sistema, perc no depende
ni de la entrada, ni de la salida, sino que depende unicamente de 1las
componentes internas del sistema de control que se analice.

De la ecuacién 4—4 se puede despejar el valor de la sefial de
salida C(s) como sigue:

Gi(s)

C(s) = T T B(s)H(=) N(s) (4=30

La ecuacién 4-35 nos indica que la salida de un sistema de control
de lazo cerrado depende de la entrada R(s) y de las componentes
internas del sistema de control. Este resultado es el mds 1ldgico que
se podia esperar.
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Sistemas de Lazo Cerrado Sometidos a una Perturbacién.— Ya se diic con
anteriaoridad que cuando un sistema de lazo abierto se somete a una
perturbacién, ésta afecta adversamente el valor de la sefial de salida,
ya que la perturbacién evita que se obtenga la salida deseada. Pero si
la misma perturbacién se presenta en un sistema de lazo cerrado, éste
tiene la capacidad de minimizar el efecto de dicha perturbacion vy
evitar gque la salida sea afectada.

Esta capacidad de poder absecrber los efectos de las perturbacicnes
de los sistemas de 'lazo cerrado es una de las grandes ventaias que se
tiene al utilizar lazo cerrado en lugar de lazo abierto.

Para demostrar lo anterior se analisatra un sistema de control de

lazo cerrado sometido a una perturbacidn como se indica en el diagrama
de bloques de la fig. 4-4.
NQ)

'ch) . Q'f)

G ey = Gz

ﬁ/a] N

Fig. 4—-4.— Sistema de Lazo Cerrado saometido a una perturbacidén.

Como se puede ver, el sistema de control tiene dos entradas, una
es la entrada normal R(s) o entrada de referencia y 1la atra es una
seffal de entrada indeseable N(s) o perturbacion. Para obtener la
salida total C{(s), se analigari el sistema aplicando el principia de
la superposicidén. FPrimeramente se considerari sélo la entrada R(s) con
lo cual se obtendri una salida parcial que llamaremos Ci(s). Después
se aplicara sélo la entrada N(s) lo cual produciri otra salida parcial
que llamaremos Cz(s). La suma de las dos salidas parciales Ci(s) Y
Cz2(s) nos darad la salida total C{s).

Aplicando solamente la entrada R(s), el diagrama de bloques se
indica en la siguiente figura 4-5.

; <,
j8) - = @
7t Gacy 3

Fig. 4-5.— Diagrama de Bloques aplicando séla la entrada R(s)
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De la fig. 4-5 se puede calcular la funcién de transferencia
Ci(s)/R(s), aplicando para ello la fédrmula de la ecuacidn 4—4.

Cifs) _ G1(s)G2(s) (4-6)
R(s) 1 + Bi(s)Bz(s)H(s)

Ahora considerando unicamente la entrada N(s), el diagrama de
bloques del sistema de lazo cerrado se tiene como sigue:

fVcn (?ZCﬂ

G2 (s)

y

"6;10)4443)

Fig. 4-6.—- Diagrama de blogques aplicando s6lo la entrada MN(s)

De Ia fig 4-6 y aplicando de nuevo la ecuacidén 4-4, la fTuncidén
de transferencia de lazo cerrado gque se abtiene es:

Ca(s) _ Gz(s) (4-7)
N(s) 1 + 61(5)B2(s)H(s)

De las ecuaciones 4-6 y 4-7 se puede despejar Ci(s) y Cz(s),cuya
suma nos dari la salida total C(s).

= . Ba1(s)BG2(s)R{s) + B2(s)N(s) -
C(s) Ci(s) + Cz2(s) 1 + B1(s)Bz(s)H(S) (4-8)

Con el propdsito de minimizar el efecto de la perturbacién N(s) se
hara que |[Bi(s)H(s)|» 1 y [Bi(s)Gz(s)H(s)|» 1 . Si se cumplen éstas
dos condiciones, la funcién de transferencia Cz(s)/N(s), expresada en
la ecuacidn 4-7 se hace muy pequefla, practicamente despreciable.

Por otro lado al substituir las mismas dos condiciones en la ecua-
cidén 4-6, la misma no se elimina sino qQue nos queda en la siguiente
forma:

Ci(s) _ i (4—-9)
R(s) ~  H(s)

La conclusién importante de todo el andlisis anterior es que es
pasible eliminar los efectos nocivos de la entrada de perturbacién, ya
que la salida parcial Cz(s) se puede hacer despreciable, con lo que la
salida practicamente solo dependeri de la entrada de referencia R(s).

Cuando no es posible eliminar una perturbacién se puede eliminar
caai por completo su efecto en la salida. Esta es una de 1las grandes
ventajas que tienen los sistemas de control de lazo cerrado.
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Procedimiento para trazar diagramas de blogques.— Para llegar a
trazar el diagrama de bloques de un sistema de control el procedimien—
to consiste en plantear las ecuaciones diferenciales que representen
matematicamente el comportamiento de cada componente del sistema,lueqo
se calcula la transformada de Laplace de cada ecuacidén suponiendo con-—
diciones iniciales igual a cero y se representa cada ecuacidén vya
transformada en forma de bloques. Finalmente se integran todas los
diagramas parciales de cada ecuacién en un séla diagrama de bloques
completa. '

A continuacién se trazarid el diagrama de bloques de un circuito
eléctrico sencillo RC como el que se representa en la fig. 4-7(a).

R £(s) ] 1(s)
o—AN——r——— 7 il
& ) cx €o Egls)
] : ) L
o \ b)
(o)
A T T Eols)
Va R s -

(s} 1 Eqls)

(c) (d)

Fig. 4-7. (a) Circuito RC (b) Diagrama de bloques de la Ec. (4—12})
(c) Diagrama de bloques de la Ec. (4~1i3)
{d) Diagrama de blogues del circuito completo RC.

Las ecuaciones que representan al circuito eléctrico RC de la fig.
4-7, son:

i=-[ei - edl (4~10)
eo = -é- s idt (4~11)

Calculando la transformada de Laplace de las Ecs. (4-10) y (4-11)
tenemos:

I(8) = =—[Ei(s) - Eo(s)] (4-12)
a] = e § "
Bo(s) = g~ 1(s) (4-13)

Las ecuaciones 4-12 y 4-13 se representan en forma de diagramas de
blogques en las figuras 4-7 (b) y (c). Finalmente en la fig. 4-7 (d)
se representa el diagrama de bloques completo del circuito RC; el cual
sg obtiene integrando los dos diagramas parciales (b) y ().
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Reduccion de diagramas de blogues.— Cuando un diagrama de bloques
es grande y contiene varios lazos de retroalimentacién, es posible
simplificar el diagrama hasta obtener un diagrama mas sencilla y Qque
sea equivalente. La maxima simplificacidén se logra cuando se obtiene
un soélo bloque equivalente a todo el diagrama.

Para poder simplificar un diagrama es necesarioc aplicar ciertas
reglas del Aalgebra de diagramas de blogques. A caontinuacidén se
estudiaran trece reglas del Algebra de blogues que naos permitiran
lagrar la simplificacién de cualguier diagrama de blaques sin
el diagrama original.

La demostracidén de las reglas del algebra de bloques es muy simple
ya que se puede hacer un analisis de sefiales de entrada y de salida en
cada diagrama original y equivalente. Si las sefiales de entrada y de

salida coinciden en los dos diagramas, la equivalencia esti demostrada
logicamente.

alterar

Diag de blog otiginal Diag s de hloques equivalentes
A 4-8 A-B+C A AtC A-8+C
| @ R
8 e c1 g |
C,
A a A-8 A=8+C"
2 =)
Br ]
k 1
s | A TG J20lg, raG | 4 [, as [ 146
A A aG,G A AG,G
4 — G, Gy G, 2 ~  Gi6, |7
A G AG, AG 4+ 4G,
: A e AG +AG,
5 e 46, | 1+ 02 ,——"
A-
. A AG-
A AG AG-8 VA ¢ 2
—_— G
® & 1
_ _ A AG AG-86G
; Aa o A-8| ¢ AG -56 ——] G
g 8 ¢ 80

Tabla 4-1. Reglas del ‘Algebra de diagramas de bdlogues.
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Owagramas de blogues onigimales  |ODiagramas de Lleques cyuivalpentes

a AG 4 [r 4G
G -

43 rb_—] AG
| D
A - 46 4 = AG
— G G
5 — 8 — U=
4 e
. 46 LG [ 2

Tabla 4-1. Reglas del Algebra de Diégramas de Blogques (cont.)
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Aplicacién de las Reglas del dlgebra de Bloques.— En segquida se
aplicaran las reglas del digebra de blogues para simplificar algunos
diagramas hasta su forma candnica o hasta un sélo bloque equivalente.
Un diagrama con muchos bloques y lazos de retroalimentacidén casi
siempre se puede simplificar en dos o mds farmas. La estrategia que se
sigue en la simplificacién de diagramas de bloques es:

1) Primeramente estudiar el diagrama original para ver el numero de
lazos de retroalimentacidn que contiene-

2.-En seguida se debe ver la ubicacidén de los diferentes lazos. Casi
siempre los diferentes lazos no estan anidados. Se llaman lazas
anidados aquellos que estan una totalmente dentro del otro.

3.—El siguiente paso es realizar alguncos cambios aplicando las reglas
en el diagrama original con el fin de lograr que todos los lazos
gqueden anidados. Quizas éste sea el paso mds importante para
lograr la simplificacidn
4.~Finalmente se inicia la simplificaci®&n del diagrama por los lazos
mds peqguefios, o dicho de otra forma desde los lazos internos hasta
los lazps externos que son generalmente los mds grandes.

5.—Cuando el diagrama de bloques tiene dos o mds entradas y dos o mds
salidas, la simplificacién del diagrama se obtiene aplicanda el
método de la superposicidtn. El1 procedimiento consiste en aplicar
una entrada y una salida solamente, con lo cual se abtiene un
resultado o0 una salida parcial. Se obtienen todas las diferentes
salidas parciales, cuya sumatoria nos diA la salida total.

6.-Independientemente del camino que se siga para lograr la
simplificacién, al final el resultadoc de dicha simplificacidn
obviamente debe ser esxactamente &l mismo.

Eiemplo 4-1.~ Simplificar el diagrama de blogques de la fig. 4-8 hasta
obtener un sélo bloque equivalente.

,ng
R W . z ¢

Rl
M,

Fig. 4-8. Diagrama de bloques original

Como se puede ver en la fig. 4-8, el diagrama tiene tres lazDs.
El lazo mds grande es de retoalimentacidn unitaria y contiene a 1los
otros dos. Los lazos con retoalimentacién Hi vy Hz no estan anidados Yy
tienen una rama comun que es Gz y un sumador.

Para lagrar anidar los lazos Hi1 y Hz se puede aplicar la regla #9
a la retroalimentacién Hi, brincando el blogue Gs.
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Despues de aplicar la regla #%9, se logra anidar los lazos en el
diagrama. El lazo con Hz en la retroalimentaci1bn es el mas peqguelia,
luego 1 iazo con H: y finalmente el lazo con retroalimentacidn
unitaria es el mas grande.

He |

K . ' é
Rl
H.

'

63

9

Fig. 4-8-(a). Diagrama de bloques después de aplicar la regla #9

Una vez que se logra anidar los lazos, el siguiente paso es
iniciar la simplificacién por el lazo mas pequefo, en este caso con
retpalimentacién Hz. La aplicacidn de las reglas #4 y #13 nos da el
siguiente diagrama :

2:Gs
L1+ 526> 2

Ha

— P

G3

Fig. 4-8-(b).Diagrama de blogues después de aplicar la regla #4 y #13

En seguida se continuda aplicando al diagrama de 1la fig 4-8-(b)

las reglas #4 y #13, para simplificar el lazc con retroalimentacién i
de lo cual resulta 21 siguiente diagrama:

C?‘l c‘}:&ﬁﬁ
| + G2G3 Nz —GiG2 Hy

Fig. 4—8—(:).'Reduccién del diagrama de la fig. 4-8-(b).
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Finalmente aplicandoc de nuevo la regla #13 al diagrama de la
fig. 4-8—-(c) logramos la simplificacidén maxima al obtener un sélo
bloque equivalente a todo el diagrama original.

Q (74 (72 G:} G
-G ta M +G:6G3H3 +6,6:Gs

\

Fig. 4-8-(d). Bloque equivalente al diagrama original.

Ejemplo 4-2.-Reducir el diagrama de bloques de 1la fig. 4—-9 bhasta
obtener la forma candnica del diagrama, conservando unicamente 1la
retro alimentacién Htit. #/

3

Hi =

Fig. 4-%9.~ Diagrama de bloques original.

Camo se vé el diagrama de la fig. 4-9 contiene tres lazos. Los
lazos con Hi1 ¥y Hz2 en la retroalimentacidn estan anidados, pero el Ha
ng. Con el fin de anidar el lazo Hs dentro de Hz se puede aplicar la
regla #8 para mover la retroalimentacidn de Hs de la derecha de Gs a
la izquierda de Gs. Realizando éste movimiento, 1los lazos quedaran
anidados, siendo el mas pequefic el lazo con Hs en la retroalimentacién

Una vez que se logra tener los lazos anidados, como ya se dijo se
inicia la simplificacién del diagrama por el lazo mas pegueffo Has,
luego se caontinua con Hz, conservando la retroalimentacién Hi como se
esta solicitando en la forma candnica.

En las siguientes figuras se detallan los movimientos realizados
para lograr la simplificacién del diagrama.
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Ejemplo 4-3.- Determinar la salida C para el sistema de control

representado en la fig. 4-10,
P, 2y
-+ S
R 4 — + + C
4 o
l 61 » 62 h

T\
+ e,

Diagrama de Blogques Original.

”’_‘_

Fig. 4~-10.

Como se vé, el diagrama de blogques tiene cuatrao entradas y una
salida. El diagrama por lo tanto se simplificara aplicando el
principio de la superposicidén. Primerp se considerara unicamente la
entrada Ri, con lo cual se obtendra una salida parcial Ci, luego sa
aplicari la entrada Rz, ton lo cual se tendri otra salida parcial Ca.
Continuando en la misma forma con las entradas Rsa y R4 se obtendran
las salidas Ca y LCs4. La salida total © sera la sumatoria de las cuatro

salidas parciales.
Aplicando unicamente la entrada Rt al sistema de control:

% e F
! + 5[ m (7‘2 .

~ k
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De acuerdo con los cuatro resultados parciales que se tienen, 1la
salida total del sistema seria la sumatoria.
C =CiL+Cz + C3 + Ca

C = G1G2R1 + G2Rz — G2R3 — G16G2H1Ra
1 + GzHz + GiGz Hi

4-2.~ Calculo de Funciones de Transferencia de Sistemas Fisicos.

Los sistemas de control pueden estar formados por componentes de
distintos tipos, tales como eléctricos, electrdnicos, mecinicos,
hidrdulicaos, neumdticos, térmicos. E1 ingeniero de control debe
conocer las leyes fundamentales de éstos componentes para poder
plantear las ecuaciones que representen matematicamente la operacién
de lpos sistemas. Transformando éstas ecuaciones se obtienen las
Funciones de Transferencia que relacionan la entrada y la salida.

Servomotores.— Se estudiaran a continuacion tres tipos de servo—
motores electricos:
a)Servomotor de dos fases de C.A.
b)Servomotor de C.D. controladeo por Inducido.
c)Servomotor de C.D. controlado por Inductor.

Los servomotores se pueden definir como motores electricos con
control de posicién o velocidad basicamente. Antes de analisar cada
servomotor, veremos un efecto muy importante que se presenta en los
servomotores, llamado el efecto de carga en 1la dinamica de los
servomotores.

Efecto de la carga en la dindmica de los Servomotores.— La mayoria de
los servomotores eléctricos estan acoplados a la carga através de un
tren de engranes, bandas o cadenas como se indica en la fig. 4—11.

/\/ oroR o EI'U e

. EnvGennes I Caren
W

PrT T 777 PP

Fig. 4~11.~- Servomotor acoplado a una carga.
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Como se puede ver en la fig. 4-11, 21 motor tiene una velocidad,
diferente a la velocidad de la carga, un molor con rotor diferente al
rotar de la carga, lo cual nos indica que las condiciones dinaAmicas de
motor y carga son muy. diferentes. Hay dos caracteristicas muy
impartantes en la dinamica del servomotor, el momento de i1nercia J vy
la friccidén f. Por un iado el motor "tiene un determinado momento de in
ercia Jm y una friccién fme, por otro lado la carga tiene otro momento
de inercia JL y otra friccidn fi. El1 momento de inercia depende de la
masa y del radio de giro del rotor vy la friccidédn depende del tipo de
raodamiento que se utilice.

Cuando se desea calcular el momento de inercia total del
servomator o la fricciédn total no se puede sumar directamente los dos
momentos de inercia o los dos coeficientes de friccidén porque las
condiciones dinamicas de una Yy otra parte no son iguales. Para
calcular el momento de inercia y €1 coeficiente de friccidén equivalen-—
te de todo el servomotor completo referidos al lado del eje del motor
se pueden utilizar las siguientes ecuaciones:

Jeq = Im + O n<1 (4-14)
foq = fm + n°fL n<1 (4-15)

donde n es la relacidén de engranes entre el motor y la carga.

El efecto de la carga en laos servomotores es semejante a atro
efecto que se presenta en los circuitos eléctricos cuanda hay un
transformador. Si se tiene una impedancia Z en el lado del primario
del transformador, la misma impedancia conectada en el secundario,
perc vista desde el primaric no mide Z ohms, sino R°Z. A ésta impedan-
cia n"Z se le llama impedancia del secundaric reflejada al lada del
primario. La cantidad n en &1 transformador representa la relacién de
vueltas entre el primario y el secundario.

Servomotores de dos fases.— La fig.4%1Z2 representa el diagrama
esquemAtico de un servomotor de dos fases. La parte elécirica del-
servamaotor estia formada por dos devanadas, uno de los devanados es
llamado fase fija y se energiza con un voltaje senoidal cuya tensidn y
frecuencia es constante. La fase fijia es necesaria pero no suficiente
para mover el servomotor. Para mover el servomotor se requiere aplicar
un voltaje a la otra fase llamada fase de control. Los voltajes de
control y fase fija estan defasados 90 grados eléctricos para lograr
un maygr par mecanico en el servomotor.

N T
as 1) 7 )

Fig. 4-12. Servomotgor de dos fases
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Ern la misma fTig. 4-12 se representa 21 par mecanico .. =21 despia-
zamliento angular del rotor €. 21 momento de i1nercla del rotor J vy el
coeficiente de fricecitdn T.

Los devanados del estator se depen energizar por medio de una
fuente de alimentacidn de dos fases. Si1 no se cuenta con una, se puede
lograr el defasamientp por medio de un condensador, el cual produciri
el defase de 9C grados.

Si se incrementa el voltaje de control Ee, 21 par generado 1T se
aumenta. pero el par disminuye al incrementarse la velocidad. gstz
relacidén se puede representar matematicamente con lx si1g. ecuacidn:

T = KeEc — Kn d8/dt {4—16)
dande:
T = Par Mecanico del Servomotor.
kKe= Constante de proporcionalidad del volitaje de contrel,
Ez= Voltaje de control.
Kn= Constante de proporcionalidad de la velocidad anagular.
de/dt= Velocidad anguiar del Rotor.

For otroc lado 21 par mecanico genarado debe ser capaz de vencer
dos cbstaculos para mover 21 servomotor. la inercia J y el rozamiento
f« por 1o gue se puade plantear oira ecuacidn puraments2 mecanica como
sigue:

z
- = »
P =4 q 2 + 7 214 (A—17;
dt dt
l a=s smcuacicnes 4-1i5 v 4—17 s= gueden igualar v de Jicna igualacion
surge la siguisnie scuacidn:

KcEc — En d8/dt = J do/gt™ + ¢ cer/dt
reacomcdando la scuacidn tenemos:
J d®e/dt® + (f + Kn) d6/dt = KcEec
transformando por Laplace la ecuacidén anterior:
J 576w + (f + Kn) SO = Ke Ecw

tomandno a Ec como sefial de entrada y 68 como sefial de salida, la
funcidn de transterencia del servomotor seri:

Ke
8¢sy)  _ Kc - (f + Kn) — Km
B it Js? + (f + Kn)s JsZ + (f + Kn)s RiTos & 1)
(f + Kn)
donde
km = Ke/(f + Kn) = Constante de ganancia del motor.
Tm = J/(f + Kn) = Constante de tiempo del moatar.
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En la fig. 4—-13 se representa el diagrama d= bloques det servo-
motaor de dos fases. Lo ideal es gque el valor de la constante Km sea lo
mas grande posible ya que con un pequefic voltaje de control Ec se
cbtendria un gran desplazamiento angular &. For lo contrario el valor
de Tm conviene que sea el mas pequefio posible ya que entre menor sea
su valor. el sistema tendra una respuesta mas riapida. Los valores de
estas constantes Km y Tm generalmente son datos que el fabricante de
estos equipos proporciona a4 los usuarios.

Eeen K él'a;_
3 (T3 £1¢)

Fig. 4-13 Diagrama de bloques del Servomotor de dos fases.

Servamotor de corriente continua controlado por inducido.— Cuando
se requiere desarrollar maypr potencia en un servomotor, se prefiere
uno de corriente directa en lugar de uno de C.A. de des fases. En 1la
Fig. 4-14 se representa el diagrama esguesmatico de uwun motor de
corriente directa controlado por inducido.

@
~Se—+F+—=

Jp =constanty

Fig. 4-14. Diagrama esquemitico de un motor de CC controlado
por el inducido.

En seguida se enumeran las partes principales de un motor de CC
controlado por inducido:

Ra = Resistencia del devanado del inducidg en ohmios.
Le = Inductancia del devanado del inducido en henrios.
ia = Corriente del devanado del inducido en amperios.
if = Corriente del devanado de campo en amperios.

€a = Voltaje aplicado al inducido en voltios.
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Fia2r-a contraelectromctriz 2n voltios,
Desplacamiento angular del eje del motar 2n ragdiranes.
Par desarrollado por =21 motor en Kg—m.

= Momento de 1nercia 2quivalente del motor
referencia al eje del motor en fq—mz.

Caeficiente de friccion viscosa equivaiente del motor vy carga
referido al 232 del motor en ¥g-m/rad/seg.

G =<
1]

v la carga con

Cuando se aplica un voltaje de entrada e al inducido, se grigina
una corriente de inducido 1a. Hay una caida de voltaje en Ra vy La ¥ el
motaor genera un voltaje llamado fuerza contraelectromotriz eb. El
valtaie ev depende de la velocidad del motor y del campo magnetico del
inductor. Comc la corriente :if es constante, el campo es constants W
la FCEM eb basicamente depende de la velocidad del motor, por 1o que
matematicamente ta FCEM o voltaje eb s puede 2xpresar COmo sigues

eb = Kb adsdt (4-18)

El par desarrollado por el1 motor ss proporcional a la corriznie ce
campo if Yy a la corriente del inducido ia, por lo tanto:

T = KfifKiia

Donde K1 &s una constante de proporcignalidad. Rebide a gue if Bs
una corriente constante, Kf v ki1 tambien son constantes, las tres
constantes se pueden agrupar =n una séla constrante K = kfifiKi.

T = Kiao donda 2 £5 1lamada coanstante de par motor.

el

as caidas de voltaje del inducido en el

I..a
]
&5
|
I
£
rt
m
J
D res
El
9]
[}

Le dia/dt + Raia + =2b = e2q 1A~19)

,
%
(%]

uyenao b ge la ecuyacidn 4—1i8 2n ia 2cuscisn 4-1i9:
Lo diafdt + Rala + Kb d8/dt = &a

La corriente del inducido ia genera el

par mecanlicc T que debge
vencer la inercia y el rozamiento. =3

La ecuacidén del par mecanico T e

T = J d%6/dt? + f desdt = Kia (4-21)

Transformando por Laplace las ecuaciones 4-20 y 4-21

se obtienen
las siguientes ecuaciones:

LasIas) + Ralats) + Kbs Gy = Eats) (4-22)
Js’0e + Tsbw = K laws (4-23)
Considerando a Eaw como sefial de entrada , 6w»s coma sefial de

salida,y basandonos en las ecuaciones anteriores desde la Ec. 4-13

hasta la Ec. 4-23 se puede trazar el diagrama de bloques que se repre-
senta en la fig. 4-15.

3



Eols) Lt [ & 6ts)
| L,5+R, stUs+f]

Ep(S’

Fig. 4—15. Diagrama de bloques del Motor de CC controladeo por
el inducido

Para obtener la funcidén de transferencia del motor de CC nos pode—
mos basar en el diagrama de bloques de 1la fig. 4-15 , o en 1las
ecuaciones 4-22 y 4-23, de donde:

K
B¢s) Las + Ra)s(ds + f) o K

Ea¢s) i Qe - KKbs s(lLas + Ra)(Js + f) + KKbs
(Las + Ra)s(Jds + f) '

En la mayoria de los motores de CC controlades por inducido, 1la
inductancia La s muy pequefia con respecto a Ra, por lo que se puede
despreciar sin incurrir en mucho error. Haciendo La = O en la ecuacidén
anterior tenemos:

CAS-R K () K {(4-24)
Eats)  sRa(Js + f) + KKbs  s[Rads + (Raf + KKb)]

Dividiendo la ecuacidén 3—-40 entre la constante (Raf + KKb)

K
Gca) = (Raf + KKb) = Km (3-25)
Eats) s[Rads + (Raf + KKb)1 s [Tms + 1]

{Raf + KKb)

En la ecuacidén anterior (4—-25) los valores de las constantes Km y
Tm sONn: :
Km = K/(Raf + KKb) = Constante de Ganancia del Motor.
Tm = RadJ/ (Raf + KKb) = Constante de Tiempo del Motor.

Si comparamos la ecuacién 4-25 con la funcidn de transferencia del
servomotor de dos fases, se puede ver que son idénticas en su forma,
aunque paor supuesto las constantes Km vy Tam son diferentes en cada
casg. Al igual que en el servomotor de dos fases, lo ideal es tener un
valor lo mas grande posible para Km y lo mds pequefio posible para Tm.
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Servomecanismo Posicional.— Como un eiemplo de aplicacion del
motor de CC controlado por inducido, se estudiara un sistema de
control denominado servomecanismo posicional. Este servomecanismo se
representa esquematicamente en la fig. 4-16.

=

L____,_______._'

Fig. 4-1é6. Servomecanismo de Posicién.

" El sistema de control estid formado por dos potencidmetros
identicaos, unoc de entrada y otro-de salida, un amplificadaor, un motor
de CC, un tren de engranes 'y la carga que se debe pasicionar.ta
entrada del sistema es la gosicidén angular del potencidmetro “"r" y 1la
salida es la posicién angular del potencidmetro "“c".

Cuando los dos potencidmetros de entrada y de salida estan en la
misma posicidén angular, el vgltaje de error "e" es igual a cerg y el
sistema estd en reposo. Para que se inicie el funcionamiento del
sistema es necesario mover el potencidmetro de entrada “r* un cierto
angulo. Este movimiento se traduce como una diferencia de voltajie de
error “e" que se aplica a un amplificador. Es necesarioc utilizar un
amplificador para poder aumentar el nivel del voltaje "e" gue
normalmente es muy pequefio a un voltajie mayor que sea capaz de poder
mover el motor de CC.

El voltaje amplificado ea se aplica al motor de CC , el cual
produce el par mecdnico "T" que através de un tren de engranes mueve
la carga “L". La carga estiA acoplada mecanicamente al potencidmetro de
salida "c", para que el potencidmetro siga los movimientos de la carga
y finalmente el veoltaje del potencidmetro de salida “c" se retroali-
menta al amplificador para generar el voltaie de errar “e".

Como ya se menciond el movimiento del sistema se inicia al mover
el potencidmetro "r" un cierto dngulo. Esto origina un voltaje de
error gque mueve la carga y el potencidmetro de salida siguiendo el
movimiento del potencidmetro de entrada "r". A medida que el
potenciometre de salida "c" se vaya aproximando a la misma posicidn
angular del potencidmetro de entrada "r", el voltaje de error "e" se
va haciendao mas pequefio, hasta que finalmente el error se hace cero vy
el sistema automaticamente se detiene.

Al potencidmetro de entrada “r“ se le llama potencidmetro Maestro
vy al potenciométro de salida "c" se le denomina patencidmetro Esclava
ya que practicamente es un seguidor del potencidmetro de entrada.
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A continuacién se daridn valares para las constantes del Servaomeca-—

nismo Posicional y se definirian todas las variables que se representan
en la fig. 4-16.

-

desplazamiento angular del potencidmetro de entrada en radianes.
desplazamientc angular del potencidmetro de salida en radianes.
desplazamiento angular del motor de CC.
ganancia del detector de error potenciométrico = 24/n volts/rad.
ganancia del amplificador = 10 volts/valt.
ea= veoltaie aplicado al inducide en voltios.
ev= fuerza contraelectromotriz generada por el motor en voltios.
Ro= resistencia del devanadoc de inducido = 0.2 ohmios.
Le= inductancia del devanado de inducido = despreciable.
ie= corriente del devanado de inducido en amperios.
Kb= cte. de fuerza contraelectromotriz = 5.5 x 1072 volts—seg/rad.
K = cte. del par motor = 6 x 107" Kg—m/amperio.
Jm= momento de inercia del motor = 1 x 10 °Kg—m-seg”
fm= coeficiente de friccién viscosa del motor = despreciable.
/ L . _ -3 2
JL= momento de inercia de la carga = 4.4 x 10 Kg—-m-seg
fL= coetficiente de friccidn viscosa de la carga = 4 «x 10-;-5g:E————
rad/seg

n

(4}
Boynoan

K1

9

n = relacién de engranajie Ni/Nz = 1/10

En seguida se plantearan las ecuaciones que constituyen los
modelos matemdticos de cada una de las partes del servomecanismo.
Empezando por el detector de error potenciométrico:

Ee) = Kt[ R — Cimd] = 7.64[ R — Co] (4-26)
Para el amplificador:

Eawmy = KpEw = 10 Ew (4-27) -

Para el motor de CC controlado por inducido, la funcidn de
transferencia es:

B<¢s) - Km {4-28)
Eacg) s{Tms + 1)

Se calcularia primeramente el momentoc de inercia eguivalente J y el
coeficiente de friccidn viscosa f, referidos al eje del motor,

antes
de calcular los valares de las constantes Km y Tm.
J = I + nide = 40" ¥ 482007 = G.4:40™
f=fm+ n2fL = 0 + (1/10)%(4x10°"%) = 4x107*
-3
K 6x10
Km ] = = 0.72
Raf ¥ Kks 0.2(4x10" %) + (6x10°°)(5.5x10" %}
-5
_ Rad = 0.2(5.4x10 ) =
Tm = Rat + kKo Gt S

0.2(4x10°%) + (6x10°7)(5.5x10" %)
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Substituyendo el valor de las constantes Km vy Tm en la funcidn de
transferencia (4-28), tenemas:

~

Ba) - 0.72
Eaca) s{(0.13s + 1)

(4—2%)

Para el tren de engranes la seflal de entrada es €w y la salida
es L. Por lo gque la funcién de transferencia es:

I | (4-30)

G¢s) 10

Utilizando la funcidén de transferencia de cada una de las partes
expresadas en las ecuaciones 4-26, hasta la 4-30, se puede trazar
el siguiente diagrama de bloques:

Cis)

Ris) £ls) £ ls} 0,72 8(s)
+ 764 — 10 e FOXEETS ] a

3|

Fig. 4-17. Diagrama de bloques del sistema de la fig 4-—16.

Finalmente aplicando algebra de bloques se puede simplificar el
diagrama de la fig. 4—-17 hasta obtener el siguiente diagrama de
bloques en su farma candnica.

Ats) 55 cis)
5(0,13s +1)

Fig. 4-18. Diagrama de bloques simplificado.
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Servomotor de CC controlado por Campo.— En la fig. 4-19 se puede
ver el diagrama esquemdtico de un motor de CC controlado por campo.
Ahora la sefal de entrada es el

voltaje ef que se aplica al
circuito de campo,

lo cual origina una corriente de campo if.A la

derecha se tiene el circuito de inducido o armadura en donde se aplica
un voltaje ea. Al aplicar el voltaje ec constante, 1la carriente ia
aparentemente es constante, pero ésto en la realidad es muy dificil de
lagrar porque la corriente ic depende de la fuerza contraelectromotriz
y ésta a su vez depende del campo que es variable y de

que tambien puede ser variable. Por 1o anterior y para tratar de
mantener lo mas constante posible la corriente ia se conecta wuna
resistencia Ra en serie con la armadura, lo cual reduce el valar de la
corriente ia y con ello su nivel de variacidn. ’

El significado de cada una de las constantes vy
fig. 4—19 es: :

la velocidad

variables de 1la

Fig. 4—19. Diagrama esquematico del motor de CC controlado por

campo
Rr

resistencia del devanado de campo en ohmios.

Lf = inductancia del devanadno de campo en henrios.
if = carriente del devanado de campo en amperios.
ef = tensidén del devanado de campo en voltios.
Ra = suma de la resistencia de inducido y resistencia externa en ohm
ia = corriente del inducido en amperios.
68 = desplazamiento angular del eje del motor en radianes.
T = par desarrollado por el motor en Kg—m.
J = momento de inercia equivalente del motor y la carga
referido al eje del motor en Kg-mz.
i =

coeficiente de friccién viscaosa equivalente del motar y
la carga con referencia al eie del motor, en Kg-mn/rad/seg.

La primera ecuacidén que se planteari para el motor serid la suma de
los voltaies en el circuito de campa.
dif .
Le at. * Rfif = ef (4-31)
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El par mecdnico generado por el motor es directamente proporcional
a la corriente de campo if y a la corriente del inducido ia. Como la
corriente de inducido es constante, entonces:

T = Ka2ir (4-32)

El par mecdnico debe ser capiaz de vencer el momento de inercia vy
el rozamiento, por lo que la ecuacidén de suma de pares sera:

39° & 59 o7 = kazir (8-33)
c“;z dt

Calculando la transformada de laplace de las ecuaciones (4-31) y
(4-33) tenemos:

(Lfs + Rf)Ife» = Efta» (4—34)
(Js® + fs)6w = Kzl (4~35)
Tomando como base las ecuaciones 4-34 y 4-35 y consideranda como

entrada el voltaje Eix<sy y 6wy como salida se puede construir el
siguiente diagrama de bloques: ’

&(s) 1 I(s) K, 8(s)
" T57R, s(s +F)

Fig. 4-20. Diagrama de bloques del motor de CC controlado por campo.

El diagrama de bloques de 1la fig- 4-20 se puede simplificar
aplicando dlgebra de bloques y al mismo tiempo calcular la funcidén de
transferencia del motor de CC.

8¢y _ Ké ) - Km
Ef¢s) s(Lis + Rf)(Js + ) 5{Tis + 1)(Tms + 1}
donde Km = Kz/(Rff) = constante de ganancia del motor.

Tf = L{t/Rf = constante de tiempo del circuito de campo.
Tm = J/f = constante de tiempo del elementoc inercia—friccidn.
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Comparaciésn del funciocnamiento de un motaor de CC controlado por
inducido con el motor de CC controlado por campo.La dnica ventaja
del control por campo es que como el circuito de campo consume de un 3
a un 7% de la potencia del motor, el control de la velocidad se bace
en un dispositivo de muy baja potencia. Pero el cantrol por campo es
mAs problemdtico por la dificultad que implica el tener que mantener
la corriente de inducido ic como una constante. Es mucho mas facil
disponer de una fuente de voltaje constante para el control del
por inducido, ademas las constantes de tiempo son menores en el
control por inducido. Otra dificultad del control por campo es el
hecho de que la funcidén de transferencia es de tercer orden, mientras
que la de control por inducido &s de segundo orden. Esto Gltimo se
debe a que no es posible despreciar en el control por campo 1la
inductancia Lf.

De acuerdo con tode lo anterior el control por inducido tiene
mayores ventajas y se utiliza por ello mucho mas en la prdctica. El

control por campo solamente se utiliza algunos casos en combinacidén
con el cantrol por inducido.

motor
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4-3.— GRAFICOS DE FLUJO DE SERNAL.

Como ya se vié con anterioridad, los diagramas de bloques
forma de representacidn muy Gtil para sistemas de
graficos de flujo de seflal son otra
sistemas de control.

Cuando el diagrama de bloques es grande, el procedimiento de
simplificacién puede ser complicado. En éstos casos se puede aplicar
el método de grdficos de flujo de seffal con cierta ventaja ya que se
cuenta con una férmula que nos permite en un sélo cilculo simplificar
el grdfico hasta obtener directamente la funcién de transferencia, gue
nos relaciona la entrada y la salida del sistema. La férmula para
lograr la simplificacién en un grdfico de flujo de sefflal se denomina
la férmula de Mason y se vera un poco mas adelante.

Desde luego que la simplificacién anterior también se puede hacer
en un diagrama de bloques, aplicando las reglas del dlgebra de bloques
con el Unico inconveniente de que la simplificacién tendria que
hacerse en varios pasos, lo cual representa un procedimiento mas largo
y tardado.

Basicamente un grafico de flujo de sefal contiene logicamente la
misma informacidén que un diagrama de bloques y se puede trazar apartir
de ecuaciones algebraicas o de un diagrama de bloques.

Un grdfico de fluio de seffal consiste en wuna red que contiene
nodos que estan interconectados por ramas que tienen una direccién vy
un sentido.

Para poder entender lo qua s y como se representa un grafico de
flujo de seflal hay que definir primeramente ciertos términos. En

seguida se daran las definicidnes que constituyen una terminologia
especial para gridficos de flujo de sefal.

es una
controt. Los
forma de representacién de

Nuda.— Es un punto que representa una variable o sefial.

Transmitancia.— La transmitancia es una ganantia entre dos nudos.

Rama.— Es un segmento de linea con direccién y sentido que une2 dos
nudos. La ganancia de una rama es una transmitancia.

Nudo de entrada o fuente.- Es un nudo que sdélo tiene ramas que
salen. Corresponde a una variable independiente.

Nudo de salida o sumidero.—Es un nudo que s4lo tiene ramas gue
entran. Corresponde a una variable dependiente.

Nudo mixto.— Es un nudo que tiene tanto ramas que entran como
ramas que salen.

o trayecto.- Es un recorrido de ramas conectadas en el

sentido de las flechas de las ramas. Si no cruza ningdn

nudoc mas de una vez, €l camino o trayecto es abierto. Si

el camino o trayecto finaliza en el mismo nudo del cual

partié, y no cruza ningin otro nudo mas de una vez, es un
camino o trayecto cerrado.

Lazo.— Es un camino o trayecto cerrado.

Banancia de lazo.- Es el producto de las transmitancias de las
ramas de un laza.

Lazos disiuntos.— Son lazos que no poseen ningin nudo comun.

Trayecto Directo.— Es el trayecto de un nudo de entrada (fuente)

a un nudo de salida (sumidero) que no cruza ningun nudo
més de una vez.

Eamino
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Ganancia de Trayecto Directo.— Es el producto de las transmitan-—
cias de las ramas de un trayecto directo.

En la fig. 4-21 se representa un grdfico de flujo de sefial en
donde se pueden ver lo que son los nudos, las ramas vy las
transmitancias. xd

Moso A/; X7 0 =
\\ Xz ;:\\\ X3 4 _453

_~

X

Nuse £ Nuro s£
Engreaon Sacisa
(faém;*a) C (f‘aMl.DEﬂé)
Fig. 4-21 6rafico de Flujo de Sefial.
Algebra de Graficos de Flujo de Seflal.— Como vya se menciond

anteriormente los graficos de flujo de sefial se pueden simplificar en
un solo paso aplicandoc la férmula de Mason que se vera mas adelante.
Las reglas que se veran a continuacién se utilizan para trazar el
grafico,entender su operacidn o realizar pequefias simplificaciones al
mismo.
1.— El valor del nudo de salida con una sola rama de entrada es
X2 = axi 4 Como se ve en la fig. 4-22-a.
2.— La transmitancia total de varias ramas conectadas en serie es
igual al producto de todas las transmitancias de las ramas,
como se indica en la fig. 4-22-b.
3.—- La transmitancia total de varias ramas conectadas en paralelo
se aobtiene sumande las transmitancias de todas las ramas,
coma se ve en la fig. 4-22-c.
4.— La fig. 4-22-d nos indica como se puede eliminar un nudo
mixto.
5.- La fig. 4-22-e nos indica como se puede eliminar un lazo de
gridfico de flujo de seffal. De la fig. 4-22-e se puede ver que

®3 = bxz x2 ; axs + €xXs
Substituyendo xz en la ecuacidn de xs, tenemos:
xs = b [axe + cxa] = abxi + bcxs
X3 — bcxs = abxa
xs [1 — bc] = abxs

ab
=l «
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{a) o

a b ab
(b) s = & 2 - = O
o X2 S | X1 X3
a
(c) x4 X2 = a +b
S ——)
b xi X2
®xs a X1 ac
<
(d) ” 0, = Xe
X2 b 3 <4 X2z bc
ab
K1 a -

(e)

X1 ab 1-bc
1

x2 b Xa X3
< — —9— = = ‘-
X3

c bc

Fig 4-22.— Graficos de Flujo de Sefial y sus equivalencias.

Representacién de un Grdfico de Flujo de Sefal.— A continuacién se
representaria el grdfico de un sistema de control cuyo modelo
matematico estA formado por las siguientes tres ecuaciones:

K1 = ai11xg + a12xz + ai19xs + bwui (4—-36)
X2 = azixi + azzxz + azaxs + b2uz (4-37)
X3 = agixs + aszxz + as”vxs (4-38)

Se considera que ui y uz son variables de entradaj
variables de salida. Se trazara el grdfico de sefial por partes, consi-—
derando primeramente la ecuacién (4—-36) y posteriaormente las otras dos
ecuaciones. En primer lugar se situan los tres puntos que constituyen
los nudos X1, X2 y x8 como se indica en la fig. 4-23. En seguida se

van trazando las ramas de acuerdo con los diferentes términos de 1la
ecuacisn (4-36).

X1,%2 ¥ X3 son
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Fig 4-23.- Gradfico correspondiente a la ecuacién (4~356)

Siguienda el mismo procedimiento anterior se traza la grdafica de
la ecuacién (4-37) y (4-38). Se representan las grdficas en las
figuras 4-24 y 4-25.

Fig. 4—24.— Brdfico correspondiente a la ecuacidn (4-37)

a
31 ]
X > 3 A3z

Fig. 4-25.— Grdfico correspondiente a la ecuacién (4-38)

Una vez que se tienen los grédficos de cada wuna de las tres
ecuaciones, se procede a trazar un grafico completo, compuesto por los
los tres grdficos anteriores.

En la fig 4-26 se representa el grdfico completo del sistema de
control.
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S

*3

a3

Fig. 84—26.— Grdfico completo del sistema de control.

Grdficos de flujo de sefial para diagramas de blogues.-—

puede trazar un grdfico de las ecuaciones de un sistema
tambien es posible trazar el grdfico desde un diagrama de
diagramas de hloques tienen la misma informacién que un
flujo de sefial, pero son diferentes en su representacién.

se veran algunos ejemplos de diagramas de bloques vy
equivalentes.

Gs)_

RAts) i)
1 Gts)
Rs) El9\ - Cls)
—H(s)
Ms)
1
1 G5 Gols)
Ris) £(s) Cls)
-Hls)

Aungue sa
de control,

‘bloques. Laos

grdfico de
En seguida

sus graficos

Fig. 4-27.~ Diagramas de bleques y sus correspondientes graficos

de flujo dg seffial.
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Nls)

)

1 Gls) 1
Als) Eis) Cls) Cis)
=His)
R\{S'
Ryls) G,(s) C,ls}
Fals)

Fig. 4-28.— Continuacién de Diagramas de Blogues y Grdficos.
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Fdrmula de Mason.—- Como ya se menciond, una de las ventajas de los
graficos de flujo de seffal es gque se cuenta con una fdrmula que nos
permite gsimplificar un grdfico en un sélo paso para obtener la funcidén
de transferencia total, en lugar de ir simplificando pasoc a paso como
en los diagramas de bloques.

La férmula de la ganancia de Mason que hace posible esta
simplificacidén rapida en forma directa, se puede representar por 1la
sigulente ecuacidéni

_ 1
P——A Z Pk Ax

donde :
Px = Ganancia del k-esimo trayecto directo.

A = Determinante del grafico
= § — (suma de todas las ganancias de lazo distintas) + (suma
de los productos de las ganancias de todas las combinaciones
posibles de dos lazos no adjuntos) - (suma de los productos

de ganancias de todas las coabinaciones posibhles de tres
lazos no adjuntos) + ccecoan

= 1 — T La+ ZLltle — Z Ldelf + cucnaa
Zla = Suma de todas las distintas ganancias de lazo-

Zlelec = Suma de los productos de las ganancias de todas las
posibles combinaciones de dos lazos no adjuntos.

2lLdelf = Suma de los productos de las ganancias de todas las
posibles combinaciones de tres lazos no adjuntos.

Ak = Cofactor del determinante del k-esimo trayecto directo
del gridfico, con los lazos adjuntos del k-esimo trayec-—
_to directo eliminados.

Se resolveran dos ejemplos para aplicar la fdrmula de Mason a los
graficos de sefial.

Ejemplo 4—4.— El1 diagrama de bloques de la fig. 4-29 representa un
sistema de control. Se desea convertir el diagrama de bloques a un
grdfico de flujo de sefial y posteriormente aplicar la fdrmula de Mason
para calcular la funcién de transferencia de lazo cerrado C(s}/R(s).

H; jma—

Fig. 4-29.- Diagrama de bloques del sistema de control
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Tomando como base el diagrama de bloques de la fig 4-29 se abtaene
el grafico de flujo de seffal equivalente de la fig. 4-30.

Eﬁ, C%n

Fig. 4-30.— Grafico de flujo de sefifal para la fig. 4-29.

Observando el grdfico de la fig. 4-30, se ve que sclamente hay un
trayecto directo desde la entrada R« hasta la salida Cwa. La ganan—
cia de este trayecto directo es:

P1 = BG1626Ga

Tambien en el grdfico podemos ver que hay tres 1lazos cuyas
ganancias son:

L1 = GiBzHa
L2 = —G2G3H2
Lz = —B16z63

Los tres lazos tienen por lo menos una rama comdn por lo que en
éste caso no tenemos lazos disjuntos.

El siguiente paso es encontrar el determinante del grdfico A, para
lo cual nos basamos en la fdrmula general.

A=1~- (Ls + Lz + L)
Substituyendo el valor de Li, Lz y L3, tenemos que:
A = 1 ~ BibzH1 + GzGsH2 + G1G2Gs

Basandonos en la férmula anterior del determinante podemos
encontrar los cofactores. Debido a que el ndmero de cofactores és
igual al de trayectos directos, en este caso sélo habrad un cofactor
cuyo valor se obtiene eliminando del determinante todes los lazos
adjuntos al trayecto directo Pi, (gque son todos los tres lazos), por
lo gque:

AL = 1

Una vez gque ya se tienen lgs trayectos directos, el determinante y
los cofactores, se substituyen los valores en la fdrmula de Mason como
se indica a continuacidn,
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C¢s) =p = P1As  _ 6162063

R¢=s) A 1 — G162H1 + Gz2GsHz + G1G2G3

Este diagrama de blaques que luego se transformé en un grdfico de
flujo de sefial ya 1lo bhbabiamos resuelto aplicanda las reglas del
algebra de blogques paso a paso. El diagrama de bloques esta en la pag.
No 80, fig. 4-8 y la simplificaciéon final se obtuvo en la fig- 4-8-d
de la pag. 82. Como se puede comprobar los resultados obtenidos son
logicamente iguales, por el método de bloques o grdficos de flujo de
sefial.

Ejemplio 4-35.—Aplicando la fdrmula de Mason se desea calcular 1la

funcidén de transferencia C«y/Re del grafico de flujo de sefial que
se representa en la fig. 4-31.

4 Ch)
Ay——————

Fig. 4-31.- GBrafico de flujo de seffal de un sistema de control.

Trayectos directos.— En este grdfico existen tres trayectos
directos que son:
P1 = G1G253G4Gy

Pz G1646G56G0o

Ps = G1G267

Lazos de retroalimentacion.— Analisando el grafico se pueden ver
cuatro lazos de retroalimentacién cuyas ganancias son:

L1 = —GeHt
Lz = —-G267H2
Ls = GeGosbaz
Le = —G262G4GsH2
Revisando todos lgs lazos se llega a la conclusidn de que sdlo los

lazos L1 y L2 no tienen nada en coman y por lo tanto son lazos no
adijuntos o lazos disiuntos.
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Determinante.— El1 determinante del grifico de flujo de seffal se
obtiene apticando la fdrmula general.

A =1 - (L1 + Lz # La + Le) + L1z (4-39)
Substituyendo el valor de los lazos en la ecuacidén anteriar:
A =1 + GeHs + B2G7Hz + GGGz + G2G3G4GzH2 (4-4Q)
Cofactores.— En este caso tendremos tres cofactores,uno para cada
trayecto directo.El Cofactor Ai se obtiene de la ecuacidén de A (4-39)
eliminando del determinante los lazos adjuntos al trayecto directo
Pi, que son todos, Li, L2y L3 y L4. Por lo tanto:
A = 1
En forma semejante se pueden calcular los cofactores Az y Aa.

Az = 1 Az = 1 - Ls = 1 + GaHs

Finalmente se aplican 1los valores de laos trayectos directos,
cofactores y determinante a la fdrmula de Mason:

Ce¢sy _ 1
Ry P = 2 (P1A1 + P2Az + PaAs)

C¢s)> A G16526G36465 + Gi1GalBGsGa + 51652672 (1 + GaHi)
R<¢s) 1 + GeH1 + GzG7Hz + BG4BsGoHz + GzG3GaGoHz + GaH1Gz2G7H=2

La formula de la ganancia de Mason es muy Gtil para reducir
diagramas de sistemas grandes con muchas componentes de un sélo paso,
sin necesidad de reducciones graduales paso a paso como en los
diagramas de blogques. Lo importante al aplicar la fdrmula de Mason es
poder visualizar con toda claridad todos los trayectos directos y los
lazos de retroalimentacidn sin que s@ nOs escape ningunao, de esto
depende que la simplificacién sea correcta. Como es obvico, la
experiencia en los grdficos se lograrid resolviendo ejemplos para
aplicar varias veces la férmula de Mason. Tambien podemos simplificar
un diagrama de bloques por los dos métodos para comprchar el resultado
que debe ser idéntico en los dos casos, esta ultimo es una forma muy
efectiva de comprobacién de resultados.
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PROBLEMAS PROPUESTQS

Problema 4—1.— Aplicando algebra de bloques o la Formula de Mason,
determinar €/R en cada uno de los diagramas de bloques de 1las
siguientes figuras:

— =
G,

(2) £

Y+

-
'
&

+

Prablema 4—-2.— Reducir el diagrama de bloques de41a figura a la
forma canonica, conservandoc unicamente en la retroalimentacién el
bloque Hs.

Hs
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Problema 4-3.— Determinar la salida total (C del diagrama de
bloques de la figura, aplicandc el Algebra de bloques o Formula de
Mason y el principio de la superposicién.

+ Qz
Ruy ¥ ‘ c
G, G, E* Cra -

Froblema 4—-4.— Calcular C/R: para el diagrama de blogques de la
figura 4-32.
Prablema 4—-5.— Determinar C/Rz para el diagrama de bloques de 1la
figura 4-32.
Problema 4—-&.— Calcular la salida total C del diagrama de bloques
representado en la fig. 4-32.
TR R,
3 +
R &Y + + + C
4§ + Ve S
%/ 4l '(72 Kz
b A@‘“
4,
Fig. 4-32
Problema 4-7.- Calcular C/R para el sistema de contral

. representado en el siguiente diagrama de bloques:

H3—'

R + &, + -_ ¥ C
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Problema 4-8.—-Aplicando la fdrmula de Mason calcular C/R en el
siguiente diagrama de bloques:

?G]'« IG., o

Problema 4-9.~ Encontrar C/R para el diagrama de bloques de la
figura, aplicando grdficos de flujo de seRal.

Ge
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CAPITULO V

AcclionNEs Basicas DE CONTROL

S5—-1.- Introduccidn.

Caomo ya se establecié desde el primer capitulo, todos los sistemas
de control automidtico deben tener retroalimentacidn. La retroalimenta-
cién cumple varios objetivos muy importantes para =21 sistema de
cantral. Primero se mide la salida real del sistema y se regresa asta

medicidén como una sefial .a través de la retroalimentacidn para
compararla con el valor que deseamos tenser en la salida. E1 valor
deseado Bn la salida se indica en la sefal de entrada de referencia
del sistema. Luego se comparan ambos valores, la s&alida rexal vy =1

valor deseado. de esta comparacidn surge una sefial de error gue nos
indigca la desviacidn entre la salida real y la deseada.

La sefflal de error le indica al sistema que no se ha alcanzado el
nivel deseado en la salida., por lo que el sistema tiene que hacer algo
para corregir 1 error y alcanzar realmente la salida que se desea. La
forma en la que el sistema automatico produce uwuna seflal de control
para corregir 21 error se le llama " Accion de Control”.

Existen seis acciones bisicacs de control gue se estudiaran mas
adelante ¥ gue se utilaizan extensamente gn los sistemas ce control
automaticos industrial=ss. Como ver2mos las primeras acciones son
simples pargue desarrollan una séla acciodn, pero las dultimas tres son

ACCiones cambinadas gue contienen dos © mas acciones =£n €1 mismo
controlador.

5-2.— Clasificacidn de los Sistemas de Control Automatico.

Los sistemas de control se pueden clasificar en varias formas., bpor
eigmple de acuerdeo con el tipo de Tuente de energia y componentes que
utilicen,pueden ser eléctricos., elactrénicos, hidraulices o neumdticos
FPara seleccionar el tipo de control mas adecuado para una aplicacion
especifica se deberan tomar en cuenta diferentes aspectos como,la
naturaleza de la planta y sus condiciones de funcionamiento, ademas de
consideraciones de seguridad, costo, disponibilidad. confiabilidad,
precisién,. peso y tamaRo.

De acuerda con su accién de control, los controles auntomaticos
industriales se pueden clasificar en:

l.— ACcidn de control de dos posiciones o de Si—No (On—0ff).
2.- Accidén de control Proporcional.

3.— Accidén de control Integral.

4_ - Accidn de control Proporcional e Integral.

S.— Accidén de control Proporcional y Derivativo.

&.— Acclidén de control Proporcional, Derivativo e Integral.
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Elementnos de un controlador automdtico
controladores automdticos industriales tienen por lo mwenos tres
componentes bdsicos, un amplificador, un elemento de wmedicién Yy un

detector de error.En la fig. 5-1 se representa un diagrama de bloques
con las tres partes de un controlador.

industrial.— Todos 1los

/)(. ﬂcuom\uz

Armpiigicanor >
Enyrida
ELEMENTO & De ep /)1.,11\;,-4
preagp———
hyEb/croN

Fig. 5—1.— Componentes de un controlador automdtico industrial.

El Amplificador se requiere debido a que generalmente la sefial de
error que produce el detector de error tiene un nivel de potencia muy
bajo gque no es suficiente para mover algun dispositivo accionador como
por ejemplo una valvula o un motor eléctrico. Por lo tanto la sefial de
error =e introduce a un amplificador para gque la sefial de salida del
mismo tenga la potencia necesaria para mover algun dispeositivo que
tienda a corregir 1 error del sistema.

El Elemento de Medicidén es un dispositivo que sirve para medir 1l1la
sefial de salida de la planta y ademas cambiar la sefial por otra de
naturaleza distinta que sea de igual tipo que la sefial de entrada de
referencia. El1 elemento de medicién puede convertir por ejempla una
sefial de la salida de presién a voltaje, de velocidad a voltaje, etc.
Generalmente la sefial de salida del elemento de medicién es un voltaje
va gque la seffal de referencia también lo es. Se necesita cambiar la
naturaleza de la sefial que entra al elemento de medicion para poder
comparar dos sefiales del mismo tipo en el detector de error. Si se
aplican sefiales de naturaleza distinta como entradas al detector de
error, obviamente el detector no puede trabaiar, ya gque no podria
comparar dos sefiales de naturaleza distinta.

El detectar de error como ya se dijo compara las dos seflales de
entrada de la misma naturaleza y nos da como salida una seflal de error
de la misma raturaleza de las seffales de entrada. Si las entradas son
seflales de voltaje, la salida también seri un voltaje.

Contraoles Autpactuantes.— Casi todos 1los controles automiticos
industriales tienen sus componentes separadas en unidades independien—
tes, la cual significa que el amplificador esti separado del elemento
de medicién y del detector de error. Sin embargo hay algunos controles
muy sencillos que tienen todas sus componentes integradas en una sola
unidad,este tipo de controles son denominados Controles Autoactuantes,

y son muy utilizados en la prdctica porque son muy simples y muy
econdmicos.
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En la fig. 5-2 se representa un control autoactuante que se
utrliza para regular la presién en la salida a un valar constante. Las
partes principales del control sonj;

a) Un tornillo de requlacién.

b) Un resorte de presidn.

c) Una valvula de control.

En la entrada se aplica la presién de un fluido, que puede ser gas

o liquido. Esta presién de entrada tiene un valor mayor que la presién
de salida, que se desea caontrolar, como sucede en un tanque lleno de
gas butano por ejemplo. La presién de entrada cuando es grande se
aplica saobre el diafragma por la parte inferior, ejerciendo una fuerza
hacia arriba. Esta fuerza hacia arriba es contrarrestada en parte par
la fuerza que el resorte ejerce hacia abajo presionado por el tornille
de requlacién. Cuando la presién de entrada es elevada, produce un
maovimiento del diafragma hacia arriba que extrangula un poco 1la
valvula de control, disminuyendo con ello la cantidad de fluido en la
salida y con ello tambien la presién.

Punto de Jjusie
m { o regulzcidn

Qialeagma

Y %

—*-—-—% /—v'—o—h
,//////ﬂé\ﬁ/f

Auento dg
I3 vilvyla

Fig. 5-2.-— Valvula de Control Autcactuante.

A medida que la presién de entrada disminuye debido a que el
tanque de gas se va vaciando, la fuerza ejercida sabre el diafragma va
disminuyendo por lo que el resaorte mueve el diafragma hacia abajo lo
que produce la abertura de la vdlvula de control, dejando pasar mds
fluido para que la presidén de salida se mantenga constante.

El ajuste del tornillo de regulacién depende de la presién gue se
desee tener en la salida. Si queremos una presidén elevada, el tornillo
de regulacién se debe ajustar para que aumente 1la fuerza sobre el
resogrte hacia abajo y éste a su vez presione el diafragma para abrir y
mantener asi la vdlvula de control, con lo cual se logra el aumento de
la presién en 1la salida. S5i se quiere reducir la presién en la salida,
el movimiento del tornillo de regulacidn se hard en sentido contrario.

Generalmente estos requladores de presién autoactuantes ya vienen
ajustados de fdbrica para obtener una determinada presién de salida
constante. La parte mids delicada del control es el diafragma que se
puede romper por el movimiento que realiza al estar requlando 1la
presién. También pueden presentarse fugas de gas en la unién de las
dos partes del control, la superior v 1la inferior. Es recomendable
cuando suceda wuna falla,caomprar otro regulador y no tratar de
repararlo ya que el costo del regulador es bajo y el riesgo de la fuga
de gas puede ser muy alto.
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Acciones Sasicas de LControli.— & Donhinuasisn 32 2gTugraran [ 2
diterentes acciones de control v se veran aljgunas aplicacione:

e 10

practicas para las mismas. Es muy impartante en-ender todas las
acciones de control para despuds poder seleccionar la mas adecuada a
una determinada aplicacidn.

1.- Accion de Control de dos posiciones ¢ de Si-No. En este tipo

de control, la salida sélo tiene dos posiciones fijas gue pueden ser
par ejemplo abierto—cerrado, conectado—desconectado, prendido—apagado
etc. Este contirol es muy sencillo ¥y muy econdmico por 1o gue tiene una
gran cantidad de aplicaciones, a nivel industrial y doméstico.

En la fig. 53-3—a se representa un diagrama de bloques dei control
de dos posiciones. Dependiendo det valor del error "e", la saiida "m"

puede tener dos valores, Mi1 o Mz. Matematicamente la accidén de control
se pusde representar en la siguiente fTorma:s

may = Ma para &t > 0
My = Mz para =t < 0

Brecha difesencaal

\

M, Mg
e m e — = m
M2 Mz
{@) {b)

il
b
Vs ]
L

S5—5. ta) Diagrama de bloques de un conitrol 3i-No.
{b}) Diagrama de klogques de un caontrol Si-No
con brecha diferencial.

Los controles Si—-No generalmente scn eléctricos. neumaticos o
combinacidén de ambos. La mayoria de los controles de des pasiciones
tienen una bhrecha diferencial que proteje al sistema de wuna accidn
excesivamente frecuente de energizar—desenergizar o abrir-cerrar. Para
entender mejor 10 que &3 la brecha diferencjial,se analjizaria en sequida
un sistema de control de nivel de l1{gquido que se representa en la fiqg.

una

9-4,
% 1SV

.1’

9 1

—— }
| Rotader

T I

R

Fig. S5—4.— Sistema de Control de Nivel de Liguido Si—No.
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En el sistema de control de la fig. 5—4 se desea mantener el nivel
del liquido en el recipiente a wna altura "h". En un prinpcipio que el
tanque esta vacio, el flotador esti abajo y este cierra un interruptor
eldctrico para energizar la bobina de la vdlvula de control de llenado
con lo cual la valvula se abre y se empieza a llenar el recipiente.

Conforme se vaya llenando el tanque, el flotador sube y 1llega un
momento en que abre el interruptor eléctrico, con lo cual la bobina de
la valvula de llenado se desenergiza y la valvula se cierra para no
derramar liquido fuera del tanque.

Al utilizarse el agua del recipiente, el nivel de liquido baja,
flotador cierra de nuevo el interruptor y la wvalvula de
abre para alcanzar la altura "h" de nivel de liquido.

En éste caso la brecha diferencial se ajusta sobre 1a varilla
vertical del flotador, y consiste en dos randanas que se pueden
ajustar con tuerca y tornillo a la varilla vertical a una distancia
que puede ser de 15 o 20 cm. Supongamos que la altura “"h" sea de dos
metros, entonces las rondanas se ajustan de tal manera que una abra el
interruptor cuando el nivel "h" alcance los 2 metros, y la otra para
que cierre el interruptor a un nivel de 1.80 metros. Por lo tanto 1la
brecha diferencial seria en este caso de 20 cm.

Si no hubiera brecha diferencial, el flotador abre el
a los 2 metros, pero inmediatamente que baje el flotador cualquier
distancia por minima que sea, el interruptor cierra, =l nivel vuelve a
subir, el flotador abre de nuevo y esta secuencia se puede repetir
muchas veces lo que resulta daflino para el sistema.

- El ejemplo que se analigadé es de un sistema de control de nivel de
liquido, pero logicamente la accién de control Si~No vy

diferencial se puede aplicar para controlar sistemas de
temperatura y otros mas.

el
llenado se

interruptor

su brecha
presidén,

2.— AAccidén de Control Proporcional.- Para este tipo de control, la
relacién entre la salida del control mi(t) y la entrada que es la sefial
de error. se puede expresar matematicamente con la siguiente ecuacién:

m(t) = Kpe(i)

donde m{(t) es 1la salida del control, Kp es una constante de

proportionalidad y e(t) es la sefial de entrada o error.

Transformando
por Laplace la ecuacidén anterior cbtenemos:
M(s) = KpE(s) 0 la funcién de transferencia M(s)/E(s) = Kp
En la fig. 5-5 se puede ver un diagrama de bloques de un contraol
proporcional .
E{s) M(s)
K

Fig. 5-5 Diagrama de blogues de un control proporcional.
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Como se puede camprender basdndonos en la funcidén de transferencia

del control proporcional, cualquier control de este tipo es esencial——
mente un amplificador en donde la salida es

la entrada multiplicada
por la ganancia que se representa por la constante Kp.

J.~Accion de Control Integral.- En el control Integral,

la sefial
de salida es proporcional a la integral del error y sepuede expresar
por medio de la siguiente ecuacidn: )

——

miL) = Ki r;emdt

donde m(t) es la.salida, Ki es wuna constante de proporcionalidad
integral y e(t) es la sefial de error. La constante Ki al igual que
constante Kp son regulables. Transformando

la
por Laplace la ecuacidn
anterior obtenemas:
= ki : MEs) _ _Ku
M(s) = == Els) 0 1o que es igual E(s) -

Es importante entender la diferencia entre un control integral Yy
un proparcional. En &1 control integral, 1la salida es la integral del
errar durante un tiempo, lo que significa que el error aunque sea

muy
pequefic, se va acumulando con el tiempo y la salida m(t) se incrementa
considerablemente para tomar una accidén

sistema. En un control proporcional,

de control vy
entrada,

corregir al
la salida es proporcional a 1la
por lo tanto si 2] error es pequefio y

constante, la salida
tambien sera pequefia y su valor permanece constante. Por 1la anterior
se recomienda aplicar la accién de control integral para sistemas con
errores pequefios y cuya duracidén en tiempo es grande

vya que si se
aplica accidn proporcional es posible gue el

cantrol no detecte el
error por pequefio o no alcance a tomar una acciédén para corregir.
En la fig.

54 se representa el diagrama de bloques de un control
integral.

gl | Kk, | M

Fig. 95—6 Diagrama de bloques de un control Integral.
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4.- Accidn de Control Proporcional—-Integral.— Es una accién de
contral combinada que mezcla en un sélo controladar las dos acciones.
Matematicamente esta accién de control se puede representar paor

medio
de la siquiente ecuacidn:
m(t) = Kpe(t) + %E ste(t)dt
i o
transformando por lLaplace la ecuacidén anterior cbtenemaos:
M(a) = KpE(s) + SR E(q)
Tis
consideranda E(s) comoc sefial de entrada al controlador y HM(s) coma
salida, la funcidn de transferencia del controlador P—-1 sera:
M(s) . 1
S ———— - + —
T T
En las ecuaciones anteriores, Kp s denomina constante de

sensibilidad proporcional y Ti es una constante de tiempo
Como se veriA mas adelante en alguncs ejemplas de
electrdnicos P-I, tanto la constante Kp cama Ti se
regular facilmente. :

En la figura 5—7 se representa el diagrama de bloques de un
control praporcional—integral; ademds se representa la grdfica de la

salida de dicho control cuando se le aplica como entrada una sefial
escaldén unitario.

integral.
controles
pueden ajustar o

facalan
¢ ( ! ) uniana
y 3
Els) | Kal1+T;s) M{s)
= = Q t
: {b}
min4
{a)
Pl Accsan de control
2K ——=
. |
——— T mmm——————
[ \ A
I [Pregorcional solamente)

Q T; 4
(¢)

Fig. 5-7 a) Diagrama de bloques del control P-I

b) Escalén unitario aplicado como entrada al control P-~I
c) Sefial de salida del control P-I



S.— Accién de control Proporcional-Derivativa.—-También es una
accidn de control combinada, la cual se recomienda  para sistemas de
contral con errares grandes que sean constantes o0 errores cuya varia——
cidn sea grande con respecto al tiempo. La accién de control P-D se
puede representar matematicamente con la siguiente ecuacidn:

m(t) = Kpe(t) + KpTa S2LEL

transformando por Laplace la ecuacidén anterior obtenemos:
M(s) = KpE(s) + KpTdsE(s)

considerando M(s) coma seflal de salida del controlador y E(s) como
entrada, la funcidén de transferencia del controlador P-D seri:

-E%-?_;% = Kp(l + Tds)
Al igual que en los controladores anteriores, la Kp es una
constante de proporcionalidad y Td una constante de tiempo derivativa.
Ambas constantes son valores que se pueden regular facilmente.
En la fig. o—-8 se representa el diagrama de bloques de un control
proparcional—-derivativo. Ademds se representa la salida de dicho
control cuando se aplica como entrada una sefal rampa unitaria.

R
elt) Y

£1ls) Mis) ()

A AR IPE) i LA

mit) PO
Accitn de contiol

.
o) <

-
2% - {Proporcional
P salamente)

(c)

Fig. 5-8 a) Diagrama de bloques del control P-D
b) Rampa unitaria aplicada como entrada al control P-D
c) Sefial de salida del control P-D

121



&.— Accién de Coantrol Proporcional-Derivativa—Integral.—- Es la
accidn de control mds completa de taodas y conjunta en un sélo equipo
las ventajas de cada accién bdsica de control.Antes de ver 1la
ecuacién de este controlador es importante hacer notar gue no se puede
utilizar un contraol puramente derivativo en 1la prdctica como el
control integral o el proporcional. Lta razén de lo anterior es muy
simple ya gue el control derivativo simple no detecta errores cuyo
valor sea constante debido a que la derivada de una constante es cerao,
por- lo que no taomaria ninguna accidén para corregir en éstos casas.

La ecuacidén que representa la operacién de un controt P-D-I es 1la
siguiente:

_ de(t) Kp t
m(t) = Kpe(t) + Kpld at + T. foe(t)dt

transformando por Laplace la ecuacidén anterigr tenemos:

M(s) = KpE(s) + KpTdsE(s) + ??;L'E(E)

donde Kp, Td ¥y Ti son constantes de proporcionalidad, de tiempo

derivativo y de tiempo integral respectivamente y cuyo valor es
ajustable.
Tomando como sefial de entrada E(s) y como salida M(s), la funcidén
de transferencia del control P-D-1 es:
M(s) 1
= K + -+
E{s) o J o= Tis)
En la fig. 5-9 se representa el diagrama de blogques de un control
P-D—-1. Ademas se representa la salida del tontrol P-D-I cuando se le

aplica una‘'entrada rampa unitaria.

el

Rampa untlatis

!
£1s) F:,mr,ur.r;szl mis) J {b)
,—-'"_‘ = r"_‘ o
mitr)y Aomepomurll o

(a)

IProgercional solamante)

0 ’ T
(¢c)

Fig. 5-9 a) Diagrama de bloques del control P-D-I
b} Rampa unitaria aplicada como entrada al control P-D-}
c) Seflal de salida aplicada al control P-D-I
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5—3.~ Controles Electrdnicos tipo P. F-D, r—I. y ¥—I-0.
A continuacidn se estudiara la forma de construlr los daiferentes tipos

de controles utilizanda componentes electronicos como amplificadores,

resistencias y condensadores.

Contral Electrdnico Froporcional.
En la fig. 9-10 se representa el diagrama de un contral electrdnico F.

La letra K representa la ganancia de un amplificador electrdnico. En
la retroalimentacidén se conecta un potencidmetro con las resistencias
Ri1 y Rz. El voltaje ei es la entrada, ec es el voltaje de salida y ef

es voltaje de retroalimentacidn.

[ ?? 7

i e |

Diagrama de dos lineas del control proporcional.

Fig. S—10.

Basdndonos en el diagrama de dos lineas anterior, podemos trazar

el diagrama de blogues equivalente de la ¥ig. S—1ii.

<,

(o3
— e

Fig. S—-11t. Diagrama de blogques del control proporcional.

Aplicando las reglas del dlgebra de blogues al diagrama de la fig.
5~11, podemus plantear las siguientes ecuaciones con el objeto de
llegar a determinar la funcidén de transferencia del control P.

eo = K(ei. — ef) (5—1)

er = e —gf (5-2)
substituyendo ef de la ecuacién S-2 en la 5-1 tenemos:

(5~3)

= _ _R2
o = K(ev o R1 )
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transformandao por Laplace la ecuacidén 5-3 obtenemos:

Rz
Eotsy = K[LEus Eota:? R1 ]

Eow + KEo(m—R—z KEi=
R

Eow[1l + K—g-:-] = KEus

Eo(s> _ K
Eics> K Rz
1 R1

Si el términoc Kg% del denominador es mucho mayaor que 1, se puede

eliminar 21 uno sin incurrir en mucho error,es decir matematicamente si
Rz Y 1Man todcas Eotsy _ K _ Ria
Ry Et¢s Rz R2
K ———
R1

K

Si la relacidén de resistencias Ri1/Rz se hace igqual a la constante
Kp (constante de proporcionalidad), .se ve claramente gque el control

desarrclla una accidén praporciocnal.

Eotay _ < — .
=N Kp o bien Eotay = Kp Ei
Como se puede ver, la ganancia Kp es facilmente ajustable por el
movimiento de un potencidmetro.
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controtr Electrdnizo de RAecz-:1:6n Froporcional—-Derivativa.

En la fig. 3—-12 se representa el diagrama de un control electronico 0
La letra K representa la ganancia de un amplificador electrénico. En
el circurto de retroalimentacidn tenemos ahora wun circuito KRC. Les

voltajes eo. &f v 1 son respectivamente vopltajes de salida, retroali-
mentacién y entrada.

c- s
&, K =
—— g - )
R
o |

&

L
T

Diagrama de dos lineas del control PD

Fig. 5-12.

Basandonos 2n el diagrama de dos lineas anterior, podemos trazar

el diagrama de bloques equivalente de la fig. S5—1Z

- 'y

\
N\

:

1Y)

Diagrama de blogues del conitrol FD.

Antes de calrular la funciédn de transferencia de todo el control,
primerc cbtendremos la Tuncién de transferencia del circuito de retro—
alimentacidén RC. En la figura 5-1i4 se representa el circuito RC de

la
retroalimentacidn, del cual podemos plantear las sigulentes
ecuaclioness
Kd
C—————— "\ vns -
S —
2, z AT~ gll tey
G 0

Fig- 95—-14. Circuito RC de Retroalimentacién.
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i .
20 = iRd + E:— S idt (5—4)

1 . _
Bf = ==— s idt (5-5)

Transformando por Laplace las ecuaciones 5-4 y 5-5 tenemos:

Eotws = lioRd + c:s T (5-&)
Efis)y = — I¢ (5—7}

De las ecuaciones anteriores se puede llegar a calcular la funcidén
de transferencia del circuito RC de retroalimentacién.

1
Efcsy _ Cds - 1 (5—-8;
Eoc¢s» 1 RdCds + 1
fie Cds

Por otro lado y basdndonos en el diagrama de blogues de la fig.
S5-13, podemos plantear la sigulente ecuacidn:

[Ewer = Ef@IK = Eoisr (5-9)

substituyendo el valor de Efe» de la Ec. 5-8 en la ecuacidén anterior

9—-9 tenemos:
Eo(s)

[Ewsy — RaCas + 1 JK = Eots
— ). KEo(s) \
KEue» RdCds + 1 Eot=)
KEius) = Eow| K + 1]
RdCds + 1

K
RdCds + 1
despreciar sin incurrir en mucho error., con lo cual podemgs llegar a
la siguiente funcidén de transferenciacs

de nuevo si es mucho mayor que la unidad. el uno se puede

Eotsr K = RdCds + 1 = Tds + 1
Ei¢s> K
RdCds + 1

en donde Td es igual al producto RdCd y se denamina constante de
tiempo derivativa.
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Control Electronico de Accidén Proparcional-Integral.
En la fig. 5—15 se representa el diagrama de un control electronico PI
al igual gque en los otros controles, K representa la ganancia de

amplificador electrdnico, ei, e y 2o son voltaies de entrada, retro-

alimentacién y salida respectivamente. Ri. y Ci son los componentes del
circuito de retroalimentacién.

un

"i

«; LC ér

o

(M

Fig. 5-1% Diagrama de dos lineas del control PI

Basdndonos en el diagrama de dos lineas anterior, podemos llegar a
trazar 21 diagrama de blogues equivalente de la fig. S5-16.

¢+
<t

N

o k: S

S ne—

Fig. 5-ié6. Diagrama de bloques del controel PI
Se calculari primero la funcidn de transferencia del circuito de

retroalimentacion. En la fig. 5-17 se representa el diagrama del

circuito RC de retroalimentacién, a partir del cual plantearemos
algunas ecuaciones.

(&
| F '
Z, . %Q[ ¢p

G O

Fig. 5-17. Circuito RC de Retroalimentacidn

127



1

8o = — 1dt + 1R (S—10)
Cu
ef = iR (S—411)
Transformando por Laplace las ecuaciones (5-10) y (5-11) tenemas:
Eotsy = L Itsy + IoRi (5—-12)
Cis
Efisy = LaRe {5—-13)
Efcs» _ Ic=srRi - R - Ry
Eoccs=) 1 . - i ) 1 + Ril.s
Cic I¢sy + I¢=2)Rti Cis + Ri Cis
Ef¢sy> _ RiCis (5-14)
Ect(s> RiCvs + 1

For otro lado y basdndonos en el diagrama de blogques de la fig.
5—14, podemos pglantear la siguiente ecuacidn:
[Eusy — Ef=] K = Eot (5-13)

substituyendo Efts) de la ecuacidén 5—-14 en la 5-15 tenemos:

i RiCisEoc¢s> _
[ Eus RiCis + 1 1K = B
. KRiCisEots) _
KEus=) RiCis + 1 Eats
KRiCisEo(sy _ L
Eotey + T S KEis»
Eots) _ K
Evcsy KRiCis
1 + “RiCis * 1

si el término KRiCis/(RiCis + 1) es mucho mayor que uno, la unidad del
denominador se puede despreciar sin incurrir en mucho error vy

la
funcidén de transferencia se simplifica como sigues:

Eocts) - K - KRiCis + K = RiCis + 1 =1 + 1
Eic¢s> KRi1Cis KRiCis R.Cis R.C.s5
RiCis + 1

finalmente si el producto de RiCi lo hacemos igual a T. (constante de
tiempo de integracién), la funcién de transferencia es:
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Control Electronico de Accién Proporcional-Derivativo—-Integral.

En la fig. 5-18 se representa el diagrama de das lineas de un caontrol
electrdénico PID. La K representa la ganancia de un amplificador, e,
ef vy e son voiltajes de entrada, de retroalimentacién y de salida
respectivamente. En el circuito de retroalimentacién se puede ver muy

claro las tres partes, proporcional (el potenciometra), derivativa (Rd
y £4) e integral (Ri y Ci).

|

Fig. 5-18. Diagrama de dos lineas de un contral PID

Del diagrama de dos lineas anterior se puede trazar el diagrama de
bloques de la fig. 5—-1%9. Antes de calcular la funcién de transferencia

del control FID completo., se debe calcular la funcién de transferencia
del circuito de reatroalimentacidn.

a; =<;f> 1 t( 3120

el 2.

-]

+

Fig. 3-19 Diagrama de Blogues del cantrol PID.

En la fig. 5-20 se representa el circuito de retroalimentacién del
control PID.
B, Gy
[ —AASANN- | ( ]
. : 2
< : 1 Cy ﬂ L '
& 7 ‘2"

Fig. 5-20. Circuito de retroalimentacién del control PID.
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Cen el objieto de no complicar demasiado el circuirto de
retroalimentacidn del control PID (fig. 3-20) na se 11ncluye el

potencidmetrao con las resistenciras R: y Rz. Un poco mas adelante se
tomara en cuenta dicho potencidmetro.

Del circuito de la fig. 520 se pueden plantear las

siguientes
ecuaciones: 1

Rdii + Tdf[“ - iz]ldt = eo (5-1&)
—é: [ liz ~is]dt « % S izdt + iR = 0 (5-17)

izR. = e1 (5~18)

Transformando por bLaplace las tres ecuaciones anteriores tenemoss

1
R = - I = — 1
dIucgy + Tas { I 2=} Eote) (5—19)
- [ Izt = Ittsd] + L I2¢ts) + Iz=Ri = O (5-20)
Cas Cis
[a2tsiRi. = Eua (5-21)

En seguida se desarrollara la ecuacidén S5—20 para despejar Ius

1 i .
Cda Iz E:; Liey + Tic Izsy + Iz2e9Ry = O
1 1 i & .
Cac Iy = Imw[cds - e + Ri}
Iwsy = latsdCds {-i- -k Ru]
Cas Cis
- Ci + Cd + RiCiCds
Iiey = TaesCds [ C.Cds 1
Piiny = Tdiai [Ci. + Cd ELRLC\.CdS 1

Substituyendo lus» en la ecuacién 5-19 tenemos:

I2¢s) . -0 | 1 I2¢s) . 21 TR \}
Rd[ T(CL"‘Dd"‘RLDLCdS) 1+ Eialote (Ci+Ca+rRiCiCds) ] C——-—-dSIZ(s) = Eos)

Tz[ B2 (CitCa+RiCiCas) + cul:ds‘c‘*‘:d"mc"‘:ds’ - == 1 = Eow

s
Tz RdCds (Ci+Cd+RiCiCds) + (Ci+Cd+RiCiCds) — Ci

CiCds 1 = Eom
RACdCis+ RdEd’s+ RARiCd’s®+ Ci+ Ca+ RiCiCds— Ci . _
1z CiCas 1= Eows
RdCis+ Rd4Cds+ RARiCiCas’+ 1 + RiCis . _
1] Cis 1= Eot®
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RAR.CdC.s’+ (RAC.+ RACd+ RuCu)s + 1
I 2| g ] = Eow

Timy Ec<si1Crvs
3

RAR.CdCis%+ (R4Ci+ R4Cd + R.Cu)s + 1

Substituyendo Iz en la ecuacidn 5-21 tenemos:

Eoc¢(s) CisRi

= = Eu= (5-22)
RARiCdCis + (RdACi+ RdUd+ RwCi)s + 1

De donde podemos obtener la funcién de transferencia Eis)/Eow

Ei1¢s)> = RiCis
Ec<«s»

= (3-23)
RdAR.CdCis™+ (RdCi+ RdaCa+ RiCi)s + 1

Del diagrama de blogues del control PID

» Tig. 5—-19, podemas
plantear las siguientes ecuaciones:

[ei — ef] K = eo’ (3-24)
Rz
ef = gs[ Ri | (5-23)
Transformando por Laplace las dos ecuaciones anteriores:
[Eusy — Eft®] K = Eo (S-26)
_ R2
£y = BEaw| R1 ] (S-27)

Substituyendo Eie» de la ecuacidén 5-22 en la ecuacién S-27

Efcay = Rz2RiCisEsc¢s)

R1[ RARLCdCis”+ (RdCi + RdCd + RiCi)s + 1]

Substituyendo Efts» en la ecuacidén S5—26 tenemos:

A KRzRiCisEo¢s)
KEie — = = T
KEitay = Eotex{l + KR2R.Cis

}
R1[ RdRiCdCis®+ (R4Ci + R4ACd + RiCi)s + 1)

KEicar = E°<HR1(RdRiEdCi52) +R1 (RACi+Rd4Cd+RiCi }s + Ri+ KRzR;CLs}
e " RIRAR:iCdCis’+ Re(RaC. VR4Cd +RiCi)s + 1




Ests) _ KR1| R4RLCACLS + (RAC: +RJCH +RiCyds + 1] _
Eevyl KRLCtR2s + Ri[ RARiCLCas’+ (RACi +RdCd +R.Cu)s +1]
Eocte> _ K
Ev(s) KR2R.C. S

RiL RAR.CdCis "+ (RdCi+ RaCar R.coys + 13 1

Suponiendo que la fraccién que esta en el
mayar gue uno, la unidad del denominador
incurrir en mucho error.

denominador es mucho

se puede despreciar sin
Tomando en cuenta lo anterior y hacienda

los
cambios adecuados en la fraccidn, la funcidn de transferenclia se nos
transforma de la siguiente forma:
Eo¢sy _ Ri[RdRLCdCLSz+ (RACy +RdCd +Riv)s + 11]
Eics) RiCiR2zs
Eocar _ Rt . R4RiCaCis”+ (R4Ci +R4Cd +RiCi)s + 1 ;
Ei¢g) Rz RiCis
Si Kp=Ri/Rz y ademds desarrollando la fraccidén para luego
simplificar, tenemos:
Eots) _ {RdRLCdCLsz , RdCis RdCds RiC.s_ , __1
Evtss P R.Cis RiCis RiCrs RiCis K.Cvs ]
Eoc¢sy _ Ra Rd4Ca i
Evemrmmt BLRICIS & ot et Lt FoGved
Si Td = Rd4Cd Yy Ti = RiCi en la ecuacién anterior:
Eo(sy Rd Td 1
oy Rpll s\ e E Ban s 115 I
- Rd T4a . .
Haciendo o =(-§T + T * 1) en la ecuacidn anterior:
Eo(s) 1 Tds 1
——— + + — = ——
Evce kel Tas + a + =] kel =g= + ¢ » =2l
Finalmente Eoisy o Kpa[ 1 + I8 . 2 } en donde se puede ver
Eic(s> @ aTvs

perfectamente la parte proparcional, derivativa e integral.
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PrROBLEMAS PROPUESTOS

Un Control Proporcional-Integral tiene una seflal de entrada
senoidal ew= 4Sen Bt. Calcular 1la salida del controlador.sa
las constantes del mismo son Kp=5 y Ti=2.

Un Control Prnpor;:tional—Derivativo-lntegral tiene wuna sefial de
entrada ew=te ° . Calcular 1la salida del control si las
constantes del sistema son Kp=3, Td&=5S y Ti=2.

Un Control Proporcional—Derivativo—Integral (FDI) tiene una sefial
de entrada ew= BSend4t. Cual es la salida mt) del control si las
constantes del sistema son Kp=2, Tda=6 y Ti=1Q.

Un Control Proporcional—derivativao (PD) tiene una seflal de entrada
rampa ew= 4t. Calcular la salida del control si Kg=5 y T&=8.

Un Control Proporcicnal—-Integral tieme una entrada ew= 3 CosSt.
calcular la salida del controlador si Kp=8 y Ti=2.
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CAPITULO VI

RespPUESTA TRANSITORIA

6—1.— Introduccidn.

La respuesta transitoria de un sistema de control es 1la salida
temporal que se obtiene como resultado de una sefial de entrada
aplicada. La respuesta transitoria o temporal de un sistema de control
consiste en das partes: la respuesta transitoria y la estacionaria.

La respuesta transitoria es 1la que se presenta desde que el
sistema inicia su operacisén hasta que se logra alcanzar un estadeo final
generalmente estable.

La respuesta estacionaria es la salida que se obtiene ya cuando el
sistema de control tiene mucho tiempo operando, o sea cuando el tiempP
tiende a infinito.

La respuesta temporal y estacionaria se presenta no sélo en los
sistemas de control, sino en casi todos los sistemas, sean eléctricoss
electronicos, mecdnicos,etc.Por ejemplo en un motor eléctrico hay wuna
salida transitoria desde gue se energiza hasta que alcanza su
velocidad nominal, posteriaormente se presenta una respuesta estaciona—
ria cuando ya 1 motor se estabiliza en sus condiciones de funciona--——
miento normal. Otro ejemplo puede ser cualquier equipo electrdnico que
se energice, (TV, radio., etc) siempre presenta un periodeo transitorio
o de ajuste en donde la polarizacidn de sus circuitos alcanzan sus
valores nominales, despues de 1o cual se obtiene la respuesta estacio—
naria. En algunos equipos el tiempo de la respuesta transitoria es muy
pequefio pero écte siempre sxiste.

Para calcular la respuesta de un sistema se necesita conocer 1la
funcién de transferencia y la sefial de entrada al control. En la prac-
tica algunas veces se conoce la sefial de entrada y otras veces no-
Cuando nao se conoce la sefial de entrada y con el fin de contar con un

mismo patrén de comparacién entre diferentes sistemas, se pueden
aplicar algunas sefiales de entrada comg prueba para determinar gsus
respuestas. A estas sefflales de entrada que se aplican como prueba,se

les 1lama normalmente seffales de prueba tipicas.

Las sefiales tipicas de entrada m&s comunmente utilizadas son 1las
funciones escalén, funciones rampa, funciones aceleracidn, fTunciones
impulso, funcidén pulso y la funcidn senoidal. Aplicando estas sefiales
se pueden realizar andlisis experimentales comparativos de diferentes
sistemas de control con mucha facilidad, ya que togdas estas sefiales se
pueden generar muy facilmente en funcién del tiempo.

FPara poder determinar cual o cuales sefiales de prueba se deben
aplicar a un sistema de control, se deben conogcer las condiciones
reales de trabaio gque tendriA el sistema.S5i se espera trabajar con una
entrada que aumente gradualmente con el tiempo, la rampa es una buena
seflal de prueba. Si la entrada @s brusca y de muay poca duracidn, el
impulso es la sefial de entrada mas adecuada. Si se aplica como prueba
la sefial tipica mas adecuada hay muchas posibilidades de que el

control tenga un funcionamiento édptimo cuando se le aplique la entrada
real de trabajo.
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0—2.—- Especarficacianes en el Dominio del Tiempo.

€l procedimiento general para analizar un sistema de control con

retroalimentacién se puede resumir en los cuatro puntos siguientes:

1.~Se determina el modelo matemdtico y la funcidn de transferencia
para cada uno de las componentes del sistema.

2.~Se selecciona una forma de representacién del sistema, ya sea por
medio de bloques o grafica de flujo de seflales.

3.-5e construye el diagrama de bloques o grdfica de sefiales para
representar campletamente todo el sistema de control.

4.-Se determinan las caracteristicas del sistema.

Para determinar las caracteristicas del sistema hay métodos en el
dominio del tiempo y métodos en el dominioc de la frecuencia. Cada unc
de estos métodos tiene sus ventajas y sus desventajas ya que algunas
caracteristicas se pueden aobtener mas facilmente por un método gque por
el otro. Por el momento se vera el andlisis en el daominio del tiempo y
pasteriormente se estudiaria en el capitulo nueve los m&todos de
respuesta a la frecuencia.

El objetivo basico en el disefic de un sistema de control es lograr
que e)l mismo cumpla con ciertas caracteristicas. Estas caracteristicas
son las especificaciones que describen el comportamienta

del sistema
en ndimeros. Las especificaciones mds importantes en el dominio del
tiempo san:

a) La Estabilidad Absaluta
b) La Estabilidad Relativa
c) El Error Estacionario

La Estabilidad Absoluta es la caracteristica mds importante que
debe tener un sistema de control. La Estabilidad Absoluta nos dice
un sistema es estable o inestable.

S51
Es tan importante que el sistema
sea estable ya que de otra manera el sistema de control

no se puede
utilizar practicamente. Un sistema de control lineal invariante en el
tiempo, es estable si finalmente la salida retorna a su estado de
equilibrio cuando el sistema es sametido

a una perturbacién. Un
sistema de control lineal invariante en el tiempo es inestable Si  su

salida cantinda indefinidamente una opscilacién, o sSi1 s5u salida no

tiende a un valor definido cuando 21 sistema se saomete a unha
perturbacién. Mds adelante se veran algunos métodos para determinar la
estabilidad absoluta de un sistema de control.

Cuando un sistema

de control es estable o
absaluta,

tiene estabilidad
el siguiente paso importante es saber gue tan cerca esta el
sistema de caer en la inestabilidad. Este es el concepto de la Estabi-
lidad Relativa. La Estabilidad Relativa de un sistema de control se
puede caltular aplicando el criterio de

Routh gque se vera en éste
capitulo un poco mds adelante. Por otro lado también se puede
la Estabilidad Relativa de

un sistema aplicanda
Margen de Ganancia y Margen de Fase que
nueve,

conocer
los conceptos de

se estudiaran en el capfitulc
Métodos de Respuesta a la fFrecuencia.
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El Error Estacionario en un Sistema de Caontraol se puede definir
como la diferencia entre la salida real y la salida deseada cuando el
tiempo tiende a infinito y el sistema se ha estabilizada.
Estado Estacionario es un indicativo importante de 1la exactitud del
sistema, logicamente es deseable tener un error estacionario 1o mds
pequefio posible ya que ésto nos darid una mayor exactitud. Mds adelante

se estudiaran algunos métodos para calcular el Error
los sistemas de control.

El Error en

Estacionario de

6—3.— Sistemas de Primer Orden.

En sequida se analizara la respuesta transitoria de un sistema
control de primer orden al cual se le aplicaran distintas seflales de
entrada. El sistema de primer orden serid un circuito eldctrico R-C
comao se indica en la figura 6—1.En dicho circuito se consideraria el
voltaje ei como sefial de entrada y el voltaje eoc comg sefial de salida.

R
—ANAN—
D ad 3
[4
e “ p — C eo

/T\

Fig. &6—-1. Circuito Eléctrico R-C.

de

Para iniciar el andlisis del circuito eléctrica., se plantearan
algunas ecuaciocnes de voltajes, cuya transformada de Laplace nas
llevara a la Funcidén de TransfTerencia del circuito.

Sumando los voltajes en la malla de entrada tenemos:

e. = Ri + *%— J idt

El voltaje de salida e« es el voltaje en el condensadar
1 )
o = C S idt

Transformando por Laplace las dos ecuaciones anteriares

Ewes = Rl + ~%§ I (6—1)
1

Eow = == L (6—-2)
Cs

Despejando Ie de la ecuaciédn 6—1

Eicad
1
R+ Cs

Iwe) =
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Despejando [« de la ecuacidn &6-2
_ Eoca)

Iy = 1
Cs

Igualando las dos corrientes I ya despejadas tenemas:

Eics) - Eo(s»
1 1
R+ s Cs
Ei¢s» - Eots)
RCs + 1 1
Cs Cs
1
Eoctsy _ Cs - 1
Ei¢cs»  RCs + 1 RCs + 1
Cs
Haciendo el producto RC = T = a 1la constante de tiempo del
circuito RC, finalmente obtenemos la siguiente funcion de
transferencia.
Eoc(s) A 1 = Cecso
Eiv¢s) Ts + 1 RosH

Donde C« y Ry representan en forma mds general la sefial de

salida y de entrada respectivamente.
En la figura 6-2 se representa la funcidn
sistema de primer orden en un diagrama de bloques.

de transferencia del

2 (5 / 0(-1’)
T2 +1 A

Fig. 6—-2. Diagrama de Blaques de un Sistema de Primer Orden.

Una vez que yva tenemos la funcidén de transferencia del sistema de
primer orden, le aplicaremaos tres sefiales de entrada, un escaldn
unitario, una rampa unitaria y un impulso unitario para calcular la

respuesta transitoria en cada caso.
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6-3—1.- Respuesta al Escaldn Unitario de un Sistema de Praimer Orden

Tomando como referencia la funcidén de transferencia del sistema de

primer orden formado por el circuito RC, la cual se obtuvo en la
pdgina anterior, tenemos:

Ccad _ 1

R¢s» Ts + 1

Como la sefial de entrada es un escaldn unitario. entonces rw=1 v
la transformada de Laplace del escalon unitario es Ry = 1/s.

Substituyendo Re en la funciéon de transferencia y despejando

la
salida Cea:
)/ 1 _ 1 1 _ 1
il v R M = Rgrad s[Ts + 1]

Can el fin de gbtener la respuesta o salida del sistema en funcidn
del tiempeo cay, en sequida se calculara la transformada inversa de
Laplace de Cw.

_a b
Cesy = + Tatl
— ——1—._—. -—
a= TTae It
=0
1 1
= S S of = = -—
D s(Ts-l-J.)(Ts J 1 q 1 .-
ST —— =
t T
Subhstituyenda los valores de "a" y “b" en G, tenemos:
1 T
Cey = e~ “Te+i
.
Cir» =1 - e T

Dandole valores al tiempo t. podemos calcular 1la salida Cw.por

ejemplo si t = 0, t= T, =27, t=3T etc.
Si t=0 Cub=1-e%°=1-1=0
Si t=T Cty =1 - et =1 — 0.3678 = 0.6322
Si t=2T Ch = § - e? =1 - 0.1353 = 0.8646
Si t=3T Cir = 1.~ e =1 — 0.0497 = 0.9502
Si t=47T Cir» = 1 — e *=1-0.0183 = 0.9816
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En la figura 6-3 se puede ver la grdfica de la respuesta Cwm en
funcidén del tiempo. La salida es cero en t=0 y va creciendg gradual-
mente conforme crece el tiempo hasta que después de un tiempo igual a

cinco constantes de tiempo "T", la salida se estabiliza en Cwy = 1.
B {

. AT ]

Ced 51

0,632 G
2 R 22
N 13 0 & ™
™y 0 I's] o ()
] T T T i

0 T 2r ar ar ST I

Fig. 6—3 Curva de respuesta al Escalén Unitario de un Sistema
: de Primer Urden.

65—3—2.~ Respuesta a la Rampa Unitaria de un Sistema de Primer Orden.

Si la entrada s una Rampa Unitaria debido a que la Transformada
de Laplace de dicha sefial es igual a 1/s, la salida Ci es:
1 1 - i
Ceay = —_[ _] I e —
+
TsE _sz sz[Ts+1]

Descomponiendo la fraccién - total en fracciones parciales para
poder calcular la transformada de Laplace inversa, tenemos:
]

_ & b c
i P g T T
s
a=— : s = -—i— =1
s7[Ts + 1] =0
o i 0 — 1(T)
b = § 1 = =T
g = Ts w1 s=0 (Ts + 1)2 s=0
c = (75 + 1) == T
sz(TS + 1) gre & —
T T2

Substituyendo los valores de a,b y c en Cw se tiene:

T 12
=1 4 Ts+l

C‘s, = L —
2
S

Aplicando la Transformada Inversa de Laplace a Cwm se obtiene Cw

L
Cu =t ~-T +Te T
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Se calculara enseguida la sefal de error 2n el sistema de praimer
prden cuando la entrada es una rampa unitaria. La sefial de error es:

o~ 8¢ty = M — Cc .

ey = £t — t + T~ Tee 7T

. L
T(1 — e T)

e

La ecuacién anterior nos indica que cuando el tiempo t=0. el errar
es igual a cero, perc conforme el tiempo aumenta y tiende a infinito,
el error es igual a T, por lo tanto si t —> a e(a) = T.

En la figura 6—4 se representa la respuesta a la rampa unitaria de
un sistema de primer orden. |

5ia
/)]
Lty
4ar

frror
de tipmea

2T -

Fig. 6—4 Respuesta a la Rampa Unitaria.
4&=3-3.— Respuesta al Impulso Unitario de un Sistema de Primer Orden.
81 se aplica un impulso unitario al sistema de primer orden de la
figura 6-2, la respuesta se puede calcular en la siguiente forma:
La entrada es un impulso unitario, de tal farma que su transforma-
da de Laplace es Resr = 1, de donde

= S = 1
C<s>—Ts+1R<5)—TS+1

Aplicando la Transformada inversa de Laplace a 1la ecuacién
anterior calculamos la respuesta del sistema en funcién del tiempo
cw. Fara obtener la transformada inversa primerose divide la
fraccién Ciay entre T, como se indica:

/7T 1/7
=

Cwy =

Ts + 1 s + 1/T
T
La transformada de Laplace inversa de L) es:
Sl = ™
. T

En la figura 6-3 se puede ver la aqrafica dela respuesta al
impulso unitariao de un sistema de primer orden.
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(2
Fig. 6-5 Respuesta al Impulso Unitario

&—-3-4.— Cdmparacién de las Respuestas de un Sistema de Primer Orden al
Escalén Unitario, la Rampa Unitaria y el Impulsao Unitario.

8i se observan detenidamente las tres respuestas obtenidas se

puede ver las siguientes relaciones. La respuesta a la Rampa Unitaria
es:

t
) =t — T+ Te T

Al derivar la ecuacidn anterior se pbtiene la respuésta al Escaldén
Unitario.

t
cr) =1 — e =7

La derivada de la ecuacidén anterior nos da la respuesta al Impulso
Unitario.

L
iy S —— B @
T

La relacidn entre las tres respuestas se debe
general la derivada de la Rampa es el Escalén y 1la derivada del
Escaldén es el Impulso. Esta relacién que existe entre 1las tres
entradas se transfiere a las salidas debido a que el sistema que se
estA analizandoc es un sistema lineal invariante en el tiempo.

a que en forma
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o—4.— Sistemas de Segundo Orden.

Como sistema de segundg orden se estudiara un
posicidén en donde el objetivo principal es controlar
una carga de acuerdo can una posicién de referencia.

En la fig. &6 se representa el diagrama esquematico del Servome-
canisma. Se pueden ver en dicho diagrama las cinco partes principales
que componen al sistemas:s a)Dispositiva Medidor de Error,
b)Amplificador c)Motaor d)Tren de Engranaijes

El dispositivo medidor de error esta formado por das
potencidmetros, uno llamado de referencia y en donde se ajusta la
posicidén mecanica que se desea obtener moviendo una perilla y el otro
potencidmetro que estia acoplado mecanicamente a la carga. Al potenciéd—
metro de referencia también se le puede llamar de entrada o Maestro vy
al otro potencidmetro se le llama de salida o ssclavo, vya gue sigue
fielmente los mavimientos del maestro.

Los dos potencidémetros producen voltaies 1ilamadaos
dependen de la posicién mecanica de los mismos. Si el 4angulo r es
distinto al angulo c, se produce un voltaje de error e, cuando 1los
angulos r y © san iguales. el voltaje de error e es igual a cero.

Para que el sistema inicie su funcionamiento es necesario gque haya
un ciero veoltaie de erraor “"e". Dicho vaoltaje se aplica como entrada a
un amplificador cuya ganancia es Ki. Se necesita un Amplificador Elec-
trénico debido a gque normalmente la sefial de error "e" s muy peqguefia
y su voltaje no es suficiente para &limentar y mover un motor
eléctrico.

Una vez amplificado el voltaje de error. 21 voltaje Kie se aplica
a un Motor Eléctrico de Corriente Directa‘controlado por Inducido vy
éste a través de un Tren de Engranes mueve fTinalmente la carqga. Cuando
la carga llegue a la pgsicidn deseada vyajustada previamente en el
patencidmetro de entrada, la posicidn de los dos potencidmetros sera

idéntica, los voltajes er ¥ ec seran iguales y el sistema automatica—-
mente se para.

Servamecanismao de
la posicaidn de

y elCarga.

er b4 ec que

Potencidmetra de enuada
Eniraga de celerencia
~

—— i d "e‘:"r Patenciémetio de yalida |' ——I [— ..... j

Orspotitve
dr entiada

Brsposstive de meditiba Amphiicydes Motaor
de arror

Tten de engranajes Carga

Fig. 6—6 Diagrama Esquematico de un Servomecanismo de Fosicién.
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A continuacisn se plantearian algunas ecuaciones que representan
matematicamente la operacidén de cada uno de los comporentes del
sistema y cuya transformada de Laplace nos servirid de base para
obtener la funcidn de transferencia del Servomecanismo.

Si empezamos por 1 par de potencidmetros que forman
de error de posicidn angular, podemos ver
posiciones angulares multiplicada por
proparcionalidad nos da como resultado el
aplica al amplificador,
ecuacidn:

el detector
que la diferencia de
una constante de
voltaje de errar que se
matematicamente se representa por la siguiente

ew = Ko[ r«r» — c] (6~3)

El voltaje de error eq se aplica al amplificador electrdnico v
debido a que =21 amplificador tiene una ganancia Ki, el voltaje de
salida del amplificador es igual a Kiew.

El voltaje Kiew se aplica a la armadura del motor de CD. Si

se
suman los voltajes de la armadura llegamos a la siguiente ecuacidn:
dia 2 dg
La at + Rala + 3 ol Kie (6—4)

En la ecuacidn anterior (4-4) los dos primeros términos son los
voltajes de la inductancia Le ¥ la resistencia Ra de la armadura. El
tercer términc es la Fuerza Contraelectromotriz generada por el motor
que se maneja como Carga porque su palaridad es contraria al voltaje
de 1la fuente. La Fuerza Contraelectromotriz es proporcional a 1la
velocidad d&8/dt v Ka es una constante de proporcionalidad.

El motor eléctrico genera un par mecdnico gque

magnético y de la corriente de la armadura.
constante,

depende del campo

Comoc el campo magnético es
el par mecdnico dependeri sélo de la corriente de armadura.

T = Kzia (&-3)

donde T es el par mecdnico, K2z es una constante de proparcionalidad
ia es la corriente de armadura.

El par mecdnico que produce el motor tiene gue vencer la inercia vy
la friccidn tanto del tren de engranes como de la carga. La

e

ecuacidn
de pares es: %
Jo 38 + 1o . = 7 = Kkzia (6-6)
dtz dt

donde Jo es la inercia del motor, carga y tren de engranes y fo es
coeficiente de friccidén viscosa del motor,
con referencia al eje del motor.

El motor eléctrito esta acoplado mecanicamente a un tren de

engranes cuyo funcionamiento se puede representar matematicamente en
la ecuacidn (&-7).

el
carga y tren de engranes

cwy = n &w (&=7)

Fara aobtener la funcidn de transferencia del Servomecanismo de

posicidén se calculari a caontinuacién la transformada de Laplace de las
siguientes ecuaciones; &6-3, &-4, 6~6 y 6-7.

143



Aplicando la Transformada de Laplace a las ecuaclrones anterliores

obtenemos las sigulientes ecuaciones transformadass
E(s) = Ke[R(s) — E(s)]
Lasia(s) + RaIa(S).+ K3s8(s) = K1E(S)
Jos26(s) + fosO{s) = Kzla(s)
Ci(s) = n €(s)
Despejando la(s) de la ecuacidn 6—10 tenemos:

Jos®0(s) + fos8(s) _ s8(s)[Jos + fo]
K2 K2

la(s) =

(6-8)
(6—7)
(6—10)

(6-11)

Substituyendo Iac{s) &n la ecuacidén &-9 se obtiene la sig. ecuaciéon

Las{s@(s5)[dos + To] /K2} + Ra{s8(s)[Jos + fo] /K2} + Kas8(s) = KiE(s)}

Multiplicando todos los terminos de la ecuacidn anterior
para eliminar fracciones de la misma tenemos:

por K2

Lasza(s)[JoS + fo]l *+ RasO(s)[Jos + fo] + KzK3sE8(s) = KiKzE(s)

Esta ecuacidn también se puede escribir en la siguiente forma:

[Jos + follLas?0(s) + Ras@(s)] + KzKas@(s) = KiKzE(s)
6(s)s[Las + Ra] [Jos + fo] + Kz2kas6(s) = KikKzE(s)

8(s){s[Les + Ral [Jos + fo] + KzKas} = KikzE(s)

8(s) _ K12 -
E(s) s{Las + Ra)(dos + fo) + KzKas

de donde

Tamando comg base las ecuaciones 6—8, 6-11 y 6—12se puede
el siguiente diagrama de blogques:

Ris) K/ &(s) K ®1s) C{s)
% 5(LaS + M) (ﬁs + o) + KaK3s

|

(6-12)

trazar

Fig. 6-7. Diagrama de Bloques del Servomecanismao de Posicidn
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El diagrama de blaques de la figura 6-7 se puede simplificar
uniendo en un solo bloque los tres bloques en serie gque forman la
funcidén de transferencia directa G(s), de tal forma que G(s) es igual
as o

GB{s) = KoKi1Kzn —
s[ (Las + Ra)(Jes + fo) + KzKz]

En virtud de que normalmente el valor de 1la inductancia del
inducido La es pequefia, se puede despreciar su valar sin incurrir en
mucho error, con lo cual se simplifica el valaor de G(s).

G(s) = KokK1K2n
s[Ra(Jos + fo) + KzKs3]
G(s) = — KoKi1K2n = - KoK1K2n/Ra
Rados™ + Rafos + KzKss Rados ™ 4+ Rafos + KzKas

E Ra

. KoKiKzn
G(s) = KoKs1kK2n/Ra - Ran

Fos | #|lekls + E2E35e Jos® + (fo + SEbAy,
Ra . Ra

' ; 2
n

Finalmente la funcidn de transferencia directa G(s) nos da el
siguiente resultado:

Gis) = Ko Ki1Kz2/nRa K

Jo a2 Lfo + (SzKa/ch] Js? + Fs

n n

donde K = KoKiKz/nRa

J = Jo/nz = Momento de inercia referido al eje de salida

F

[ fo + (Kz!(a/Rc)]“/n2 = LCpoeficiente de friccion
. viscosa referido al eje de salida

En la fig. 68 se representa el diagrama de blogues simplificado
del sistema de control de posicidn.

Ris K Cls)
= slUs+F} T

Fig. -8 Diagrama de Bloques Simplificado
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&6—5.— Respuesta a la sefal escaldén unitario de un sistema de segundo

orden.
Tomando como referencia el diagrama de bloques simplificado de 1la

figura 6—-8, podemos obtener la funcidn de transferencia del sistema.

K
Cls) _ _ Js+Fs _ _ __Js®’+Fs _ __ K
R(s) 1 + ——2K ds“+ Fs + K Jds“+ Fs + K
Js“+ Fs Js°+ Fs
La funcién de transferencia anterior nos indica que el sistema de
la funcién de transferencia

control es de segundo orden.Dividiendo

tanto el numerador como el dencominador, tenemoss:

entre J,
£
€(s) _ d
R(s) 2, F K
5+JS+J

Con el fin de factorizar el trinomio del denominador como el
producto de dos binomios, aplicaremos la formula general de un sistema
de segundo aorden para calcular las raices de la ecuacidn.

e
do orFgevn "M 1 N /1%, I <R
2 . 1 2d 23 J

La funcidn de transferencia del sistema de segundo orden se puede
escribir en la siguiente forma:

K.
€(s) _ _ J _
R(2) 53 TR 5L WL
[s+*53 + /=3 TAls * =55~ S>3 5]

Analizando la ecuacidén anterior se puede ver  que los polos del

sistema son complejos si ‘

£ > 1-E j2 o bien F* < 43k

J 2J
mientras que los polos seridn reales si
K F z 3 2

— L T e >

3 = [ 53 ] o bien F~ Z 4JK
Se puede ver en la funcidén de transferencia C(s)/R(s) que los

valaores de K/Jy F/2J son auy importantes. Cuando se analiza la
~espuesta transitaria es conveniente para simplificar bacer las

siguientes substituciones:

K b4 - F _
39 73 -9, =9



dande w frecuencia natural no amortiguada

relacién de amortiguamientc del sistema

g atenuacidén del sistema

Haciendo las substituciones anteriores en lafuncidén de
transferencia C(s)/R(s) tenemos:

Ci(s}

2
wn
R(s) [s + (‘wn + /i(mni - ]Jls + Cwn — /(th)z- w 1

Si se observan los términos que contiene el denominador de 1la
fraccién anterior, se puede ver que es el producto de dos binomios

conjugadas, lo cual se puede transformar en una diferencia de
cuadrados.

Cis) _ . wn>

. =
(=) (5 Colle - (Witodh® - ogtn>
Ce(s) . wn?
RIFLN B2 + 2sn + Lhonl =02 |+ on¥

finalmente la funcidén de transferencia se simplifica hasta la
siguiente expresidn:

Z
C(s) wn
= ) (6-13)
RI=) s® « 2slwn + wn?

En la siguiente figura se representa un diagrama de: bloques del
sistema de segundo orden, expresado en la funcidn €(s)/R(s).

£ls) Wl Clz)
. s(s + 25«::;]

Ris)
——

Fig. 6-9.- Sistema de Segundo Orden.

Ahora se puede expresar el comportamiento dinamico del sistema de
segundo orden en funcién de los parametros [ y wn.
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De la ecuacidn 6-13 se pueden obtener las raices de la ecuacidn de
segundo grado que constituyen los polos de 1la funcidn de transferencia

s =

— 2rwn * v;4c2wnz - 4wn” LS

Dependiendo del valor de [, sera el tipo de polos de 1lazo
cerrado que se tenga en el sistema.

Si 0 < [ < 1,los polosdel sistema sancomgl%gns cgnjugados por
el signo negativo de la raiz cuadrada ya que 47 wn® < 4wn . En estas
condiciones se dice que el sistema es subamortiguado y la respuesta
transitoria es oscilatoria. Ademas los polos complejosestan ubicados
a la izquierda del eje Jw en 21 plano complejo.

S1i ¢ = 1, los polos del sistema son realese iguales, al
eliminarse los términos dentro de la raiz cuadrada. En estas condicio—
nes el sistema se dice que trabaja criticamente amortiguado y la res—
puesta transitoria ya no oscila. Los polos reales & iguales estan
situadas a la izquierda del eje Jo en =21 plano compiejo.

Si  » 1,los polos del sistema son reales y distintos. En tales
condiciones el sistema se denamina sobreamortiguado y l1a respuesta
transitoria no oscila. Los polos reales y distintos estan situadas a
1a izquierda del eje Jw.

Por altimo si £ = O, los polos del sistema seran complejos y esta-
ran situados sobre el eje Jw. En estas condiciones el sistema no
tendra amortiguamiento, y su salida transitoria sera oscilatoria.

A continuacidén se calcularia la respuesta transitoria del sistema
de segundo orden de la fig 6-7 cuando se le aplica una entrada escaldn
unitario. De acuerdo con el anadlisis hecho en los parrafos anteriores,
se consideraran tres casos distintos:

Sistema Subamortiguado 0O £ 7 < 1
Sistema Criticamente Amortiguado r =1
Sistema Sobreamartiguado > 1

6—5—-1.— Sistema Subamortiguado (0 < { < 1}). La funcidén de transferen—
cia de este sistema se puede representar en la sidquiente farma:

2
C(s) _ wn
R(s3 [s + Con + Jon? 1 — C2)[s + Lon =~ Jon? 1 - 7]
haciendo od = wnY 1 — Cz en la ecuacidén anterior, donde «wd se dencmi-—
na frecuencia natural amortiguada del sistema, tenemns:
£{s) wn® (6-15)
R(s) (s + Lwn + Jud)(s + Lwn — Jdwd)

El denominador de la ecuacidn &6-15 es =l producto de dos binomios
conjugados, lo cual podemos convertir a una diferencia de cuadrados.

C(s) _ wnz wnz

hecie) (s + Lwn)? - (Jwd)? s + 2sfwn + [Zwn® + wa?
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C{s) - (Onz wnz

- 2 2 2 2 2 z
R(=) s + 285fwn + {Twn + on - wnztz s + 28fwn” + wn

]

z

La sefial de entrada al sistema es un escalén unitario, por lo que
R{s) = 1/s. Sustituyendo el valor de R(s) en la ecuacién anterior:

2
C(s) = D (6-16)

5(52 + 2L wns + wnz)

La Transformada de Laplace de la ecuacidn 6—16 se puede obtener

directamente de las tablas aplicando la formula # 18.
2
Vlgs )

c(t) =1 - : = et san(an? 1 - £2 £ + tan™t
i ~ &

La diferencia entre la entrada y la salida del sistema es la seRal
de errar. o < ik
e(t) = r(t) — c(t) =1 -1 + e
1 -t

Sen{wdt + @)

1Y 1 — gz
4

1 e e (wdtlF ¢) A dondehe = Ean
7 1)=|t7

el(t) =

La sefial de error es una senoide amortiguada. A medida '‘que el
tiempo aumenta, el error va disminuyendo. Cuando el tiempo sea muy
grande tendiendo a infinito, el error entre la entrada y 1la salida

desaparece.

Cuando la relacién de amaortiguamiento = 0, la respuesta como vya
se dijo se convierte en oscilatoria sin amortiguamiento. Substituyendo
el valor de { = 0 en la respuesta c(t) se tiene:

c(t) = 1 — Sen{wnt + 90°) = 1 ~ Cos wnt (6-17)

En la ecuacidén 46-17 se puede ver que wn representa la frecuencia
natural no amortiguada del sistema, o sea 1la frecuencia a la cual
oscila el sistema cuando la relacién de amprtiguamienta I =0.

S§1 el sistema tiene cierto amartiguamiento, no se puede observar
la frecuencia natural no amartiguada on. En este caso aparece la fre—
cuencia natural amortiguada wd que es igual a on¥ 1 — . La frecuen—
Ccia wd siempre es menar que la frecuencia on y la diferencia en valaor
depende logicamente del valor de [.

Mds adelante se graficara la respuesta transitoria c(t) de este
sistema de segundo orden subamortiguado, cuando se haya terminado de
analizar los otros dos casos, el criticamente amortiguado y el sobre-

amortiguado.
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6-5-2.-Sistema Criticamente Amortiguado ([=1). Tomando como punto

de partida la ecuacidén 6-13, la funcidén de transferencia del sistema
es:

C(s) _ wnz wnz wnz

R{% s? + 2s8fwn + R s + 2uns + wn> (s + wm)?

]

Como la entrada del sistema es un escalédn unitario, R(s)=1/s Yy
la salida C{(s) sera:

2
wn

Cis) = = (6—18)
(s + wn)'s

Se calculara en seguida la transformada inversa de Laplace de la
ecuacién 6—-18.

Cis) = wn - = : - bz . - b
(s + wn)' s (s + wn) {s + wn)
L) " whz
a /= s m = z=1
(s + wn) s=0 wn
2 2
wn wn
bz = = = — on
s S=—uwn —=wn
prmia4p 2ol = — . Pded 1-%l N,
ds s S==umn
@n

Substituyendo los valores de a, bz ¥ bt en la ecuacién de C(s)

C(s) = : - wn Pi L (6-19)
(s + wn) s + wn

Aplicando las tablas para calcular la transformada inversa de
Laplace a la ecuacion &—-19, obtenemos c(t):

c(t) = 1 - wnte ™M & = 1 — ™™ (1L + wnt)  (6-20)

Dando valores al tiempo en laecuacidn 6—-20,podemos calcular la
grafica de la respuesta con amortiguamiento critico.

Si t=0 c(t) =1 -e%{1+0) =0

Si t=1/wn c(t). =1 - e (1 + 1)

]

1 — 0.367 = 0.433
8i t=2/wn c{(t) =1 — @ 2(1 + 2)

=1 — 0.406 = 0.59
Si t=3/on c(t) =1 — %1 + 3) =1 — 0.199 = 0.801
Si t=4/uon clt) =1 - e %1 +4) =1 - 0.091 = 0.909
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LOs valares obtenidos
sitoria se i1nicia en cero
2]l tiempa hasta que 1llega
tnfinito. estabilisandose

para c(t) nos i1ndican que la respuesta tran-—
cuando t=0 y va aumentando gradualmente

al valor de uno cuando el tiempo tiende a
en dicho valor.

con

6~-5-3.— Sistema Saobreamortiguado, ({ > 1). Como va se dijo, en este

caso los polos del sistema son reales ydistintos. La funcaidn de
transferencia de la ecuacidn &~13 es:

C(s) _ wn’
R(s) 2
s

+ 2Lwns + wnz

aplicando la ecuacidén general de segundo grado al denominador de 13z
funcidn de transferencia anterior obtenemos:

== =2Lwn & V,A(zwnz ~ 4en?

= —fwn *wn Y% -1
51 = —[wn — on s
sz = —{un + wn =
Cls) _ i — wn
R(s)  (s-si)(s-52) .

(s + Zwn + wn ¥ { =1)(s + fwn — on ¥ £-1)

substituyendo R(s) = 1/s en la ecuacidén anterior la salida C(s) es:

(Onz
Cis) =

S(5 + Lwn + on ¥ L2-1)(s + Lwn — wn ¥ {2-

- | b c
Ci{s) = = +

s + {wn + on ¥ r2-

S + fwn = wn ¥ -

2

wn
a = e
(s + Zon + on Y 7-1)(s + Con ~ wn Y510 | o
4 wz
& = 2 4 = > 2
(Zwn + wn ¥ £5=1)1(Lon - wn ¥ £2-1) r¥on® - G (L F-1)
a = = 12 = 1
¢ -0 +~1
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r4 4

wn (73] ]
b = _
s(s + Lwn — wn ¥ [2-1) s=—lwn-wn? {>-1 s? + sfwn — swn¥ £7-1
b = — wnz — — —_—
rZwn?+2twn’Y (2-tvon? (2 -1)-rZon®~twn?Y 3140 wn’Y (F=-1+wn®Y C%-1
b = mnz - 1 ——
ZwnZ(LZ-1) + 2Cwn> ¥ %1 2[¢%2 -1+ ¢ ¥ %1
2 2
c = wn = wn
s(s + {wn + wn ¥ Cz—i) s==f um+wn¥ (z—l <% + sfwn + swnY Cz-l
2
c = wn _ _
r2wn?=2Cwn?Y Z-1+on? (£%-1)2on?+lwn?Y £ 2 -1-Can?Y [F-1+wnZ (£ 21
c = mnz - i S
Fomihptigy L BENE £y FE2 = 1 = &  €¥=1]j

Substituyendo el valor de las constantes a, b y € en la respuesta
C(s) tenemos:

1 1
Bowy e Al 2¢r?-1 + 7 ¥ r%-1) , 20%=h -l A1)
R s + Lon + wn ¥ (2—1 s + Lwn— wn (2—1

Aplicando las tablas de la transtaormada de bLaplace a la salida
C{s) nos dara el siguiente resultado:

2
eh(&m - anY {T-ut +

1
c(t) = 1 + A -
2(¢2-1 + ¢ Y ¢%-1)
- 1 e<-( wn + on¥ Z_an
2(r%-1 - ¢ Y -1
haciendo que s1 = ([ + z%=1)wn Y sz = ({ - ¥V {*-1)un
1 ~s1l 1 -sz2t
c(t) = 1 + +
A e e -
Wn 6—51L E-SZt

c(t) = 1 +

— [ - — 1
2 (2—1 S1 sz



En la fig. &6=10 se puede observar una familia de graficas de res-—
puesta en Tuncién del tiempo para el sistema de control de segundo
orden que se ha analizado. La grafica contiene curvas de la salida ——
cit) en funcidn de wnt y en donde la relacién de amortiguamienta [ se
varia desde cero hasta [ = 2.

También en la fig. 6-10 se ve gue si {=0, el sistema es completa-
mente oscilatorio y dicha oscilacién no se amortigua. Si 0O<{<l, caso
subamortiguado, el sistema sigue siendo oscilatorio, pero la oscila-
cién ya es amortiguada tendiendo con el tiempo hacia un valor estable.
Cuando { es igual o mayor que uno el sistema ya no oscila., la respues-—
ta aumenta aradualmente con el tiempo hasta alcanzar un valor estable.
Entre mds grande sea el valor de [ en el caso Sobreamortiguado, el ——

sistema es mds lenta, esto quiere decir que se tardara mas

tiempo en
alcanzar 1la estabilidad.

cif)

wal

Fig. 6—10. Curvas de respuesta al escaldn unitario
para el sistema de control de la tTig. &-9.

b—6.— Especificaciones de la Respuesta Transitoria.

En la practica se pueden @specificar las caracteristicas de un
si1stema de control en el dominio del tiempo.Estas caracteristicas son
especiticadas en términogs de la respuesta transitaria cuando se aplica
camo entrada at sistema una sefial escalédn unitario. La sehal escalon
se aplica mucho paorque es facil de generar y ademas conociendo la res-—
puesta al escalén se puede calcular matematicamente la respuesta a
otras sefiales de entrada.

La respuesta transitoria de uwun sistema de control real casi
siempre presenta ascilaciones amortiguadas antes de lograr la estabi——
lidad. Al especificar las caracteristicas de la respuesta
de un sistema de control con entrada escaldn unitario,
utilizar las siguientes especaificaciones:

transitaria
&5 muy comun
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Tiempo de retardo., td

Tiempo de crecimiento, tr
Tiempo de pico. tp
Sobreimpulso maximo. Mp
Tiempo de establecimiento. ts

!

(4 RN 2 I

!

En la figura &—-11 se pueden observar las anteriores especificacio-
nes en una curva de respuesta al escalén unitario.A continuacidn se
dara una definicidn de cada una de las especificaciones.

c{tk
Tolerantia 3dmuuiblc
‘ l\ N L} _pos
0.9 S——T"" T 147002
Q0,5 E
1
;
0. E
!
- 1y >
Fig. 46—-11 Especificaciones de la Respuesta Transitoria
1.— Tiempo d=2 retardo, td. Es el tiempo que tarda la respuesta en al-

canzar por primera vez la mitad del valor final.
Z2.- Tiempo de crecimiento, tr. Es el tiempo que requiere la respuesta
para crecer de un 10 a un 99X de su valor final.

3.— Tiempo de pico, tp. Es el tiempo requerido por la respuesta para
alcanzar el primer pico del sobreimpulsgo.

4.- Maximo sobreimpulsc (en porciento}), Mp. £s &)l valor pico maximo
de la curva de respuesta medido desde la unidad. Esta especificacidn
Nos indica la estabilidad relativa del sistema.
3.— Tiempo de establecimiento. ts. Es el tiempo requerido por la res-—
puesta para alcanzar y mantenerse dentro de determinado rango alrede——
daor del valor final, generalmente de un 2 a un 5%.
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6—7.- An&lisis de la estabilidad en el plano cemplejo. Basdndonos en
todos 1los estudios que se han hecho de 1la respuesta de un
control, podemos afirmar que dicha respuesta tendra polaos
camplejos conjugados. 51 los polos son reales de la farma
C(s) = 1 (6—21)
s + a
la respuesta c{t) seri la transformada inversa de Laplace de C(s)

sistema de
reales o

c(t) = e (6-22)

Por otro lado si los polos son complejos conijugados de la forma

C(s) = - = w (3]
= (statjw) (sta—3Jw) [ (sta)+jw] [ (s+a)—iw]

2 2
(s+a) + w

la respuesta c(t) sera:

c(t) = e *sen ot (6-23)

Tanto en la ecuacién 6—22 como en la 623 se puede ver que si el
tiempo aumenta, la salida tiende hacia un valor definido y estable.

Pero si los signos de los exponentes fueran positivos las dos
ecuaciones de respuesta al aumentar el tiempo, la salida aumentaria
sin ningun limite dando comoc resultado un sistema completamente ines-—
table.

La conclusidn importante de lo anterior es gue los signos de los
exponentes dependen de 1la uvbhicacidén de los polos en el plano campleso,
si lobs polos estan a la izquierda del eje Jw, los signos de los expo-
nentes son negativos y el sistema es estable. Pero si los polos estan
a la derecha del eje Jw. los signos de 1los exponentes son positivos Yy
el sistema es inhestable.

Siendo la estabilidad de un sistema de control una caracteristica
muy importante, la ubicacién de los polos en el plano complejo es de——
finitiva para poder saber si un sistema es estable o inestable.

Cabe aclarar que el sélo hecho de gue los polos de lazo cerrado
estén ubicados a la izquierda del eje Jw no garantiza 1la estabilidad
del sistema de control. Es necesario que los polos estén situadas a la
izquierda de la zona determinada en el plano complejic de la fig. &6-12.
va que cerca del eje Jo se pueden presentar oscilaciones excesivas gque
desaparecen al cambiar los polas hacia la izquierda del eje Jw.

| g
EsTaBLE 4 TneSraB E
s T
W
/ V" gl § f—

Fig. 6-12. Region del plano complelo donde se satisfacen las

condiciones de estabiladad [ > 0.4 y ts  4/c¢.

155



5-8.~ Criterio de Estabilidad de Routh.

En cualguier sistema de control lineal la caracteristica mas
importante del mismo es su estabilidad. Se requiere saber si1 el
sistema es estable ya que de otra Torma el sistema no se puede wusaren
la préctica porque su salida alno estabilizarse en un determinado
valor podria oscilar indefinidamente o de plano variar sin  ningun
control.En la seccion anterior 6-7 se llegé a la conclusidn que un
sistema es estable sdlo si sus polos de lazo cerrado estan ubicados en
el semiplano izgquierdo del plano complejlo.La mayoria de los sistemas

de control lineal tienen funciones de transferencia de lazao cerrado de
la siguiente forma

C(s) _ _bos™ + bas™* +

»ewa F* Dm-—iS + Dm — B(S)
R(=s)

n n-4 Als
aos + ais + Lae. *+ an-15 + an (s3

(6—24)

donde las "a" y las "b" son constantes y generalmente m < n. En la —

funcidén anterior se requiere factorizar el denominador A(s) para sa——

ber la ubicacidén de los polos de 1lazo cerrado.Cuando el polinomio
A{s)es de segundo orden la factorizacién es relativamente sencilla ail
aplicar la fdrmula general de segundo grado, pero cuando el polinomio
A{s) es de tercer orden o mayor. el problema de factorizacidén se
camplica bastante por lo que no es tan facil ya ubicar los polos en el
plano complejo.

El criterio de estabilidad de Routh es un procedimiento muy simple
que nos permite saber cuantos polos de lazo cerrado estan en el semi——
plano derecho del plano complejo sin tener gue factorizar el polinomio-
A{s).Es importante aclarar gque el criterio de Routh sdélo nos dia el
nUmero de polos a 1la derecha del eje Jw. pero no nos dice la ubicacién
de los polos. De todas maneras éste procedimiento nos permite saber si
un sistema es estable o no lo es. Esta caracteristica de un sistema de
control se denomina estabilidad absoluta.

El procedimiento llamado criterio de estabilidad de Routh

es el
siguiente:

1.— Primero hay gue escribir 21 polineomio A(s) en forma ordenada
como se representa en la ecuacion (6—24). Es decir primero el
término con mayor exponente de "s" , ensegulida el término con
exponente de ughtu v asi sucesivamente hasta la constante an.

2.~ 5i cualquiera de los coeficientes es cero o negativo en 1la
presencia de por lo menos un coeficiente positiveo., hay una rairz
O raices gue son 1maginarias o gque tienen partes reales
positivas. FPor lo tanto en este caso el sistema es inestable.
Si solamente nos interesa la estabilidad absoluta, no hay nece-
sidad de continuar con el procedimiento. pues ya sabemos que es
sistema es inestable.

For lo anterior es necesario que todos los coeficientes
existan y sean positivos. Es muy importante hacer notar gque la

condicién de que todos los coeficientes existan vy
positivos es necesaria,

el sistema es estable,

sean
pero no es suficiente para asegurar que



Z.— 51 todas los coeficientes son positivas se deben agrupar los

coeficientes en filas y columnas de acuerdo al siguiente

esguema:

n

s ap Az a4 as ..
n-%

=3 Q1 a3 a% a7 ae-s
n—-2

s b1 bz b3 bes ...
n—3

s 1 C2 €3 €C4 =e»
n-4

s ds dz da da - e
» - -

2

s e1 ez

1

s T1

o

= g1

Los coeficientes de los dos primeros rengiones va
asterminados en el polinomio A{s) y los cpoeficientes bi.

bz,
etc. se pueden calcular con las siguientes formulas:
ai1az — acas
bs = 7
a1
ai1d4 — 80as
bz =
31
a4ac — 30a?
ba L e
ai

Se calculan todas las "b"

estan
ba. b4

hasta que todas sean cero. Se continua

el misma esquema multiplicando en forma cruzada los coeficientes

de las dos filas previas para evaluar tas "c","d","e", etc.

biasa — asibz

c
1 b1
hi1as — aibs
cz =
bs
cibz — hicz
dy =
C1
a5 = ciba — bica
('}
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€l proceso continua hasta haber completado la fila n—-ésima. El es—
gquema completo de los coeficientes tiene la forma triangular.

4.— El criterio de estabilidad de Routh establece que la cantidad
de raices de la ecuacién 6—24 con partes reales positivas es i1gual
al numero de cambios de signo de las coeficientes de la primera
columna del esquema. La condicidn necesaria y suficiente para que
todas las raices de la ecuacidén 6—24 queden en el semiplano

izquierdo del plano complejo es que todos los coeficientes de la
primera columna sean positivos.

Can el fin de aplicar el criterio de Routh y determinar la estabi-
lidad abscluta de un sistema de control se resolvera a continuacidén el
siquiente ejemplos

Ejemplo 6—8-1.— Aplicando el criterio de Routh, determinar si el
sistema de control determinado por la funcidén de transferencia

Cls) _ s(s + 2)

R(s) <t + 257

+ 3= + 45 + 5

es estable o inestable. 5i el sistema es inestable determinar cuantas
raices hay & la derecha del ejie Jw.

=* 1 3NS5
<? 2 4
s? 1 S

st &

s B

Una vez terminado el esquema se analiza la praimera columna de
coeficientes y se puede ver gue 21 numero de cambios de signo es dos.

Far lo tanto hay daos raires con partes reales positivas. lo cual sig-
nifica que el sistema es inestable.

Casos especiales del criterioc de Routh.

1.— 51 un término de la primera columna en cualquier fila es cero,.
pero los términos restantes no son cero, se reemplaza el término
cCerg por un numerog positivo muy pequefioc “"£" y se calcula el resto

del conjunto. For ejempla =i se tiene la siguiente ecuacidédn carac-
teristica

s3 + 232 + 5 + 2 =0

el conjunto de coeficientes se indica en el siguiente esquema:
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r
1)

(=]

5 2

Analirzando la primera columna de coeficientes podemos ver gue el
coeficiente sobre el cero (¢) tiene el mismo signo que el gue ests de—
bajoc de €l, ésto nos indica que hay un par de raices i1maginarias en =21
eje Jw del plano complejo. En este caso en particular las raices ima——
ginarias son s = * j.

Por otro lade si el signo del ceoeficiente sobre el cero (£) es con—
traric al que esta debajo de €1, indica que hay un cambio de
por lo que habra raices a la derecha del eje Jw.

81 se tiene un sistema e control con la siguisnte ecuacién carac-—
teristica

519N0.,
3 - - ‘ 2 - =

s — 3s + 2 = (s — 1) (s + 2y = O

el esguema de los coeTticientes es:

3

5 1 —3

2| oxe 2
3 = =
S - - —
&

(=]

-
.
= a

En la primera coiumna de casficientes hay dos cambiocs de signo. 1o

cual nos indica gue existen dos raices positivas y Qque s=2 comprueban
al factorizar el polinomio como se indica, las dos raices son  iguales
y 2stan situadas en s = 1. En seguilda se vera el segundc casn especial
que e puede presentar en la aplicacién del criterio de South.
Z2.-81 tndos los coeficisntes calculados en vna fila son cerp.  se
pusde continuar la evaluacidén del resto del con3unto, formande un
polinemio auxiliar con lpos coeficientes de la fiia anterior v usando
los coeficientes de la derivada de =sste polinomioc auxiliar en la Tila
de coceficientes c=2ro. Para ilustrar =2ste segundo caso especial se vera
el siguiente ejemplo con un sistema cuva ecuacidn caracterisiica es;

= 4 3 2
5T + s + 245" + 485" - 208s - S0 = 0O

51 Sse escriben los coeTticlentes de esta ecuacidn. se tiene:

o]

S 1 24 =28

g" 2 48 =50
3 =

s ) %)
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Los términos de la fila de s”son todos igual a cero. Por la tagto
se forma un polinomio auxiliar con los coeficientes de la fila de s .
£1 polinomio auxiliar P(s) seri:

4

P(s) = 2s* + ag8s* -~ su

la derivada de este polinomio auxiliar con respecto a “s" es:

dP(s) _ 8s® + 96s

ds

Se remplazan las términos en la Tila de sapnr los coeficjlentes de 1a
ecuacién anterior, o sea el 8 y el 4. El esquema de caoeficientes se
convierte entonces en

=3 1 24 -23
st 2 48 -50
53 8 &

s? | 2a -50

st | 112.7 o

=° | 50

Observanda la primera columna de coeficientes se vé qQue hay un cambio
de signo, lo cual significa gque hay una raiz con parte real positiva,
Se pueden calcular las raices de la ecuacidén polindmica auxiliar

2s* + 485° - 50 = 0
aplicando la fdrmula general de segundo grado. lo cual nos da los si-

guisntes valores: 2 2
s =1 s = —28

o bien s = = 1 s = * 35
la ecuacidén original se puede factorizar utilizando estasraices como
se indica enseguidas

(s + 1){s — 1){s + j3)(s — 13)(s + 2) = O
en donde se puede ver claramente una raiz con parte real positiva.

6—9.— Andlisis de la Estabilidad Relativa.

Como ya se vié en la seccidén anteriar 68, el craiterio de Routh
nos da la estabilidad absoluta de un sistema de control, es decir nos
indica si el sistema s o na estable. Muchas veces la estabilidad
absoluta de un sistema no basta. sino que se requiere conocer su esta-—
bilidad relativa, 1o cual significa saber Qque tan cerca esta un
sistema de perder su estabilidad.
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ve puede calcular la estabilidad relativa de un sistema desplazan—
do 2! eje Jw del plano complejo "s" a 1a 1zquierda y aplicando luego
el criterio de estabirlidad de Routh. Fara lograr lo anterior se subs-—
crtuye

s = z — o donde o es uha cantidad constante.
en ia ecuacidn caracteristica del sistema, con lo cual la ecuacidn
se convierte en una funcidén de la nueva variable "z".

Ddandole valores a "o" cada vez: mayores, llega el momento en que el
sistema originalmente estable se convierte virtualmente en un sisitema
inestable por el corrimiento que se estéd efectuando del eje jJw a la
izquierda. La distancia de corrimiento del eje jw nos dara una magni——
tud de la estabilidad relativa del sistema.

6~10.— Determinacidén del rango de ganancia K de un sistema de control
aplicando el criterio de Routh.

Aunque el criterio de estabilidad de Routh tiene wun alcance
limitado ya que no nos proporciona una forma de mejorar la estabilidad
relativa ni nos indica como lograr gstabilizar un sistema inestable,
si nos permite conocer el rango de ganancia K dentro del cual un
sistema de control es estable.

Supongamos que se desea conocer el rango de ganancia K de estabi-
lidad del sistema de control representado en la fig. 6-13.

R(s) K Cis)
s{s2+s5+1)(s+2)

Fig. 6—13. Sistema de caontrol

En primer lugar se determinara la funcidén de transferencia del
sistema de control representado en la fig. 6—13.

K

C(s)  _ s(s®+ s + 1)(s + 2) ¥
R(s)

i @ K s(s+ s + 1)(5 + 2) + K

&
s(s + s + 1){s + 2}
desarrollando la ecuacidén caracteristica del sistema tenemos:

4 _— | s= T - -
s + Js * 3s° + 2¢ + Kk = O
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El esguema del criteric de Routh para el sistema de contrcl de la fig.

6—-13 es = -
s 1
53 3
= 7/3

Para que el sistema sea estable
primera columna deben ser positivos,

debe ser mayor que cero. lo cual nos

o
(2 7K)
de la cual podemos despeijar el valor

22 5 x
o
El resultado cbtenido nos indica
la ganancia debe ser menar gue 14/9.
£ = 14/9, tendra algunos polos en el

3 K
2 (0]
K

todos los coeficientes deo la
por lo tanto el binomioc (2 - ;K)

da la siguiente ecuacidén:

> 0

de K cuyo valor debe ser

>0

que para tener 21 sistema estable
51 el sistema tiene una ganancia
eje Jw lo cual producira una

salida oscilatoria y dicha oscilacién matematicamente se mantendria con
amplitua constante, pero practicamente la oscilacidn puede crecer gra-
dualmente con el tiempo incrementandose la inestabilidad.

162



PROBLEMAS PROPUESTOS

1.— Un sistema de control con retroalimentacidn unitaria v cuya fun-—
ci1én de transferencia directa es

.45 + 1

s{s + 0.6)

tiene una entrada escaldn unitario. Calcular la respuesta del sistema
en funcidén del tiempo.

G(s) =

2.—Calcular la sefal de salida en funcién del tiempo de un sistema de
control cuya funcidén de transferencia es

C(s) 20

R(s) sz + 45 + 5

si la sefal de entrada del sistema es5 una rampa ) = 4t

I

3.~ Determinar st el sistema de control representado por la siguiente
funcidén de transferencia es estable o inestable. S5i es inestable deter
minar el numero de polos a la derecha del eje Jw.

C(s) = s + 3 + 6
R(s) 25® + &* + 35? + 4s%? + 65 + B
4,—Cual es el rango de estabilidad de el sistema de control
representado por la sigquiente funcidn de transferencia:
C{s) _ K
Ris)

s(sz + 3s + 2)(s + 4) + K

Y.~Aplicando el criteric de Routh. determinar 21 rango de estabilidad

del sistema de control representado por la siguiente funcadn de
transferencia:

Cis) - K
R(s)

s{s® + 45 + 1)(s + 3)(s + 6) + K

6.~ Determinar si el sistema de control representado por la siguiente
funcion de transferencia es estable o inestable. Si es 1nestable deter
minar el numero de polos a 1a derecha del eje Jw y 51 es establie cal——
cular la estabilidad relativa del sistema, obteniendo el valor maximo
de “o'" para el cual el sistema sigue siendo estable.

Cis) _ 2s” + 20s + 4
R(s) o4 3

+ 21s? + 158s% + 5045 + 576
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CAPITULO  VII

ANALISIS DEL ERROR

7-1.— Concepto del Error

Practicamente en cualgquier sistema de control se pueden presentar
erraores que se deben a varios factores. Por ejemplo es pgsihle tener
aerrores por imperfecciones de los componentes del sistema. o por enve-
jecimiento y deterioro del mismo. Ademas un sistema presenta error ——
cuando su entrada se modifica y el error puede ser transitorio o un
error estacionario.

El error por lo tanto es una caracteristica muy importante de
sistema de control que se puede definir como la desviacién entre 1la
salida real y el valor deseado. El error es transitorio si se elimina
con el tiempo o estacionario si no desaparece con al tiempo. El error
entonces nos define tambien cotra caracteristica del sistema gue es 1la
exactitud. A mayor error menor e)@»actitud y viceversa.

Como se vera mas adelante, teoricamente el error de un sistema de
control depende de su funcién de transferencia y del tipo de sefial de
entrada que se le apligus. Esto gquiere decir qQue un
puede no tener error con una entrada escaldn,
ccn una entrada rampa.

un

misma sSistema
perc si presentar ervor

7-2.— El1 Error Estacionario.

Como yva se comentd en la seccidn anterior, el error puede Sser trane
sitorio o estacionario. El error transitorio puede sar a veces un pro-
blema para el buen fTuncionamiento del sistema. peroc la ventaja es gua
con el tiempo el error va disminuyendo hasta desaparecer. Por el con—
traric el error estacionario persiste durante todo el tiempo de oOpera-—
ci1on del sistema lo cual puede provocar probleémas con la exactitud y -
la 2stabilidad.Por lo anterior es muy importante poder
error estacieonario de un sistema de control.

A continuacidn se estudia el cilculo del error estacironario para
un sistema de contral de lazo cerrado. En la figura 7-1 se representa

el diragrama de blogues de un sistema de control cualquilera de laza
cerirado.

calcular el

R(s) ﬂs]v I G(:s):} C(S)=

~|‘ His) I

Fig. 7—1 Sistema de Control de tato Cerrado.
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La funcidn de transferencia de lazo cerrado del sistema de control
de la fig. 7—-1 es

Cis) _ G(s) _
R(s) 1L + G(s)H(s) Qs

For otro lado la sefial de error E(s) a la salida del sumador es
E(s) = R(s) — C(s)H(53)

ecuacidn que tambien se puede escraibir en la siguiente farma equiva-—

lente R(s)C(s)H(s) _ _C(s)H(s)

E(s) = R(s) - R(o) R(s)[1 R(=) 1
de daonde
E(s) _ _ E(s)H(s) _ - E(s) "
Risy T Ris) L= "R s L

substituyendo el valor de C(s}/R(s) de la ecuacién 7-1 en la ecuacidn
7-2. tenemos:

E{s) _ _ 5(s)
RrRy -+ 1+ B(s)H(s) (s
E(s) _ _3 + Bis)H(s) - G(siH(s}
R(s) 1 + B(s)H(3)
E{s) = 1

{s) 1 + Bis)H{(s)

de donde Tinalmente se puede despeiar i@ error del cistema E{sji

i X
— D {7=23
A T+ B(=yH(s) =) JN?
De la ecuacidédn 7—I se puede ¢calcular £l error estacionario ess en

funcidn del tiempo Cuando el tiempo tiende & intinito.

-7
aw = E(s; b €ss = lim =2
Lt =

Sin embargeo este nrocedimiento para calcularess es difical que
nos permita calcular un valor definido va que normalmente al
substituir el tiempo ¢ = &« , el error ess también se hace infinito o
una indeterminacion. Para romper la indeterminacidén y obitener un valor
definido para el error ess. se puede aplicar el teorema del valor
final que establece lo siguiente:

SR(s5)
1 + B{sIH(3)

ess = lim ew = 1i1m sE(s3) = 1lim (7-4)

L —= 5 —e= O
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En la ecuacion anterlior se comprueba que el error estacionario

depende del tipo de sefial de entrada R(s) y de la funcidn de transfe——
renclia de lazo abierto G(s)H(s).

7-3.— Clasificacion de los Sistemas de Control.

Desde el punto de vista del error, los sistemas de control se
pueden clasificar de acuerdo con el ndmera de polos que tenga en el
origen la funcidén de transferencia de lazgo abierta G(s)H(s}.

La funcidn de transferencia G{(s)H(s) de lazo abiertoc de un sistema
de caontrol cualquiera generalmente tiene la siguiente forma:

G(s)H(s) = K iTes * 1)(Tos + 1)....(Tms + 1)
s (Tis + 1)(Tzs + 1)....(Tps + 1)

deldenominador es
el exponente N es

tipo cero, si el ——
el sistema se denomina tipo uno y asi su——

En la funcién anterior 6(s)H(s), el término s™
el que define la cantidad de polos en el origen.Si

igual a cero, el sistema se clasifica como sistema
exponente N es i1gual a uno,
cesivamente.

Es muy importante gque guede claro que la clasificacién del tipo de
sistema es muy diferente al orden del mismo. Mds adelante se demcstra-—
ra gue al aumentar el ndmero de tipo, se aumentara la exactitud del
sistema, sin embargo aumentar el ndmero del tipo también aumenta los
problemas de la estabilidad. En sistemas de control que se utilizan en
ta prdctica casi no se utilizan sistemas de control de tipo 3
elevado. porgue el tener tantos polos en el
problemas con la estabilidad.

o mds
origen ocasiona muchos

7—4.— Cogeficisntes de Error Estdtico.

Los coeficientes de error estdtico se pueden definir
de mérito en un sistema de control.
error estdtico,

comao cifras
Cuanto mayor sea el coeticiente as
menor seria el error estaclionario.

Existen tres clases de coeficientes estaticos de errar:
1.— Cgeficiente estdtico de error de posicidén Kp
2.- Coeficiente estdtico de error de velocidad Kv vy
3.— Coeficiente estdtico de error de aceleraciédn Ka
fa salida de un sistema de control puede ser una temperatura,
presidén, una velocidad o cualquier otro parametro. En el andlisis de
los coeficientes de error estdtico, la forma fisica de 1la salida es
irrelevante. Cuando se habla de error de posicién no se estad hablando
de una posicidén mecdnica, sino de la magnitud de una salida. Cuando se

trata de error de velocidad, nos referimos a la variacidén de la magni-
tud de la salida ((velocidad))., etc.

una

7-4—1.— Coeficiente estdtico de error de posicién Kp.
Basdndonos en la ecuacidén 7-4 se calculara el

error estaciocnario
para un sistema con entrada escaldén unitario.

sR(s)
1 + G(s)H(s) §i=54

ess = laim

S (3

1466



S1 la entrada del sistema s un escaldn unitario.
de Laplace es 1/s, por lo tanto R(s}) = 1/s.
ecuacion 7—-5,

la transformada

Substituyendo R(s) en la
el error estacionario ess sera:

& = 13 = 1
o M T G(s)H(s) s

G— ()

e = lim =

s 1 + G(s)H(s)
S=—n

—— > (7-6)

=T 71 * B(O)YH(O)

El coeficiente de error estatico de posicidn Kp se define por la
siguiente ecuacions

Kp = lim B(s)H(s) = G(OIH(O)
S=p= ()

Substituyendo Kp en 1la ecuacidn 7—b,

el error estacionario estari ex—
presada en la siguiente forma:

i
1 + Kp

8gg =

Fara un sistema tipo ©

E{Tas + 1){Tbs + 1)..-. -
(Tes + 1)(Tzs + 1)...
s=—> 0

KEp = 1lam

por lo tanto el error estaclonario seré:

1

el Vi St

Fara un sistema tipo 1 o mayor
K{Tas + 1)(Tbs + 1)...

s(Tis + 1)(Tzs + 1D... _ ¢
g=—= O )

Kp = lim

v el error estacionario es:

1
1 +

ess =

= Q

Del analisis anterior se puede ver gque para un sistema tipo 0, hay
un error estacionario cuyo valor se puede reducir al aumentar la ganan
clia. Para sistemas tipo 1 o mavor. el error estacionario no existe --

cuando la entrada es un escaldn unitario.Es necesaria hacer notar
en algunos sistemas tipo 0O,

ss.

gue
el aumentar la ganancia K reduce el error

pero si 1a gananclia se incrementa demasiado se pueden tener pro-
blemas con la estabilidad.

167



7-4—2.~ Loeficiente estatico de error de velocidad Kv.

El coeficiente estatico de velocidad Kv, se obtendri tambidn ba-—
sdndonos en la misma ecuacidén 7—-4 para el error ess. Pero ahora La
entrada no seri un escaldén unitarlo, sino una sefial cuya magnitud se
incrementa con el tiempo ((velocaidad)), esta sefial es una rampa unita-
ria, o0 sea una entrada con velocidad unitaria.Si 1la entrada es una
rampa unitaria, la entrada ra»y = t y la transformada de Laplace sera

R{(s) = 1/s . Substituyendo el valor de R(s) en la ecuacion 7-4
= 1i 5 1
ezs = im 1 + GEs)H(3) 52
s+ O
e = 1lim E
=s sB(s)H(s)
s=+ 0O

El coeficiente estatico de error de velocidad se define como

Kv = 1im sGis)H(s)
s— O

por lo tanto el error estacionario en funpcidén del coeficiente estitico
de ervror de velocidad es:
= 1

gy T o

Kv

El término error de velocidad se usa aguil para expresar el error
estacionario de un sistema ante una entrada rampa. Esto guiere decar
que la entrada del sistema puede ser de cualguier naturaleza (voltaje
corriente, presidn etc) siempre y cuando dicha entrada tenga la forma
de una rampa unitaria.

[w} = 2
Fara un sistema tipo O X kPdVW LA L L el Y WY L

K = A = e 11 T2s + 3., =
s—» 0
(=) _-:-L-=-—1—-—=q
e K 0

Fara un sistema tipoc 1 SKiTas + LIdThe + L) new

v = i S = K
. Iim S e (T18 * 2)1(T28 + 1)um-
s—=p- O
B Kv K
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FPara un sistema tipo 2 o mayor

- = o
Ky bam =% Tis & 1)(T28 + 1)---
=
- r _ 1 _
ess = e p (8]

Se pueden obtener algunas conclusiones importantes del andlisas
anterior. El sistema tipec © no puede segulr una entrada rampa en esta-
do estacionario ya que el ervror es infinito. El sistema tipo 1 si es
capaz de pader segulir la entrada rampa con un error estacionario igual
al inverso de 1a ganancia K. En la fig. 7—-2 se puede ver la grdfica de
la respuesta y la entrada rampa para un sistema tipo 1. Para el siste-
ma tipo 2 o mayor la entrada rampa unitaria produce un error estacio——
nario igual a cero.

ris)

cl?)
7(1)

¢l

Fig- 7-2. FRespuesta de un sistema tipo 1 a una entrada rampa-

7-4-3 .- Coeficiente estatico de error de Aceleracién Ka.

Ahora la entrada del sistema sera una acel%raCLén unitaria que ma-
tematicamente s2 puede representar como rw = tT/2 ¥y cuya transfor——
mada de Laplace es R(s) = 178>,

Substituyendo el valor de la entrada R(s) en la ecuacadn 7—-4 sa
calcula el error estacionario ess.

ess = lim = —ia = L
1 + B(s)H(s) s
s—= O

lim SZB(S)H(S)
s— U

El coeficiente estatico de error de aceleracidén kKa se define poar
la ecuacidn

Ka = lim s2G(s)H(s)
G=—
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Substituyendo el valor de Ka. el error estacionariao con una
entrada aceleracidén unitaria es

- i
ese Ko

Para un sistema tipo O

2
= —_ N S K(TO.S + 1)(Tb5 + 1)--0 —_
RE, &= bim (T15 + 1)(Tzs + 1)..- o

55— Q

1

2 —_  e——— T —L— =
ss 15}

Fara un sistema tipo 1

sZK(Tas + 1)(Tbs + 1)ee.

5 - < = @
®e 1am S(T15 + 1)(TZS + 1)---
s—» 0
[ S N
i Ka O

Fara un sistema tipo 2

_S57K(Tas + 1)(Tbs + 1)...

N ; = K
Kot Fam s(Tas + 1)(T2s + 1)-u-.
s= D
SR L [
'y Ka K
Fara un sistema tipo 3 o superior
2
IN U1 sK{Tas + 1){Tbs + 1)... _
kg = Lug = (Tes + 1)(T2zs + 1)u-w a
s—» O
1 i
— =_=1
Ess Ko A 8

Después del andlisis anterior los resultados son los siguientes:
Los sistemas de tipo O y tipo 1 son incapaces de seguir una entrada
parahdlica o de aceleracidén unitaria va que el errgr estacionario es
infinito. El scistema tipo 2 presenta un error estacionario inverso a
la ganancia K. Los sistemas tipo 3 o0 mayores no tienen error
estacionario a la entrada aceleracidén.

En ia fig. 7-3 se representa la respuesta de un sistema tipo 2 a
una entrada parabdlica (aceleracién unitaria).
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e (7))
clr)

rir)

el

Fig. 7-3. Respuesta de un sistema tipo 2 a una entrada parabdlica
tos resultados ya obtenidaos del error estacionario para diferentes

tipos de sistemas y para diferentes sefales de entrada se pueden repre
sentar en una tabla como se indica en la fig. 7-4.

Fig. 7-4. Tabla de errores estacionarios en funcidn de la ganancia K

Entrada Escaldn Entrada Rampa Entrada Ac;l.
r¢ty = 1 rit} = t r(t) = t°/2
; 1
Sistema Tipo 0 eI T, o o
: , 2 1
Eistema Tipo 1 O " o
: ) . . 1
Sistema Tipo 2 L% < ®
Sistema Tipao 3 Q Q 8
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PROBLEMAS PROPUESTOS

l.-Calcular el error estacionario del sistema de control que se

representa en el diagrama de blogques de la fig. cuando la seflal de
entrada es rw = 3t.

+ 3 .
RS s(4s + 1) L=
2 .
(s + 1)

Z2.— Calcular el error estacionario de un sistema de control de lazo
cerrado en el cual

» 8 _ 1
Oie) et + J + 1 ¥ Hs) = (s + 5)

s1 la entrada del sistema es un escalén r = 3

2

3.— Un sistema de control tiene una funcidn de transferencia de lazo
cerrado

Ci{s) _ 4
R(s) = 28° + 45 + 10

calcular el error estacionario cuando al saistema se 1lg aplica

una
entrada impulso unitario.

4.— Se tienen dos sistemas de control con retroalimentaciédn unitaria vy
tuyas funciones de transferencia son:

) 10 . ) 10
BLisI™ “oie = 1) Be(8) = “Ci%s * L)

Si la sefial de entrada qgue se aplica a los dos sistemas es ray =5 +2t
determinar cual de laos dos sistemas tiene el error estacionaria mayor.
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CAPITULO VIII

MeToDO DEL LUGAR DE Las RAICES

8-1_.— Introduccidn.

Como va se estudid en el capitulo VI, las principales caracteris-—
ticas de la respuesta transitoria de un sistema de control dependen de
la posicién de los polos de lazo cerrada. Por lo tanteo es de vaital
importancia conocer la ubicacidén de los polos de lazo cerrado.

Los polos de lazo cerrado son las raices de la ecuaciédn caracteris
tica. Para hallarlos hay que Tactorizar la ecuacién caracteristica.
Cuando la ecuacidn caracteristica es de prihero o segundo
factorizacidén es relativamente sencilla,., pero el problema se complica
si la ecuacidén caracteristica es de tercer orden o mayor. Aunque exis-
ten algunas técnicas de factorizacidén para estas casos., el problema no
es sencillo porque la mavoria de las veces la ecuacion caracteristica
estsd en funcién de la ganancia kK del sistema. Si la ganancia varia. la
ecuacién caracteristica también varia y entonces 1los calculos
tendrian que repetir.

W.F.Evans desarrolld en 1952 un preocedimiento sencilla para
hallar las raices de la ecuacidn caracteristica v 1o utilizd extensa——
mente 2n la ingenieria del contrpl. Este procedimientc se denomina
"Metodo del Lugar de las Raices" y consiste en trazar en una gravica
todas las raices de  la ecuacidn caracikeristica de un sistema dge
contrel. variando la ganancia del! mismo desde cerg hasta infinito.

orden, la

se

S5-2.—- El concepto del Lugar de las Raices.

ia base en la gque se fundamenta toda 1a teoria deli método del
Lugar de las Raices 25 simple v @ muy importante que se entienda
perfectamente antes de ogue =21 metodc sea aplicado para analizar
sistema=s de contrcl.

Un sistema de control de lazc cegrrado se  puede regoresentar en

forma gesnerai por un diagrama de bloques como se  indica en 13

figa.
8-1.

Ris) Cls)
G(s) o

His) |

Fig- 8-1. Sistema de Control de Lazo Cerrado.
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La funcidn de transferencia de lazo cerrado es:

Cis) _ 5(s) -
K(s) 1 + Bfis)H(s) f8-11

La ecuacisn caracteristica de este sistema de lazo cerrado es el deno—
minadosr de la fraccidén de la derecha de la ecuacion B-1.

rgualado a
cera. For 1o tanto la ecuacién caracteristica es:

1 + G(s)H{s) = 0O
o bien

G{s)H(s) = -1 (8-2)

ia clave d=l método del bLugar de las Raices esti contenida en la
ecuacién 8-2, porgue cualquier wvalor de "s" gue satisfaga esta
relacién es una raiz de la ecuacidn caracteristica.

La ecuacidén B8-2 es una funcidén compleja Yy ctomo tal se puede
dividir en dos ecuacidnes, una ecuacidn de anqulos y otra ecuacidn con
los valores absclutos o magnitudes de ambos miembros.

La igualacién de 1os angulos noes da como

resultado la siguiente
ecuacion dencominada Condicidn Angular.

/E(S)H(S) = /-1 = + 180°(2k + 1) (B = 0,1,25..4) (8-3)

Mientras que la 1gusliacidn de las magnitudss genera la atra ecua—
cidn denominada Condicién de Amplitud c valor absoluto.

GlsiH(s = | -1

= 1 , {8-43

tas valores de "s¥ gque cumplen las condicicnes de angulo vy

amplitud, son las raices de la ecuacidn caracteristicae o los polos de
lazo cerrado del sistema de control.

Como ya se menciond con todos los puntos que cumplien con las
condicignes de angulo y amplitud se puede construir una grafica en el
plano complejo denominada Lugar Geomeétirico de las Raices. El procedi——
miento para abtener 1la grafica consiste., primero en buscar aplicando
1z condicién angular las posibles raices de la ecuacidn caracteristica
Y postericrmente establecer una escala para los difarentes puntps a
partir de la aplicacién de la condicidn de amplitud. Una ver completa
la grafica del lugar geométrico de 1as raices, la grafica proporciona
las raices de la scuacidn caracteristica para cualgquier valor de la

gananc:a X del sistema. Ademas =2 pupde determina- la respuesta del
sistema.

8-3.— Graficas para funciones de transTterencia simples.
El concepto que sirve de base al método del

lugar geométricao de
las raices se 1lustrara wmelor

obteniendo las graticas para tres
sistemas cuyas funciones de transferasncia de laco abierto son simples.
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8-32-1.— Funcion de Transferencia con un Polo anico.
A continuacidén se construlrid uma grafica del lugar geométrico de
las raices para la funcidn de transferencia de lazo abierto
K
G(s)H(s) = h;—:—§- (8-5)

Como se puede ver en la ecuacidn B8-5 se tiene una funcidn compleia
con un s&lo polo ubicado en el plano complejo en s = -2. Empezaremos
la grdfica trazando el polo udnicg en el plano compleijo indicando su
ubicacién con una cruz, como se representa en la fig. 8-2.

Jw
PoLo? .
x T o o
-& —4 =2 0
Fig. 8-2. Plano Complejo con un Polo en s = —-2.
Despuds de trazar el polo en s = 2.elsiguientepaso eshuscar

puntos en 21 plano "s" gue satisfagan la caondicidén angular de la ecua—
cidn 8-3.Fara ello se empezaran a considerar varios puntos de prueba
S1, sz, S3 etc, cuyos dngulos con respecto al polo en s = -2 formen un
dngulo de 183 .En la fig. 83 se pueden ver los puntos de prueba v
los dngulos gue éstos forman con respecto al polo.

El punto de prueba si1 Torma con el polc un dngulo de cero gradaos,
el punto sz forma un angulo €, el puntpo sa forma un dngulo 7. 21 punto
s4 forma un dngulo ¢ yv finalmente =21 punto ss Torma con respecto al
polo un dngulo de 180°.La conclusién importante del andlisis anterior
es que los unicos puntos del plano complejo que cumplen con la condi——
cidn angular son laos puntos que estan a la izQuierda del polo s = -2,
como se representa con linea mas gruesa en la fig. B8-3.

Jw
s3

52

=% § /k ’-

\\ / ﬁ",\
ss ~ & 1 e \ e S1
\,5/ \_ | 5 — o

-& -4 -2 0

Fig. 8-3. Puntos de Prueba saobre &1 fPlano Comple)lo.
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El sigulente paso es establecer una escala para el lugar geaometri-
co de las raices. esto consiste en determinar valores de la ganancia K
para varios puntos a lo largo del lugar geomeétrico. Esto se lleva a
cabo cumpliendo con la condic:idn de la magnitud de la ecuacidn 8-4
e = g o bien K= s+ 2

s + 2

en la ecuacidén anterior ddndole valores a "s" obtenemos los valores de
la ganancia K.

51 5 = =2 K= =-2+2 =49
st 5§ = —4 K= —4+ 2 =2
s1 5 = —-& K= -6+2 =4
s1 5 = —-a K= —a+ 2 =&

La grdfica completa del lugar geométrico de las raices se represen
ta en la fig. B-4.

Jw
K=4 K=22 K=0)
- - T (=4
-6 . —4 -2 o

Fig. 8—4. Graftica para G(s)H(s) = K/(s + 2}

Con 21 fin de comprobar la validez de los resultados obtenidos en
la grdfica de la figura 8-4 se calculara la ganancia del sistema de
control de lazo cerrado cuando s = —6. La ecuacidén caracteristica del
sistema de control de lazo cerrado que estamos analizando es

1 + G(s)H(s) = O
Q

K
1+ s + 2
s + 2 + K _ .
st 2 0 o bien
s + 2+ K =20 (8-6&)
Substituyendo s = —é6 en la ecuacién caracteristica 8-6 se obtiene
para la ganancia un valor kK = 4,.Lo anterigor demuestra que el valor

calculado en la grafica y el de la ecuacién caracteristica coinciden,
comprobandao la valider de los resultados de la grafica.
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8-3—2.— Funcién de TransTerencia con Dos Polos.

Se trazari la grdfica del lugar geométrico de las raices para la
siguiente funcidén de transferencia de lazo abierto:

= K .
G(s)H(s) = e+ 1)(= * 3) {8-7)

Fara iniciar la grdfica se trazan los polos en -1 y =3 como se
muestra en la fig. 8-3. Basdndonos en la condicidén angular se puede
determinar rapidamente que el lugar geométrico puede estar sobre el
eje real solamente entre los polos -1 y -3. Para puntas de prueba a la
derecha de -1, la suma de los dos dngulos es de cero grados. Para los
puntos de prueba a la izquierda de -3, la suma de &ngulos as de 360°.
Sin embargo para los puntos comprendidos entre -1 y -3, 1los dngulos

(=3 o
son de 180 con respecto a -1 y de O con respecto a -3, bhaciendo que
el &ngulo total (suma de los das dngulos) sea igqual a 180°,

En la fig. 8-5 se representa con linea gruesa el lugar

geométrico
a lo largo del eje real.

—J1

Fig. 8-5. Ubicacidn de Polos y Lugar Gecmétrico en el Eje Real

Ahora la pregunta es si existira el lugar geométrico fuera del esje
real. Se debe sospechar que si porgque la ecuaciénfi-7 da origen
ecuacidén caracteristica de sequndo orden., la cual es posible que tenga
raices complejas. En la fig. B8-6 se toma como punto de prueba s1=-2+J1

Trazando lineas del punto de prueba si: a cada uno de los polos, los 4n-
gulos formados son de 135° con respecto a -1 y de 45° con respecto a

—3. Por lo que el dngulo total es de 180° y cumple con la condicidén
angular.

a2 una

Jw
)
s1=-2+J1
\ -
‘/’ % J1
- ~
 as® NN
x" L \ﬁ( D oy
-3 -2 -1 O
Fig. B-6. Seleccidn del punto de prueba ss = —2 + J1
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De hecho todos los puntos del plano complelo para los cuales la
parte real es i1igual a -2 cumplen con 1la condicidn angular. For lo
tanto la grdfica del lugar geométrico de las raices es comag se indica
en la fig. 8-7.

Jw
K=2¢-2+01 +J1
K=0 5;1 K= )
x ~ O
-3 -2 -1 0
K=2¢-2-91 -J1i
Fig. 8-7. Brdfica para G{(s)H(s) = K/(s + 1)(S + 3)

FPara establecer la escala de la grdfica se aplica la condicidén de
magnituo i1qualando el valor absoluto de 1la funcién a uno como se
indica.

@
S _. bie = + 1 + 3
P 1).s + 3) 1 o bien K {s J(s 33
s1 5 = -1 K = (=1 + 1)(-1 + 3 = 0
si s = =3 K= (=3 + 1)(~=3 + 3) =0
si 5 = =2 K= (=2 + 1)(-2+ 3) =1
si s = -2+ J1 K= (=2 + 31 + 1)(=2 +il +'3) =(/2)(¥2) = 2
s1 8 —= -2 * Jx K= (=2+Ja+ 1)})(-2 +Haa+ 3F) y K- —>qu
Los valores anteriores de la ganancia K en diferentes puntos de s

se& incluyen en la grdfica de la fig. 8-7.

Al

igual gue en el ejemplo B-3-1,

en este caso se pueden camprobar

los valores de la ganancia K obteniendo la ecuacién caracteristica del

sistema-

1 +

1 + G(s)H(s)

K

(&)

(s + 1)(s5 + 3)

(3]

(s + 1){s + 3) + K

(s + 1)(s +

paor lo gue la ecuacidén caracteristica es

=0

3)

(s + 1)(s + 3) + Kk o

o bien desarrollando el producto tenemas:
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sZ + 4s + (3 + K)
con K =1 s+ 45 + 4 =0
con K = 2 s + 45 + D = O
por lo que se comprueba que la grdfica
correctas-

= €

v sS4 = 52 = -2
Y 5 = =2 * Ji
nos pProporciona las raices

8-3-3.— Funcidén de Transferencia con un Folo y un Cero.
En seguida se trazara la grdafica del Jlugar geométrico de las

raices para un sistema de control que tiene la siguiente funcidén de
transferencia de ciclo abierto

G(s)H(s) = =291 (8-8)

Se inicia de nuevo la grdfica trazando el polo en s = -1 y el cero
en s = -5, El polo se indica por una cruz v el cero por un pequefio
Circulo caomo se representa en 1la fig. 8-8.

Al aplicar la condicidén anguliar a la ecuacién 8-8 se encuentra que
ahora al &ngulo del cero se le debe restar el dngulo del poloc. Basan—-
donos en lo anterior se llega a la conclusidén de quae sdélo existe el
lugar geométrico sobre el eje real entre —1 y —-5S.El estudiante debera

comprobar lo anterior estableciendoc puntos de prueba en otras
posiciones del planc complejo.

Jw
+J1
K= K=1 K=0
< >3 o~
-3 —y =L
~J 1

Fig. 8-8. OGradfica para B(s)H(5) = K{(s + 5)/{(s + 1)

tLa relacidén gue se utiliza para establecer la escala de la grdfica

es
K(is + 39) _ ; P s + 1
s i = 1 o bien K = s+ 5
= - = oLl L.
en s= -1 K = =1 + 5 O
- _=x e o>+ 1
en s= —3 K = = + 5 =1
. o -5 + 1
en s= —5 K = =+ 5 ot

Como una conclusidn importante después de haber analizado los tres
sistemas de control se puede afirmar que ninguno de los sistemas con——
siderados puede ser 1nestable, ya que en ningun caso la gridfica del —--
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lugar geaométrico de las raices abandona el semiplanc 1zgquierdo del
plano complejo. Por lo tanto no bay raices de 1a ecuacion
caracteristica con partes reales positivas.

lLas grdficas de los lugares geométricos de las raices pueaden
trazarse siguiendo el procedimiento ya ilustrado. Sin embargo para
facilitar y hacer mds rapido el trazo de la grdfica se pueden Sseguir
ciertas reglas que samplifican notablemente el trabaio. En la
siquiente seccidn se estudiaran estas reglas y posteriormente se apli-
caran para graficar algqunos lugares geométricos de las raices de sis——

temas de control con funciones de transferencia md&s complicadas que
las estudiadas hasta ahora.

8-4.— Reglas para Graficar rapidamente.

Los andlisis realizados sobre el lugar de las raices pueden hacer
pensar al estudiante que la construccién de la grafica se hace basiando-
se en €l método de prueba y error. hasta encontrar las posibles raices
de la ecuacidn caracteristica. Aunque en general se requiere aplicar
el método de prueba y error, el ndmero de pruebas necesarias s puede

reducir grandemente siguiendo las reglas que a

continuacién se
estudian.

Regla No 1.- Una grdfica del lugar geométrico de las raices tendra
tantos lugares geométricos como polos hava en la funcisn Gi{s)H(s).

t.os lugares geométricos son las diferentes ramas que 1la grdfica
tendra dependiendo del numero de polos.

Regla No 2.~ Los lugares geométricos o ramas siempre principian en laos
polos de de G(s)H{s) con K = O y terminan en los ceros de G{s)H(s) o
en el infimito con K = a.

Es muy comun gque una funcidén de “s" tenga mds polos detinidos gue

ceros. En tal caso algunas ramas pueden terminar en el infinito por no
tener todos los cerps definidos.

Reglia No 3.—-El1 lugar geomeétrico de las raices existe sobre el eje
real solamente a la izquierda de un namero impar de polos reales Y/O
de ceros.

La condicién angular es la que limita la existencia de la grafica
a ciertas regiones del eje real. Para ilustrar lo anterior se estudia-—
ra la grafica de la siguiente Tuncidén compleja:z

_ Kis + 4)
Fis) = o+ (s 7 31(=s = &)

La funcidn F(s) contiene un cero en s = -4 y tres polos situados
en s = -1, s = -3 y en s = -8 como se ve en la fig. 8-9.

Jw

X X X T o

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
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S1 se selecciona un punto de prueba a la derecha del polo s = -—1.

1os 4nqulos que Torma €l punto de prueba con respecto a los polos y al
cerp son:

0o

con respecto al pola s = -1} Q
con respecto al polo s = -3 o°
con respecto al cero s = -4 0°
con respecto al polo s = -8 0°

de tal forma gue la suma de los dngulos de ceros menos dngulos de
polaos €% igual a cero y no se cumple con la condicidén anguliar.
Si se selecciona el punto de prueba en el eje real entre los polos

5 = -1y s = -3, los dngulos del punto de prueba seran:
con respecto al polo s = -} 180°
con respecto al polo s = -3 Qo
con respecto al cero s = —4 0°
con respecto al polo s = -8 o°

por lo tantoc todos los puntos entre

—1 yv -3 son parte de la grdfica
del lugar de las raices.

Seleccionando el punto de prueba en el sje real entre -2 v -4, las
dngulos que forma el punto son:
con respecta al polo 5 = -1 180°
con respecto al polo s = -3 180°
con respecto al cero s = -4 o°
con respecto al polo s = —8 o°
la sumatoria de dngulos de los ceros es cero y la de los polos es de
360°por lo que el tramo del eje rezal entre -3 v —4 no puede ser Dparte

de la grdfica del lugar de las raices.
Siguiendo el mismo procedimiento anterior se podra encontrar que
el tramo del eje real entre —4 y -8B es parte de la grédfica. pero a la

izgquierda de -8B no puede haber gratica sobre el eje real, lo cual con-
firma 21 cumplimiento de la regla numero 3.

Regla No 4.—- La grafica del lugar geometrico de las raices siempre es
simeétrica con respectoc al eje real.

Lo anterior se debe a gque los polos complejos siempre se presentan
en pares conjugados gque tienen la misma parte real y la misma parte
imaginaria pero con los dos signhos. positivo y negativo.

Regla No 5.— Los angulos gque forman las asintotas con el eje real se
pueden calcular con la sigulente férmulas

o
= LDLB0 para n =% 1, * 3, .... (8-9)

2 - P
Las graficas del lugar de las raices que terminan en el infinito
siempre lo hacen tendiendo asantoticamente con lineas rectas gque
forman un cierto dngulo con respecto al eje real. Es amportante
conacer estos d&ngulos de las asintotas porque ello nos ayuda a definir
con mds precisién la apariencia general de la grdfica. Los dngulos de

las asintotas con el eje real se pueden obtener aplicando la condicién
angular.
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Supongamos que se tiene un sistema de control con los polas y cero
aue se representan en la fig. 8-10. Para valores grandes de “s" a sea
cuando s + & . las lineas inclinadas representan las asintotas de

l1a
grafica, son paralelas y forman un &ngulo o con el eje real. La condi-—
cidén anqular de la ecuacidn 8-3 se puede expresar en la siguiente

forma:
T8z - I6p = niBO° para 0 =% 1, £ 3.a« (B-10)
donde Z&z es la sumatoria de los dngulos de lgs ceros y Z6p 5 la su-

matoria de 1los angulos de los polos. Por lo que aplicando 1la

férmula
8-10 al diagrama de la fig B8-10, tenemos:

Zia — Pa = n180°
donde 7 es el ndmero de ceros y P es el numero de polos.

Despejanda «
de la ecuacidn anterior se tiene finalmente gue

<
niso
O = e—— ar n = X Jgenw
z - p Pare 1, ]
7/ 7 2
Jw 7/
# ‘ J
7 7/ 7/
4 P ’ B
s ’,
“ )
/ ’ /
Vs 7 = 4
o] ol
n/ u, o x/ B £ o

Fig. B-10. Angulo de Asintotas

Con 1 fin de aplicar la regla Mo 3 , se calcularan enseguida los
dngulos de las asintotas para la funcadon de transferencia con das
nolos gue se analizd en la seccidn B-3I—-2 y cuyo valor es:

A K
G{s)H(s) o2 Ly g THl 5]

aplicando la regla S, (ecuacidn 8-9), el dngulo a«a para n = * 1

es:

_ _*180°  _ o
o= s =2 F0

cuve resultado concuerda con la grafica dada en la fiqura 8-7. Se
pueden dar mas valores a “n", por ejemplo £ 3. &£ 5 etc. pero el &dngulo
a repetiria nuesvamente su mismo valor pargue selo hay wuna linesa
asintota. Cuando hava mds de una asintota se requerira por la tanto

darle varios valores a “n". hasta que el angulo o se repirta.
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Regla No 6 .~ El punto en el cual prancipian las asintotas se le lliama
“centroide"., El centroide estia ubicado en el ele real en el punto

. P = ZZ _
o = F < 2 (B8-11)
donde ZF = Sumatoria de todos los Polos
sZ =

Sumatoria de todos los Ceros
P = Numero de Folos
Z Numerc de Ceraos

Ademds de conocer los dngulos
aje real,
asintotas.

que las asintotas farman con el
es necesario conocer 21 punto en el cual principian lag ——-—
A este punto se le llama "centroide" y es ldgico pensar gue
el punto esté colocado en el eje real por la simetria que tienen todas
las gréaficas del lugar de las raices.Para demgstrar la ecuacién B8-11
consideremos que se trata de encontrar £1 centroide de la siguiente
funcidn de transferencia de lazo abierto

. L L
i - Ve +
FERIE ) = KDT;T) - K(: + aj 1:_1 + + ais ao)
s + bn-1s + ... + bis + bo

en la cual n es mayor gque i. Dividiendo el numerador y el denominador
entre el numerador N(s} obtenemos
G{s)H(s) = .

Nn-1 n=yv=1
s + {bn-14 — av-1)s +

ves T residun

ahora la Tuncidn B(siH{(s) va no tiene ceros, solamente tiene polos mds
un residuo. Fara valores grandes de s (bastante alejados a lo largo de
las asintotas). el valor del denominador se puede expresar en forma
muy aproximada utilizandoc unicamente los dos primeros términos de

G{s)H(s), por lo gque la funcién se puede expresar en la siguiente
Torma:

B(s)H(s) = —— L
P s + (br-1 - av-1)]

la ecuacién anterior tiene n—i—-1 polos en el origen y un pola en

s = ~(bn-1 — ar-1). El centroide estara situado a la distancia
- =(PBn~+ — av-1)
n - 1

Basandonos en la solucién de ecuacianes de arden “n*
A) aplicaremos el principio que establece gue la sumatoria de las

raices de una ecuacién es 1gual al negativo del coeficiente del
término cuyo grado es el inmediato inferior al grado mds alto.

(Ver apéndice

For lo
tanto
SF = —bn-s v =37 = au-g
donde ZF es la sumatoria de polos y IZ es la sumatoria de ceros de la
funcidén G(s)H(s).



For otro lado de la funcidn generalde lazo abierto G(s)H(s) de 1a
cual partimos para iniciar este andlisis se puede ver que

n =~#Fr e 1 =2
1o cual significa gque "n",. siendo el orden mavor del denominador nos
indica £l numero de Polos e “i", siendo el orden mayor del numerador
Nos 1ndica =1 ndmero de Ceros de la funcidén G(s)H{(s).
Substituyendo los valores de "n'", "i": -bn-1, Yy awv-1 en la
ecuacison del centroide "¢" obtenemos Tinalmente la ecuacidn 8-11.
Se aplicara en seguida la ecuacién 8-11 para calcular el centroide

de la funcidn de lazop abierto 6(s)H(s) = k/7(s5 + 1)(s + 3).

La funcidn G(s)H(s) tiene dos polos, en s = -1 y en 5 = -3, por lo
que P = 2 y $P = —1-3=—4.Ademas la funcidén no tiene ceros, por lo
que M = Q v ZZ = 0. Substituyendo estos datos en la ecuacidn 8-11

-4 = 0
o= ~"=z-o -2

En la fig. 8~7 se puede ver la grdfica de la funcidén G(s)H{s) vy su

centroide en el punto = = —2. Cabe hacer la aclaraciém qgque en este

caso la posicidn del centroide coincide con el punto en donde 1la
grdfica abandona el eje real, pero en general esto no sucede con todas
ilas funciopnes de lazo abierto.

Regla No 7.— Un punto de escape es un punto en el cual dos lujgares
geométricos abandonan =1 eje real. El punto de escape 358 determins
seleccionando un punto de pruseba un poco fuera ael e&je real v
aplicando el criterio angular.

El punto de escape siempre s2 localiza entre dos polos adyacentes,
cuandc hay lugar geometrico de las raices entre ellos. Esto se debe 2
gue las graficas del lugar de las raices principian siempre en  1os
polos, avanzan ia una hacia la otra hasta que se encuentran en el
sunto de escape y ahi abandonan el eje real en forma simétrica.

Comoc va s menciond la ubicacidén del punto de escape estA basada
en la aplicacidén del criterio angular. Debido a gue cada caso es un
poco diferente, se ilustraria el método general con un ejemplo especi——

fico. Se calcularéd la posicidn del centroide de la funcidn de lazo
abierto K

B{sfts (s + 1)(s + 3Z)

Jo

&W;
/

|

1
—3 Le“¢ -1 0
d —sf

Fig. 8—11. Determinacion del punto de escape.-
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Se empleza @l andlisis trazando los palos en el plano complejo
como se 1ndica en la fig. 8-1l1. El punto de escape debe estar entre -1
y —=3. A una cierta distancia d a la izquierda de ~-1 se selecciona un
punto de prueba que estia un poco arriba del eje real a una distancia
muy pequefa denominada £. De la fig. 8-11 se pueden obtener las
sigulentes funcidnes:

tan ¢ = —%— v tan €2 = = f o
para dngulos pequefios (menos de 3°), la tangente de un dnguleo se puede
reemplazar por el dngulo mismo expresado en radianes. Por lo tanto,

= _E£_ g o= = = £
¢ = o S1 R1d a v &2 5> — g
Aplicando la ecuacién 8-10 (Regla No 5} tenemas:
8z — I6p = * n (radianes)

O — (61 + 62) = + m

£ £
2 T - + = +
B [ d 2 -4d 1 = 8

eliminando m de ambos lados de la ecuacidn tenemos:

I~ £ =W = i 1
d 2 —d d 2—-d
{2 —d) —d _ L 2-d-4d
d(2 — dJ 2d ~ d°
de donde 2 -2d = @ c bien d = 1
De tal manera que el punto de escape estid en s = -2. En este punte 1la

graftica del lugar geométrico de las raices abandona el eije real.
El mismo método se puede aplicar para casos m&= complicados en
donde la Tuncidn tenga mayor ndmero de polos v de ceros.

Regla No 8.— E1 dngulo con el cual el lugar gegmétrico de las raices
abandona un polo complejo se llama "dngulo de partida". El dngule de
partida puede obtenerse aplicando el criterio angular. El
procedimiento para obtener el dngulo de partida se ilustrara con un
eiemplo. Supongamos que se trata de calcular el &ngulo de partida oe
la si1guiente funcidn de transferencia de lazo abierto,

K

BISIH(S) = e s T+ 3=+ 1 - 30 e

En la fig. 8-12 se grafican los tres polos de la ecuacion anteriosr

8-12. Seleccionando un punto de prueba sobre el lugar geométrico muy
cerca del polo complejo —1 + 31, los d&ngulos que forma el puntc de

prueba con respecto a todos los polos (en este caso no hay ceros) son
o

de 135 con respecto alcpolo en &1 origen, de 90 con respecto al polo

complejo -t — 31 y de 8 con respecto al polo complejo —1 + 31.
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Punto de Z
Prueba { = %
r NNy 2 NI
* 13x5
I > \ -
—1f
!
2, V -J1
Fidge18-12. D2terminacidén del angulo de partida,.

Aplicanoo el criterio angular ceon los angulos que s2 mMuUestran 20
lsg fig. 8~-12,: tenemos:

Iz — Z8p = O — {135 + 9¢ + £) = + 1820

<
de donde 8 = =43
Ei estudiante podra sbtener 21 anguic g psizida deEsde &1 Sieo
colo comsleld (—i—1i), aplicanac 1 misme  orocedimasnito. =@ angulco
=] . iz .
degera ser de +457 por la simetria de la gratica o1l lugar gecomeTrioo
de las rarcss.
Regla NS 9.— Lcs Suntos en 105 cuzles 1a graTica corta al ei2 imsgina-
rio v 21 valgr de k =2n el crucs, =2 pu=sden obhtaner a partair o=  ia
eCcuacién caracteristica del sistems, haciznde s = Jw.
Fara aplicar 1a regla MNo % consideremos la funcidn de Transiecen—
Cia de ciclo abisrto
; ¥
Bi{s)His) = - = =3
E2is £ Z)is = §)

La ecuacién caraczeristica del sistema es

1 + G(s)H(s) = 0O

k. =

i + ——— = g
s{s + Z)(s + 3)

sts + -)(s + 9 + & _

s(s + &){s + 3) )

s{s + Z)(s + Q) + k. = 1
z - . .
(s + Is)ts ¥ 9% + K = O

53 -+ 852 + 1%s + k =
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suustirtuyendo s = Jw en la ecuacidn caracteristica tenemos:
3 3 2
Jlw? + 8I%WT ¢+ 19Jw + Kk = O
a 2
pero J° = —J v J° = -1 por 1o que & ecuacion se transiorima en

—Jw® ~ Bw® + 15Jw + k = u

ahura se planteara una ecuacidén para las partes reales y otra para las
partes imaginarias de la ecuacidn complela anterior.

Fartes Reales = sz + K = 0 4
Fartes 1maginarias — Jw + 13Jw = O o bien - w + 13w = 0Q
De la ecuacidn de las partes imaginarias ® = 15w w =¥ 13

Substituyendo el valor de w en la ecuaciodn de las partes reales

K = 8w = 8(15) = 120

For la tanto la grdfica del lugar geometrico de las raices cruza
el eje imaginaric en w = * v 15 y en estos puntos la ganancia K = 120
Asi gue para éste sistema de control al tener una ganancia K = 120 se
coloca al sistemade lazo cerrado en el umbral de la 1nestabilidad,por
lo que cualquier aumento de la ganancla por arriba de 120 25 1nacepta-
ble ya gue de plano el sistema s2 convertirfia en i1nestable.

Ademas de las reglas va desarrolladas, una tabia de grdficas mas
comunes de los lugares geoméiricos de las ralces para varias Tunciones
de ctransferencia e ciclo abierto es muy Gtil para tener aungque sea un
bosgqueio general ae la grafica para una G(s)His) dada. En las figuras
8-1% v 8-14 se representan algunas graficas.

S I

\ ‘
£ GisiHlsim .3

(s+ahsta+ydlis+a= )3/ sistalis tbis Fel
a) b/

(is it s)e

Jw Ju

{\ v | Q -
K's ra) ('-b,“.”_‘_l\”m-u_l

Goalliyim o —ee mm e e =
Pl (S e Fpd)is bae— 00 Mt d

Fig. 8-1Z. Graficas del Lugar Geométrico de las Ralces.
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Fig. 8-14. Graficas del Lugar Geométrico de las Raices. (Cont.)
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8-5.- Ejemplos Ilustrativos. _
Aahora se estudiaran tres ejemplos para 1lustrar 81 egrocedimiento
completo de obtener las grdficas del lugar geométrico de las raices.

Ejemplo 8-5-1.— Construir una grafica del lugar geameéetrico de las
raices para la funcidén de transferencia de ciclo abierto
K K

G{s)H{s) = = ~ —
s(sz + 25 + ) s(s + 1 + Jl)(s + 1 Ji)

Establecer la escala para varios puntos de la grafica y determinar
para que valores de la ganancia K el sistema serid inestable.

Solucidén: Aplicando las reglas ya presentadas podemos obtener la si-—
guiente informacidén: como hay tres polos habra tres lugares geometri-
cos o tres ramas que inician en Q, =1 - jl1, -1 + J1 y las tres ramas
terminaran en el infinito debido a que no hay ceros definidos.

Existe lugar geamétrico a lo largo de todo el eie real negativo
partiendo desde el polo ubircado en 21 origen.

Aplicando la ecuacién 8-9 podemos calcular los angulos de las
asintotas:

il ot & §1§O;=:6o"
Sih =+ 3 - 2% L Quaot
S5in=+5 w A +900° = + T00°

0o -3
debidoc a que el &ngulo de * Z00° es igual al dngulo de * 60° ya noc =ze
necesita darle mas valores a "n' pues los demds angulos se repetirian.

Con la Térmula 8-11 podemos calcular la posicidén del centroide,
que es 21 punto en donde inician las asintotas.
TP - 32 =P =

o = F = 7 = 3—O=_

Mhd

En este caso no hay puntos de escape porgue el lugar geomeétrico
nunca abandona el eje real, ya que sélo hay un polo real.

Los angulos de partida se pueden obtener aplicando la regla No 8 v
son — 45° y + 45°,

Aplicandc la regla No ? se calcula la ganancia K en el cruce con
el eje Jw y el valor de w. La ecuacidn caracteristica de lazo cerrado
del sistema es

1 + Gis)H(s) = 0O

f

1 +
s(sz+ 2s + 2)
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sis® + 2s + D) + K .

2
sis” + 2 + 2}

z & ]
s{(s + Zs + 2) + K = 0

3 2 : .
s + 25 + 2s + K = O
3 3 2 2 - = :
flacliendo s = Jw Jw + 27w + Z2Jw + K = ©
3 2 3 2 :
como J= ~d y J= -1 “Jdw - 2w + 2Jw + K = ¢
de la ecuacidn anterior planteamos dos ecuaciones, una con las
reales y otra con las partes imaginarias.
. & . )
Fartes Reales 2w + K = 0
. . a )
Partes Imaginarias —Jw + 2Jw = O
3 2
w = 2w w = 2

de la ecuacion de las partes imagainarias
= v 2=+ 1.414 .

por lo que el valor de w =
Substituyendo 21 valor de w = ¥ 2 en la ecuacion de las

reales se calcula el valer de la ganancia K.

kK = 200 =202 ) =4

En esta forma la grafica cruza 21 eje Jw en

gl valor de la ganancia &5 igual a cuatro.
Con toda 1a informacidédn antarior se puede trazar ls

85 una gratica preliminar del ejemplo
representa en la faigura B—-1é6.

o
Punto de cruce en l, /

: /
MAM\\ /
b/

45°  r .
X=— st ¥
< //
"2/3\,/60"
-5 o -1 ‘\
\
)
X Py

Asintora

8—-13. Grafica preliminar para el ejemplo 8-5-1.
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0
F_;,

K'eq /
,\_4 (]}

K'=p

-1
K'=0 -
\ =4

-

-~
T

Fig. 8-16. ©bGrdfica para G(s)H(s) =

Fara trazar la grdfica completa se deben dar diferentes valores a
la variable "s" en la ecuacién caracteristica. de donde se podran cal-
cular valores para w y para K en forma semejante a como se calcularon
los puntocs de cruce con 1 eje imaginarioc Jw.

]
ul

Ejempio 8-5-T.~Comastruir la arafica del lugar ogecm@tricoc de 1
raices para la funcidén de transferencia de ciclo abierto

4
s{s + 1)(s + 8}

Gis)H(s) =

y determinar los valores de K  para 1los cuales el sistema sera
inestable.

Solucién:Como hay tres polos en la funcidn Gis)H(s) habra tres ramas
en la grafica.Las tres ramas inician en los polas ¢, -t y -8B, y como
no hay ceros definidos las tres ramas terminan en el infTinito.
x1ste 21 lugar geométrico sobre el eje real entre O v —1 y de -8
hasta mencs infinito.
Los A&ngulos de las asintotas son:

-0 P - |
ni130Q L B =10 .o
Srn = * 1 o o= = = — = T &0
Z =P 0 - &
.. O
= +5410 1)
S1L pn = * 3 o = — = I 130
O — 3
o
+"?‘)l:) o
< = + 5 = - = *+ 30U
S1 N < (51 T Oy
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Debido a que 21 dngulo de * oun’es igual que el de =* 6U°, 21 calculo

de los dngulos esta ya completo.
Las asintotas principian en el centroide que se puede calcular con

la sirguiente férmula:

5P -2 _ -9 -0 =
- - 2 I -0

Ray un punto de escape y se encuentra entre los polos O y =1. En
la fig. B8-17 se representa un esguema en donde se selecciona un punto
de prueba un poco fuera del eje real entre O y -1,

Fig. B—-17. Esgusma para determinar el punto de escape.
Aplicando la condicidn angular al esguema de la Tig. B-17 tenemos:

26z — ZOp = £ @

£ £ p~
D - = = =
s a "W =-qay ‘T | <l
1 1 1
d i-d 8 - d
tild /a3 daA \dyl Lang Hvd g\ loldd Nay DV E

d(i — d)(8B — d)

(1 - d){(8 — d) — d{(B8 — d) — d(tr — d)

8 —9d +d° ~8d +0° —d+d =0
2
3d” — 1i8d + B = O
aplicando la férmula general de segundo grado a la ecuacidn anterior

18 + ¥ =24 — 26

= =3 * 2.5
d e 3 16

lo cual nos da dos resultados di = $5.516 v dz = 0.484

e los dos resultados anteriores se descarta di va que el punto de
escape debe estar entre O vy —1. Por la tanto e! punto de escape esta a
una distangia d = 0.484 del origen a la izguierda.

Ccocmo nc hay polos complejos. no habra en este casc 4dngulos de

partxda.

1928



Fara calcular los puntos de cruce con el eje
ecuacidn caracteristica

1 + G(s}H{(s) = 0O
K _
l* S+ is+8 ¢

sfs + 11(s + 8) + E .
sf{s + 1)(s + 8) -

s(s + 1}){(s + B} + ¥ = 0

(s> + s)(s + 8) + K =0

s+ 8%+ s> +8 + K =0
s + 952 + 85 + K =0

.3 3 2 2 2 .
haciendo s = Jw 7w + Qi w + 8Biw + K = 0O

. 3 .
—Jw — Feo® + Biw + £ = O

Jw

se

obtiene

la

la ecuacaon compleja anterior se divide en dos ecuacliones, una con las

partes reales y otra con las partes imaginarias.
2 i
Fartes Reales — Qw + K =0

- : - . 3 ; .
FPartes Imaginarias =Jw + 8iw = C

en la ecuacién de las partes imaginarias se puede eliminar “jY por

gue la ecuacidén gquedaria en la siguiente Torma:s

3

- w + 8w = O de donde

Far lo tanto la grdfica corta al eje Jw en * J2.8B3

y &n estos

Ppuntos la ganancia es K = 72.La grafica completa se representa en
Tig. 8-18. El sistema seri i1nestable cuanda K sea mayor gque 72.
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/
K'-72 f'-0 J/ K'-o] IK'-¢

+ +—— * a
- 10 ~B -6 -4 -2
\
AY
\  ~j2
\\ K'=72
\
\
\
-J)6
Fig. 8-18. OGratica para 8{s)H(s) = k/s{s + 1)(s + 8)

Eiemplo 8-5-3Z.-Construir la grafica del lugar aeometrico de las
raices para la funcidén de transterencia de lazo abiertc

k(s + 2

)]
e —
sy s{s + 1)(s + 8}

Comc hay tres polos. habra tres ramas en la grdfica. Las ramas
inician en cada uno de los polas, O , -1 y —-B. )

Hay un tcero deftinido potr lo gue upna rama terminara en el cero ubi-
cado en —2 vy las otras ramas terminaran en 1 infinito.

Existe grafica del lugar geom#trico de las raices en el eje real
entre ¢ y —1 y entre —2 y -B.

Los dngulos de las asintotas se pueden determinar aplicando 1a
férmula
n180°

Z - F
(=]
+ 189
Sin==%=%1 @ = =7 — = * 30°
- e
: - + 540° R ; .o
i n = * 3 o = T3 = & 270 gue es lgual a X U

Las asintotas se obtienen aplicando la formula

= sttt S . Wia:1 D’ SRR
o = P =z T = i = = = R
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El punto de escape se calcula con la ayuda del croquls de la
figura B8-19.E]1 punto de escape debe de estar entre los polos ubicados
en O y —-1.

Jw
e e -~ — = -
____-—"---_—— 0"” \\
x o x " o
-8 -2 -1
o ~
Fig. B8-19. Croquis para determinar el punto de escape
Aplicando el criterio angular a 1la fig. 8-17 tenemos:
¥8z — E8p = * 1
Al 1 1 1 _
por lo tanto = — g { 5 + I =5 + 8 - o ] =0
e’ 1 1 1 _
2 -a 3 1-d g§-a 0
dil—-d)(8 - d) + (2 — d)(1 — d)i8=-d}) - (2-d)(d}(8-d) —(2 -d)(d)(l-c&)=0
(2 - d)(d)(1 = gd)(B — d)
2 - 2 ’ 2 2 "
(d—d ) (8-—d} + (2-3d+d”)(8-d? — (2d-d i1(8-d} — (2d—-d 3 {(1-d) = Q

8d-9d%+d® + 16-2d-24d+3a%+8a%-a° - (16d-2d%-8a°+d®) —(2d-3Za®+d’) = ©

- 2d? + 15d% - 36d + 16 = O

aplicando divisién sintética (ver apendice A) o aplicando
prueba y error podemos cotener de la ecuacidn anterior un
distancia g = 0U.357.

Para calcular los puntos de cruce con el eje Jw de la
basamos en la ecuacidén caracteristica del sistema que es:

s? + 95 + (8 + K)s + 2K =0
. 3 3 2 2 :
haciendon s = Jw Jw + 23w + (8 + K)Jw + 2K = O

~Jo® - 9w 4+ (8 + K)Jw + 2K = 0

Ecuacién de Fartes Reales 90 + 2k = 0

Ecuacién de Fartes Imaginarias —w® + (8 + Kw = 0O

de la ecuaciédn de las partes 1imaginarias W' = (8 + K)
substituyende en la ecuacidn de partes reales —2¢(B + K)
por lo tanto -72 -9k + 2K = 0O 0 bien K = - —Zg—
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! valor negativo de K no es un valor normal va gue 1a ganancia b
ciempre debe ser positiva, por lo gque el resultado obtenido nos i1ndaica
que no hay cruce de la grdtica con el eje Jw.

La grdfica completa se representa en ta fiag. 8-2u. Fara cbtener la
misma Se requiere dar valores a “s” en la ecuacidn caracteristica para
obtener laos valores +* Jw y los valares de la ganancia k.

Al gbservar la grafica caompleta se puede asegurar que el sistema
siempre sera estable ya que la grafica se desarrolla & la izguierda
del ere Jw.

Es importante hacer notar que el ejemplo 8-5-2 es igual a1l 8-5-3
can la uUnica diferencia que se ha agregado en éste ultimo wn cera en
s=—2 para mejorar elcomportamiento del sistema. Una comparacidn de
las dos graficas de las figuras 8-20 vy 8-18 nos indicaelbeneticio
obtenido : el efecto del cero ha sido alejar la grdfica del eje ima--—
ginario y lo mas importante alejaria de la inestabilidad.

+ 4

Frg. 8-20. Grafica para G(s)H{s) = K(s + 2)/s(s + 1)(s + 8)

B8-6.- Aplicaciones de la Grafica del fugar de las Raices.

Hasta ahora hemos estudiado coma se puede graficar el Lugar Geo-
métrico de las Raices en el plano complejo. Esta grdfica contiens
mucha nformacidn importante que nos puede ayudar en el analisis vy
disefo de un sistema de control.

A continuacidén se vera la utilidad de la gratica para establecer
la ganancia del sastema a fin de aobtener las caracteristicas deseadas
en la respuesta del sistema. Es posible también gque se desee mantener
las constantes de tiempa del sistema en valores pequeflos para tener
una respuesta rapida o bien mantener la relacidtn de amortiguamiento
arriba de cierto valor para gue el sistema no dure ogscilando mucho
Ciempa,
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En Torma generai para un sistema de control de lazo cerrado. l1a
funcién de transferencla se puede expresar en la siguiente forma:

C(s) _ _Nts) _ N{s)
R(s) D(s) (8 + r1)(s *+ F2)acaal(s + rn)

daonde D(s) representa la ecuacidn caracteristica factorizada Y “ri,—rz
«»-s—rn son las raices de la ecuacidn caracteristica y ademds polos

de lazo cerrado del sistema gque pueden ser reales o complejlos
conjugados. Par lo tanto.

Cis) _ N(s)
R(s) (s + a)J(s + b + jgl{s + b — Jg@) <a..

(8-13)

desarrol lando en fracciones parciales la funcién de transferencis
anterior, para calcular 1la transformada inversa, la regpuesta en
funcidén del tiempo tendrid la siguiente Torma

atl

cit) = Cie™™ + Coa®'Senigt + @) + »aus

substituyendo en 1la ecuacién anterior las siguientes constantesg

1 :
a8/ = T donde 171 es una constante de tiempo

o

4

1

b = TES donde 712z 25 otra constante de tiempo

g = wd wd 2= la Trecuencia natural amorTiguada

e P 3 ¢

clt) = Cie + Cze " "%Sen(wdt + ¢) + ....

1 . ) .
hacaiendeo - = L wn donde { es la relacion de amcriiguamiento
v wn 85 la frecuencia natural no amartiguada

Z
Yy wd = wn o=

la respuesta en funcidn del tiempo la podemos escraibir en la siguliente
forma:

c{t) = Cie "' + Cze4ﬁm“5en[umV 1 =722t + 3] 4 enn.

de tal manera que la ecutacién 8-1F se puede expresar como sigue

Cl(s) - N(s) (8-14)

R{s) (s + 1/74)(s + 1/7t2 + Jd){(s + 1/72 — 3Wd) 2.,

G bien como

Cisd

R::n = N(j)l,z o (1 8—-19)
[s+1/71}[5 + [wntiwnil — T %) [s + Lwn—Jwntl — 117 %]
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Laomparando las ecuaciones d—14 v 8—-15 con la ecuaciesn dY-135 se
puede ver gue las letras “a" y "b" gque son cantidades reales represen—
tan rectas paralelas al eje Jdw. Substituyendo "a* vy "b" por L/7 y {wn
tambien e¢stos wltaimos téermines representan rectas paralelas al eje Jw.
be la misma forma se puede ver que "g" vy wd representan  cantidades
1maginarias y por lo tanto rectas paralelas al eje real. En la fTig.
8-_1 se representan dos lineas paralelas a lpgs ejes real e i1maginario.

Linra de f {wa
Wy constante |

- <
| Wa

a
Linea de I

V/7 constante [

0 fuwa —|
[}

Fig. 8-21. Rectas paralelas a laos ejes del plano complejo.

Si fwn €s una cantigad real y wd = wn{l - C2)1/2 2s la parte aima—
qinarlia de un ndmerc complelo, la magnitud del ndmerc complelo ==
obtiene calculando ta hipotenusa de un tridngulo rectdngulo, aplicando
el teorema de Fitdgoras.

Hipotenusa = V/ECwnJ24+ [wn(l - Cz)"/z]2
= '/Czwnz + wnz = wnzfz = '/wnz = wn

En la fig. -22 s=2 representan las relaciones graticas anteriores.
Ademas s1 se calcula el Cosena del angulo £ tenemos:

Cas f = % =7 (8-14)
n

La ecuacidn anterior B-146 se puede usar para determinar rectas

inclinadas conf{ constante. En la misma Tigura 8-22 s2 puesede ver que
los circulos con centro en el arigen son Circulos de wn constante.

Llneade
;' conslante

jw,‘ll-f’lvl

Clicuta de
w, tanslante

Fig. B8-22 Relaciones Graticas seobre el Flano "s

e ®

198



L2 apliicaciin de todas =stas relaciones grdrvicas s2 Liustra en 1=

119. g=23. Las raices e la ecuacicn CaraciteristlCa Oepen encGhtrarse
dentro del area sombreada Si las condiciones son

T £ 0.9 seq. (o = —=1/L.9 = —2)
wd £ & radianess/seq .
¢z 0.71 (3 = Cos "0./71 = 43%)

md-ﬁ N jl.d

AN +j6
) N 8

N

I I I O

1]

[

1l
[IWEN

{=071-7 T=05-~

Fig. 8-23. Usoc de las relaciones grdficas.

5-7.- Comc establecer la Ganancia K dge un Sistema de Centrol.

Los sistemas de control tienen gue cumplir con ciertss especiTtica—
ciones de dicseflo, por 2iemplo una conctante de tiemod MAKLIM& (Rpara gue
2l sistema nNo sea tan lento) © una relacidén minima de smortiguamiento
(pAara que el saistema no sea muv OsCcillatoric).Fara cumplir con estas
especiticaciones, la gananc:ia r depe estar abajo de un  valor maximo.
VE Que s1 se supera este valor. ei sistema no cumplairid con las especi-—
ficaciones sefaladas-

El procedimiento para establecer el valor de la ganancla se
lliustrara con el sistema de controtl representado en la tTi10.8-24.5e
calculara vun valor para ia ganancia ki, gde tal manera que ta constante
de tiempo maxaima (T) sea de 1 sed. v la irelacidn de amortiguamienta
t7) tenga un valor minimo de V.5,

(!
R.s) + . 4.J_; | o 1 Cint
1 == _ ﬂu"*!{01~'llj_"_ *

Fia. g—<4. Diagrama de Bloques del Sistama.
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La Tunciin de2 transrerencla de iaco aplerto Dara el sisrama ae
contra! de 1a tig- b-l4 es:
pal R e
StV 235 + L)1w.ls + 1)

B(s)HIs) =

mulrtiplicando por 4 v por 10 tanto 24 numerador como el denominadaor
para eliminar términos fraccionarios. la tTuncidn LG{s)IHI(S5) nc se altera
vV 58 t{transTtorma como sigue

20005K 1 [

G(s)His) = S(s + 4)(s + 10} = s(s + 4)(s + 10)

aonde K’'= 200K.

tn la Tig. 8-25 se representa la grdfica del lugar gegmétrico o2
las raices para la Tuncion GB(s)H{s) guea se estid analizando. Se puedsz
ver gue la grdfica es muy semejante a la gue se obtuvo en el ejempig

g-0—4. Sobre =ssta ardtlica del lugar de las raices s trazauna recta
paraleia al eje Jw en —l.lLa linea en -1 representa la recta i/7 = 1.
0O bien T = 1.
tor otro lado basdndonos en la scuacidn B—is. el Cos? = (=u.5,
d=a donge (¥ = &0°. Se trazan también en la ardtica ¢os lineas punteacas
con un anaulo 3 = aQo, las cuaies nos limitan el area & un vaior mini-
mg g2 7 = .3,
Jaul 0
K'=5¢60 r/
+ 76

Lineade 7=1

tingade M
§=05—

Fig. 8=28. Graftica para G(=S)H{(S) = K ss515 + 4)(s + 10).

e puede ver en la grdtica que la maxima ganancia permitida oara
21 sictema estia limitada por la condicidn impuesta A la relacion ae
amorLiguamiento [ = 0.3.ELl punto si1 s el cruce ael lugar de laz
raices con la linea a un dnaulo de 60” Vv representa 21 punto mANImO d=
gpersac1ion a vin de que el sistema bueda cumplair con las especiTticaclio-—
nes 2stablecidas.

ot



Ern sequida se determinara el valor de la ganancia K’ basdndanas en
la condicién de magnitud. De la funcidn de transferencia de lazo
abierto G(siH(s) se puede obtener el valor de K’

K* = (s + 4)(s + 19) = s4(s1 + 4)(s1 + 10)

La magnitud de si1 es la distancia del origen al punto s: y se debe
obtener midiendo en la gridfica. Dibujando a escala la grafica la dis—
tancia s1 s de 2Z2.85. La magnitud (si1i + 4) es la distancia del paloen
—4 hasta el punto si1, de la grafica se obtiene una magnitud de Z.,535.
De la misma forma en la grdfica se obtiene una magnitud de B8.90 para
la distancia entre el polo en —10 v 21 punto si. Substituyendo los
tres valores en la ecuacién anterior se puede calcular el valor de K-

K° = 2.8%3(3.55)(8.20) = F0
coma K° = 200Ki, entonces Ki = K°/200 = 20/200 = 0.45.
Cuando Ki = 0.459 (K = 90)las raices ds la ecuacidn se pueden
obtener de la grafica v son —-11.1 vy (-1.45% = J2.47).Tamhién de la

grafica se puede ver que para la posicién del punto si, la constante
de tiempo maxima es de 1/1.45 = 0.489 seg.(1.43 es 1la distancia del
punto si1 sobtre el eje real) y la frecuencia natural amortiguada wd es

igual a 2.47 radianes/seg. (2.47 es la distancia de si sobhre el eje ——
imaginario Jw).

B8-8.— C4&lculo de la Respuessta Transitoria de un Sistema.

Tambien la grafica del lugar geomeétrico de las raices se puede
utilizar para determinar la respuesta transitoria de un sistema de
control. .

Para ilustrar al método se considerari el cilculg de la respuesta
del sistema de control representado en la fig. 8-24. Como se determind
previamente el wvalor de kKv = 0.43 vy se supondri una perturbacidn Ués)
igual a un escalén unitarip.En la fig. B-26 se representa un diagrama

de blogues considerando a la sefial de perturbacidén U(s) como sefial
unica de entrada.

i 25

- ——y p—

L haben !

Fig. 8-26. Diagrama de Blogues caon la sefigl de perturbac:idn.
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De la fig. B8-2&6, la funcidn de transferencia directa G(s) sera

Sici = 2.5 _ 100
(0O.25s + 1)(0.1s + 1) (s + 4)(s + 10)
mientras que H{(s) = -255—
_ 200 Ki B K-
BlsIH(s) = “o=—"" (s + 107~ s(s * (s + 109

por lo tanto el lugar geométrico de las raices es 1 mismo de la fig.
B8-25. Con Ki = 0.45 (K’ = 90), la funcién de transferencia de lazo
cervrado es:

100
AC(s) _ 6(s) - (s + 4)(s + 10)
Uis) 1 + B(s)H{s) i K
s(s + 4)(s + 10)
100
AC(s) (s + 4)(s + 10) _ 100s
U(s)  s(s + 4)(s + 10) + 20 =~ s(s + 4){(s + 10) + 90

s(s + 4)(s + 10)

substituyendo en la funcién de transferencia anterior =1 valor de U(s)
igual a 1/s (transformada de laplace del escalén unitaric) y los
valores ya conocidos de las raices de la scuacidén caracteristica con
¥' = 90 de la fig B-25.

1 [ 100s ]
(s + 11.1){(s + 1.40 + j2.47){(s + 1.43 - 32.47)

100
(s + 11.13(s + 1.45 + 32.47)(s + 1.45 — 32.47)

AC(s) =

ACfs) =

desarrpllando en fracciones parciales para calcular la transformada
inversa tenemos:

_ a B —C__
&C(s) = =110 "G+ 1.45 + 3.9 " s+ 1.3 - 5.8

100

donde A = (5 + 1.85 + j2.47){(s + 1.45 — j 2.47)

s= =11, 1

100
(s + 11.1)(s + 1.45 = ;2.47) .

= -1, 45-12. 47

. 100
(s + 11.1)(s + 1.45 + 32.87)
g -1. 45+12. 47



Substituvendo los valores de “"s" en A, B y C tenemos:

A = 100
(—11.1 + 1.45 + J2.47)(=11.1 ¥ 1.45 — 32.37)
5 100
(—5.65 + 312.47)(~9.65 — i2.47)
A = 2 s = 1 <01 (8-17)
(5.95/165.5°)(9.95[-165.5°)
B = 100
(—1.45 - § 2.847 + 11.1)(-1.45 = § 2.47 + 1.45 = 3 2.47)
B - 100
(9-.65 - 3 2.8 ( = 3 4.93)
_ 100 o o _
N GRS i 57 (3SR ™ 2.03(104-5 (8-18)
c = 100
=1.45 7+ 3 2.7 7 11.)(-1.85 + ] 2.37 + 1.45 + 3 2.37)
56 100
(9.65 1+ 1 2.477( 3 2.94)
100 { o
= —_— = O3 f—-1¢ 5 —_
C = ($95[1a.50)(a.9ag0°y ~ 2-95 104 (8-19)

Los valores de R, B v C gue han sido ya calculados en las ecuacic—
nes anteriores (8-17), {({8-18) y (8-19) tambien se pueden obtener en
forma grafica del lugar geométrico de las raices como se ilustra en 1la
fig. 8-27. Seagun se puede apreciar en la fig B-27 las distancias entre
los polos representan las cantidades vectoriales con las gue se calcu-
laron 10s valores de las constantes A, B y C.

; )
—1454j247 7
.

2
-
P ”’EEZ-
995 __ -~

e P T —j247)
-
L{f '3

s= -3l TS

.~ .
“‘(\.((snasﬂu?)
995 T~ 165 5°
‘-\\
‘\

o
— 145 =247

Fig. 8-27. Obtencidén Grafica de las cantidades vectoriales.
Una vez que se canoccen las constantes A, B v C se substituven sus

valores en la ecuacidén de AC(s) desarrollada en fracciones parclales
de donde resulta la siguiente ecuacidn:

L T
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. 2 o
AC(g) = —L=01 2.03 [104,5 . 2.03/-104,5

s + 11.1 © s+ 1.45 + 3 2.a7 =+ 1.45 - § 2.47
AC(s)o_1:01 2-03[;g3_§°(5+1-45—j2-47)+2.03[-lnglﬁ°(s+1.45+;g=g7)
s+ 11.1 (s + 1.45 + j 2-47)(s + 1.45 — j 2.47)
AC(s)a_1:0L_ , (-0-508+31.96)(5+1-45-32.47)+(-0.508-j1-96) [S+1.45+i2.4
S+11.1 (s + 1.45 + 32.847)(s + 1.85 = j 2.47)
-0.5s - 0.725 + j 1.23+ i1.965 + j2.84 — 3.4.84
AC(sy = 1:01 , -0.5s —~ 0.725 -~ j1.23 - j1.96s — j2.84 - j°4.84
e+1i1.1 [(s+ 1.85) + j2.47][ (s + 1.45) - j2.47]
ABET o +iioi L =S — 1.45 + 9.68 _ B.2% - s
o il (s + 1.45)% ~ j2(2.a7)2 (s + 1.45)% + (2.47)%
[2:47
sedl +iioi + ~(s + 1.45) . (823 + 1.45)" 3.37
P (s + 1.45)% + (2.47)° (s + 1.45)% 4+ (2.47)°
el +iioi _ (= +21.45) _ + 3.91 2;47
T (s + 1.845)% + (2.47) (s + 1.45)% + (2.47)%

aplicando la transformada inversa de Laplaca a la funcién compleja
obtenemos:

~1. 45

AC{t) = 1.01 e ™ _ g1 9%, 2. 47t + 3.91 e Sen Z2.47t

8-9. Conclusiones.

El método del lugar geométrico de las raices para el andlisis de
los sistemas de control y su dicefio es una herramienta muy Gtil como
se ha demostrado en este capitulo. No solamente se puede establecer la
ganancia de un sistema para las caracteristicas deseadas de respuesta,
sinc que también se puede obtener informacidén saobrea la respuesta tran—
sitoria del mismo. Después de tener cierta experiencia con el método,
el ingeniero de control puede predecir y evaluar rapidamente las
efectos de posibles cambios en los pardmetros del sistema., incluyendo
la adicidn de otros elementos en el sistema., inspeccionando para ello
las grdficas resultantes al variar 1las configuraciones de polos Vv
ceros. Por 1o anterior el método del lugar de las raices es un instru-
mento de mucho valor para el ingeniero dedicado al estudio de los sis-
temas de control.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

l.-Construl~ ias graficas del lugar geometrico de ias raices para las
si1guientes funciones de transfar=zncia de lazo abierto, estableciendo
la escala para varios puntos de la graftica.

] . [ y . i
a) bisiH(s! = — d) Bi(siHis) = 5
s s 4+ 2= + &
" 3 L . W
o) Gi{s)H(5) = @) 6(s*his}) = =
2 sis + 4
=
Kis + 11t _ _ Kis + 33
(siH{cs) = - £ { o = —
£) B(sitis) (s + ) 71 BLSHHC (s + 1)is + &
2.— Utilizando ias regiasg desarrolladas para grafticar el lugar de las
raices. trazar los lugares de las siguientas funciones de transferan—
cizs. Estabiscesr 1z ecscala para varios punitos de las graficas.
I K,
st GBi{siH{=s! = =
=i=? « 2z + 2
DY TisiH 3. =
=% A4S &= + 7,
ct ByeMidllE i
PTEa St + 1llis + T} (Smsr3;
2 ; iz o4 L
oV Sisidis)y = .
2 =
=7 4+ 4s + B -
2.~ FPara =l sastema de control mostrade en la figura, daterminar
ganancla rp para tener wuna reslacidn de amcriiguami2nts de 0,.71.

F‘;,S}_‘_ /’\
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CAPITULO IX

METODOS DE RESPUESTA A LA FRECUENCIA.

9—1.— Introduccidn.

En los primeros capitulos se presentaron los conceptos basicos Yy
las herramientas matematicas para analizar los sistemas de control re-—
troalimentados. Luego se estudiaron los modelas mateméticos de algunos
sistemas que <csirvieron de base para encontrar sus funcaoneg de
transferencia. Se vié también que las funciones de transterencia se
pueden representar en diagramas de bloques o grafices de fluyo de
sefial, lo cual nos ayuda a comprender mejor como estan  Tormados 1os
sistemas con todas sus partes.

Fostariormente Se estudiaron las acciones bGasicas de controcl en
sus difzrentes tipos, analizando lo que es la respuesta transitoria v
2l errcr gue nos defaine la exactitud de un sistema de control.

En el capitulo VIII se ha presentado un metodo de analisis vy
disefio de sistemas de control denominado €1 Método del Lugar de las
Faices el cual predominantemente s2 utiliza en funcidn del tiempa.

En este capitulo s2 pr=sentan tres Métodos de Respuests a 1a Fre——
uencia que conjuntamentie con el Método del Lugar de las Raices cons——

ituven l1os cuatro métodps cliszsicos de anialisis de los sistemas de
control. Los tres metodos que s2 2studiaran =2n seguidx son llamados:

1.— Dasgramas de BEode
.- Lriterio de dyqui=st
Z.— Cartas de Nichols

Los metodos de Respussta z la Frecusncia son totaimenzTe citarsa
2l méitpdo sel Lugar de lzas Raices. £l caoncepta de Respussza ™ a
Frecuencia signitica obtener la respuesta e2n estaco  esstable de
sicstema de= contrpl al cual se le apligca  comz  sefial de entrada una
sefial sencidal de amplitud Tijs. perc una Trecuencia gue pusde variar
en cisrto rango. El concepto de respussta a la frecusncia se 1lustra
en la fig. %-1, =n donde se pusede ver gue a un sistema lin=2al se le
aplica cocmo 2ntrada una seflal senoidal RoSenwt y s2 obtiens unx salida
o respuasta Colos{wi+e!. La forma de las seflales de entrada vy =alida
se muestran en la fig. 9-1b.

r.c“ Bs
| Co g
r=Ro Sen wi c=Co Cos{wt+ 9l /
——>{ SISTEMA. |——> (I
/'l wt
1
(a) (b}

Fig. 9-1. Fespuesta a la Frecuencia.
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La respuesta a la frecuencia esta caracterizada por dos cantaidades
la relaciédn de amplitudes Co/Ro de las seffales de entrada y salida, Yy
el defasamiento ¢ gque existe entre las dos sefiales. Con 1los valores
que se aobtienen. para diferentes frecuencias, se pueden elaborar
graficas relativamente sencillas, cuya adecuada interpretacién, naos
permitiri no sélo conocer las caracteristicas de un sistema, sino
tambien modificar las mismas caracteristicas cuando la respuesta que
se obtiene no es la salida deseada.

La relacién de las amplitudes Co/Ro y el defasamiento ¢, se pueden
obtener en dos formas, calculados matematicamente o medidos experimen-—
talmente. En el primer caso, se substituye s=jw en la funcién de
transferencia y se calculan los valores de Co/Ro ¥ ¢ . para diferentes
frecuencias, desde cero a infinito. Experimentalmente al sistema
fisico se le aplica una sefial sennidal cuya frecuencia se va variando,
midiendo para cada valor de frecuencia, la relacién de amplitudes
Co/Ro v el defasamiento ¢ de las seRales de entrada y de salida. El
hecho de poder obtener experimentalmente los valares de Co/Ro ¥y @ es
muy importante ya gque algunas veces es dificil obtener el modelo mate-—
mdtico de un sistema en forma analitica.

El procedimientoc para calcular analiticamente los datos de
respuesta a la frecuencia es sencillo y se puede plantear en cuatro
pasos comd sigues:

Pasoc i.— Se obtiene la funcién de transferencia para el sistema
Co/Ro, donde Ce ¥ Ro son las transformadas de | aplace de las safiales
de salida vy de entrada respectivamente.

Pasc 2.- En la funcién de transferencia, se substituve s=jw. La jus—
tificacién de esta substitucidén se veria un poco mds adelante.

Pasp 3.— FPara varios valores de 1a frecuencia w, se determina la
relacisdn de magnitudes Co/Ro ¥y 21 angulo de defasamiento ¢.

Pasno 4.— Se grafican los resultados del - paso 3 en coordenadas
polares o rectanauttlares. Las grdficas obtenidas no scolamente es una
forma de representar los datos de la respuesta a la frecuencia, sinoc
gue tambidn son la base para los métodos de andlisis y disefio de los
sistemas de control.

9—2.— Justificacidén de la substituridn de s por jw.

En el pasoc 2 de la seccidén anterior se dijo que se debe substituir
s=jw en la funcidén de transferencia. Esta substitucidn sera
justificada. El procedimiento seri partiendo de una funcidn de trans—
ferencia general, obtener la respuesta en estado estable a una sefial
de entrada senoidal en funcién de 1la transformada de Laplace., vy
despueés substituir directamente s=jw. Si las respuestas son idénticas,
la substitucién seria justificada ya que no altera la funcidén de
transferencia original.

En general la ecuacidn diferencial para wun sSistema de control
lineal se puede expresar en la siguiente forma:

d"c n-te dc d"r B dr
an—— + an-4——— +,,.+ ai— + aocC = bm—— + bm-2 +...+bi— + bor
dtn dtﬁ-t dt dtm dtm—l dt
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Transformando por Laplace la ecuacidn diferenciral anteraior,
n n=%
ans Ciay + an-1s Cay + ... + aisCwy + aoclwm =
™m—
bms R + bm-1s" Rie + ... + bisRe + boRs
sacando como factor coman Ce y Re se tiene:
n-1 m —1
Ce [ ans"+an-1s8" '+ ... +ais+ac] = R bms +bm-18" +...+b1s+bo])

de donde se puede obtener la funcién de transferencia Cw/R@
m ~1

L¢sy _ _bms + bm-3s" + ... * bis + bo

Ros)

Fa = (9-1)

n n
a2ns + an-1S + .ea + 815 + ao

Siendo la entrada y la salida del sistema sefiales sennidales. s8
pueden representar en forma exXponencial aplicando la férmula de Euler
COmo=z

r = Roel®* v c = Coe

donde ¢ es el angulo de defasamiento entre la sefial de entrada vy la
salida. Substituyvendo "r" y "c" en la ecuacidén diferencial general, se
tiene:

n-4

\e } -
an——[ Coe"«m’*¢)] +an_,_—_.—[ Coe"@h@] +-+a19_[ Coe‘](wt-ﬁ¢)+a°c°e,(wt+¢)
g n-1 dt
dt ) dt
= brmm{ Ree’ ] + bm- [ Rog’ } + e ba—[ Rog’ ] + boRoe“
dat™ g™ at

derivando y sacando Co ¥y Ro como factor comdn se tiene

Coe™ Pl an(iw)” + an-1(ie)™™ + ... + alie) + ae)

= Roe™' [ bm(iw)™ + bm-1({jw)™ *+...+ bi(jw) + bo]
de donde se puede obtener 1la funcidén de transferencia

jtwt +@> 1

_ Coe ~ Coip _ bm(iw)” + bm-a(iw)T T + ... + batjw) + bo
j Ro
ROEJOJL

Fi{s} - e
an{jw) + an-1(jw) + (.. *+ a1(jw) + ao

Camparando la ecuacién anterior con la 9-1 se puede observar gque el
mismo resultado se obtiene substituyendo s = jJw en la ecuacidén 91,
con loc cual queda plenamente justificada la substitucidn. Una vez que
se substituye s = jw, la funcidén de transferencia se denomina funcidn
de transferencia isécrona.
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9-3.— Braficas en Coordenadas Polares.

A continuacion se estudiaran dos sistemas de control para los
cuales la informacién de la respuesta a la frecuencia sera presentada
en coordenadas polares. Mds adelante en la siguiente seccién se traza-
ran las graficas en coordenadas rectangulares.

En la fig. 9-2 se representa un sistema mecdnico formado por un
resorte y un amortiguador, donde K es la constante del resorte y "c*
es el coeficiente de friccién viscosa del amortiguador. Se representa
con "“x" una fuerza que constituye la seflal de entrada al sistema y can
“yv"* un desplazamiento del punto entre el resorte y el amortiguador.

we= 10

Fig. 9-2. Grdfica Polar para el sistema mostrado.

La ecuacién diferencial que representa la operacidn del siztema es

. _ o oy
K= y) = C aqt

transformando por Laplace la scuacidén anterior tenemoss
EXay — KYwa = CsYe de donde

Y[ Cs + K] = KX

FThERG Year K _ __K/K _ 1
Xcs) Cs + K Cs + K s + 1
L4
donde Tt es wuna constante de tiempo del sistema,7=C/K.
Substituyendo s = jw en la ecuacidén anterior y suponiendo gue lacte.

de tiempo T = Q.1 sen.

Yeojwy _ 1 _ 1
X ¢ jw» 1 + jwr 1 + jO0.1w

(7-2)

En seguida se daran diferentes valores a "w" para variar la fre-

cuencia del sistema (recuerde qQue w = 2nf) Yy obtener puntos para
trazar la grafica polar. Por ejemplo si le damos el valor a @ = 10

Y o _ 1 _ 1 _ o

X - 1+ 51 - 1.aipasc T ©0-71l=8S



El estudiante le puede dar otros valores a w, con 1los cuales se
obtendra la tabla ?-1.lLos datos de la tabla se grafican en el plano
complejo en la fig. 9-2, utilizando w como parametro.

TABLLA -1

Datos de Respuesta a la Frecuencia.

w (Rad/Seg) M{w) @(w) (grados)
Q 1.00 0.0
2 0.98 = 1 a3
S 0.89 — 26.6
10 0,71 — 45.0
20 0.435 - 63.4
40 0.24 - 76.0
o Q.00 - 90.0

Como sequndo ejiemplo se considerara el sistema mecanico mostrado
en la fig. 9-3. denominado sistema masa—resorte—amortiguador.

W by 10
% = a0 -2 337° weg
w=20

rL:Jy @m1s

M
w5
W= 12

ST
: w =10

a) &)

Re

g_J

L1 w=2

Fig. 9-3. OGratfica Polar para el sistema mastrado.

En la fig. 9-3, M es la masa, K es la constante del resorte y c es
el coeficiente de friccién viscosa del amortiguador.La sefial de
entrada al sistema es una fuerza "x" vy la salida es el desplazamiento
de la masa “y".Basandonos en la segunda Ley de Newton y bhaciendo un
diagrama de cuerpo libre de la masa, la ecuacién de suma de fuerzas es

2F = Ma

K(x —vy) — c g% =m 4 :
dt

d? d
o bien M= . c E% + Ky = Kx

at?

210



Transfarmando par Laplace la e&cuacion diferencial anterior, se
tiene:

M SZY(B) + C sYe + K Ye = K X

Y(a)[Msz+cs+K]=KX(s)

Yecas _ K _ 1
Xcmy 2 -
Ms + c s + K M 2 (=
KS +—-K—-S+1

la funcién de transferencia anterior se puede expresar en la siguiente
formas

Yesy _ 1 (9-3)
X¢s) 52 2rs
+ — + 1
wn wn

donde wn = frecuencia natural no amortiguada del sistema
Y = relacidn de amortiguamiento
Suponiendo que w = 10 Radianes/Seg, ¢ = 0.5 vy ademds substituyendo

s=jw en la ecuacién 9-3,. la funcioen de transferencia se convierte en
1a siguiente ecuacidn:

o S - 2 %
1 C.OL(jw)” + O.1jw + 1 (1 — 0.0167) + jO0.1lw

Ya teniendo 1la funcién de transferencia (9-4), el siguiente pasao es
darle valores diferentes a w y obtener una tabla que nos indique la
relacién de magnitud y el adangulo de fase para los diferentes- valores
de w. Fara ilustrar el procedimiento se daria el valor de @ = 5.

: E : = = = ¢ e
X (1 - 0.25) + jO.5 R T AR [ z3.7

El estudiante debe darle otros valores a w con el fin de completar los
valores que se representan en la tabla 9-2.

TABLA 9-2

Datos de Respuesta a la Frecuencia.

w {Rad/Seg) M(w) Pp{w) {grados)
O 1.00 Q.00
2 1.02 - 11.8
pa 1.11 = 33:7
8 1.14 — 65.8B

10 1.00 - %0.0
12 0.78 - 110.1
15 0.51 - 129.8
2 0.28 - 146.3
40 0.06 - 165.1
7Q .02 - 17%.7
& 0.Q0C - 180.0Q
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9-4_ — Graticas en Coordenadas Rectangulares.

La respuesta a la frecuencia tambiérn se puede graticar en coaorde-—
nadas rectangulares. La relacidn de magnitud y el anguloc de fase se
grafican =n funcidén de la frecuencia. La frecuencia se grafica saobre
una escala logaritmica, con la cual se lggra un mayar rangqo de
frecuencias en el analisis del sistema. La relacidén de magnitud se
grafica en decibeles. lo cual es una representacidén logaritmica muy
usada cuando se manejian dos niveles de sefial. Si M es la relacién de
magnitug y "m" es la misma magnitud expresada en decibeles (db), se

puede representar matematicamente el valor de “a" en la siguiente for-
maaz

m = 20 log M. (F9—5)
10

por ejemplo: Si M = 1 m = 20(0) = O cb

Si M = 10 m = 20(1) = 20 db

Si M = 1060 m = 20(2) = 40 db

=1 M = Q.1 m = 20(9.0 — 10¢) = — 20 dbh

s1 M = 0.2 m = 20(9.301 — 10) = - 13.58 cb
La escala de laos angulos de fTase ¢ww 2es una e@scala lineai. FPor 1o
tanto para graficar en coordenadas rectangulares se utiliza un papel

especial semilogaritmico, con una escala lineal vy ia otra logaritmica.

Lo= datos centsnidos en las tabklas 9-1 v 92 gue =SB obtuvieren
para los sistemas de las figuras 9-2 9y ©-3 se grafican ahora en
coprdenadas rectangulares 2n las figuras 7—4 v 9-5.

5 2z dfw)
(Rrados}
o - 0
T e——s T
-~d_ M)
-5 = X \ -25
Miw) AN _\1
secideles) ~J \
-10 = - 50
\‘\ \
Plw) T~
-15 ~<s 2] 7
u
- 20 N 100
13 10 100
wradianessseg)
Fig. 9-4. GraAafica en coordenadas rectangulares para el sistema

representado en la figura 9-2—a.

La unica columna que cambia tante de la Tabla 9-1 como de la Tabla
92 es la columna central que representa M., l1la cual se substituve
por los valores de "m" apiicandao para ello la ecuacidn 2—-5.

En 1a Fig. 9—&é se representan los esquemas de algunas funciones de
transferencia comunes graficadas en coordenadas rectangulares.

]
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Q
-$

Miw? =13
tdecibeles)
-20

—25
=30
=35

— 40

Hwl

(gradost
== = g
ik T Y Miw)
had ¥
'
~
! \\\ -5
\ \
A \
= - 100
% {M») \
=
TN
~ Y =150
+ 1N
N
\
1 10 100
W {radianes/seg)

Fig. 9-5. Grdfica en coordenadas rectangulares
el sistema mostrado en la figura 9-3-a..

P~ {0
'-\ 1) <
S Pw) A
\\\ grados
Mrtw)
decibeles Miw) e -
-
=l ~ 270
Ors)
log @
a)
P —— 490
- ‘\Ww’ Plw)
\\\ ‘| meados
M(w) ~—.
decibeles Miw) e DT
Ofe)
log @
b)
b———— ’ 490
QW) Piew)
\\ gredos
Mtw) <
decibeles ~——
-—de
Mte) ?T(";, -
s,
log W
cl
Fig. 9-6.
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funciones de transferencia comunes.
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9—-5.— El punto de vista grdfico.

Con el proposito de comprender mejor 10 que sucede con la respues—
ta a 1a frecuenciza en un sistema de control. se estudiarid a continua—-—
cidn wun método grafico gue nos amplia nuestra visidn al respecta. Este
método tambien nos ayuda a introducirnos en el andlisis grdafico gue se
utilizara ampliamente en las proximas secciones.

Supongamos que se tiene un sistema de control de primer orden cuya
funcion de transferencia es :

C(s)

< i (2-6)
R(s) s

B B

r

Si se desea analizar su respuesta a la frecuencia por el método
grafico, lo primerc que se hace es trazar en wun plano complejic el

unico polo que tiene en s = -r , como se indica en la fig. 9-7-a. En
seguida se substituye s = jw con lo que la ecuacién 9—-6 se convierte
en:
C(s) K
= - Q—
R(s) = Jo +r A=Y

Si se le dan valores a "w" se podran obtener diferentes valores para
C({s)/R(s). Por ejemplo en la figura 2-7-b se le ha dado el valor de

w = w1, con lo que se tienen en la griafica dos vectores.el vector -r
y el vector jwi. Realizando la sustraccidén grafica de estos dos vecto-
res. la diferencia es:

Jo1 —{(— r) = joe + r =r + juw

En 1a figura 9-%-b se puede ver que:

Cliw) _ K £ K - K .y .
R(iw) | Jwis + r r o+ dwi A1 [ 91 A1
Im im

O ey ) vector fan

Joaty vector Ay

= vecior )

b R
e ™

al b)

Fig. 9-7 El punto de vista grdfico.

Relaciones de magnitud y angulos de fase para otros valores de la
frecuencia "“"w" se pueden obtener de manera semejante trazandao vectores
que wvan de —-r a otros valores de jw.



Despu#s de darle valores diferentes a “"w". se puede llegar a las
siguientes conclusiones; con w= 0, la razén de magnitud es igqual a 1
y el 4dngulo de fase es 0°. Cuando - o, la razon de magnitud es cero
y el dngulo de fase es de 90°.

A continuacién se analiga por el método semigrafico otra funcién
de transferencia un poco mas complicada.

Cis) _ K(s + ri) (9-8)
R(s) (s + rz)(s + ra)
la funcidén de transferencia anterior tiene un ceroen s = —-ri1 vy

dos polos en s = —-rz y en s = —r3. En la figura 9-8 se representa el
cero con un peqguefio circulo y los dos polos se consideran complejos Y
también se representan en la misma figura. Se trazan vectores desde el
cero y cada ung de los polos al punta s = jei. Las magnitudes y los
dangulos de cada vector también se indican en la figura. Aplicando cada
vector a la ecuacién 92-8, la funcién de transferencia se convierte a

la siguiente forma:

s g AL LQ"— o /61 — 6z — Qa3

R(s) = (Az [B2)(As [ 83) AzAa

€n la fig. 9-8 se puede ver gque al ir variando el valor de "w", se
van modificanda los valores de los dngulos y de las magnitudes de cada
vector, lo cual produce una variacidén ldégica en la respuesta a la fre—
cuencia del sistema de control. '

Fig. 2-B. E1 método grafico con dos polos y un cero.

@-6.— Determinacion experimental de la respuesta a la frecuencia.

Cuando no se conoce la funcién de transferencia del sistema de
control, la respuesta a la frecuencia se puede obtener en forma
experimental y a partir de la respuesta se puede obtener la funcién de
transferencia.Desde luego los datos experimentales también se pueden
usar para comprobar una funcidén de transferencia que se haya aobtenido
en forma analitica.



La dnica limitacion del método experimental consiste en que el
sistema real debe de aceptar la aplicacién de wuna sefial de entrada
senoidal y la salida o respuesta se debe observar también como otra
sefial senoidal , para poder establecer la comparacién entre magnitudes
y d4ngulos de defasamiento. Desafortunadamente en muchos casos esta no
es sencillo, sobre todo cuando el sistema de control es de naturaleza
mecdnica. Por lo anterior =1 método experimental se facilita para sis-—
temas eléctricos o electronicos, en los cuales la aplicaciéen de la
sefial de entrada se obtiene de un generador de sefiales senoidales vy
las curvas de entrada y salida se pueden trazar en un graficador

electrénico o se pueden grabar en la pantalla de un osciloscopio de
doble canal.
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-7 biagramas de EBode.

Las graficas de tiode s2 trazan en papel semilggaritmico. dJna
graiica es de relacidon de magnitud contra frecuencia y la gtra =25 de
angulo de defasamiento contra frecuencia. ambas graficas en coordena-—
das rectangulares. Para trazar la frecuencia se utilira una escala
logaritmica y para 21 anqulo y la relacidén de magnitud las escalas son
lineales. La relacidédn de magnitudes se expresa en decibeles, aplicanda
como ya se vid anteriormente la férmula 9-5.

Fara traczar los diagramas de Baode de una funcidn de transferencia
gue tieng basicamente términos constantes, polos y ceros . el procedi-
miento gue se utilaiza es el siguisnte: se traza un diagrama indepen——
diente para cada constante, para cada polo y para cada cersc. Una wverx
que se tienen las graficas individuales, las cuales se obtienen con
relativa sencillec. se obtiene la gratfica total. aprovechando 21 hecho
de que los productos de maaghitudes en decibeles o logaritmos se
convierten en sumas y las divisiones en r=2stas. De la misma forma se
realizan las sumas y restas de angulos de polos y de cerss de la
Tuncion de ftransferencia. Lo anterior s2 puede exoresar matematicamen-—
te por la siguients scuacidn

Sz File}l = FilglF2{s5)Fa(s).:naa=-«

Filer diE)L = FPaven/dEY | SBzien @g2; #F rfaier dB1 S s

FPor 1o Tanto para aobisnzs el diagrama de Roode d=2 unx Tuncier o=
transfsrencia cualguiera Cis)/Ris), s6loc es  nace2sarig grafacas  an
Torma individual las zmpliitudes v corvimientns d= “assE ge los ditscen—
t2s ftipcs de termincs OUue S2 pUesR2N PressEnIar =24 Una Tuncidn COoOmMoI23a
¥ gue son los siguisntes:

.- Cantigades Constantes.

«— Folos v Ceros en el origen del plano complesc.
3.— Folos v Ceros en el eje real.

.= Fares de Polos y Ceros complejos conjugados.

ta curva 2n decihbeles completa 25 entonces la suma de las curvas
individuaies v la curva definitiva de angulo de defasamiento es  1a
suma de las curvas i1ndividuales de corrimiento de fase,
Q-7-1.-Graticas de Cantidades Constantes.

Cuando una Tuncién de transferencia tiene una cantidad zonstante,

la cual puedes bi=sn ser una ganancia XK., tendrid una amplitud constante
=2n decibaies i1qual a

2¢ logion
Yy un anguylio de v°, 51 la constante es negativa —r. tendra una amplitua
en decibeles 1gual a
20 logo |k |
y un &nguio de 180:°,

ta
s
*d



For ejemplo st se desea trazar los diagramas de Bode de la funciun

F = 100
l1a amplitud en decibeles sera m = 20 logio(lOQ) = 20 [2] = 40 dPB
v el aAngulo de defasamiento es ¢ = 0°. En 1la fig. 9-9 se representan

las dos grdficas en funcidén de la frecuencia.

+130

+90 TR

0 Veg

-180

Eug . \2=9. Curva de respuesta a la frecuencia para Fr = 100

51 se trata de graticar los diagramas de Bode para la funcién

1
F= -
10
la maonitud en decibeles sera m = 20 logag| iO }] = ~20 dE

v 21 angulo de defasamiento es @ = 180° o bien -180°. En 1a Tig. 9-12
se representan las dos graficas de Rode.

+60
+40 oy
+20
Dub
=20

+150 !

+90 = =

0 Dep e
-390 —

-130

Fig. 2-10. Respuesta a la frecuencia pEFE F = -1/10
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9-7-2.—- Braficas de Folos y Ceros en 21 origen.
Se analizara en primer lugar 'a funcidn de transTerencia mas
simple que se puede tener de este tipo
Fis) = s substituyenda s = jJw F{rw) = Jw
La magnitud para esta funcidn complera en decaibeles sera:
m = 20 logio[F(s)] = 20 logio[ ] dBE
y el angulo de defasamiento @(w) = F(s5=1w) = 90°
Fara trazar la grafica de magnitud se daran valores a la frecuen-

cia w. Sclo se requiere dar dos o tres valores para obtener la grafica
por ejemplo:

s1 w = 1 m = 20 logio[l] = O dB
s1 o = 10 m = 20 logio[ 10] = 20 dB
s1 w = 120 m = 20 logiof 100} = g0 dB
En la fig. 9-11 se representan las graficas para F({s) = s. v =2

puede observar gue la pendiente de la graf-ca de magnitud es de +20 dx
por deécada.

+060
+40 -
pendiente + 20 dB/decena
+20
0 db
-20
—40 =
-60
N 1 10 100 1000 w—b
Ic
+180
+90
0 Deg
-50
-180
iy 1 10 100 1000 w—
10
Fig. 9-11. OGraficas de respussta a la frecuencia para Fi(s) = =
2
Las graficas para F(s) = s se pueden obtener como el doble de las
graficas fF(s) = s, debido a que s = (s)'/S) y en logaritmos los pro—-—

ductos se convierten en sumas. El mismoc orocedimiento es valido para
cualquier potencia de "s",

En la fig. 9-12 se representan las graficas para Fis) = < .Se
puede ver que la grafica de magnitud tiene una pendiente de 40 dE por
decada (el doble de la gratica anterior) v el angulo es de 180° gue
tambirén es el dobie del Angqulo de la gratica 9-11.
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¥—-7-2.— Graficas de ¥Foclos y Ceros en e: origen.
Se analizara en praimer lugar a funcidn de transferencia mas
simple que se puede tener de este tipo

Fis) = s substituyende s = jw F(lw) = Jw
La magnitud para esta funcidn complejra en decibeles sera:
m = 20 logio[F(s)] = 20 logio »w] dB

v el Angulo de defasamiento ¢(w) = F(s=jw) = 90°

fara trazar la grafica de magnitud se daran valores a la frecuen-—
cia w. Sclo se rzquiere dar dos o tres valores para obtener la grafica

por ejemplo:

Si w =1 m = 20 logio[ 1] = © dE
si ® = 10 m = 20 logiof 10] = 2¢ dB
s w = 120 m = 20 logio| 100} = 40 dB

En la fig. 9-11 se representan las graficas para Fi{s) = s, v =2
puede cbssrvar que la pendiente de la grafica de magnitud =s de +20 dR
por década.

+60
¥ i pendiente + 20 dBfdecena
+20
0db
-0
-40 =
~0f
i 1 10 100 1900 w—s
10
+180
+90
0 Deg
-90
-180
a 1 10 100 1000 w—»
10
Fig. 9—-11. Graficas de respuessta a la frecuencia para F{s) = s
_ 2
Las graficas para Fts) = s se pueden obtener como el doble de las
graficas F(s) = s, debido a gue s~ = (s)is) y en lpgaritmos los pro——

ductos se convierten en sumas. £E1 mismao procedimiento es valido para
cualquier potencia de "s".

En la fig. 9-12 se representan las graficas para F(s) = s? -Se
puede ver que la grafica de magnitud tiene una pendiente de 410 dE gor
decada (el doble de la grafica anterior) y el anqulo es de 180° gue
tambirén es el dobie del Angulg de la graftica ?-11.
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HoU
4l /
+20
0 dh =
~20
-40
-60
L | 10 100 1000 w-_»
10
]
+180
+90
Q Deg ~—
-90
-180 t
™ 1 10 100 1000 w—
10
Fig. 9-12. ©Brdaficas de respuesta a la frecuencia para F(s) = s>

Las graficas de respuesta a la frecuencia para la funcidén compleja

1 2
Fls) = — =g =
s
se pueden obtener como las grdficas negativas de F(s) = s , tante la
magnitud en decibeles como el dngulo de defasamiento. En la fig. 9-13

se representan las doas graficas para F(s) = 1/s5.

+40Q
+20
0ub _ peadiente — 20 db/decena
-20
40 -
o B 3 \
=5 ! 10 100 1000 T
10
+180
+90
0 Deg
-90
-180
a l 10 160 1000 W —
10
Fig. 9-15. Braficas de respuesta a la frecuencia para F(s) = 1l/s.

En la fig. 9-13 se ve que la pendiente de la grdfica de magnitud
es de - 20 dB/ decada y el dngqulo es de - 90°,cuyos valores son los
negativos de la fig. 9-11.



g- Z.—Graficas de polas y ceros en el eje real.

Comc primer- ejemplo de este tipo de fTuncién
srguiente tuncion:

se analiz-ara

-+
a

=

Fis:

la funcidon antericr se puede expresar en la siguiente formas

S
— l
=1

=
1 & ===

=}

Flz) = =

cubstituyendc s Jw se convierte en F{3w) 1+ 3 —g—

Para obtener las graficas de magnitud y Anguio se hard el analisis
de la funcidn primeramente cuando w « a. {a es una cantidad constante}

81 21 valor de w es mucho menor que "a", ipor lo menos diez veces

mencr) la cantidad imaginaria de la funcidn compleia se puede despra2——
ciar por lo qgue

Faw) = 1
ta magnitud m = 20 logio[F{(iwl)] = 20 log 1ol 1] = O dE&
. : s
El angulo = JFliw) =({1 =0
Si anoras 2! vaior de w » a {por loc mencs dier vecss mavhr w JuE &l
i3 cantigag raz! de lz funcidon comoi=z3a lc ==a el 1) =2 pueds dsspra—-—
CIar siranclrr2y 8n/muchc error, Tor/lo gue
Eeygy = J——
=
. = - = 5 G e .
La magnztus @& = Z9 logrof Staws] = 2w iogro— = 20u[locg w - icg &)
; 3 -
£% JADOuGE @ = [ Friw: = [awia = 20
cuands w = a
ta magnitud @ = 20 log [F{iw)}] = 2 log [i + j1] = 20 1ag ¥ 2
m = 20[ 0.1505] = 3.01 4B
- 5 o
1 anguilo @ = Lk(Jw) =/{1 * j1 = a5
Tantc las curv/as reales caome las aproiimadas s presentan en la
f12. ©—14, La curva de wmagnitud er decibelies s2 puede aprodimar
Dastante a una recta a lo largo d2 0 dB hasta w = 2, punto llamado

tTrecuencia o rodilla de la grafica.

vertice de Luego una recta incli——
nada hacia arriba cuando w 35 mavar gue "a" con una pendient= de +20

dB/de2cada de w. Al utjilizar la grafica aproizmada, el error maiimo que
se comete estarid en el vértice de trecuencia (w Q). donde el valor
real de la magnitud es de .01 decaibeles.

Emn la practica casi siempre se usa la grafica apreximada., pera si
s2 desea mavor exactitud. la grafica s=e puede modificar ligsramente de
tal mode aue ia magnitud en la rodilla sea de 2 deciheles.

-
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La arafica de angulo de defasamiento es aproximada, con un error
< . =
masamo de & (aproximadamente). El error maxzimo se presenta entre los

valores de a/10 y a. lo mismo entre a y 10a, como se indica en
graticas de la figura 9—14.

/
+30
+20 L/

Curva real de dB
+10Q /
Sy

0db =
=10 P—Emror maximo 3.01 dB

las

™~ Aproximacion en linca recta

8 _ L a 10y 100g w—e
100 10
Errorgg e Aproximacion en linea recta
- =T
s |
{-“’ﬁ—-Cm—va rcal corrimiento de fase
0 Degz
45
50
e s a 10a 100q w—s
100 10

Fig. 9-14. Respuesta a la frecuencia para F(s) =(s+a)/a., a2 positiva

Si se quiere obterper la respuesta a la frecusncia para la funcidén
compleja

S 1

= a
Fle) = 0% a = "o/a » 1

las graficas seran las curvas negativas de (s + al)/a debido a que las
dos funciones de transferencia son inversas entre si.

En la fig. 9-15 se representan las graficas de Bode para la
funcidén compleja & @ i

FIs) = 3o

En la fig. 9-16 se representan 1los diagramas de Bode para la
funcidn compleja 10

F(s) = == i

En las fiquras 92-17 y 9-18 se representan los diagramas de Bode de
las siguientes funciones cromplejas

_ .5 = 19 _ - 10
F(s) = 10 % F{s) = = = 10

&)
[
N



+60
+40

+20 -

0 db B
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Fig. 9-13. Respuesta a la frecuencia para F(s) =

+60
+40

+20

0 db =

[} 10 100

1000

(o} =—p

1 | 10 100

Fig- qﬁlé.
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100y

W —»

Respuesta a la frecuencia para F(s) =

(s + 10}/10

10/(s + 10)
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Fig. 9-17. Respuesta a la frecuencia para F(s) =(s - 10)/(~ 10
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9-7-4.— Graficas de Bode Compuestas.
Si se trata de graficar los diagramas de Bode para la siguiente
funcidén compleja
Fis) =

s
+ 10

primeramente se trata de descomponer la F(s) en factores para los
cuales la respuesta sea ya conocida y por lo tanto se pueda trazar

facilmente.For ejemplo la F(s) se puede representar en 1la sigulente
forma: 10

s+10]

Fis) =[] ()1

las curvas para cada uno de los términos individuales se representan
en la fig. ?-19. iLa suma de todas 1las curvas individuales nos
proparciona las curvas generales de toda la funcién de transferencaia
campleta, como se indica en la fig. 9-20.

< ‘ / Curvade am-
+40 - - — - {phtud para un
+20 Au de amplitud jaster 1

- / para un lactor
0 du

= — U4+ 1 tetur - f-

=2y v
Curva de amplitud

L para un factor de 1/10 \"A 4 L

o 1 10 106 10U0 w—
10
*140 L-_~ 4i
. Curva de lce para un lactor s

+90

0 Deg ————— ]
7
-y |Curva de fase para un ('ac:orh)

(1Y) ===

/Curvn de fase para 1/10

1 1 10 [REV) ugo w —

Fig. 2-19. Respuesta a la frecuenciQ de los terminos individuales

1 10

de la funciém compleija F(s) = o) ()1 > 15 1

~m
-
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+4|) |=————

+20

0db ———

1 ! 10 100 1000 w e
10
+1 80
+9 e |
—
U lep =
g
-1 K0
1 ] 10 (R40] 1ogo w —

[ —

Fig. 9-20. Respuesta general de frecuencia para F(s) = S + 1D

?=7-3.— Grdficas para pares de Folos v Ceros Complejos Conjugados.
Comoc primer eiemplo de este tipo de funciones se estudiaran las
araficas de la respuesta a la frecuencia de 1&a siguiente funcidn
compleja: i
F(S) - Wn

2 2
s + 2Lwns + wn

FPara valores muy pequelios de o comparados con el valor de wn, al
substitulir s = jw en la funcidn F(s), los términos gue contienen la
variahble "s" se pueden despreciar, por lo que la magnitud de F(s) sera

Fis=jw) = >
0O + O + wn

por lo gue la magnitud en decibeles es de cero y el angulo de defasa-
miento s de cero grados.

Fara valores muy grandes de o comparados con el valor de wn, al
substituir s= jw en la funcidn F(s), tenemos:
i Ear wonZ
Fis=jw) = - - — = < D = - _;‘___
(Jw)” + 22Lwn{Jw) + wn - w + 0+ O w

qQue corresponde a una recta de pendiente igual a - 40 dB/decada y un

corrimiento de fase de 180°.



Cuando w = wn . al substituir s = jw 1la F{s) se convierte en:

2 2
Fls=jw) = e = “n =

" 2 . 2 o
(Jwn)” + 2QqQwn{iwn) + wn - 2 32C

2 2
+ 20 Jwn + wn

para la funcién anterior, la magnitud en decibeles tiene un valor de

m = 20 logio },(
y 21 angule de defasamiento es igual a - %0°.

En la fig. 2-21 se representa la respuesta a 1la frecuencia en
magnitud y en angulo de defasamiento para diferentes valores de 1la
relacién de amortiquamiento . Se hace notar gque para valores de { 2 1
los polos son reales., no complejos , por lo que se pueden aplicar en
este caso los métodos ya estudiados para polos ubicados en el ejde
real.

1
it \__|r=oos |
§=0.1
\\*"””_ <
+10 r=01
+5 A t=04
| r=06
0db T R (7208
s St N §=|.C
\gq |
-10 \iﬁi
=20 I \
1
0.1 0.2 0304 0608 | 2 3N 507810 20 —
wiw,
oD L | J ] | /{.-g?s &
e A S S ¢=0
-45 ~— ST M’J;= 2
0 §= 0-6*%5\??5“}“‘“: =04
i t=087T_F Y
135 ¢ = 1.04<] N 55
- _— i
| il
01 0.2 0304 006038 1 2 3 4 5078 10 20 —
W,
Fig. 2-21. Respuesta a 1la frecuencia para F(s) con polos

complejos coniugados.
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Se analizarin en seguidalas graficas de Bode de la siguiente
funcion de transferencia compleja:

1 000

Fis) = (2-9)
s? + 20s + 40 OO
Con el propo=sito de facilitar la construccidén de las agraficas, la
funcién F(s) se puede descomponer en factores de la siguiente forma:
N 40 0O0QO _
F(s) = [40][ = ] (?-10)

s <+ 20s + 40 QOO

El primer término 1740 tiene una amplitud de -32 dB y un angulo de
0°.El segundo término si lo comparamos con el caso general vya
analizado en la seccidn anterior.

wn = ¥ 40 Q00 = 200

ademas 2L wn = 4007 = 20 de donde { = ——5—

Con estos datos las grdficas se pueden tracar basdndose en las
curvas representadas en la fig. 9-21. Las graficas completas sepueden
ver en la fig. 9-22.

+00
+30
+20 i

0db

-0 \

[} 10 1006 1uo0 10.000 w -

+180
+90 - i -

0 Deg ==
=00 { .

-180

| [[1] 100 10U0 10.U00 w—

Fig. 9-22. Graificas de respue§ta a la frecuencia para
Fis) = 1000/(s” + 20s + 40000)

278



9—7—-b6.— Aproximacion de Desviaciones.
Cuando se trata de trazar los diagramas de Bode de una funcaidn que
tiene pares de raices complejas conilugadas, primero se trazan los

diagramas aproximados mediante lineas rectas y posteriormente se corri

gen las aproximaciones- La fig. ?—23 muestra las magnitudes de carree—

clon necesarlas para las aproximaciones de la respuesta en frecuencia
de raices complejas conjugadas.

+20 ‘ ! !
—{=0.05
15 TIN—=t=01
D I L —~{=02 L
AT\ =
+5 LN L 4
LPLHLZN
el i B3
0db =TS — K —= T
o & > =
=5 NNt =06 a
{=08
-10 (=10 ‘
| |
001 002 004006 0.1 0.2 03 0008} 2 34367810 20 i
[ 0\ 1
§=005 £ =0 f |
+90 =0.2 | ' |
+45 2= 04 2
T = 0.6 I
0 Deg _‘_é,;'~rﬂj¢;v ; |_» gJ_b.
A [ ;z?g d QSEgggﬁge" |
| =7 | | []]
=50 bt
| || Rl
0.0i 002 004006 0.1 0.2 03 G.60K 1 2 34567810 20 wwp

F-23. Curvas de correccidn de grdficas de respuesta en

Fig.
frecuencia de raices compleias conjugadas.

Como un ejemplo de aplicacién se trarcaran las graficas de Bode de

la siguiente funcion compleias

[§]1¢] 3
Fis) = — 100C = (1) — 100 ]
s + 2s + 100 s° + 2s + 100

Fara el primer término constante igual & 19, la magnitud es de 20

decibeles, y el &ngulo de defasamiento es de 0°,
Fara el segundo término gque contiene polos complejos,

wn = 7 100 = 10 2Lwn = 200 = 2 = 1/10
Con los datos anteriores se pueden trazar las aproximaciones por
?-24, Se aproximan praimerg

lineas rectas, como se indica en la fig-

los pares de raices complejas conjugadas, como si fueran criticamente
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amortiguadas, de la torma

100 10

2
2 - e l=="+"1o ]
S + 20s + 100

La aproximacidn de la grafica de magnitud serid de O dB (+ 20 dB por el
factor constante de 10} para el vértice de frecuencia w = 19, de glli
en adelante la grafica es una recta con una pendiente de —-40 dR/década
La aproximacidn angular es de 0%hasta w = 1. después la
a —-920%en w = 10 v sigue bajando hasta -180°%n w

adelante. la grafica angular se mantiene en 180°.

grafica baja
= 100, De alli an

+60
. /
+20 \
7 7=
0 db———— Aproximacion en
linea recta
~20
-40
=60
1 1 10 100 1000 W
10
+|1 80
+*90
2
T3 TN
-90 : por r
Aptoximacion en linea recta
-180 l

{ 1 10 109 1000 w—e
0

Fia. 2-24. Graficas ace respu2sta a ia frecuencia para

Fis) = 1000/(3° = 28 + 100)

Las correcciones de la fig. 9-23. para { = 1/10Q se aplican luego a

las curvas aproximadas para proporcionar el resultado final de la fig.
*-24.

Como e3jemplos ilustrativos se representan algunas graficas para
funciones complesas en las figuras 9-25, 9-24, 9-27 v 9-18.
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Fiag. 9—-25. Diagramas de Bode para F(s) =
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Fig. 9-26. Diagramas de Bode para F(s) =(s%+ s + 100)7100

1]
A



+40) |— ——_—— - —————— (.
40 cemm
+20
N\
0db
-20 =
-40 s
-60 ‘\\\\\

+180
+90
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=180
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Fig. 9-27. Diagramas de Bode para F(s) = 100/(52— s + 100)

]

1 i0 100 1000 w—

+180
+90

Q0 Deg
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Fig. 9—-28. Diagramas de Bode para F(s) = (52— s + 10Q)/100

232



Otro ejemplo de diaaramas de Hode se consideraria con la siguiente

funcidn de transferencia compleja:
2
s + s + 8

2
S

la cual se puede descomponer en los siguientes factores:

F(s) =

2
Fis) = () =—=2+ 2 31142

La funcion de transferencia tiene ceros complejos conjugadas
"curvas son las negativas de las curvas vya trazadas para

complejos.
wn = ¥ B8 = 2.83
2Lwn = D.4660 = 1
T = 0.177

con estos datos se pueden trazar las curvas del diagrama de Bode

se representan en las figquras 92-29 y 9-30.

+00

+20

0 db —
=20
-40
=60
M 1 1 2383 10 100 w—w
1w 10 l
|
|
+HEO +

-1+ <\

b 1 1 10 100 w—s

Fig. 9-292. Curvas aproximadas de regpuesta a la frecuencia

para la F{s) = (s°+ s + 8)/8B.
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LN 1 | 10 100 -
163 T}

Fic. 9-39. Curvas aproximadas de respuesta a la frescuencia
= L =
nara la F(s) =(s+ 5 + 8)/5 .

Y=7—-7.— Andlisis de datos experimentales.

Como ya se dijo con anterioridad. los metodos de respuesta a la
frecuencia se pueden aplicar en foarma experimental para obtener las
funciones de transferencia de sistemas de control. Este procedimisnto
gs muy importante sobre todo en cascs en donde las expresiones matema-—
ticas de las funciones de transferencia san dificiles de
forma puramente tedrica.

Como un ejemplo consideremos gue al aptiicar el método experimental
a un sistema de control, se han obtenido los siguientes resultados de
ganancia en decibeles y corrimiento de fase como se indican en 1a
tabla 9-3.Los datos de la tabla se utilizan para trazar los diagramas
de Bode del sistema que se representan en la fig. 9-34i.

Una ver que se tienen las grdficas., s@ pueden trazar una serie de
lineas rectas asintéticas tanto para la magnitud comopara el Anaula
de defasamiento. Midiendo las pendientes de las rectas yv las vértices
en las frecuencias correspandientes, es posible obtener una funcidn de
transferencia. Para 1la fig. =31, 1la funcioen de
aproximada es:

abtener en

transferencia

15 150 16

F(s) = 16[ s s il =551 ! (0.03s + 1)(Q.007 + 1)
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lahla 2-3. Datos expneraimentales de frecuencias

Gunaneia Corrinienta de
! w dB) fuse {eradus)
60 377 -17.75 - |55
50 314 -] - 150
du 251 —-0.2 — 145
3s 219 075 — |-
25 157 S 16 —~1135
20 126 797 -120
16 100 10,5 =11
(18 63 150 - )
1 44 16.9 ~ XS
25 16 204 ~ 45
1.3 3 21.6 -
0.2 1.38 2490 -5
016 1.0 24 0

pendiente — 20 dB/decen

l

.
h
1
-——f————]——

|
-5 | | 4]
I ! pendiente — 40 dB/deccna
—10 11— A 5%
' NI T
1 }
0.1 0.203 I 2 3456 10 '1030 10U (200300 \ LUL0 2000 w=s
15 I§0
|
|
1
pcndlcn(e—dﬁ /dcccxn IW l—[‘-H’HI
0 Deg {o~tg | tH -
L | pcnduntu —90°/dccen:
-43 B 5 B | S S O 1 1 :éL .__,..1_ LU
NN
=90 L= 1
pendiente — 45%/decena
=135 — o DO"X.L.F“
-1tu at =
01 0203 1 2 Jase 10 2040 100 200 300 10UU 29U )

Fig. 9-31. Incorporacidén de datos experimentales para €1 analisis

de la respuesta a la frecuencida.



9-7-8.— Problemas Propuestos.

2—-1.- Dibujar las curvas de respuesta a la frecuencia (magnitud vy

angulo de defasamiento) de las siguientes funciones de transfe--—
rencia caomplejas:

{a) Fi{s) = =-3s
- -
(b) F(5) = — s
(c)y Fi(s) = = -
(s + 10)
_ 1000s
(dl _FL8d-= =T H)(s + 109
I BN\ 10
(e) Fis) = =2
(f3 Fis) = ——20
s + g + 100
(g)  Fts) = — 22
= s + &
B P s~ as + 30

| B
(s + 10

5

{1} F{s) = "
s+ 2035 + 100

1 5
s"— Rz + 100
(i) Fils) = =

=%+ 100s + 100

I
LA
o



?-H.—- HMaraen de LBGanancla Yy Margen de Fase.

9—4H—-1.~ Andlisis de la Estabilidad Relaltiva de un Sistema de Control.

Se ha mencionado va que la utilidad prdctica de un sistema de
control depende del grado de estabilidad gque éste tenga. No basta por
lo tanto saber que un sistema es estable. debemos ademds saber el
grado o medida de su estabilidad., en otras palabras se trata de
conocer que tan cerca o que tan lejos estd un sistema de perder su
estabilidad. Esto Ultimo es lo Qque se dencmina Estahbhilidad Relativa vy
su magnitud se puede determinar aplicando los metodos de respuesta a
ia frecuencia.

Cualquier sistema de control de lazo cerrado se puede representar

en su forma candnica como se muestra en la fig. 9-32.y cuya

funcidn
de transferencia es

Césy _ G(s)
R(s) 1 + G(s)H(s)

Yiv)
G(s)

sy

Fig. 9-32. Sistema de Control Retrcalimentado.

supongamos gue en dicho sistema de control, el valor de la funcidn

B(s) = L2t 3 y el valor de H{s) = 1
{s + 1)

caomo se indica en la fig. 9-33.

Yis)

ry
U > G(:):M——] Y
- (svl)

L—— u=) |

Fig. 9-33. Ejemplo de un sistema retroalimentado.



Para determinar si el sistema en aeneral es estable, se modificara
el diaagrama de blogques de la fig. 9-33 como se indica en la fig. 9-34.
Se ha agregado un blogque en la trayectoria de la retroalimentacidén con

una ganancia igual a K. La funcidn de transferencia del sistema de
control representado en la fig. 9-34 es:

Y(s) _ G(s) _
R(=) ~ 1 + KB(s)H(=) ¢a=diy

Ris) 100 Fiv)
_—’Q_’ e s+ 1)

Fig. 9—2%4. Sistema de control retroalimentado.

Substituyendo logs valores de G(s) y de H(s) en la ecuacion 9-11
tenemos:

100
Y(s) _ (s + 1)° _ 100 -
R(s) 160 = 3 SactoL
1 + [————;———;]K (s + 1)° + 100 K
{s + 1)

A continuacidén se haria un analisis de la estabilidad en la 2cua--—
cisn 9-12 cuando la ganancia varia de cero a uno.
S1 la ganancia K = 0

Y(s) — 100
R(s) i% 1,3

facilmente se puede observar gue la funcidén de
estable ya que tiene tres polos en s = -1 (en el
del plano complejo}.

transferaencia es
semiplano izquierdo

; . . pE
S1 la ganancia K = 1000
Yis) _ 100 - 100
R(s) 3 1 3 S
(s + 1) + lOO[—iIEﬁr] s + 357 + 35 + 1.1

aplicando el criterio de Routh a la ecuacidn caracteristica anterior
se tiene:
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3 2
s+ s + 35 + 1.1 = O

De acuerdo con el criterio de Routh. el sistema es Estable.

i : - 1
$i la ganancia es K = 100
Y{s) = 100 _ 100
R{s) 3 1 - 3 2
+ 100Q[ —=—- =
(s + 1) 100[ 100 ] 5° + 3s° + 35 + 2

Aplicando el criterio de Routh a la ecuacién caracteristica

- sz + 35 + 2 =0

- + 3
3 e
52 1 5
=3 3z 2
1 S
= SEE
s° =

Por 1o tanto el sistema sigue siendo Estable.

y . 4 ; : :
Si la ganancia es K = 1o la ecuacidn caracteristica es:

3 T
s + 3s + 3JIs + 11 = Q

Aplicando 2] Criterio de Routh a la ecuarién anterior

s: 1 X

sl = 11

s Q.66

o 11

De acuerdo con el criterio de Routh. el sistema con K = 1/10 es ya

un sistema Inestable. por los cambios de signo en la primera columna.

El analisis anterior nos indaica que hay un valor de la ganancia K,
entre cero y uno gue es el valor limite maximo que puede tener antes
de caer en la i1nestabilidad el sistema. A continuacidn se determinara
el valor limite maximo de la ganancia K, aplicando de nuevo el
Criterio de Routh.

Si la ganancia del sistema de control es K. su ecuacidn caracte—-—
ristica es:

239



100K - =0
(s + 1)

(s + 1)? + 100K = ©

53 4+ 3587 4+ 35 + 1 + 100K = O
E | 2
s? + 35° + 3s + (1 + 100K) = 0
s: 1 3
s 3 (1 + 100K)
" 8—~100K
3

(]
s 1+100K

La estabilidad se puede obtener igualando la fraccidén de la

primera columna a cero.

8 ~ 100K
3

=0

8 - 100K = ©
Q.08

K
El resultado anterior quiere decir que valores mavores de K = 0.08
cama ya se habia encontrado con K = 1710,

producen inestabilidad,
9~35 se representan los diagramas de PBode del mismo
para wvalores de K igual a

diagrama de 4&ngulo
la

En la fig.
sistema de control de la ecuacisn 9-12,
1/1000,1/100,1/10y 1. Como se puede observaregl
de defasamiento no cambia con el valor de K, pero los diagramas de
magnitud son de igqual forma. peroc la grdafica se va moviendo hacia
arriba cuando K va aumentando.

En la grafica del 4Angulo de defasamiento hay un valor de
frecuencia importante que ocurre cuando el angulo es igual a 2 180°y
gue segun la grdfica corresponde a una frecuencia w = 3I.17. Si se

frecuencia, corta @ las grdficas de

traza una lainea vertical en esta
= 1/10. =20 dB con K = 1/100 vy

magnitud en +20 dB con K =1, 0 dB con K =
Los valores anteriores son muy importantes vya

-40 dB con K = 1/1000.
que son la base para determinar el margen de ganancia de un sistema de
1/1000 tenemos un margen de 40 dB

control. Se puede decir que con K
can K = 1/100 el margen se reduce a

antes de caer en la inestabilidad.
1/10 estamos en el limite de la inestabilidad y con K =1
En conclusién al irse moviendo la

20 dBR, en K =
de plano el sistema es inestable.
grafica de magnitud hacia arriba se va perdiendo poco a poco la esta-

bilidad del sistema.
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Fig. 9-3I5. Diagramas de Bode de la ecuacioén 9-12, para
valores de la constante K.
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9-8-2.— MArgen de Ganancia.

Como ya se menciond, el margen de Ganancia y el Mdrgen de Fase son
dos indicadores importantes para determinar la estabilidad relativa de
un sistema de control. Estos dos margenes se pueden obtener fdcilmente
a partir de los diagramas de Eode.

El Margen de Ganancia se mide en decibeles y se identifica en los
diagramas de Bode como la cantidad de magnitud abajo de © dB, en donde
el Adngulo de defasamiento es de -180°. A la frecuencia que carta 1la
grdafica de Bode angular el valor de —-180° se le 1llama frecuencia de
cruce de fase g frecuencia de transicidn fasica.

En la fig. 9-36 se representan los diagramas de Bode de un sistema
de control con un Margen de Ganancia de 8 dB que se presenta cuando la
frecuencia es o = 4 rad/seg. El Margen de Ganancia en este caso nos

indica que el sistemaes estable y puede aumentar su ganancia hasta 8
dE antes de caer en la inestabilidad. Si la gra&fica de magnitud esta
arriba de cero decibeles a la frecuencia de cruce de fase, el sistema
es inestable. Por lo tanto si la grdafica de magnitud esti mds abajo su
Margen de ganancia crece al igual que su estabilidad relativa.

e e s - SR

20 Vomyg [GHG) | C . ]
' |

- 50
8B = margen de |

}gannncnz i

—-100°¢

v

-150*

magnitud JB

angulo de fus

-200°

~250°

0.2 .1 1 wy ~y 10 20

Freeuencia w, radls

Fig. 9-34. Piragramas de Bode de un sistema de contraol.

El Margen de Ganancia se puede expresar matematicamente como el
reciproco de GogwHguwn cuando el Angulo de fase es de -180°. Deno-—
minando wf a la frecuencia de cruce de fase., 21 margen de ganancia en
decibeles se expresa por la siguiente ecuacidn:

1

i = 20
Margen de BGanancia en dR Log G(;wf)H<Jmf>i




Cuando el valor de GgowhHGgw es menor que uno.=21i margen ce
ganancla es positivo y se interpreta como 1a ganancia minama adicional
gue hara 1nestaple al sistema. En caso contraric cuando GowhHgwD
es mayor que uno, el margen de ganancia es negativo y se anterpreta
como la ganancia minima que debe reducirse para llevar al sistema a la
estabilidad. En la Fig. 9-36 el margen de ganancia es pesi1iTivo.

f-8-3.- Margen de Fase.
El Margen de Fase también se puede obtener directamente de

los
diagramas de Bode y es la diferencia de angulos entre -180° v ei
angulo gue se forma a la frecuencia correspondiente a O dB en 1la

gratica de magnitud, como se indica en la fig. 9-2&6. En este rcaso el
Margen de Fase es positivo y 5 igual a 40°, lo que nos indica un sis-—
tema de control estable. 5i el Margen de Fase fuera negativo, 1lo
se presentaria si la graftica de angulo estuviera
indicaria un sistema inestable.

Fara det2rminar la estabilidad de 1los sistemas es
ectablecer %tanto 2l Margen de Fase, como =1 Marger de
cuales deben ser positivos en sistemas estables. Fara asegurar una
buena estabilidad relativa, lo cual s2 traducira en un comportamienteo
satisfartorio del sistema de control, los valeores del Margen de Fase
deben estar comprendidas entre los SDOV los  &0°,  mientras que 21
valopr del Margen de Ganancia debe s2r minimo de & “ecipeies

cual
mas abajo. nos

conveniente
Ganancia, los
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"—92.— Criterio de Nvgquist.

Este es otro método de andlisis que se puede usar para predecir la
estabhilidad de sistemas de control. En s=2cciones anteriores va se es——
tudraron los diaagramas de Bode gque son graficas en coordenadas rectan-—
gulares. Los diagramas en 1os que se hasa el! andlisis de sistemas por
medio del criterio de Nyguist como s veria mds adelante son grdficas
en coordenadas polares. Esto por lo tanto es otra forma de ver grafica-
mente la respuesta a la frecuencia de un sistema de control.

La prediccidon de la estabilidad de
mediante la aplicacidn del
utilizado en la practica.

los sistemas de control
criterio de Nygquist es ampliamente
El uso de la grdfica en coordenadas polares
elimina !la necesidad de encontrar las raices de la ecuacién caracteris-~

fica del sistema y elimina la necesidad de calcular la transformada
inversa de Laplace como se hace en el andlisis de la respuesta transi-
toria. De tal manera que la grafica en coordenadas polares es una teéc—
nica que nos ahorra trabajo en el andlisis del comportamiento dinamico
de los sistemas de control.

La grafica en copordenadas polares o diagrama de Myguist es bastan-—
te simple de usar para casi todos los sistemas de control. Sin embargo
para poder entender el métado es necesario primero estudiar algunos
grincipios matematicos que son la bass de este andlisis.

?-9-1.— La Ecuacién Caracteristica y la Estabilidad.

Cualguier sistema de control de la=zo cerrado
en su forma candnica por medio de un
indica en la fig.

puede representarse
diagrama de blogues como 52
9-37. La funcidn de transferencia de lazo cerrado es

C(s) _ Gis)
R(s) 1 + Gi{sIH(s)
5 + Cs!

T Grs) -

M.osi

Fig. 9—-37. Sistema de Control en su forma Candnica.

La Funcidn de transferencia de la-o abieérito es G(s)H(s) y la suma

de 1 + B(s)H(s) igualada a cero se denomina ecuacidn caracteristica
del sistema.lLa ecuacidn caracteristica

se puede representar en la
siguliente farma:
_ N{s} D(s) + N(s)
1 + G(s)Hi(s) = L + ———Z—- = SR TN DL, = -1
) D(=) D(=) o (9=13)

o bien Dis) + N(s} = Q (9-14)
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La ecuacion 9~13 se puede modificar representando 1 + Gis)H(s)
como el cociente de dos polinomios factoril-ados.

Is + ri1)(s + rzY_..._.
(9—15
(s + ra)(s + rol(s + rc).... ' 2

L + G(s)H(s) =

donde (s + ri) vy (s + rz2) san los factores del numerador D(s) + N(s) v

(s + ral, (s + re) y (s + rc) son los fTactores del denaminador D(s).

La ecuacién caracteristica del sistema se puede representar en

forma general como
(9—-16)

(s * Fa)({5 F* r2)esesss (s + rm) = O
los valares de 5 = =riy =rz,.... =rn son las raices de la ecuacion
caracteristica. Cuando "s" toma cualquier valor que sea una raiz de la
ecuacién caracteristica. 1a funcidén de trensferencia C(s)/R(s) se hace
infinito. Por otro lado las raices de la ecuacidn caracteristica tam-—
bién se pueden llamar como logs ceras de 1 + G(s)H(s)- Ademds se puedes
decir que los ceros de D(s). es decir, —re.-ro y -re de la ecuacidn
(9—15)son los polos de 1 + G(s)H(s). s decair los valores de “s" para
los cuales 1 + G(s)H{s) se hace infinito.
FPara que el sistema de control representado en 1a Tig. 9-37 tenga
estabilidad, todas las raices de la ecuacion caracteristica deben ser
némeros reales negativos o ndmeros complejos con componentes reales
negativas., Las raices de la ecuacidén caracteristica [o los ceras de
1 + G(s)H(s)] se pueden graficar en 1 plano complejio como se indica
en la fig. 9-38. El eje imaginario divide al plano compleioc en dos
partes (la mitad derecha y la mitad izquisrda del plano}. Las raices
de la ecuacion caracteristica que se encuentran en la mitad de la dere
cha conducen al sistema a la inestabilidad (por ejemplo +2 *il) v las
raices gue se encuentran en la mitad izauierda del plano conducen a un

sistema estable (por ejemplo -3 *32).

T INTIN T¥

1 =——9 2+
|
|
x . T Re

|
I
I
1
1
-3 =2 -1 1 2 1
|
I
|

el

) CE R L -2

Fig. ?-38. Estabilidad en el plano complejo.

el procedimiento para inves-—
G(s)H(s) o
S

De acuerdo con el analisis anterior.
tigar la estabilidad de un sistema es buscar cerogs de 1 +
raices de la ecuacidén caracteristica en la mitad derecha del plano.
no hay raices en la mitad derecha del plano., el sistema es estable.
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tagicamente es imprictico v casi imposible investigar cada punto
en la mitad derecha del planoc s. por lo que se hace necesario 1dear un
mé&todo mds breve. El procedimiento para gxaminar la mitad deirecha del
plano s v la explicacion de este procedimisnto en la agrdrica de
coardenadas polares es lo gue se sstudia en el siguiente tema.

?—-9-2.— Mapeo de Contornos.
Si se tiene la funcidn de transterencia de un

sistema de control.
expresada por la siguiente ecuacaidns

Fls) = (s + T3)(s * Z22).neels + 2m) (n > m)
(5 + pP1)(s + pP2laacn(5 + pn) ’
en donde —zi1. —Z2. .-- —Im Son lOs Cceros v —Di. “P2.e-.- -pn  sQn los

polos de la funcidn complela.En los polos, la funcidn F(s) no s
analitica. es decir. la funcion no existe ni existen sus derivadas.
por o gue a estos punteos se les llama puntos singulares o
singularidades de la tuncion.

S1 =e traza un caontorno arbitrario en el plano "s"“. como se indica
en la fia. 9-%9. de tal forma que no pase por Ninguna sinaularidad de
la funcidn y se evalua a ésta en cada uno de los puntaos del
la grafica de F(s) serad tambaién una travectoria
caracteristicas estan determinadas por el
los polos en el plano complejo.

contorno.
cerrada. cuyas
lugar gue ocupan los ceraos v

Plane s bIm Plano F
Q
Flso) & i
g o
a Ra
Fls} Flso)

Fig. 9-39. Contorno arbitrario en el plano "s" v en plano F(s).

En la Tig. ?2-49Q se representa la ubicacién de 1los polos
ceros de una funcidn compleja. Para cada valor de s. por
la funcidn F{s) se puede representar por un opunto, cuya
en el plano F(s) estd dada por:

Fise) = |F(So)1 {F(So)

v los
ejemplp so.
localizacidn
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Fig. 9—40,

Contorno en 21 Planmno s v en el #lano F{s)
para una funcidn compleja. .

Como se puede observar en la Tigura,. cada factor contribuye con su
magnitud y su Angulo de fase &l valor de la funcidn.

En 21 plano "s", logs factores estan representados por vectores di-—
ferencia. gue van de los ceraos v los polos al punto en el cual s va a
evaluar la funcidn. por ejemplo, loz t&rminos So + 1. So +

z2 Vv So+D1
se representan en la fig. 9-40.

Si se valda a F(s) en el contorno €. recorridéndolo &n la direccidn
indicada,

después de una revolurcidn completa. los vectores que van

desde lus polos y los ceros gue no se encuentran rodeados par el con-
torno. mantienen constante su contribucion en &ngulo al

funcidn. Pero el vector gus se erigina en el c¢ceraoa -=z2, por estar
dentro del contorno, incrementa su anqQulo en 260° .Por esta razén la
arafica rodea al origen del plano F(s}. en la misma direccidn gue =21
contorno C en s. sobre el cual se ha valuado la funcidn. 51 en lugar
de haberse rodeado un cero. se tuviera un polo. es evidente que el
vectar originado en éste. contribuiria también con 260°, pero
negativos. a la grafica de la funcidn, lo cual significa gue el lugar
F(s) rodea al origen, pera en sentido contrario a la direccaidn del

contarno C. Si un pelo v un cero fueran rodeados por el contorno. las
contribuciones de angulo en ambos se anulan v el lugar de F(s) no
encircularia el origen.

lugar de 1a
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E1 nunero de encirculamientos alrededor del origen en el plano F
es5ts determinado paor la diferencia del numero de ceros (Z) y el néamero
ge polos (P) que son rodeados por 21 contornc en "s'". Esto se puede
representar mediante la siguiente ecuacidn:

N=27-P

1 N es positiva, el origen del plano F(s) sera rodeado en la
misma direccién gue el contorne en el planc "“s",y si1 la diferencia N
es neqgativa., el rodeo del origen en F sera en sentido contrario, esto,
independientemente del sentido gque se haya dado al contarno en "g", va
sea £1 misme sentido de giro de las manecillas del reloj o contrario.
Cuando el rodeo en el plano F s en el mismo sentido gque e! del
contornc en "s"”, se dice que el origen y la regién rodeada por el
lungar de F{s) esta incluida y si el rodea es en sentido contrario,
esta excluida.

4, Jw | Im
Plano s Plano F

Q
C
4)& Re
, 1ncluido

Fig. 9-41. Ejemplo de Flano “s" y Plano F, Incluido y Exciuido.

Q@-9—-3%.— Procedimiento de Nyguist.

Una vez que ya se ha comprzndido lo gque es el Mapeoc de Contornos,
estudiado en la seccidn anterior (9-9-2), ya se tienen las bases nece-
sarias para entender el procedimiento del Criterio de Nyguist.

Comc ya se sabe cualgquier saistema de control de lazp cerrado se
pusde representar con un diagrama de blogues caomo se andica 2n la fiq.

9-47,
Cls)
Rts) + Gls) -
H(s) |je—
F19. 9-42_ Sistema de Control de Lazo Cerrado.
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La Funcisn de Transrerencia del sistema representado en la t1qg.
-4 est& dada por:

Ci{is) - Gi(s)
R(s) 1 + G(s)H(s)

Como ya se sabe tambieén, el sistema &g estable cuando las raices

de la ecuacidn caracteristica estan localizadas
izquierdo del plano complejo, pudiendo ser reales o
si1empre negativas. El1 término 1 + G(s){H{(s) que se
F(s) se canoce coma Ecuacién Caracteristica del
expresar matematicamente en la siguiente forma:

en el semiplano

complejas. pero
representara como
sistema y se puede

(S+71) (S+22)cu.(S+m}
= -+ Y = -15
g o Gls¥Rls) (s+pr){(s+p2) ... {Stpn) -h)
En dond@ —CSti—ZZee-aa"ZmyY—Pi1.—PZac=0s«-—pPn san respectivamente

los ceros v las palos de la ecuacidn caracteristica o F(s).

Igualandg a cero F(s) se pueden calcular }las raices de la ecuacidn
caracteristica.

F(s) = 1 + G(s)H(s) = (s+zZ1)(5+Z2) ... (5+2m)

De donde resulta que 1los ceros de F(s) son las raices de 1a
caracteristica, que también vienen siendo los polos de la
transferencia de lazo cerrado C(s)/R{s).

El producto G(s)H(s) se denamina funcién de transferencia de
abiertao., =i se despeja de la ecuacidn F-15. tenemos:

acuacion
funcidn de

lazo

(s+zg)(s+z2)...{s+zn) — (s+psl(s+p2)...{(s+pn}
P - —
BL=IN S, i : {s+p1){s+p2)..x(5+Dn)

Como Se puede observar ail comparar esta dltima ecuacidn con la 9-15.
los polos de la funcidn de transfterencia de lazo abierto G(siH(s) son
tambi¢én los polos de la ecuacidn caracteristica F(s) = 1 + G(s)H(s).
Estos conceptos son muy importantes para poder comprender mejor 1
criterio de estabilidad cuvo andlisis se verd a continuacidén.

Supaoniendo que se traza un contarno en el planoc "s" como Sse
muestra en la fig. 9-43. el cual rodea completamente la regidn real
positiva del plano compleio. A este contorno que no debe pasar por
ninguna singqularidad (polo) de F{(s), se 1le denomina travectoria de
Nyguist. Jw Plano &
+jo

R—=

Rk |

]

-joo
Fig. 9-43. Travectoria de Nyguist.
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Si se valua a F(s) a lo largo del contorna, el 1lugar de la funcidn
rodeara el origen del plano F, tantas veces como la diferencia de
ceros vy polos que se hallen en el semiplano derechao del planao
complejo, esto es: -

N=2Z-FP

Si N> O, el origen del plano F seria rodeado N veces en el mismo
sentido, que el camino de Nyquast en el plano "s"., siendo por lo tanto
el sistema inestable. Para asegurar la estabilidad de un sistema, no
debe haber ni un sélo cero de F(s) en el semiplano derecho del plano
compleio.

S1 N O, el origen del plano F sera rodeado N veces, pero ahara
en sentido contrario al del camino de Nyquist. Como N nos indica 1la
diferencia de polos y ceros, para que un sistema sea estable, el
numero de rodeos N debe ser igual que el numero de polos, esto es ZI=0,

Si N = 0, el origen del plano F no seri rodeado por el lugar de
F(s). En este caso para que el sistema sea estable, tanto Z como P
deben ser iguales a cero. '

Debido a que la funcidn de transferencia de lazo abierto G(s)H(s)
es mas facil de trazar que la F(s) y siendo sus lugares geométricos
idénticos, salvo una traslacidén del eje Jw, £l criterio de estabilidad
de Nyquist se define generalmente con respecto a la grafica G(s)H(s).
Como G(s)HI{s) = F(s) — 1, el origen del plano F corresponde al punto
(-1, J0O) del plano Gi{s)H(s)., de tal manera gue los rodeos en el planao
GH no se referiran &8 su origen, sino &1 punto ya mencionado (-1, JO).

Jlm : “lm

. Plano GH
Plano F

) C1LJO)

Fig. 9—-44, Comparacion del Plano F y el Plano GH

Siendo los polos de G(s)H(s) iguales a los de F(s), la trayectoria
de Nygquist trazada en el plano F(s) para la ecuacidn caracteristica,
se puede aplicar a la funcidn de transferencia de lazo abierto GH. En

la wmayoria de los sistemas Tfisicos reales. sus - funciones de
transferencia de lazo abierto son estables. es decir no tienen polos
en el semiplano derecho del plano complejo, de tal forma que P = 0.
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Par lo tanto el ndmero de rodeos del punto (-1, JO) por el lugar
de G(s)H{s), 'estaria determinado por el numero de ceros que se
encuentren en la regidén, esto es N = Z. Asi. un sistema sera estable
si el punto (-1, JO) no es rodeado por el lugar de G(s)H(s). Como los
rodecs del punto (-1,J0) debidos a los ceros. sSi es que los bhay,
serian en ‘la misma direccién del camino de Nyquist, esto es incluyendo
la regidn y el punto mencionado, se acostumbra decir que cuando el
sistema es estable, el punto (-1,J0) no estad incluido. En la fig. 9-45
se muestran las graficas de ciertos lugares G(s)H(s), con las qgque se
puede determinar la estabilidad del sistema de lazo cerrado.

Im kxm
=0

=0
L Plano GH

AW

thjo) g

-~

ESTABLE INESTABLE. \

Fig. 2—-45. Diagramas de Nyquist de dos Sistemas de lazo cerrado.

Para el sistema estable mostrado a la izguierda en la fig. 9-45,
el punto (-1.,J9), no estid radeado ni incluido por el lugar de
G(s)H(s). En cambio, para el otro sistema mostrado a la derecha en 1la
misma figura, el punto (-1,J0) es rodeado e incluido dos veces por el
lugar de G(s)H(s), de tal manera que i P=0, se tienen dos ceros
{raicegs de la ecuacidn caracteristica) en el semiplano derecho del
planc caomplejo, de donde se origina su condicidén de inestabilidad.

?-9—-4.— Criterio de Nyguist Simplificado.

Cuando la funcidén' de transferencia de lazo abierto tiene sus polos
situados a la izquierda del eje Jw del plano complejo, esto es P = 0,
lo cual ocurre en la mayoria de los casos, no s necesario evaluar
toda la trayectoria de Nyquist para determinar la estabilidad; basta
simplemente con trazar el lugar de G(s)H(s) para el tramo que va desde
el origen del plano “s", hasta s -» +Jw, esto es, de w = 0 'a w - a.

A este procedimiento se le llama Criterio de Nyquist Simplificado

Yy su aplicacidén da lugar al desarrollo de graficas comg las que se
muestran en la fig. 9—-46.



Im
Plano GH Plane GH
(-1, iO) {-4)0)
% W ~~® w> ®
Re Re
weQ w=0

Figa. ?2-46. QBrdficas de=l Criterio de Myguist Simplificado.

La fig 9-46 de la irzquierda representa un sistema estable vya que
l2 trayectoria de Nyguist no incluye el punto critico (—-1.J0), por el
contrario, la fig 944 de la derecha represznta un sistema inestable
cuva travectoria incluye =21 punto {(-1.J0}).

Cuando la Trayectoria de Nyguist cruza exactamente el punto
{—1.J0). esto significa que el sistema tiene ceros de F(s) que son los
polos de laro Cerrado en el eje Jw. 1o cual dara origen a una
respuesta oscilatoria para cualguier sefial a que s2 someta el sistema.
Estos sistemas se denominan margainalmente estables ya gue estan al
borde de l1a 1inestablidad. por 1o que practicamente se pueden
considerar como sistemas inestables.En la fig. 9-47 se representa  un
sistema marginalmente estable.

A Im
Plano GH
{4, }O) -
) - @ Re

L

Fig. 9—-47. Sistema de LControl Marginalmente Estable.



9-9-5.- Aplicacion del Craiterio de Nyaguist.

A continuacion se estudiarin algunos ejemplos que serviran para
ilustrar la aplicacidén del Criterio de Estabilidad de Nyquist.

Eijemplo Ngl.-Se desea determinar 1a estabilidad del sistema
retroalimentado cuya fTuncidn de transferencia de lazo abierto es:

¥

G(s)iH(s) = Py e

siendo K vy T cantidades reales positivas.

En primer lugar se puede ver gque los polos de 6G(s)H(s)., qgque son
los mismos de F(s) estan ubicados en el semiplano izquierdo del plano
complejo. por lo gue si hay encirculamientos del punto (-1,J30) sera
debido a la ubicacién de los ceros de F(s).

En la fig. 9-48 se representa la ubicacién de 1os polos de la
funcidn, asi como el contorno de Nyquist, gue para no pasar por el
polo gue se encuentra en el origen, efectds un pequefic semicirculo.

Jw
+j®
+JO 13|—o0
i3 ¢ 34
s=—::;- ) o
- joo |

Fig. 9-48. Ubicacién de Polos y Contorno de Nyquist.

Como P = 0, para determinar la estabilidad del sistema.
con evaluar a la funcidén en el tramo del camino de
desde w = 0 hasta w — +x
completa.

bastaria
Nyquist, que wva
« Sin embargo. para 1lustrar la aplicacion
el andlisis se hara en toda la extension del contorno.

Ya sea gue se considere toda la travectoria o solamente una parte,
cseria deseable tomar un gran ndmero de valores de "s". para tener una
grdfica mas exacta de la funcidén. sin embargo. el traxado asintdtico
muchas veces es mas que suficiente.

S1 se valua la funcidn primeramente a lo largo

del eje imaginario,
desde el origen hasta s — +Ja 0 W == .

se tiene:

)
w
.l



G(s)H(s) a =-9a°

G(s)IH(s) = 0 -180°

El lugar de G(s)H(s) para el tramo que

va desde el origen hasta
=Ja o0 w — =&

. &8s saim8irico al lugar anterior. En la figura 9-49
se puede ver el trar-o de los dos iframos va mencionados.

s =

w=-0 }Im

w-s -

W === 40 Re

w=+0

Fig. ?-4%. Diagrama Farcial de MNyquist.

Fara evaluar a la funcisén en el peguelic rodec al-rededor del
origen. los puntos gue Torman la trayectoria se representan por medio
de un vector garatorio.

5 = peﬁa

La magnitud de p se considera muy peqguefia (p —~ 0) y su angulo de fase
varia desde —-%0°hasta +90°, de tal manera gque el vector se degsplaza
un dngulc de 180° en sentido contrario al de las manecillas del reloj.
Substituyende el valor de “s" en G{(s)H(s) tenemos:

G(s)H{s) = & .

e
s=pe

peJQ(Tpeje + 1) szeZJG 2

+pe"

s1 €l valor de p tiende a cero (como se considero). la expresion
anterxar se puede simplificar en la siguiente forma:

GlsIH{s) / SR SR
e
s=pea



Le tuncisn Gis)H(S) por lo tanto es un S¢macirculo. cuva  magnitud
tiende a 1nfimilo (&) v su ancaulo de tase va de +90° a -F0 . En la 110
-0 se muestra el tramo de)l camaino de Nyquist v

su lugar agcométrico
en =] plano de 1a funcidn BGHis).
Jw ?lﬂlGH
1 +J0 +90° Plano GH
+ 909
Planc »
L
g —0 g
P -
0- Re GH
- g
<o -90°
Fig. 9-50. Diagrama Parcial de Nyquist.

El altimo tramo del camino de Nyquist en €l gque falta evaluar a
G(s)H(s). 5 el lugar de """ en el gue el radio tiende s ainfinito (&)
y se mueve de +Jw a —Jw. De manera semejante al caso anterior. los
puntos que forman este tramb s= representan por un vector giratorios:

5=pe)e
Comc la magnitud de o tiende 2 anfinito y el dngula € varia de +90°  a
20" .21 valor de la furncidén G(s)H(s) seri:

: : -2)8
B{s)IH(s) / 5 = — L £— = 2"‘ - =o0e £l
s=pe’ Te e’ s pe’ Te e’

En la figura 9-51 se puede observar el tramo del camino de Nygquist v
el lugar de la funcidn GH. el cual esta dado por un vector, cuvo modu—
lo tiende a cero en tanto gira 360° en sentido contrarino al de las
manecillas del reloj.
+j® foo 1m GH

Plano s b
. Plano GH

g=—w f Aal-o

~jco
Fig. 9—-51. Diagrama de Nyqgquist Parcaial.
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En la fig. 9-32 se muestra el lugar de Nvquist completo. Como se
puede observar. 1 lugar de G{(s)H{(s5) no rodea. ni 1ncluye al punto

critico (—-1.J0)por 0 que se puede concluir que el saistema de
control de la:zo cerrado es estable-

Im GH

w=+0
Plano GH

W == +00

ws+0
Fig., 9-532. Dlagrama de Nyquist Completo.

Eiemplo No 2.-Se desea determinar la estabilidad del

siquiente
sistema aplicando el criterio de Nyguist.

K,
BlsIH(s) = Qg7 91y (T3 & 10

en donde K, Ti1>Tz son valores reales positivos.En
puede ver la ubicacidn de los polos de la funcion,
de Nyguist sobre et cual se evaluara.

th

la fig., 9-53 se
a2si como el camino

+ joo

al

- jm
Fig. ?-92. Travectoria de Nvquast.
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lgual gue en el ejemplo anterzor.la funcidn de transferencia no
ticne polos. por lo que F = 0 [por lo gue para determinar la estabalai-
dad del sistema. bastaria con aplacar el Craterio de Nyguast saimplafi-

cado. esto ez evaluar G(s)H(s) solo en el tramo gue va desde w = +0 a
w = d. sS1n embargo. sSe hara el traco completo para 1lustrar el crite-
rio.El valor de G(s5)H(5) para el tramo Que va de w = +0 a w — a esta
dadgp por:
G(s)iH(s) I = o [=50°
w = +0Q

G(s)H(s)

=0 Z—:70°

La grdfica de G{s)H(s) que corresponde a estos valores vy su lugar
simétriceo. gue resulta de evaluar la funcidn desde w—a hasta w = -0Q
se muestra en la figura 9-54.

] Im
' wz=-0
L}
]
]
1
1
%
A Y
1)
Y w-=+00
{ £
(Y o] W—=-m Re
S
w=+0

Fig. 9—54. Diagrama de Nyguist Parcial.

Fara el tramo gque va desde =Jd0 a +J0O se considera el vector giratorio

19
s = pe

En donde p tieneo un  valor muy pequeffio(p—0)y8 se desplaza 180°
desde —-90° a +90°. Substituyendo el valor de “s" en G(s)H(s) tenemos:

&
G(s)YH(s) s -
5=peﬁ? pelethper + 1)(T2pe’9 + 1)
G(s)H(s) = e
peje[Txszzezje + (‘l’;+1’2)pue"e + 1]

cuando p —— 0 la expresidn anteraior se puede saimplaficar como sigue:
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GisIH(s) & —_— = e

El tramo del camino de Nvguist v su lugar correspondiente se pueden
observar en la fig.79-55.Notese en el hecho de gque mientras el luagar
en el plano "s" se mueve en sentido contrario a las manecillas del

reloj. el lugar de G(s)H(s) se mueve en £l mismo sentido de las mane—-—
cirllas del reloj.

i im GH
w .
=~JO —
-"\10 Plano s y = \‘ Piano GH
/> \
\
e \
y - ﬁl;
o ] ReGH
/
/
- /p
_JO /
=+JO "

Fig. 9-33. Caminoc de Nyquist Farcial.

Fara el dltimo tramo del camino de Nyguist. en donde "s" va de +Jw
-Jw. se considera el vector giratorio

s = p eﬂa

en donde p tiende a infinito y el Angulo de fase va de +90°a-90°.De
tal manera gues:s

B(s)H(s) = &

s=pe’® pe’e(T1pe’e + 1(Tzpe’® + 1)

como p tiende a infinito. entonces:

6(s)H(5) = & =0 e ¥®
3 3,68
sS=pe T1Tzp e

En la fig. 9-596 se muestra el lugar de la funcidn, el cual esta dado
por un vector con macgnitud tendiente a <cerno. en tanto gara 540°en
sentido contrario a las manecillas del reloj.

En la fig. 9-57 se representa el diagrama completo de G(s)H{(s}. E1l
sistema de control puede ser estable o 1nestable. dependrendo del
valor del mdéddulo de la funcidn, cuando corta el eje real negativo, Es
evidente que esto depende de los valores que tengan los parametros del
sistema kK, Ta1 yv Tz, Por la general Ti1 y Tz son magnitudes constantes.
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Do

lo gue 1la estabiladad del sistema estia determinada por 1 valor
la ganancia k.

de

]Jw 4 Im
+ joo

Plano & Plano GH

bl (-

Fig. ?2-5&4. Diagrama Farcial de Nygquist.

b im

(RS, il
== ~ Plano GH

N\
\

A

\
\
w-—*a»w}’,a%

bl S R

w— —0

rd

w=*0 },_.——"’

Fig. 9-37. Diagrama Completo de Nyquist.

For ejemplo supondremos que T1 =

=1 vy T2 = 0.5, en tanto Que K = 5 ,
substituyendo éstos valores, la funcidn B(s)H(s) sera:

o
BLEIHs) = S(s + 1)(0.5s + 1)

Caomo el lugar de G(s)H(s)

corta al eje real cuando es
el

evaluado sobre
eje imaginario del plano "s". se substartuye la variable s = Jw
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5 s

GUIwHOW) = . . =
Jolieo + 1){0.53w + 1) ~1.5w% + jwll ~— 0.56%)
_ 5 -1.5w% ~- jw(i - 0.5w%)
-2 . 2 2 - - 2
1. 50% % jull = D.80°) =1.50° = Jwll = O.Bw®)
_ 7.5 ' - S(1 - 0.50°)
2.250% + (1 - 0.50717 2.250 “+w(l - 0.5w%)%

Cuando la grafica de la funcidn corta al eje real, el valor de la
parte imaginaria es cera, de tal manera que:

'S - 0.3w2)

2.250° + w(i — 0.50°)%

de donde 5 — 2,505 = 0 Wt =2 y w=zY2

Este valor de frecuencia'es al cual ocurre el corte del eje rea&al.
Substituyenda w=v2en la ecuacién de la funcidén, se obtiene la
interseccion

— .5
6(5¥Y 2 H(iY 2) = : z — = 1.66
22942 4 (1 = Q.9x2)

Aplicando el criterio de Nyquist simplificado., se puede ver en la
figura 9-58 que la grafica G(s)H(s) incluye el punto c¢critice (-1,30)
por lo que Pl sistema de contral, para éste valor de ganancia 4(K=3)
es inestable.

Jlm

" Plono GH

|6§£§§§§g§§§ w-+ 0o

SEEN Re

Fig. 9-58. Diagrama de Nyguist Simplaficado.
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Continuando con el mismpo ejemplo. se hard el andlisas del si1stema
cuando K = 2, Con é&s5te valor de la gananc:ia

~

G(s)H(s) = s{s + 1)(V.3s + 1)

Substituvendo s = jJw ienemos:

-
“~

Jwl3w + 1)(0.5)jw +1)

G(Iw)H(jw) =

= 2L — O, Fws )
3

G(iwlH(Jw) = = r; 2 z 2 2 p
2.20w"7 + (1 = 0.5w7) Z.25w0 + w(l — 0.3)

Haciendo la parte imaginaria igual a tero. (debido alcorte del eje
real Jse encuentra gue la fTrecuencia a la cual la funcidn corta el eje
real, tiene el mismo valor gque en el caso anterior. es declr w = vz .
De esta manera, la interseccion con el eje real vienes dada por:

=
GUIV2IH(IVZ) = S — = 0.66

2.2542 4+ (1 — 0.5x2)

En la fig. 2-59 se representa la araftica dela funcidn.en donde se
puedse observar que el punto critico no es aincluidg por esta. por lo
tanto el sistema es estable,

Alm

Plano GH

Fig. 9-59. Diagrama de Nyguist Simplificado.

Del and&lisis anterior se desprende gque. entre menor sea el valor
de la ganancia. el sistema es mas estable.El valor critico de K. esto
es el maximo valor que puede tomar sin hacer i1nestable al sistema se
puede obtener aplicando el criterio de Routh.



La ecuacidvn caracteristica del sistema es:
2 .
Q.2s” + 1.9 + 5 + kK = 0O

El arreglo de Routh es el sigulente:

5 0.5 i
sz 1.5 K
51 1.5 — 0.8K

1.5
s° K

El rango de estabilidad se obtiene del término fraccionario igualado a

cero:
1.5 - O,3K

1.5

7]

= Q de donde K =

El resultado anterior significa gue el sistema sera estable si  la
ganancia toma valores menores de Z. Si K = 5, el sistema seri marginal
mente estable(limite maximo de estabilidad). For ultimo para valores
de K mayores de 3, el sistema es inestable.

9-9~46.—- Estabilidad Relativa.

Se ha mencionado gque no basta que un sistema tenga estabilidad
absoluta, también es muy importante su estabilidad relativa. La
Estabilidad Relativa nos indica que tan cerca o gue tan lejos esta un
sistema de control de perder la estabilidad. y €sta se puede determi——
nar aplicando el Criterio de Nyguist. i

En la fig. 92-60 se muestran las graficas de la respuesta de un
sistema para diferentes valores de ganancia. Dbsérvese qgue si la
ganancia es elevada, el lugar de las raices se aproxxima peligrosamente
al punto critice (-1,j0), y cuando la ganancia disminuye el lugar se
aleja del punto. Evidentemente cuando la ganancia es elevada, la esta—

bilidad del sistema sera menor. bim
Plano GH
—————
Re

k pequelio

Rk atovadu

Fig. 9-60. Diagramas de Nyguist con diferentes ganancias.



En general. cuanto mas se acerque la grafica de Gi(siHis! al punto
critico, el sistema tendra unad respuesta mas oscilatoria. FPor lo tanto
se puede utilizar le distancia entre el lugar de la funcaion y el punte
{—1.30) comoc una medica de la estabilidad relativa del sistema. Esta
cicstancia se eupresa mediante aos términos denominados margeén de TYase
v margen de Jgananrcls.

Margen de Ganantia.

£1 margen de gananc:ia se detine como €@ reciproco de GiawiH(w)
cuando el anguloc de fase es d= —120°. 5i se represents con of la fre-
cuencia a la cual ocurre el corte del eje real negativo. e. margen de
ganancia =e pu=de represeniar Como s1gue:

1

MG, = ,
' Giawf JH(Jwl}
El Margen ae banancis eupresacs en decibeles es:
3
Fliz. e oB = T Loc - —
- = Slywf 'H{Jjwf )
Cosnoo lGa;erHJ {8 es  manor gue 1. el margen de ganancia 2c
posxfivn v s nuede nterpretar comb l& ganancia wminimz
A01Ciona csistems= 1nestable. En casn cantrarid cuanco =1
wiz o] || [ MEYyor QJu= UnC. 21 margen g8 Sanancisa 8s nega——
TiWEY S grpreta comt la ganafnicia minima qQue debe regucir
=2 para emx a1 maraen ge lix estabilidec. Er 1a fig. 961
s= puece de ganancia. Es impartanie obszearvar gue pare un
cisiems tac =, esponde un margen de2 ganancia pcesitivo.

Pleno GH

margen de b7l—J———a
ganancia

negativo !
1

-

2

Fig. %-61. Margen de Ganancaia

AT
bl



Margen de fase.
El maragen de -tase se define como el anaulo que hay entre el ele real
negativo y el lugar de la funcidn cuando su modulo es unitario. La
frecuencia a la cual ocurre la definiremos por wg.

El margen de fase se representara por la letra grieaa py .s5iendo
y = 180° + ¢ .en donde ¢ es neagativo. En la fiq. 9-62 se puede
observar el maragen de fase tanto para un sistema estable como para uno
inestable. Para un sistema estable corresponde un margen de fase posi-
tivo (p > O) y para un sistema inestable un margen de fase negativo, o©
sea (y < Q). ’

Plang GH Plano GH,

kN

- i A , ~
i O Re \J Re
e 4

d
fosa
PQ;‘”W margen
de fase
negativo
Siatema Estqble, + Sistema Inestable

Fig. ?-62. Margen de Fase.



Y=9%—-/.~—- LColeccicn de B3radticas oe Nvauist.
Er la 110. 9-0oT se reporesentan diterentes ardficas de Nvguaist. Las

areas en el plano GH circundadas por la grdtica se han sombreado

tm Im
LS
N
l N _~—
\ - ~
e N\
: \‘ 7 . \
1 i | | ol
-1 w = HRe -1 w=90 Re
w=0"
k
Gt =+ GlsWits) =
Im Im
] -.\\ ,/’-——\\\
/ N \
N ! \
\ \ \
1 | \ N w = Y
-1 == Re -1 w=0 Re
w=0"
L3 — ._k
G(S)HU) 1 !(T‘_:) G(SW(S) (Sstaks+ d)
Im im

St ; ek
GUsH(s) qTeeNs b GisMits) TR
Im
A7~
/ \\
: \
\ \
\ \
1 il
- W = oo e R
w=U
(.'hl“l_\l=w Glssit = aly -y
s * &) e

Fig. 9-4Z. Grificas de Nvquast
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9-9-8.-

G(Hs) =

_ Ks+a)
Foca) Gis)H(s) g b)

Fig. 9-64.— Graficas de Nyaousit :continuacisn)

Ejercicios.

Dibujar las ardficas de Nvguist de los sistemas de control con
las =siguientes Tuncaidnes de transferencia. Una vez trazada la
grafica determainar si1 el sistema es estable o inestable.

i

ay G(s)H{s)

= — Resp. estable
- : 10
1 = _ 1
B} G{s)H(s) TEEIITETS Resp. estable
c} 6(s)H(s) = 21 Resp. inestable
sis” + &)
=2
d G(siH(s) = > = Resp. estable
5 + 2s + 10
2
a) Gis)H(s) =

3 Resp. i1nestable
s (s + 3J)

Fara los siguientes sistemas de control retroalimentadaos.
tractar las graticas de NMvaquist y determinar si1 los sistemas

son estables o inestables. Resp. a)estable blinestable
cl)estable.
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¢~10.-6rdricacs del Modulo en Funcion del Anculo. tugar de BLACK.

Fara trazar estas grdficas se utilican coordenadas rectanaulares.
con las ordenadas en decibeles v las abscisas en arados.tftsta grdfica
de la magnitud de una Tuncidn de transierencia en funcidn del &ngulo
de tTase. Ccon la trecuencaia como parametro se conoce como “Lugar de
Elack". teniendo la ventajla de contener en un solo trazado la aintorma-—
ci1on sobre la Magnitud ¢ Moduloy la Fase o Angulo, en contraste con
21 Lugar de Bode que esta formado por dos curvas.

En la Tig.9-65 se representan las grdficas de algunos términcs.
cuvo lugar se traza generalmente a partir del Lugar de Bode. trasladan
do los datos de las curvas de Modulo v de Fase al Plano de Elack.

€3 a0}

- = margen ds
z margsn de -3 gancncia
- gonancia = negativo

sitl

0 e 4

¥

g margen

il s il

LM

do faee
-9 positivo | -90’\ margen
da fose
-180% TN —~ -180 | ___¢ /negatiyg
} \ rd
-27: Sistema Estable -2701 Sistema Inestable
Lugddares de Bods.
dB Margsn dB
o ftou _'\ margen de
st 1 ganancla
ES : - .
Ty H = 1 negative
- ! [T} I
I - |
0 [0 !
margen I
de ggnancic (
7 o ey
negativo
-270° -180% é?n -90° -270% ~160Y {‘E—"’ ~50°
Sistema Estable. Sistema Inestable.

Fig. 9-645. Lugar de HLACK
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v—11.— Lucares de Amplaitud Constante "M" v Fzse Lonstante "KN" en el
Flang Complejo.

A iz Magnitud o amplitud de una funcion de transferencia se 1le
representa con la letra "M". Especislmente tiene una gran importancia
el vxalaer maxims de la megnitug Mr.y l1a frecuencia & 1a cual se
presenta dicho valor maxaimo wr. L3 imporiancia radica en el nechsa de
que =1 valpor masimoc M. guarda una estrechs reiacidn con el
coeficiente de amortiguamienio. cuvo valer es 1ndicativo de la estabi-
ligag opel sistema. For otro lado., ls frecuencias de resonancia wr es
une medida de la rapider de la respuesta de un silstema de control.

Cuango se esta manejando una funcidn de=  transferencia de orden
elevado, el trazado de dicha funcidn de transTerencia en lacto cerrado
&s bastante laboricso. por 1o que la obtencaidn ae los valores de Mr v
wr presentan en estos casos cierta dificiltaa. FPara determinar estos
valores apartir de la funcidn de transfsrencia de iazg abisrts s£ han
desarrolladn algunos metooos. A conptinuacidn se analizaran estoes meto—
CoS.

S—1i-1.- Lugar ge amplitud Constants OMY
Un sistems g cCcontrol con rertrsalimentscLon unitaria v o zuya
uUNCidon de Transferancia de lazs abierto es Gllw). S puede represen——
t&F DO medio de coordenacas rectangulares en el plarno compl2)o como:
Bliw) = % + 3v

ta Tuncisn de transferencia de lafo cerradc se pusde escribir como:

C{iw} G(iw) _ ® o+ AV
Rijw} 1+ Gljw} 1+ x + 3y

Cuvo modulia s2 puede representar par M, en donde:

2 2z ¥4
3 + v 2 Koo+ oy

> s o bien M- = 7 >
Y i1 + ) + vy i+ %) =y

Agripando los términos "x"."y" y "M". se puede demostrar gue se
cumple con la saguiente ecuacidn:

M =

z 2
2 2 M

Me=1 (M%—1)

[ % + (9—135)

2

En seguida se demostrara la ecuacion 9—15. Si al estudiante no le
interesa esta demostracidn,. puede princar esta parte v containuar el
ansdlisis posterior. FPara realizar la demostracidn, primero se desarro—
l1lar4d la parte izquaierda de la 1gualdad y posteriormente la parte de-—
recha, si1 las dos partes desarrolladas son i1guales, la ecuacidn se
cumplira.



Substituvende el valor de M° en la parte izgulerda de la ecuacion 9-195
tendremos:

2
X+ v
z P4 2
M1 2 2 (1+x) + v 2 z _
[ » + = 1+ v =[x + e ]+ v =
MT=1 — : i 1
11+x)7 + v
::Z + \/2
4 2
1+ + v ¥4 2 X+ v 2
[ + = - = 1 + v =[x + 5 | -+ v2 =
o+ vy =g 1+x)T = v X =41 + 2% + %)
4 2 2
(1+x)" + v
2 2 2 2
o\ VR 2 2 L 2 2
=[x + ]+ v = [w o+ ]+ v =
xf=1 =2 —x® =1 2%
2 2 2
Hl—=3—2X) 4+ RKTF U2 2 ox =23 #FK kv, 2 2
= —— 1€ + v© = [ B aE
t —31—23) {—1-2%)
2 2 2 3 4 2 2 2 4
R R \W\ 42 2 Ho+ IR+ 9 — 28y 2PV 4V 2
SR (—1—23) 3 v =N 2 )
{—=1-2%)
2 ] 4 2 .2 2 4 2 b4
T BTy =2 T=ERTvT v o4+ vy () 44 + 8T
2
{(—1-2x)
2 3 4 2 2 2 a 2 2 2 2
_ooox A 2x 4 ) —2uv 2TV vy 4Tt 4x v
2
(~1—-2x)
Z 3 4 2 z 2z 4 2
T4 29T 4+ x4 2uvT +2xT v+ +v
- = Y (9—14)
(—1-2x)

Desarraollando la parte derecha de la ecuacion 9-15, tenemos:

2 2
® + v xz + vz
2 2
M2 1 1+4%) + v _ (1+3)% + v _
2 b3
(nz—ljz ”z + v 2 7 +v2—(1+x)2 = vz 2
[ 2 = 1] [ 2 P ]
i1+432) + v t1+x) + Vv



4 2 2 2

¥+ W X+ v
e z 2 4 2 2 2 2
_ (1 + x)° + v __U1+x)T v _ T AV (1) v ]
b4 2 2 zZ
e vior —aw —x® ovE e (~1 -25)° (-1-23x172
2 + 2 2 2.2
(1+%)7 + v [ ti+x)" + v7]
- 2 2 2 3. a
I e A U= G O T A O -5 T +xivievianv iy iav? _
-
(—1=2x) (=1-2x12
2 3 4 2 2 2 4 2
oo+ 2y +H + 2Zuy + v 4+ v+ v ¢
= = - > {(9-17)
{—1-2:)
Comparando ias dos e)dporesliones 9-146 v §-17 se concluye que son

exactamente :igusies, con lo cual se demuestra el cumplimiento de la
ecuacidn F-15.

Continuando el andlisis de la ecuacion 9-15. se puede ver que con
excepcidn del valor de M = 1. dicha ecuacaon representa la ecuacidon
algebrdica de una circunferencia cuvo centro esta ublicado en las coor-
denadas:

v = Q

v can un vradio igual a:

En la fia. 9-66 se representa una familia de curvas para diferen—
tes valores de "M", los cuales estan tabulados en la tabla 9-3. Cuan-—
do el valor del médulo es igual a 1. se tiene una recta paralela al
eie "v", que pasa por el punto x=1/2.Cuando "M* es mayor que 1, los
centroz de las circunferencias se localizan a la izquierda del punto
{(-1.30), par el contrario, para valores de "M" menores que 1, los cen-
tros se localizan a la derecha. Observese que cuando "M" tiende a in—
finito, el centro del circulo tiende hacia el punto critico (-1,30) vy
su radio tiende a cerpo. Esto significa aue el coeficiente de
amortiguamiento del sistema de control se va reduciendo (tendiendo a
cero’ v por lo tanto tambien se va perdiendo su grado de estabilidad.
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j 1o

Piane 6

Fig. 9-66.—- Familia de Curvas para "M" constante.

Tabla 9-3Z.

M Centro x=— [ MY/(MR-1]) Radio rz 1 M/M%11
0.5 0.333 067
orT 0.960 .37
(.0 oo} @
1 -5.76 524
1.2 - 3.27 2.73
13 -2.45 .88
1.4 -2.04 .46
L5 -1.8 .20
16 -1.64 LO3
(g -1.53 0.90
1.8 -1.45 0.80
1.9 -1.38 0729
20 - 133 0.67
25 - 119 048
30 Tt 0.38
3.5 - LIO 0.34
40 -107 o.27
5.0 -1.04 o.21




*-11~-2.~- Lugar de dngulo de Fase Constante "N“,
Las araficas de anqulo de fase constante de una tuncidn de transfe-
rencia de lazo cerrado se puede obtener de manera semejante a las agra-

ficas de modulo o amplitud.
ciron de transferencia de lazo cerrado de un

retroalimentacidn unitarias

substituvendo

es:

= = Jw.

C(s)

sistema

G(s)

R(s)

1 + 6(s)

justificacion gue va se vid anteriormente
se trabaja en funcion de la frecuencia, la

funcidn de
Cliw} G(iw)
R(1w) 1 + G(iw)
si representamos G(jw) en coordenadas rectangulares

de control

Camo

Fartiremos para ello 2qualmente de la fun-

con

cuando

transferencia

G{jw)=x+jy

v denominamos con la letra @ al dngulo de fase de la fTuncidén de trans-—
ferencia. matematicamente el dngulo ¢ se puede representar como sigues
G(iw)

TIPAT + 6w

¥ + 3Jv
1+ 2 4+ 3y

E} angulo @ tambien lo podemos representar como la diferencia
angulos,

de dos
el anagulo del numerador {(» + jy) y el dngulo del denominador

{1 + » + v) como se indica en la siquiente ecuacidn:
@ = Tan—’(—ﬁ-) - Tan ¢ . : =)
Si calculamos la tangente de ¢ de la ecuacidn anterior, obtendriamos:
Tan ¢ = Tan [Tan_lt—g—) = Tan™*{( . : - 13|

Definiendo N = Tan ¢ v aplicando la siguiente identidad trigonometri-
ca a la ecuacidén enterior:

Tan A — Tan B
13n L6 B 1 + Tan A Tan E
donde Tan A = Tan [Tan_’"[%)] = :
= BV = a2
v Tan B = Tan [ Tan ¢ T & Y] T €

obtenemos el valor de N en funcién de “x" y “y" como se representa:
Y _ b4
N = X > 1 +vx
1+ » ( 1 + = *
vil + x)}= yx
_ ®{1 + »x) N4
e (1 + %) + v° - 2 2 19-13)

w(l + %)
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La ecuacion 9-18 de la pdgina anterior se puede representar en

la
siguiente forma egquivalente:

z z v 2
x+>:+y=T o bien xz+>:+y——:—=0

<1 aqaregamos el término (1/4+1/4N2)a ambos miembros de la ecuacidn
anterior tenemos:

2 2
¥ e = N =

1
4N°

+ + 2— =

v
N 3 AN +

reacomocdando las términos de l1la ecuacidén anterror en la siguiente
forma:

[ = +x+—ir]+[yz———y—+—1;z-] =—1—[1+—z—]

N2 ) - 1 2 1 N + 3
[>:+-—::~—] + [v — 2N] = 4{ b — (9-19)

La ecuacidn 2—19 representa wna circunferencias con centro en

" 2

1 ¥ . B 1 N + 1 _¢r2
Al ll 18 5 iy Sc T v con un radio igual a —~ 2 ] A

for ejemplo, si en la ecuacidén ?-1% el anculo ¢ es igual a Z:'-O°, el
valor de N = Tan ¢ =Tan 30°=0.577y se opuede calcular que para un
d&ngule ¢ = Z0°. el centro de la circunferencia es:

1
= - o ————— @)
3% 0.9 . Y 2(0.577) 08646
z
. 3 + o ? +
y el radio es r = ;[ L L 21 ]"/2= ; [0§3§3291] = 1
(Q0.377) "
Como la ecuacién 9-19 se satisface cuando x = y = 0 y cuando
» = -1 vy = O,independientemente del valor de N, cada circunferencia

pasa por el origen y por el punto -1 + j0. Se pueden trazar facilmente
los lugares del dngulo ¢ constante., una vez calculado el valor de N.

En la fig. 9-47 se representa una familia de curvas de &ngulo de
fase constante para diferentes valoresdel A&dngulog. Ademas en la
tabla9-4 se dan los valores de N, centro y radio para los valores del
angulo ¢.

Es importante hacer notar gque el lugar de WM constante para
valor dado de ¢. en realaidad no es toda 1la circunferencia, sino
splamente un arco. En otras palabras, los arcos de @ = 30° Y ¢ = 150°
son partes de la misma circunferencia. Esto se debe a que la
de un dngulo se mantiene igual si se affade % 1800
angula.

un

tangente
maultiplos de ese
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ﬁ Im
3 (-150°)
Plano G

Ffig. 9-67. Familia de Curvas de Angulo de Fase Constante.
Tabla 9-4
g*180° m N Centro  y= i/2 N Radio r={I/2N)/N&T

-50 - @ 0.0 0.500
=75 -3.732 -0.134 0.%i8
-60 -1.73 -0.289 0.577
-45 - LOO ~0.500 0.707
- 30 -Q.577 -0.866 1.000
-15 -Q 268 - 1,868 1.831
0 0.0 0 ¢] @

30 0.577 0.866 1.000
43 1.00 0.500 0.707
60 1.73 0.289 0.577
90 o ¢] 0.0 0.500
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-1 uzso de los circulos i v N nos osrmite hallar 1a
Trecuanclia e un sistema de control de laco cerrado a partir de la
respuesta en Trecuencia de lazo abierto G(iw) sin tener aque calcular
1a magnitud v el angulo de tage de la tuncivn de transterencia de lazo
cerrado para cada Trecuencila.las intersecciones de los lugares de
L(iw) con los circulos M v N nos dan los valores de M v N en los
puntas de frecuesncia sabre el lugar de G(iw).

En la Tag.?-68 (a) se reoresenta el luagar de G(lw) sobrepuesto a
una Tamilia de circulos M. En la fig. 9-68 (b) se puede ver €l mismo
lugar G{iw) sSobrepuesto a8 una familia de circulos N. De estos dos dia-
gramas se pude obtener l1la curvas de respuesta en frecusncia de laco
cerrado para el sistema,las cuales se representanenla fig 9-68 (c).

Imi

respuesta en

(o) (b)

I
I
|
1
|
!
|
I
|
|
]
|
)
I
|
|
1
i
|
!
L

'q Us w
(c)
Fig. 9-68 {(a) Gratica de LI(jw)

(b)) bBradtica de G(w)
{cH

sobrepuesta a una tamilia de carculos M

sobrepuesta a una familia de circulos N
Curvas de respueste en frecuencia de lazo cerrado
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En la *3g., ¢-681a) se puede ver aqu2 el carculode M= 1.1 corts
1 iuvgar Biiw) en un punto cuva frecuencie €s w = w. Esto s19niTica
ue & esta Trecuencla l& magnitud de la funcaion de Iransferencia de
tato cerracgc es 1.1. Tambien en la mismas tigura se puede ver gque el
circule M = Z es tancente 21 lugar Gijw) en w = we. ©ste es un sdlo
punto de cruce del ugar S{rw) y se le denomina valor pico de resonan—
Clia Mr v a la frecuencils ge resonancia se le representa con  wr. En
este ejemplo Mr = 2 ¥V wr = we. LComa conclusaidn impertante hay aue
nacer notar gue el valor picc ge resonancia es siempre el valar de M
qQue corresponde  &i circulo ™M de menor radio que sea
dragrame ae G{iw}i.

o m

tangente al

S—~1G.— LCartas de NiChpls,

ilna oe las desventajas de goerar con coordenhadas nelsres para  la
curva ge G{liwl. CoNSisTe en Quese gifha cuvwa nc retiense su Torma Grigl-
nal Zuands == 1nivroduce una modificacion simple, por 22emplo la varia-
—i60% 08 13 canan--s de lacc a=l si1stema. En los problemas oe cisefia,
CE2=1 siEmMpre es n2cesarac no seolc moditaigesr ia ganancia de laro, Sino
Tamoler Sg regLuliere sgregasr &1 sistema original una serie de controla-
doyraz a2  re2Tossiimentscion, ic ouz ocasaiona la necesidad ge
veconsTrulrs oo combieto 12 curve 2{jw) resultarnte. Fara propésitos de
nisefio mor 1o an*erisr results muchc mas conveniente trapazar can el
dragrama de poge C ses en el dominio  de la magnitud en decibeies
contra =1 anguio oe tese. Comx se recordara en el disqrama de Bode, la
curve 02 meonitudes se desplaza hacia arriba vy hacia abajoc sin distor-—
Ciohes. Ccomo Cconsecusncia de modificaciones oe la ganancia de lazo,
agemas 1o diagramas de Bode pusden modificar con mucha facilidag
pa

ra temar en cuenta lats alteraciones de B(_uo) r‘l.ham:h:: se agregan polos
v Ceros.

io= lugares geoméiricos de M v N constantes en coordenadas polares
se pueden transtTormar sin mucha difacultad a otra grafica equivalente
cuyas coordenadas son de magnitud en decibeles contra el anaulo de
fase. La figa. 969 ilustra el procedimiento wusada. Seleccionando un
punto en un circulo de M constante en el planc G{jw). el punto corres—
pondiente en €l plarc de magn:ztudes con respecto a2l angulo de fase, se
puede determinar tratando un vector directamente desde el origen del
planp G{3w). haste el punto considerado en el circulo de M constante.
Le longatud del vector en decibelees v el 4ngulo de Tase en grados nos
darn la ubicxcidén del punto corresponcilente en el plano de magnitud
respecto &1 aAngulo de Tase.

En 1a fig 9-¢&9 se ilustra el procesn de localiracadén de tres
puntos arbiltrarics corrspondientes a los lugares qeométricos de M
corstente en el planoc magnitud con respecto &l aaculo. El punto
cryitizco (—1.3Jw) en ej nplanc G(:w) corresponde al punto con cero deci—-—
beles v -18." en el planc de magnitudes con respecto a la fase.
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7im ¢
M=)
I*hano Ligewd
AM=13 i
/ e f—— s -
G, M=15 ¢ Lprrss
£ A= > /”"‘\03
0 Re G
(a)
dB M=1.3(2.3dB)
J/ M=15@5 D)
20og) g Gy A=2(6dB
20 IogmG] - ‘ )
20 IogmG3
0
-270° ~ 180° - 90°

Fase

(b)
Fig. 9-469. (a1 Circulos de M constante en el plano Gliw)
{(by Grafica de Nichols en coordenadas de maagnitud
en decibeles contra Tase (angulo).

Usando este mismo procedimiento también es posible transformar los
lugares geometricos de N constante al planc de maanitudes en decibeles
con respecto 2l &ngulo de fase.Nichols fue el praimero en trazar
lugaras geométricos de M v N constantes en coordenadas de
face v estas graficas reciben el nombre de "Cartas de MNichols".

En la fig. ?-70¢ se representan los lugares geométricos de M cons——
tante. para aAngqulos de fTase desde -180° hasta 0°.

En la f19.9—-71 se representa la Carta de Nichols para
{fase entre v

estos
magnitud v

anqulos de
Y -240°, Es importante hacer notar gue el punto critico

(—1.,10). corresponde en el diagrama de Nichols al punto (0dB,. -180%).

L as Cartas de Nichols contienen curvas de magnitud de lato cerrado Vv
dngulo de tase constantes. El diseRfador puede determinar aqrafticamente
el margen de fase, el margen de ganancla. la maagnirtud deli pico de
resonancira. la frecuencia del pico de resonancia v el ancho de bhanda

del sistema de lazo cerrado. a partir del diagrama de lazo ablierto del
lugar G(Iw).
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Fig. 9=-70.— Lugares Geométricos deom consta}onte. para dnaulos de
tase desde —180° hasta 0.

56/ \
32
|_——t0254dp
o e \\
24 />//—‘ 0,5 ﬂ£7<<
20 \
-2°
18| — \55 2._6. —5°
10? Zdb, -10°
12— ST\ — ¢ =
% 3db
° beod Sk 20°
8
* - 5 db,
I Fi0 1< 6'db =307
G Al
2yt k 9.db }
0 :0‘\ '2.d_b e ~60%
4Q /
-4 =
-8B
-2 of [ ]
\bﬁ___g__g___g_ o
A [ |
s
= e 1
~pgg”  -210° ~IBOT -150° T 120" 90 —60°  —30° o*
LGH

Fig. 9-71.- Carta de Nichols.
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El Diagrama de Nichols es simétrico con respectn al eje de ~180°.
Loa luwgares de M y N se repaten cada 360°, y bhay simetrlia cada
intervalo de 180°. Los lugares de M estan centrados alrededor del
punto critico (OdR, -180%). La Carta de Nichols o Diagrama de Nichols
es muy util para determinar la respuesta en frecuencia de laco cerrado
a partir de la respuesta en frecuencia de lac-o abierto.

respuesta en frecuencia de lazo abierto se sabrepone al
Nichols.

Si1 la curva de

diagrama de
las intersecciones de la curva de respuesta en frecuencia de

lazo abierto G(jw) con los lugares de M y N nos daran los valoes de

la

magnitud de M y del Angulo de fase de la respuesta de lazo cerrado en
cada punto de frecuencia.

Como ejemplo de aplicacién se considerara un sistema de contraol

con retroalimentacidén unitaria con la siguiente funcién de transferen—
cia de lazo abierto: ’

o v, .o
6wl = AT+ 6.5 + 1) 6 =1

Fara hallar la respuesta en frecuencia de lazo cerrado
el diagrama de Nichols, se traza el diagrama de G(jw) en coordenadas
de magnitud y Angulao de fase. En la fig. =72 (a) se muestra el diagra
ma de G(iw) sobrepuesto a un diagrama de Nichols. Las curvas de la —-—
respuesta en frecuencia fe lazo cerrado se pueden construir leyendo
las magnitudes y los angulos de fase en varios puntos de frecuencia.
Estas magnitudes y angulos se representan en la fig. 9-72 (b) en forma
de Diagramas de Bode. Como el contorno de magnitud mas grande tocado
por el lugar G(jiw) es 5 dB, la magnitud del pico de resonancia Mr es

utilizandao

igual a &5 decibeles. La frecuencia del pico de resonancia
correspondiente es de 0.8 rad/seaq. {0
s ;}’“\_—_“"‘
. ——-//
n 0 == —-
U
C
o
i) ; 2 8 AN N
Ol e
~10 —_— —_— )\ —
-5 L
03 ——
\\
7. -90° e, NN
_\_I - ==as —— (] \
= s ||
] % | &
I =l AN ———— —_——e | = e —- . \\
gL ) i - “ A\ =N ’ )
B 124db S ! 3] | ——\" s =
“w \‘ -21" =& I |
ceaQt —2w® ~180° e Zi200 —w0® 0 032 04 ua en :
/6 a) - : (b) sgpraviseii

Fig-. 9-72. (a) Grafica de G(jw) sobrepuesta a un diagrama de Nichols.
{b) Grafica de 1la respuesta en frecuencia de lazo cerrado.
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£1 punte de cruce de fase es el punto en el que el diagrama de
G(iw) corta al eje de —4180°, en este caso w = 1.4 rad/sea. vy €l punto
de cruce de ganancia 5 el punto donde el lugar intersecta al eje de 0
decibeles. en este caso w = V.76 rad/sea.El margen de fase es la
distancia horizontal medida en grados entre el punto de cruce de
ganancia v el punto craitico (O dB, -1807)y. E1l margen de gQanancia es la
distancia en decibeles entre el punto de cruce de fase
critico.

£1 ancho de banda del sistema de lazp cerrado se puede hallar
facilmente a partir de la grdfica de G(Jw) en el diagrama de Nichols.
La frecuencia en la interseccidn del lugar de G(iw) y 1 lugar de ——
m = -3 dB nos da 1 ancho de banda.

Si se varia la ganancila de lazo abierto K, la forma del 1lugar de
G{iw) en el diagrama del logaritmo de la magnitud en funcidén de 1la
fese, permanece inalterada. pero se desplaza hacia arriba (para K cre-
cirente) o hacia abajo (para K decreciente) a 1o largo del eje
vertical. Por lo tanto el lugar G(iw) corta a los lugares de M vy N en
forms diferente. dando lugar a una curva de respuesta en Tfrecuencia
diferente.Para un valor gpequefic de la ganancia K, el lugar 6(jw) nao
ha de ser tangente a ninguno de los lugares M, 1o cual significa que
no hav resonanclia en la respuesta en frecuencia de lazo cerrado.

vy el punto

Respuesta en frecuencia para sistemas de control con retro-—
alimentacién no unitaria.

TJodo el andlisis de la seccién precedente se ha limitado a
‘sistemas de control de laro cerrado con retroalimentacién unitaria.
Los lugares de M v N constante v el diagrama de Nichals se pueden
aplicar a un si1stema de control con retroalimentaciédn no uwunitaria,
para lo cual se reguilere hacer una peguefia madificacidn.

S1 £l sistema de lazp cerrado tiene una funcidén de retroalimenta-—

ci1dn Hi{s) no unitaria, la funcidén de transferencia de lazo cerrado

se
puede escribir como:

EXs) | L G(s)
R(s) 1 + G(s)H(s)

donde G(s) es la funcidn de transferencia directa y H(s) es la funcidén
de transferenc:ra de retroalimentacidn. La funcidn C(Iw)/R(jw) se puede
escribir en la siguiente Torma:

Ctiw) _ 1 GliwlH{Iiw)
R(iw?} H{jiw) 1 + G(iw)H(JwW)

haciendo Gi(jw) = B(iwlH(jw),la funcicdn de transferencia se puede
representar como:

Cliw) - 1 G1(J)w)
R{iw) H{jw} 1 + Bs(iw)

E}! wvalor de BGi(jw) se puede pbtener facjilmente trazando el diagrama de

Gi(3w) en el diagrama de Nichols y levendo los valores de M y N en dia-
ferentes puntos de frecuencias.
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La respuesta en frecuencia de lazo cerrado Cliw)/ROjJe) e puede
obtener multiplicando Gi(1w)/[ 1 + Gi(Jw)] por 1/H(jJw)., Esta multiplica
ci1in se puede realizar con mucha faciladad sa2 52 tracan 1los diaaramas
de bode de Gi(awl/[1 + B1lr1w}]v HiJw) v lusego se resta araficamente
la magnitud de H(Jw) de 18 de Gi(aw) /(1 + Ga(rw)] v también se resta
del mismo modo el dmoulo de tase de H{jw) del de Giliw)/f1 + Gul(ow)] -
Las curvas del logaritmo de la magnaitud v el dngulo de fase resultan—
tes nos daran la respuesta en frecuencia de lazo cerrado Cl(rw)/R(Iwl.

P~lu-2.— Ajustes de la Ganancaia,

En cas: todos los sistemas de control va se ha puesto de manifies-
to la granm ainfluencia gue tiene e1 valor de la aganancia (K) en la es-
tabilidad de los sistemas. Un valor elevado de kK. puede ocasionar que
la respuesta tenga oscllaciones con valores maximgs excesivos. Por lo
anterior. unc de los praimeros pasos en el disefio de un sistema es tra-—
tar oe ajustar kK a ciertos valaores que garanticen un Tfuncionamiento
Adecuado. Este ajuste de la ganancia. se puede basar en un valor maxi-—
mo especificado de la relacioén de amplitud Mr, para lo cual,., los luaga-—
res de M constante proporcionan una teéecnica conveniente,

En la fig. 9-73 se ha trazado un circulo M constante, con centro

en el punto M /(M= 1) v con un radio M/(MZ— 13, La linea tan—
gente al circulo DF. ague se ha trazado desde el origen tiene un dngulo
YW . Cuyo valor se puede calcular como sigue:

M

2

- |

Sen ypy = ft 21 = ;
[t}
Mi- 4
-1 1

de donde w = Sen >~ il

Se probara geometricamente gue la linea tra-ada desde el punto F.
perpendicular al eaxe real negativo., corta este eje en el punta —-21+j0.

?V

Fig. 9-73. Circulo de M constante
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Tomando como base la fia. 9-73.1a daistancia OF se puede calcular
apilicando el teorema de pitdgoras al tridngulo OPC. siendo OF un lado:

M% -1 MC—1 (tM*~1) (M°-1)
4.2 / /
OF = __ﬂ;_ﬂ_;_ . M2 (M -1)
(M7-1) : 1
= -1 _ _&P _ 1 _
por otro lado Sen y = M - OF de donde gP = o oF

supstituvendo el valor de OF se encuentra gque la distancia gP es:

1 M 1
A v VY M-1
la distancia Og es un lade del’ tridngulo OFg, de donde Og es iqual a:

2
=-/0P2—qr=-2=/” S - /"'"1 =¥ai=1
"2-1 12 2

Ml M

4B\=

con lo cual se demuestra gue el punto g tiene coordenadas (-1,j0).

Supongamos que se tiene un sistema de control, cuya funcidn de
transterencia en lazo abierto es:

K'(1l+jwTs)(1+jwT2)
(i) (1+jwTa) (1+jwTb)

Glijw) =

en donde K' es la ganancia del sistema.

Tomando como referencia la fig. 9-74, a continuacidbdn se resume en
seis pasos el procedimiento de ajuste de K, para tener un valor dese—
ado de Mr.,

1.— Se grafica la funcicn de transferencia de lazo abierto normalizada

Gi(iw) = G(jw) /K"

Se traga desde el origen una linea recta que forme un dngulo

w = Sen "(1/M) con el eje real negativo.

3.— Determine graficamente un circulo que tenga su centro en el eje
real negativo y que sea tangente tanto a la grafica Gi(jw) como a
la recta OFP trarada desde el origen.

4.— Desde el punto de tangencia con la recta OP, se traza una linea
perpendicular al eje real. Para que el circulo trazado correspon-—
diera al Mr deseado. el punto "gq". en donde la linea corta al eje
deberia ser e} punto (—-1,30).

)
Ju1]
rJ



X= |/k

Y

Fig. 9—74. Procedimiento de ajuste de K~

S.— La condicidén anterior se cumple, si la funcidn se afecta par un
valor de ganancia K gue sea precisamente el inverso del valor del
punto, en donde originalmente se tiene el corte del eje real.

6.— Por ultima, se ajusta la ganancia original K®, multiplicandola por
un factor A = K/K'. El valor de "A" es la cantidad de la ganancia
que se debe aumentar o disminuir, para cumplir con la condicidén
gel valor maxaimo de Mr gque se ha establecido.

Con el propésito de aplicar el procedimiento anterior, se resolve-—
ran a continuacién dos ejemplos de ajuste de la ganancaia,.

Ejemplo 1.-5Se tiene un sistema de control cuya funcién de transferen-—
cia de lazo abierto es:

1.0%5
jJw(jw + 1)

B{ijw) =

de tal manera que la ganancia K= 1.05
Determinar el valor de K, para que el valor de Mr = 1.26

En la fig. 2-75 se puede observar la grdfica polar de la funcidn de
transferencia normalizada de lazo abierto Bi(jw}) = G(ijw)/K’. Si el va-
lor de Mr = 1.26, el dngulo y trazado por una recta desde el origen es

v = Sent —X — = 5>,.57°

Con la recta a 52.52°y la grdafica polar se puede trazar el circulo M
con centro en el sie real negativo que sea tangente a la agrdfica polar
y & la recta OF. Desde el punto P se traza una linea perpendicular al
eje real negativo, gue corta en este caso el eje real en el punto .88
de tal manera que el valor de la ganancla viene dado por:




Fig. 9-75.~ Brdafica del ejemplo 1.

For 1o tanto 1a ganancia original K'=1.05 debe multiplicarse por
el factor 1.13
- - -
A v R

para que el sistema satisfaga la condicidn planteada.

Eiemplo 2Z.— Si se tiene un sistema de control con retroalimentacidn
unitaria y cuya funcidn de transferencia de lazo abierto es

K
Jw(l + Jw)

G(iw) =

determinar el valor de la ganancia K de modo que Mr = 1.4.

En primer lugar se debe de trazar el diagrama polar para la
funcidn

Gliw) _ 1
K Jwll + Jjw)
En la fig. 9-76 se hacen los trazos para la gr3dfica polar-. E1 valor

del angulo y se puede calcular con la férmulac
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Gljw)

Fig. 9-746. Determinacidn de la ganancia K utilirzando un circulo M.

-1 1 -1 1 o
= —_— = 45,
Sen 4 Q.6

v = Sen

El siguiente pasoc es trazar la linea OF gque forma un &ngula y = 45.6°
con el eje real negativo. Se traza luego el circulo tangente tanto al
diagrama G(3w)/K. como a la linea OP. Se determina €1 punto P,.donde
el circulo es tangente a la linea de 45.6°. La linea perpendicular ——
trazada desde el punto P corta al eje real negativo en (-0.43,0)}. For
lo tanto la gamancia K del sistema se determina como sigue:

= 5.5 T 178

El ejemplo anterior también se puede resolver facilmente utilizan-
do un diagrama de Nichols. En seguida se explica el procedimiento.

La fig. 9-77 muestira el lugar de Mr = 1.4 y el lugar G(jw)/K. E1
modificar la gamancia no tiene efecto en el &ngulo de fase, pero si
desplaza verticalmente la curva hacia arriba para valores de K mayores
que 1 y hacia abajo para valores de K menores que 1. En la fig 9-77 se
debe elevar en 4 decibeles el diagrama de G(iw)/K para que sea tangen-—
te al lugar Mr deseado y que todo el diagrama G(jiw)/K guede fuera de
la grafica de Mr= 1.4. La cantidad de variacidén vertical del lugar
G{iw)/K es la que nos determina la ganancia necesaria para obtener el

valaor deseado de Mr. La ecuacidn logaritmica se expresa en la
sigutrente forma:

20 log K

i
o

de donde K = 1.58

cuyo resultado es exactamente i1gual al que ya se habia obtenido antes.

<83



1G] endb

_90'

Fig. 9-77. Determinacion de la ganancia K utilirzando
el diagrama de Nichaols.
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CAPITULO X

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

A lo larao de todo este trabajo desarrollado durante cerca de 15
meses., he tratado de ser lo md&s explicito posible en cada uno -~de los
temas tratados. En muchos casos se han hecho las demostraciones de
farmulas v teoremas que en casi todos los libros s6lo son enunciados.
La 1dea ha sido facilitar al maximo la comprensidén para el estudiante
comun sobre los principios fundamentales de la Teoria del Control.

La presente Tesis, considero que cumple plenamente con su objetivo
de crientar & los estudiantes en e1 estudio de 1los sistemas de
control, aungue como toda obra esta sujeta a criticas constructivas
que con mucho gusto yo aceptaré de parte de mis compafiercos maestros o
alumnos va que sera una forma de perfeccionar aun mas este material de
sestudioc.

En todos los capitulos desarrollados he tratado de ir directamente
a2 lo mas importante de los temas. eliminando todo agquellc gue sea
irrelevante, lo gue comunmente conocemos como la paja de un libro.

Les recomiendo a todos los estudiantes gue lean este trabajo como
alao gue seguramente les ayudara a entender la Teoria del control.peroc
esta obra de ninguna manera es limitativa; por lo gue los exhorto a
leer ademas otros libros gue yo personalmente les recomiendo como
libros de textoc v de consulta en cada uno de los cursos gque imparto.
Siempre es recomendable tener a la mano diferentes opiniones de varios
autores sobre 1a materia. lo cual da como resultado un enriguecimiento
de nuestros conocimientos.De hecho en 1a bibliografia que se mencigna
s continuacisn se tiene la informacién sobre  libros recomendados.
Todos estos libros los he ido adquiriendo poco a poco a 1o largo de
varios afios, constituyen una peguefia biblicoteca especializada y defi——
nitivamente son la base que me ha servido para impartir 1la catedra
sobre 1a Teoria del Control.
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APENDICE A

Tabla de Transformadas
de Laplace

Transtormada de Laplace Funcion de tiempo
E(s) {in)
1 .
; 1) (Lunagn escalon umiano)
H
g !
n! _
Wl i " {(n = (entero posiLve)
i
l p
e o
s+ u
] ¢ e P It
(s +a)(s+b) h-a
“’: W, 5 /_—I
TN — sy -
524 2w,s + W} \ \/l_- ¢ b §
__l__. _,l— n d, e/T
(1 +.T)"° T"(n - 1)
Wl Twle 77 w0 Seefen( w"\/l -‘-—{’ r=9)
3, » 11" ——y i = I
(14 Th)(s? + 2fw,5 W) ) = 2w, + T Pl = §)(00 = T, - T3l
Tupl 1
domde ¢ = tan b — = —0
l I-;wll
wll
\En !
1w
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APENDICE A

(Cont. )

bramsdaimada de L apihae

Fis)

| vscseonin s G nae

o)

w/ (1 =+ av)

3
’

R 5
$' 4 qyw,s 4 ow

B IR0 RS

| sy, T :

g e 4] 3
“"\ T

1 {u.r\ﬂ" u'”“l_; i t4 Q)

s d:",\ | {

5

donde ¢ = tun -
I = ale,

- 5 £ wpl + Gl o, [+ ¢) domde ¢ = 1an ‘uw,
T4 W
w, 1 208w, 0 u},_‘: o it
‘/j - ¢ 1= 2Tw, + 774
1 b
w (] 4+ us) —: (7 T
- - Yoaenay 1 $2ra ¢y r — = 7
(1 Ta)(s* + 28,5 o)) l 24w, + 1w
| aw, JI 3 ; 7w,,y/l e
donde ¢ = tan 5 - tan | ——
1 - oyw, 1 - Tia,

(..,'(l - ut)

I+ Ts)(s?+w})

R
oS, + o)
y 14 7wy

t..":' I —u)

>~ C
L+ T w,

dunde ¢ = lan ‘uw, - tan ‘w, T

wl{l + ar)

s+ 2lw,s + w}')

1+ =1 - 2agw, + u“.),( bt
Vi
Xsemcuwy/l 3T @)
uw, I?fl N
donde ¢ = an '-——--‘-/—_ = tan ! ‘/
I i, \

ui(l + )

s+ Tsy(s® +w)

e 1) /1 |l
r = e o - S T3 LM, 1t )
L4 770) L 1+ 7% '

»

' :
donde B = an aw, un e 7

wl (14 ux)

sl 4 I (s? + e 4wl

|_- .’._iuu.,—‘l -n "w,: o
1+ N—— i
(b= 278w, 4 1 )

R N FETR
/\.;uu."\/l =4 g ] ‘l,..;'—o-l‘u'l £t

1

¢ = tan ' |uw, \/I [ I ST |

JTet T
- — tan e - —

o i

tan
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APENDICE A (Cont.:

Franstonmada de 1 aplace 1 uncion de nempo
vy )
w, Tw, I
e e ——— e " e, ¢ = §)
I RS TR S L4 Tray y1+ T

donde ¢ = tan ', 7

W, 1

" 1+ ———<¢ {‘,"lsfﬂ(w” ]‘_ g‘?, - @)
i-¢

2 - 8}
VT 2w 0 )

donde ¢ = 1an V-

1 - cosw,t

. I,A l. - T
vl o 1)
____l___ | - izf T
vl # T\): T
- ——-———T~ £l s
1 - 270w, + 77
¢ tsent e BT 1 6)
S _ o & - B=-
1 TO0T F ey *wg) V(=3 - BT, + TPa))
- e Ta/1 - £
donded = lan —T 1an T - i,
& 2 1 —
. e - ;- —{ + ———— ‘“-'sen(w,,‘/l -tir—¢)
(T 2w W) o T el
L=
donde ¢ = 21an 7
28 7 w?

-, T

(=T == 4—————t

3 - €
" 1 - 280, T+ T u

wl e Ssen(wyl - {1 ¢)

+ —————
A7) Top(e 4 e 04 W) w, (1 — 1)1 - e, T+ 170)

‘/1 - ' 7’..,,‘/1 -8

donde ¢ = 21an ! ——_§_ 4 tan’ -l—_'ing—

__l__ =27+ (1 + 27ye ' ?

V(4 7'()1
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APENDICE A  (cont.»

Translormada de Laplace I vk de neimpo
I{v) i
1+ us

7 e P = gl s

.n.:: o?

24+ w5 + ! _—\/l —e lu.-,\m(u:,,\/l ~ 4 ¢y
=
1 -2
donde ¢ = tan | —— —
-{
]
Sz 4 uﬂ Cus w, 7
) ] 1
Sl B ——rsena,l
(57 + f)’ o, "
5 1 :
% = 5= (€OS W, [ ~ €OS w5
(57 + Wl )% + uly) "’-:2'”21( ' “
s -l ~s/T !
—_— e F === co5w, I - )
(14 Ts)(s? + w]) (1+ T%]) i

donde ¢ = tan " 'w, T

1+ a5+ bs? ”"’Tl'le

(+(a-1; - T3) + e 1T

sHL+ 1)1 + Tqs) -1
- -2
Sl Laplghre

T-T

1+ \/“ - afu, - bo? + 200 & (1 - £)(a - 2w, )
1- {’

W+ s + be?)

xe etsen(uwfl - §ig+
:(’14_2:””’_'_”:) (UJ { ¢)

donde
L et = (e - 20w) -4t
¢ = tan N - tam ' —
bow (28" = 1)+ 1 — alw, =i
s? 1
3 — (SN, + W, s W, ()

2w,

Y 4=
(57 + o)




Apcendice B

Solucion

dc ccuacionces

En la Teoria del control muv frecuentemente es necesario calcular
las raices de una ecuacidn o factaorizar un polinomio. A continuacidn
se estudiaran algunos procedimientos para la solucidon de ecuaciones.

fLonsideremos la ecuacidén general

anpn + awapn + ... + a1p + ac = 0 (B-1)

en la cual 102 coeficientes an, ar-1, 8tc son numeros reales. El coe—
ficiente de p se puede hacer unitario por division:
n an—1 n=1

a
p + =<2\ P F saww ¥ —51— p + B2 =@
n n RN

gue tambien se puede representar en la siguiente formas

b" 4+ brap" ™t s... * bBip + bo = O (B-2)

Se pueden hacer varias observaciones en la ecuacisén B-2:

1.— EI nimeroc de raices es igual al grado "n" de la ecuacidn.

.- Las raices pueden ser reales o camplejas. 5in embargo las raices
compleias ocurren en pares. Esto significa que si n es impar, debe
haber por 1o menos una raiz real.

% .— Existen varios métodos para encaontrar las raices. Si la ecuacidn
es de primero o segundo orden, la solucién es relativamente muy
sencilla, pero si la ecuacion es de tercer orden o mayor,., 1 pro-—
blema se complica.

4.— Existe un méetodo muy utilizado para resolver sistemas de tercer
orden o mayor, aplicando la divisisn sintética. A continuacidn se
ilustrara el método por medio de un ejemplo.

Se desea calcular las raices de la siguiente ecuacions:
E] 2
f(py = p+ 5p+ 1ip + 13 = 0

El primer paso es suponer una raiz real. por ejemplo. —1 (por senci—
llez se escoge un entero}. Despues se escriben los coeficientes de la
ecuacidn. Los pasos son los siguientes: multiplicar el primer coefi——
ciente por -1, se suma el resultado al segundo coeficiente.multiplicar
la suma por -1 y sumarsela al tercer coeficiente y asai sucesivamente.

1 +5 +11 +195 l —1
-1 - 4 - 7
1 +4 + 7 + 8



2]l valor ge ~1-]) es H: por

lo tantc -3 no &5 una raic de la
ecuacidtn. tn cegu:dea

s€ pruaeba con otro valor. por ejemplo 4.

1 +3 +11 +1h | -4
-1

= 4 =8
1 +.3 + 7 -13

For lo tanto fi—43)=-1%510 que nos gice que el 4 no soclamente No es
raiz. sinoc que el camb:io de signo | recordar que f(-1) = +8] ndicza la
presencia de una rairT entre -1 y —4,. Frobaremos ahaora cen -2

e

1 *5 +11 *#1.5 =3
=5 ~ ~-15
1 + + = (8]

El valor ae f{—Z%) es cero v por lo tanto -3 es una raiz. Una vez que
sSe encuentra una raiz por medioc de la division sintéetica. la solucidn
completa s2 abriene facilmente. La daivision de f(py por =1 factor

(ptr31 pnosda p +2p +5,  aplicando la foérmula general de s2gundo
grado obtenemts ios siguientes valores p = —1 * 12, Por lo oue 52
concluve gue las tres rsices son ry = —3 4, Fz = —1 412 vy r3a = —i —12.

Existe ciro metodo psra resgolver ecuacicnes en las cuales “na"  es
naFr v mavor gue © v se conoce come el Metodo de Lin. El método consis-—
t= en rea:icar repnstidass civaiciones entre factores cuadraticos supuss—
tos nmasTas que =l residuc 23 suticientemente peguefio. En esta formsa un
oolinorics pusde factorizarse sn factores cuadraticos, de log cuales

cueden oorensr ias raxces de la ecuacidn. Ei Método de
s cortinuacidr con e 23jemplo. Supongamos oue 52 desead
ioes de la siguiente 2cuacidn:
fip) = p* + &p°® + 1€p° + 30p + 25 = O

-imersmente se divide =1 polincmio completo entre un factor cuaa-
dratico supuesto =20 un intento por expresar f(p) como =1 producto de
doc factores cuadraticos. Se utilizan los ultimos tres términos de
fir; pare obrener el primer divisor de prueba.

2 30 25 2

igp? + Top + 25 = p° + ia P is — P + 1.7p + 1.4

La divisién nos da el saiguriente resultado:

pz + 4 3p + 2.3

2 a .3 z R

g2 + 1.7p + 1.4 p° + 6.0p + 18.0p° + I0.0p + 23.0
“ 4+ 1.70° + 1.4p°

w

4.3p> + 16.6p° + 30.0p

4.3p + 7.392 + &.0p

w

9.5p° + 24, Dp+ 5.0

9.7p° + 15.8p + 13.0

8.2p + 12.0

o4



€l re=iduo es alago grande v por lo tanto se obtiene un segundo

divisor de prueba a partir de la expresison encerrada en pareéntesis en
e paso anterior. Este es

0% + 24,0 . =220 2 -
———= -——— - I : - 4+ 2.
9.z P 2.3 P &g Z

La aivision con este factor supuesto produce un residuo 3IF.9p+7.4
aue es mas peqguefio gue el residuo anterior. E1 proceso puede
contanuarse usando un tercer divisor de prueba gue se determina de la
misma manera. El residuc es entonces 2.8 + 5.2. Despuéds de ocho
tanteos. el residuc es —0.12p-0.10.que vya es bastante pequeffo. De
acuerdo con el procedimiento anterior. los factores resultantes son:

(p° + 4.01p + 4.98)({p° + 1.99p + 5.04)

aue se aproxima & los valores rezles de los tTactores

(p> + 4o + S)(p° + 2p + 5)

as rsices de cada trinomios Se pueden obtener aplicando la formula
sneral de segunoo orden con le cue se termina de factorizar toda la
xpresidén complets.
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APENDICE

D

TABLA PARA LA CONVERSION DE BECIBELES (m = 20 log., M)

M 0 | 3 3 4 5 6 7 8 9

(TRY] a) = =d000 | =33 UK | — WG 70 (2602 (=24 40 12310 [ =2193 | ~2092
1] 2200021917 [ 1842 =172 72— 1708 [= 1648 {=1592 | =15 39 | =1489 | = 1492
G2 =1398)=1356 (=13 15 |=12771-1240 | =1204 |=1170 [~ 1137 [=1106|=10.75
D3] =136 |=1017 ] =900 | -0l | =937 =912 ~§5dY | -86d4 [ -BA0| -B.I8
04 96| —7.79 | =754 733 =703 | 694 -67 | ~a.56 | -638 | —-6.20
03 602 -585 ] —s68 | -341| =535 =519 | =504 | 488 [ -373 ] —4.58
ol =493l 429 =48] 301 | =388 | =374 | -3e6l | =348 | =335 =322
(1 310} =297 =285 | 273 —262| =250 -238 1 =227 -2.16 | -2.05
(I S VI B A% T R s ey (5 1 ey - I (N 5 T O A O I I PR N Il B2
UY | -V9Z| -0 | —0 731 063 | -054| 045 ~03S | =026 [ -018 [ =009
o ! owo| ooy | 017| 020, 034 042 es1| o use | 067 075
il 033 09 0.9% 1 06 114 i.24 1.29 1.36 44 1.51
12 1.58 | 66 |73 1.80 1 87 } 94 201 2.08 2.14 2.21
1.3 228 2.35 241 248 254 26l 267 273 2.50 2.86
14 292 2.98 3.5 3] 3.17 3.23 3.2y 333 341 Jd6
13 352 3.58 3ioa 16y 375 3.381 3.86 392 3.97 4,03
I 6 108 4.4 4.19 424 430 435 440 445 4.51 4.56
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