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Resumen

Algoritmos de Filtrado de Kalman para Estados de Sistemas Estocasticos
sobre Observaciones Discretas y Continuas

Publicaciéon No.

Mario Ariel Villanueva Llanes
Universidad Autonoma de Nuevo Ledn
Facultad de Ingenieria Mecanica y Eléctrica
Profesor Asesor: Dr. Mikhail V. Basin
Julio, 1999,

El contenido de la presente tesis esta orientado a resolver el problema de filtrado de sistemas con
estados estocasticos del tipo Volterra, los cuales, estan comprendidos dentro de la clase general de
sistemas con retardo. El estudio se realiza en el area de filtrado en ¢l dominio del tiempo haciendo
una extensién del filtro de Kalman-Bucy [3], y del filtro condicional Gaussianc (6], para procesos
de Ito-Volterra; apoyada en los resultados sobre filtrado de Y. V. Orlov y M. V. Basin expuestos en
8,9].

La teoria desarroliada se presenta en el capitulo 6, y consiste en un teorema para el filtrado de
procesos de Ito-Volterra sobre observaciones discontinuas, un teorema para el filtrado de procesos
de Ito-Volterra sobre observaciones con retardo y un corolario para el filtrado de procesos de Ito-
Volterra sobre observaciones con multiples retardos. También se proporcionan ¢jemplos con el
proposito de ilustrar la aplicabilidad de los resultados.

Los resultados expuestos, tienen su importancia cientifica como herramientas matemadticas en
el disefio de filtros para sistemas estocésticos expresados en forma de ecuaciones integrales y que
no pueden ser transformados a ecuaciones diferenciales. Lo anterior implica que al resolverse el
problema de filtrado desde el punto de vista integral, implicitamente, se esta resolviendo ¢l mismo
problema para toda aquella clase de sistemas diferenciales que pueden escribirse como dichos
sistemas integrales. Con esto, se abarcan las aplicaciones usuvales del filtro de Kalman y se tiene la

oportunidad de explorar la solucion de filtrado para sistemas mas complejos que el caso diferencial

no resuclve,
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Capitulo 1
Introduccion

1.1 Motivacion

En la vida modema el concepto de filtro cobra cada vez mds relevancia, esto es debido a que en la
naturaleza todo tipo de proceso (ya sea bioldgico, quimico, eléctrico, mecanico, etc...), no escapa
a la presencia de ruidos que distorsionan alguna sefial o referencia que se desea medir. Uno de los
ejemplos mas claros de como afecta el ruido a nuestras vidas cotidianas puede verse en ¢l campo
de las comunicaciones, y por citar algunos casos: las sefiales de radio o de television, las cuales,
son cominmente recibidas con ruido, de tal manera que en algunos casos es imposible una clara
recepeion; este problema ha motivado el uso de filtros para mejorar la calidad de operacion de estos
aparatos. Es precisamente la palabra calidad, la que encierra el propdsito primordial de la existencia
de la teoria del filtrado, pues basta simplemente con asociar la idea de filfrar con la de eliminar los
componentes no deseados.

El contenido de la presente tesis esta orientado a resolver el problema de filtrado de sistemas con
estados estocasticos del tipo Volterra, los cuales, estan comprendidos dentro de la clase general de
sistemas con retardo. El estudio se realiza en el area de filtrado en el dominio del tiempo haciendo
una extension del filiro de Kaiman-Bucy [3], y del filtro condicional Gaussiano [6], pata procesos
de Ito-Volierra; apoyada en los resultados sobre filtrado de Y V. Orlov y M. V. Basin [8, 9).

Los resuitados expuestos, tienen importancia cientifica como herramientas matematicas en el
disefio de filtros para sistemas estocasticos expresados en forma de ecuaciones integrales que no
pueden ser transformados a ecuaciones diferenciales. Lo anterior implica que al resolverse el
problema de filtrado desde el punto de vista integral, implicitamente, se est resolviendo el mismo
problema para toda aquella clase de sistemas diferenciales que pueden escribirse como dichos
sistemas integrales. Con esto se abarcan las aplicaciones usuales del filtro de Kalman y se tiene la

oportunidad de explorar la solucion de filtrado de sistemas mas complejos que el caso diferencial

no resuelve.



1.2 El Problema de Filtrado

El término filtro, es cominmente usado para describir un componente fisico o un modelo
matemadtico programable computacionalmente, que esta aplicado a un conjunto de ¢ventos con
ruido con la intencion de extraer cierta informacion de interés. El ruido por su parte, puede ser
generado de multiples formas y fisicamente podré afectar a todo sistema. En cualquier evento, se

usa un filtro para desempefiar tres operaciones basicas de procesamiento de la informacién:

(1) Filtrado, el cual, consiste en la extraccidén de la informacion de interés al tiempo ¢, usando
mediciones de datos desde un tiempo inicial ¢y hasta el tiempo . En el proceso de sefiales en

linea (por ejemplo el filtro de Kalman-Bucy), para formar ¢l mejor estimado en ¢ se emplea
dnicamente el valor de la observacién en el instante ¢.

(2) Suavizacion, en este proceso a diferencia del filtrado, 1a informacion de interés no necesita estar
disponible al tiempo ¢, y las mediciones de los datos son hechas después del tiempo t. Lo anterior
implica que existe un tiempo de retardo en producirse ¢l resultado de interés.

(3) Prediccion, esta operacion no es mas que una prevision de la informacion en el tiempo ¢ + 7,
para T > 0, cuando el proceso se encuentra en el tiempo £.

En el caso del filtrado, ¢l problema consiste en encontrar el mejor estimado al tiempo ¢ de los
vectores reales o complejos, afectados por la presencia de ruidos aleatorios, al tiempo ¢ y de los
cuales se desea conocer su dinamica.

Para mejor comprensién del tipo de problemas de filtrado que este trabajo comprende, se requiere

de la introduccién de los siguientes conceptos considerando que t € Ry ¢ < ¢.

Definicién 1.1 Las observaciones continuas, son funciones tales que estdn disponibles en cada
tiempo t y forman una funcion continua. Del mismo modo, las observaciones discretas, son

Junciones disponibles en un conjunto finito o contable de valores para los momentos t, Vk =
0,1,2,...

Definicion 1.2 Se dice que las observaciones discontinuas (con discontinuidades), son funciones

disponibles en cada instante t y forman una funcién discontinua de variacion acotada que incluye

componentes continuo y discreto.



Definicion 1.3 Las observaciones discretas con retardos, son funciones disponibles en un
conjunto finito o contable de valores para los momentos t, Yk = 0,1,2, ..., las cuales, pueden

depender de los estados disponibles en los tiempos previos ti;, Vi = 0,1,2, ..., tal que ty; < 1.

1.3 Antecedentes

La teoria de filtrado tuvo sus inicios en 1949 con los estudios del problema de filtrado de sistemas
bajo la presencia de ruidos Gaussianos, este método ideado por N. Wiener [1], utilizd técnicas
de interpolacion y de extrapolacidn sobre series estacionarias en el tiempo y se le conoce como
Jiltrado de Wiener. En 1958, como una aplicacion de la teoria de la variable de estado, Rudolf
Emil Kalman (1930), elabor6 una aproximacion del modelo basado en el problema del filtrado
de Wiener, resultado de gran trascendencia para la ciencia, y que meses después se le conoceria
como ¢} célebre filtro de Kalman [2]. Mas tarde, en 1961, Kalman y R S. Bucy [3], presentaron
una nueva aplicacion a la teoria del filtrado, ésta se conoce como el filtro de Kalman-Bucy. Los
trabajos en (2] y [3] desarrollaron originalmente el concepto de filtrado para sistemas lineales en
tiempo discreto y en tiempo continuo respectivamente. Con base a lo anterior, en [20] P Frost y
T Kailath (1971), utilizando el mismo esquema del filtrado lineal, efectuaron la generalizacién de
éste al caso no lineal. Por otra parte, ¢! método universal para obtener las ecuaciones del filtrado
de sistemas bajo la presencia de ruidos Gaussianos, ¢s decir, la forma abstracta para funciones de
densidades de probabilidad condicional que se establece en el teorema de correlacion de procesos
Gaussianos (teorema de correlacion normal), fue originalmente planteada por R. S. Liptser y A. N.
Shiryayev en [11], en el afio de 1977. En este sentido y para fines practicos, la informacion mas
sobresaliente del area de la teoria del filtrado, se puede hallar en el trabajo [19], de S. K. Mitter
(199¢6) .

Por otra parte y como producto del modelado matematico de la coexistencia entre dos
poblaciones ecoldgicas, el Italiano Vito Wlterra (1860-1940), en los afios 20, concluyé con una
ecuacion integral (la cual, puede ser o no, reducida al caso de una ecuacion diferencial), para

analizar las variaciones ciclicas observadas en las poblaciones de tiburones y los peces que le



sirven de alimento en el mar Adriatico. Esta ecuacion, combinada con la integral estocastica de
Ito, dieron paso a la ¢cuacion de fro-Wolterra y representa (cualitativamente), el modelo estocastico
presa-depredador, otra cualidad aun mds importante, es la de expresar mateméticamente todas
aquellas situaciones dadas por los sistemas estocasticos escritos en forma de ecuacion diferencial
los cuales forman parte de la teoria del control lineal en variables de estado. Los primeros
trabajos sobre la existencia y la unicidad de la ecuacién de Ito-Volterra fueron realizados por K
Ito [4], en el afio de 1979. Posteriormente, A. ¥ Balakrishran [5], realizé en 1980 las primeras
aplicaciones de este modelo a la teoria del control 6ptimo. En 1985, M. L. Kleptsina v A. .
leretennikov (6], establecieron el procedimiento para obtener el filtro 6ptimo del proceso descrito
sobre observaciones continuas de una ecuacién reducible a una ecuacion diferencial en el caso
escalar  Un afio mas tarde L. E. Shaiket |[7], publicaria ¢l mismo resuitado, pero para el caso
vectorial. Finalmente ¥ ¥/ Orlov 8] y M. ¥/ Basin 8, 9], en una serie de trabajos diversos, sentaron
las bases necesarias para el analisis del filtrado de las ecuaciones de Ito- Volterra sobre observaciones

discontinuas, de las cuales se obtienen las observaciones discretas con retardo presentadas por

primera vez en este trabajo.

1.4 Aportaciones Principales

Las aportaciones de esta tesis son las siguientes:

1.4.1 Filtrado para Procesos de [to-Volterra sobre OQbservaciones de
Ito-Volterra Discontinuas

Este resultado es basicamente una extension del filtro de Kalman-Bucy [3}, y del filtro condicional
Gaussiano para procesos de Ito-Volterra [6]. La ecuacidn que describe el comportamiento diniamico
del sistema y la ecuacion de observacion, estdn dadas en la forma de una ecuacion integral de Ito-
Volterra, mismas que no pueden ser reducidas al caso de una ecuacién diferencial ordinaria, lo cual
dificulta el camino para hallar una ecuacién de estimacion Optima para ese sistema. Ademds, la
ecuacion de observacion esta caracterizada por una funcion de variacion acotada, la cual puede

ser representada por una funcion generalizada de orden cero como la funcién escalon. En este



sentido, se establecen las ecuaciones de filtrado dptimo, la funcién de correlacion y la funcion
caracteristica para procesos de Ito-Volterra sobre observaciones de Ito-Volterra en la forma de
ecuaciones integrales para los casos continuo y discontinuo respectivamente.

Esta aportacion fue originalmente ideada por M. ¥ Basin y concluida en [24], publicacién

aceptada para su presentacion en la Conferencia Americana de Control (ACC). Se incluye en el
apéndice.

1.4.2 Filtrado para Procesos de [to-Volterra sobre Observaciones de
Ito-Volterra Discretas con Retardo

Esta aportacién es obtenida de la derivacién del filtrado para procesos de Ito-Volterra sobre
observaciones de lto-Volterra discontinuas al incluir en la ecuacion de observacion una funciéon
Heaviside que la transforma en una ecuacion discreta (de diferencias). Se establece mediante un
teorema las condiciones para obtener el estimado Optimo, la funcion del error de estimacién y la

funcion de la mejor desviacion del estimado del estado para sistemas de este tipo.

1.4.3 Filtrado para Procesos de Ito-Volterra sobre Observaciones de
Ito-Volterra Discretas con Miiltiples Retardos
Esta aportacion [32], es obtenida de la derivacién del filtrado de procesos de Ito-Volterra sobre
observaciones de Ito-Volterra con retardo, al substituir en ¢l caso de observaciones discontinuas
una funcién Heaviside con multiples tiempos de escalonamiento. Se presentan las ecuaciones del
mejor estimado, la funcidn de correlacion y la funcién caracteristica.

Las dos contribuciones anteriores estan puestas a consideracion para participar en la Conferencia

de Decision y Control de 1999 (CDC99). Se incluye en el apéndice.

1.4.4 Ejemplos Matematicos

En los respectivos casos de filtrado para procesos de Ito-Volterra sobre observaciones continuas,
discontinuas, discretas con retardo y discretas con multiples retardos; se presentan ejemplos
matematicos (sin aplicacién practica), con el fin de ilustrar la funcionalidad y las posibles
aplicaciones de los resultados obtenidos. sin embargo, en el caso de observaciones con retardo, se

sugieren aplicaciones practicas (sin conocer las ecuaciones reales de los modelos), para el problema



de transmision de fotografias satelitales a la correspondiente estacion de control y analisis, asi como,

para el problema del mejoramiento de imagenes de placas radiograficas digitales [33].

1.4.5 Meétodo de Simulacion para Procesos de Ito-Volterra

Dado que en la actualidad no se cuenta con los programas necesarios para la simulacion de sistemas
expresados en forma de ecuaciones integrales, se presenta para los correspondientes ejemplos, un
método aproximado de simular las ecuaciones de Ito-Volterra (basado en la ley de Leibnirz), el
cual pese a no ser preciso, resulta satisfactorio para el propdsito fundamental de dichos problemas.

Para todos los casos, las simulaciones en computadora de estos sistemas se realiz6 con la ayuda del

programa Simnon 1.0.

1.5 Organizacion de la Tesis

En el capitulo dos, se presenta una recopilacion de la teoria de probabilidad, necesaria para la
definicion de los espacios de probabilidad, procesos estocasticos, la integral de Ito y su férmula
diferencial. También s¢ revisan las definiciones de la integral de Lebesgue, la ecuacion de Volterra
y la integral de Ito-Volterra. En este capitulo, se pretende dar al lector una idea de los conceptos
fundamentales para la comprension de los resultados expuestos, asi como para plasmar la serie de
referencias en las que sustenta la base teérica de los mismos.

En el capitulo tres se introducen los resultados méas importantes de la teoria clasica del filtrado, es
decir, el filtro de Wiener, el filtro de Kalman y el filtro de Kalman-Bucy; haciendo una comparacion
de sus propiedades y soluciones, con el fin de establecer las ventajas y desventajas de cada uno de
estos métodos y la manera en que a ido evolucionado la teoria general del filtrado de los sistemas
Gaussianos.

Para tener un acercamiento a los resultados que se exponen en el capitulo seis, el capitulo
cuatro encierra en su contenido la descripcion del filtro condicional Gaussiano para procesos de
Ito-Volterra (en los casos escalar y vectorial), descritos en [6] ¥ [7]; y del problema de filtrado de
Ito-Volterra sobre observaciones discontinuas escalares resuelto en [8].

Por otra parte, en el capitulo cinco se presenta un método para la solucion de ecuaciones



diferenciales en distribuciones, el cual es necesario para la correspondiente solucion del problema
de filtrado para procesos de Ito-Volterra sobre observaciones discontinuas. Aqui, se propone el uso
de una ecuacién de medida equivalente a la solucion de las ecuaciones de este tipo conocida como
Vibrosolucién. Este capitulo es fundamental en la descripcidn tedrica de los problemas de filtrado
que son investigados posteriormente.

El capitulo seis encierra los resultado que se ponen a consideracién en esta tesis, descritos en la
seccion anterior de aportaciones, y comprenden dos teoremas y un corolario.

Finalmente en el capitulo siete, se presentan las conclusiones de los resultados obtenidos,
asi como sugerencias para una serie de trabajos a realizar en un futuro en esta misma linea de

investigacion.



Capitulo 2
Marco Teodrico

2.1 Probabilidad y Estadistica

2.1.1 Fundamentos Matematicos de la Teoria de Probabilidad

Considere el problema de construir un modelo probabilistico para un experimento con un nimero

infinito de resultados independientes.

Definicion 2.1 A fodo resultado o elemento w;, i = 0,1, ..., ocurriendo en un experimento, se le

conoce como punto muestra ¢ evento elemental

En lo sucesivo (a menos que se indique lo contrario), consideraremos que en un mismo

experimento, w; es independiente de w;, Vi # 7,4, =0,1,....

Definicion 2.2 A/ conjunto infinito de estos eventos elementales Q = {wy, ..., }, se le conoce como

espacio muestra.

Definicion 2.3 Un evento, estd definido como cualquier subconjunto A C QQ, tal que, YVw, € Q,
ysi A, B C X, entonces:
a) Launion de Ay B esta dada por:
AUB={wefl:we AVweE B},

donde, A U B, es el evento consistente de realizaciones de A o de B.
b) Lainterseccion de Ay B:

ANB={wefl:we AAwe€ B},

donde, A M B, consiste de las realizaciones simultanecas de Ay B.
¢) El complemento de A:

A={we:w¢ A}

Definicion 2.4 Se dice que O, es el conjunto vacio o evento imposible. Por el contrario a §, se

le conoce como el evento cierto.



Definicion 2.5 Sea §2 un conjunto infinito de puntos elementales w. Una coleccion A de

subconjuntos de €}, es llamada un dlgebra si:
a) QCA,
by ABCA=AUBCA ANBCA,
) ACA=SACA

Definicion 2.6 Un sistema F de subconjuntos de €1, es un o-dlgebra si:
a) esunalgebra
b) y ademas satisface que

V{d,} CF=| A eF
Definicion 2.7 El par (Q, F) es un espacio medible.

Definicion 2.8 (Fundamental) Sea P, una funcion de probabilidad sobre F, entonces, la triple

ordenada (2, F, P), es llamada un modelo probabilistico o un espacio de probabilidad.

Nota 2.1 En la construccién de un modelo probabilistico para espacios no contables § (si §2

tiene potencia de continua (10]), se deberd considerar la funcion de probabilidad P, asignada a

los eventos de (2, y no a sus evenios elementales.

2.1.2 Variable Aleatoria

Definicién 2.9 Sean (), F1) ¥ (U, F2), espacios medibles. Si X es un mapeo de () en $y,
denotado por X : Q1) — (s, entonces X es medible si:

VAE Fy, {w: X(w) € A} = X" '(A) € Fy.

Definicion 2.10 Sean (S, F1) ¥ (S, F2), espacios medibles. Sea X : Q1 — Qo medible. Si

Qy = R, R® o R**™, entonces, se dice que F, es una o-dlgebra de borel de subconjuntos de (1,

de dimension apropiada, denotado por B, B" o B**™ respectivamente.
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Definicion 2.11 Una funcion real X = X (w), definida sobre (), F), es una funcién F-medible
o ung vanable aleatoria, si:

{w:X(w) € B} ¢ F,VvB e B.

Definicion 2.12  Sea (4, Fi, P), ur espacio de probabilidad y (Q2, F2) un espacio medible. Si
X : Q) — Qy es medible, la funcion Px definida por:

Px(A) = Plw: X(w) € A} = P(X € A),VA € F,,

es llamada la distribucion de X. Si X = (21, ..., z,) es un vector aleatorio, entonces su funcién

de distribucién Fx : R" — [0, 1], estd definida por:

Fx(:c) = PX (H (—00,32,;]) = Px(Xl S $1,...,Xﬂ S :1},1),

i=1
donde x = (x),...,%,),; Fx es llamada la funcién de distribucion acumulada de las variables

aleatorias X, ..., Xp.

Estas funciones se definen sobre un espacio Euclideano [10], y tienen las siguientes propiedades:

a) Iy esno decreciente y continua por la derecha Vz;, 0 < i < n,
b) Siz; <y = Fx(21, .y Tiy ooy @n) < Fx(z1, oo Uiy oo, Zn),
¢ lim Fx(z)=0, lim Fx(z)=1

r]—— 00 &) —oo

L —r—0OG Tn—00

Cualquier funcion F : R* — [0, 1], satisfaciendo las propiedades anteriores, es la distribucion de

un vector aleatorio. La distribucion marginal Fx.,, . xn,,puede ser obtenida de Fx para cualquier

subconjunto Xn,, ..., Xny de la siguiente forma:

Fxnh...,Xﬂk(mla"'awﬂ) = yli_l;[l FX(yla"'amlv"'1$k='-'1yﬂ)'
3 00
jé{nl,...,ﬂk}
Definicion 2.13 Se dice que X tiene una funcién de densidad de probabilidad, si existe una
SJuncion f: R™ — R, tal que

T L
Fx(ml,...,xn)zj f fln, o Un )Y - dn. 2.1
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Definicion 2.14 Se dice que X es absolutamente continua, si X tiene una funcién densidad de
probabilidad (2.1). Entonces, para cada punto de continuidad de F

" Fx
o0xq, ..., 0%,

= f(&1, .00y Tn).

E=E],...,&n

Ademds, si X es absolutamente continua, las distribuciones marginales estén dadas por

o0 %] Tn o0
Y L LY L o

2.1.3 Valor Esperado, Varianza y Covarianza

Definicion 2.15 Sea X wuna variable aleatoria definida sobre un espacio de probabilidad
(2, F, P). El valor esperado de X es:

E(X) = ]9 XdP, (2.2)

si este existe, es el promedio de X sobre el espacio de probabilidad completo. Como tal, el valor
esperado, media, esperanza matematica o integral de Lebesgue de X con medida de probabilidad

P, proporciona informacion probabilistica burda concerniente a X.

Nota 2.2 El valor esperado existe (es finito), si y solo si (| X|) < oo, una situacion descrita por

la notacion: X € LY(Q, F, P), o simplemente X € L. En este caso,
|E(X)| < E(|X]}).
Cuando X y Y son variables aleatorias, algunas propiedades del valor ¢sperado son:
a) Sia, b son constantes,

E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y),

b) Sedice que X <Y sila variable aleatoria Y — X solo foma valores no negativos, entonces
siX <Y,

E(X) < E(Y).
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¢) Desigualdad de Jensen. Si g(z) ¢s una funcién convexa, tal que para 0 < A < 1,

g(Az + (1 = A)y) < Aglz) + (1 - MNg(y)
entonces

g(E(X)) < E(g(X)).
d) SiX20ya>0,

P(x 2 o) < 250 @.3)

A la relacion (2.3), se le conoce como la desigualdad de Markov.

Un cambio de las variables en (2.2), de tal modo que X sea un vector aleatorio n-dimensional y

Y sea un vector aleatorio m-dimensional, dado por Y : g(X), donde g : R® — R™ sea medible,
entonces

B() = [ g@)iP = [ s@dFx(e) 24
En particular, tomando a g como la funcion identidad, tal que g(x) = z, entonces
E(X)= | sdFxa)
y si X tiene una funcién de densidad de probabilidad f, entonces, de (2.1} y (2.4) se obtienc que
E(X)= /R" zf(z)dz.

Suponga que g(z) = |z|", p > 1. Entonces, la correspondiente coleccion de variables aleatorias
X, para las cuales, Y = g(X) tiene un valor esperado finito, forman un espacio lineal normado

completo (espacio de Banach, (10, 14]), denotado por L7(S2, F, P). La norma en este espacio es:
IX1, = {EGXP)}"
donde la desigualdad del triangulo
X + Y, < KX, + 1Yl (2.5)
es llamada desigualdad de Minkowski. Sip > g, entonces, 17 C L7. Sean X y Y vectores aleatorios

n-dimensionales en 17 y IL? respectivamente, donde p > 1y f, + % = 1, entonces,

E(X'Y) =3 E(XY),
i=1
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existe, es finito y satisface la desigualdad de Holder:

\E(XY)] < 1 X1, 1Yl - (2.6)

En el caso de que p = 2, E(X'Y) define un producto interior y (2.6), es conocida como
la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y el espacio L? es un espacio de Hilbert. En ¢l contexto

probabilistico, 1a norma L2, es referida como media cuadratica o norma media cuadrdtica.

Definicién 2.16 Sean X,Y € L? variables aleatorias, entonces la covarianza de X y Y (o

funcion de croscorrelacién), es una matriz n X n, definida por

Con(X,Y) = B(X ~ EX)IlY — EX)]) @.7)

para el caso escalar
Cov(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y)

si Cov(X,Y) = 0, se dice que X y Y son no correlacionadas. La Cou(X, X) se denota como

Cov(X), yparael caso X € R™ se conoce como la varianza V (X) (o funcién de autocorrelacion),

y estd dada por
V(X) = E[X - E(X) = E(X)’ ~ [E(X)", (2.8)

la raiz cuadrada, 0 = \/V(X), es llamada desviacién estdndar de X. Suponga m = E(X)y

a? = V(X) ambas finitas. Usando (2.3) para la variable no negativa (X — ), se obtiene la

desigualdad de Chebyshev:

2
sia>0, P(X —m)? > a) < %

Sin=1keNyX el k=0,1,.., entonces, E(X*) y E[(X — m)*] definen el k-&simo

momento y el k-€simo momento central respectivamente.
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Definicién 2.17 La funcién caracteristica de un vector aleatorio X &€ R™ con distribucion finita

Fy, estd dada por

px(u) = E(e™X) = f e rdFy,  uER, 2.9
Rﬂ
y la distribucién es determinada unicamente por .

Ejemplo 2.1 Considere el vector aleatorio X = (X,,...,X,), con distribucion normal o
Gaussiana. (denotado por N (m,Q), es decir X param ¢ R" y Q € R™** tal que Q = Q' > 0,

tiene una funcion de densidad de probabilidad

f(z) = [(2=)" det Q]"’lﬁ exp{—%(w ~m)yQ Nz — m)}. (2.10)

Si X tiene una matriz de covarianza Cov(X) = Q y funcion caracteristica o, (u) = exp{j(u'm —

su'Qu)}, enfonces, paran = 1, X con distribucion N'(m, 6*) tiene momentos centrales

0, ki
E[(X —m)*] = mpar (2.11)
1.3-5-(k~1)o*, kpar

2.1.4 Independencia y Valor Esperado Condicional

Definicién 2.18 Se dice que los eventos Ay, A, ..., Ay, en el espacio de probabilidad (1, F, P)

son independientes, si para cada subconjunto {iy, 12, ...,4x} del conjunto de enteros {1,2,...,n}

P4V Au) = P(4) - P(4y) (212)

Si los eventos A;, Ag, ..., A,, son secuenciales en el tiempo, (2.12) implica que la P (A;) no
depende de la ocurrencia de los eventos elementales anteriores o consecutivos. Se dice que las
sub-o-4gebras Fi, ...,.F, son independientes si (2.12) se satisface para todo evento 4; € F;,
i = 1,2, ..., n. Los vectores aleatorios X, ..., Xy, definidos sobre (€2, F, P), son independientes

si las correspondientes o-dlgebras Fi(X1), ..., Fu(X,), generadas por los veciores aleatorios son

independientes.
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Definicién 2.19 Sea X un vector aleatorio en LMY, F, P), y sea G, una sub-c-dlgebra de F.
Note gue X no es necesariamente un vector aleatorio sobre el espacio de probabilidad (02, G, P),

cuando éste no necesariamente es G-medible. Ahora bien, denotando por E(X | G) al vector

aleatorio Y sobre el espacio (0, G, P), tal que satisface

/de = f XdP,B€gG. (2.13)
B B

Este vector aleatorio Y = E(X | G), es llamado el valor esperado condicional o la esperanza
condicional de X dado G.

La existencia de Y, estd garantizada por €l teorema de Radon-Nikodym, mismo que puede ser
consultado en las referencias [10, 12]. Como X representa un porcion de toda la informacion de
los eventos en F, E(X | G) representa la porcion de la informacidn llevada por X, la cual, estd
relacionada a las sub-o-algebras G. El qué tan burda sea esta informacion depende de qué tanto X
y G estén relacionados. En un extremo, si X ¢s G-medible, entonces,
E(X|6)=X; (2.14)

y por otro lado si X y G son independientes

E(X|G)= E(X). (2.15)
Generalmente para sub-o-dlgebras G; C G; C F,

E(E(X|G1) |Gz} = E(E(X | G2) | G1) = B(X | G1)- (2.16)

De lo anterior se puede concluir que

E(E(X | §)) = E(X). @.17)

Algunas de la propiedades mas importantes de (2.13), son:
a) Paraaybconstantes, E(aX +bY | G) =eE(X | G) +bE(Y | G).
b) De acuerdo con lanota 2.2 (b), si X < Y, entonces E(X | G) < E(Y | G).

¢) Desigualdad de Jensen. Si g es convexa, entonces, g (E(X | G)) < E(g(X)|G);en
particular, |E(X | G)| < B(|X]||G).

Las propiedades (a), (b) y (¢) anteriores, se satisfacen convergiendo con probabilidad 1, concepto
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que se define en la siguiente seccion,
2.1.5 Modos de Convergencia de las Variables Aleatorias

El conjunto de soluciones de una ecuacion diferencial estocastica, puede considerarse como un
conjunto de variables aleatorias independientes, donde cada uno de estos elementos o parametros,
esta indexado con un correspondiente intervalo continuo que forma parte de esa solucion particular,
En virtud de lo anterior, surge la pregunta acerca del comportamiento asintético de esas variables
aleatorias, en relacion a si éstas convergen a un valor especifico o si tienden al infinito. Para conocer
tal comportamiento asintdtico se hace necesario establecer los modos de convergencia para dicho
conjunto de soluciones.

Existen tres modos de convergencia:

1° Suponga que { X,,} es una secuencia de variables aleatorias definidas en un espacio comin
de probabilidad (2, F, P). convergencia con probabilidad 1 (c.p.1.), 0 al menos convergencia
segura de X, a una variable aleatoria X definida sobre (2, F, P), implica que:

Pw:|Xn(w)— X(w)| — 0, cuandon — o0) =1, (2.18)

2° L2 o convergencia media cuadrdtica de X, a X, implica que:

1
2

| Xn — Xl = [E}Xs — XI*)? — 0, cuando n. — oo, (2.19)
y finalmente,

3° X, converge a una variable X en Probabilidad o X,, converge estocdsticamente a X si,
para cualquier € > 0,

P(w:|Xa(w) ~ X(w)| > €) — 0, cuando n — oo. (2.20)

La expresién en (2.20), es equivalente a:

"l an - X|
E (1 X =X 0, cuando n — cc. (2.21)

y define una métrica 0 una funcién de ia distancia entre las variables aleatorias. La convergencia

estocastica es el mas débil de los tres modos de convergencia:
(2.18) = (2.20) <= (2.19).

Cuando | X,| < Y, paraalgin Y € L*(§2, F, P), (2.18) resulta ser ¢l mas fuerte de los modos de
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convergencia y los dos restantes resulian ser equivalentes:
(2.18) = (2.20) < (2.19) <= (2.18),

la implicacién (2.18) = (2.19), bajo las condiciones dadas, se conoce como el teorema de

convergencia dominada.

2.2 Procesos Estocasticos

Definicion 2.20 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y T un comjunto arbitrario. Una
familia de variables aleatorias

Xtw):wel,teT, 2.22)

es llamada un proceso estocéstico con indice T. Note que ¥Vt € T fija,

X(t) = X(t,") (2.23)

define una variable aleatoria sobre el espacio de probabilidad dado y que Vw fija implica que

X(,w), (2.24)

sea una funcién valuada realmente definida sobre T. A4 esta funcion también se le conoce como

trayectoria, funcion muestra o realizacion del proceso.

SiQ=R,R*o Ry T C R, entonces, X (t,w) € R, R" 0 R"*™ respectivamente, s im proceso
estocastico con dominio de tiempo T'. En forma particular si:

e T ={1,2,..}, llamaremos a X (§,,£,, ...), un procesoa estocastico de tiempo discreto.

o T = [0,1], (—00, 0}, [0,00), ..., lamaremos a X (£,),t € T', un proceso estocastico de tiempo
continuo,

2.2.1 Procesos Estacionarios con Incrementos Independientes

Definicion 2.21 Se dice que un proceso estocdstico X (t) es estrictamente estacionario si sus

distribuciones de dimension finitas son invariantes bajo desplazamiento del tiempo, es decir;
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VieR talquet;, t; +t€T, yje N

Ft,+t,...,t“+t($ls ---s-'L'n) = Ft, ..... tn(mh “iey mn) (2-25)
Si ademds, ¥t € R, X (t) € L2, entonces Vs, t

E(X({t)=p (2.26)

Cou(X(t), X(s)) = C(t — 5) (2.27)
donde y, es una constante y C' es una funcién que depende unicamente de la diferencia t — s.

Pefinicion 2.22 Al proceso .2 que satisface (2.26) y (2.27), se le llama proceso ampliamente
estacionario.

Definicién 2.23 Un Proceso con incrementos independientes se define V{t,} C T, cont; <

tj+1, como un proceso con diferencias X (t;.11) — X (t;) independientes.

Definicidon 2.24 Si X(t), es un proceso aditivo 1.2 continuo con incrementos independientes,
entonces, Vs < t € T, X(t) — X(s), son variables aleatorias Gaussianas o normales y si X (io),

para algun ty € T, tiene distribucion normal, entonces X (t), es un proceso Gaussiano.

Definicién 2.25 Sea T = [0, oc|. Un proceso escalar L2 continuo X (t) con indice T, que tiene

incrementos independientes estacionarios y que satisface:
) PX(0)=0=1,
i) E(X({)=0,vteT,
i) V(X(@#)=tVteT,

es llamado un movimiento Browniano (estdndar), o proceso de Wiener. Se denotard a este como
W(t).
Nota 2.3 Si X (t), es un proceso estocdstico continuo c.p.1, X(0) = 0, YVt > 0, satisfaciendo:

f'h g ]:tzs si tl < t2._,

ysi ademas ¥Vt > s > (),
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i) X(t) es Fi-medible,
i) E(X(5) - X(s)] | F) = 0,cpl,
i) E(X(@)—X(&))?|F)=t-s¢cpl

Entonces, X(t), es ur proceso de Wiener

Definicion 2,26 Se le llama ruido blanco Gaussiano, a fodo proceso Gaussiano estacionario
escalar N'(t) para —c0 < t < oo con E{N(8)) = 0, y una funcion de densidad espectral f(\)

constante sobre el conjunto de los reales, esto es, si C(t) = E(N(s)N(t + s)), entonces,

R B Ragge¥ _K
F) = 5 f eNC(t)dt = —, VA ER, (2.28)

—00
para alguna constante K.

El ruido blanco Gaussiano, es también conocide simplemente como ruido blanco por analogia con
la luz blanca, la cual estd compuesta de diferentes frecuencias con las mismas intensidades.

Notese que (2.28), implica que la funcion de covarianza Cov(t) = 6(t), donde &(t) es la funcion
delta Dirac; por lo que el proceso no esta correlacionado para tiempos distintos de cero, por lo tanto,

es independiente en cada tiempo puesto que es Gaussiano. En particular

Cov(0) = /  F0)dA = 0o,

Lanaturaleza de la covarianza Cou(t), indica que este proceso no puede ser realizado, y que, ei ruido
blanco no es un proceso estocastico en el sentido usual. La relaciaon entre el ruido blanco Gaussiano

N(t) y un proceso estandar de Wiener W(t), puede entenderse formalmente considerando la

covarianza de este titimo

Cov (W(t, 5)) = E (W(t)W(s)) = min(t, 5).

Cuando existe la covarianza del proceso derivativo satisfaciendo

W 2
coo (82 = mcon wee,s),

entonces, en este caso

dW(t, 8%
Cm:( Cgt 3)) = o= min(t, s) = 6(t - 5); (2.29)

es decir, la covarianza de la derivada de un proceso de Wiener es la covarianza del ruido blanco.
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Definiciéon 2.27 Sea X (t) un proceso estacdstico definido sobre un espacio de esiado R* con

indice J = [to, T'| C [0,00). Para 11,72 € J, tal que T, < 73, defina

Fllri,m]) = F(X(7),71 <7 < 13)
donde F (|1, T2]) es generada por todos los conjuntos de la forma
{w: X(s,,w) € By, ..., X (8, w)} € B} = {X(s1) € By, ..., X(8m) € Brn},
T1 < 81 < 83 <+ - < 8 < Tg, By € B®, con m un numero entero positivo. X (t) es llamado un

proceso de Markov, si satisface que: paran > 1, tg <t <+--<t, <t <TyB € B,

P(X(t) e Bl X(t),.... X(tn)) = P(X(t) € B | X(t,.)).

2.2.2 Integral de Ito

Para fines de definicion considere a W (¢) un proceso de Wiener estandar definido sobre un espacio
de probabilidad completo (£2, F, P), y sea {F(t) : t € [a,b]}, una familia de sub-c-dlgebras de F
satisfaciendo las condiciones dadas en subseccion 2.1.2.

Sea £2, la clase de todas las funciones aleatorias f(¢,w), satisfaciendo:
A) f es medible sobre [a, b x €L
B) f(t,-), es F(t)-medible, Vt € [a, b].
C) [P E{f*(t,w)}dt < co.

Sea £, la subclase de £? consistente de todas la funciones aleatorias que ademés satisfacen:
D) existe una particién @ = tq < t; < --- < t, = b, tal que f(¢,-) = f(&;,), 8 <& < £y

El espacio £2 equipado con la norma:

Il = [ / b E{f*(t,u)}dt]% ,

forma un espacio real de Hilbert. Asi, considere a L%(f2), el espacio usual de Hilbert de funciones
aleatorias F sobre ({2, F, P), con:

IFll, = {E1FP}? < co.
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Definicién 2.28 Sea e! mapeo lineal T : L* — 1.2 sobre £ dado por:

I(f) =D f(te1) AW,
k=1

donde f € &, tal gue, f(t) = f(tr—1), tim1 <t <ty Y AW = [W(t) — W(ti-1)] AZ(f) sele

conoce como la integral de Ito y se denota por:

b
I(f) = f FOIW (1), (2.30)

Nota 2.4 En la definicidn anterior f € £, pero para el caso de una funcidn medible f & L2, se
requiere elegir {f,} € tal que f, — f,c.p.l. Como {f,} € L? es una secuencia de Cauchy,
entonces, por linealidad y continuidad de T, la secuencia {Z (f,)} es una secuencia de Cauchy en
el espacio completo L%, por lo tanto, la definicion de la integral de Ito se puede extender para el
espacio completo L£* donde resulta que:
I(f) =lim T(fa) =lim > _ falte—1)AWi,
k=1
esto implica que,

I(f) = lim b Fa£)dW (2), (2.31)

n—o0 .

la cual, se denotard igual que (2.30).

Propiedades de la integral de Ito:
Iay E(Z(f))=0.
Ib) Z(f)lly = If1}-

2.2.3 Formula de Ito

Sea L, la clase de funciones aleatorias f las cuales satisfacen las condiciones (A) y (B) para las

clases £? y que ademas satisface:
E) fﬂb F3{t,w)dt < o0, ¢. p.l.

51 f y g son funciones aleatorias con g € £, y [ satisface (A), (B) y (E), entonces pataa < ¢ < b,
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la ecuacidn:
t t
X(t) = X(a) + f f(s)ds + f g(s)dW (s), (2.32)
define un proceso estocastico con trayectoria continua y probabilidad 1 (ver [13]), donde la primera
integral del lado derecho de (2.32), es una integral ordinaria en el sentido de Lebesgue [10], (la

cual, se define posteriormente en la Seccién 2.3), de limite superior que satisface (E), y la segunda
integral es la integral de Ito.

Definicion 2.29 Sea la ecuacion (2.32), entonces, X (t) tiene diferencial estocdstico:

dX(t) = f(t)dt + g(t)dW (2). (2.33)

La ecuacién (2.33), caracteriza cualquier proceso cuyos incremenios X(t) — X (s), t > s, estan
dados por:
t i
X=X = [ s+ [ gnaw.

Si f y g no son aleatorias, los intervalos disjuntos son independientes y Gaussianos con:

Ewm—mm=]?Mm

VIX(@W) - X6l = [ g(r)ar

Teorema 2.1 Suponga que X(t) tiene diferencial estocdstico (2.33). Si F(t,x) es una funcion
deterministica valuada realmente definida para toda t € [a,b,z € R, con derivadas

parciales continuas OF |0t, OF [0z, y 0? F/8x?, entonces el proceso F(t, X (t)) tiene un diferencial
estocdstico sobre |a, b] dado por:

dF(t, X(t)) =} (&, X (t))dt+§ (t, X (£))dW (1), (2.34)
donde

) oF OF 18*F ,
fz)dt = [_G—t + —é;f—f— 55529 l (t,z),
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g (t,x) = [%i—g] (t,z).

Demostracion: Sea Y (t) = F(t, X(t)). Suponga que (2.34) se cumple, entonces se demostrara
que:

Y(t)-Y(s)= f [%f 6Ff+ LO°F ](u,X(u))du

28227
t[oF
+f [5;_— ] (u, X{u))dW(u). (2.35)
El resultado se prueba primero para ¢l caso de f ¥ g constantes. Sea s = ¢y < -+- < t, = i,

y denote el incremento h(tx+1) — h(tx), para cualquier funcion h, por Ah;. Entonces se puede

escribir

Y(t) - Y(s) = F(t,X(t)) — F(s, X(5)) Z AF.
Del teorema de Taylor (ver pag. 212 de [14]), 3 ax, Bi € [0, 1], tal que

ar oF
AF, = T}t"'(tﬁ: + o Dty, X{te)) Aty + —

5 (tr, X () A X,

10%F
+ = 5 57 —— (e, X (t) + ﬁkAXk)(AXk) . (2.36)
Por la continuidad de OF /0t y 8°F/8z2, y |a continuidad de X (t), convergiendo c.p.1, se obtiene
que el max A X, — 0,y que

oF oF
—aT(fk + ap iy, X (8)) — Ef(t"’ X (tx)), c.p.1,

del mismo modo

o2 F *F
— — (b X (&) + B AX) — ‘égz—(tkaX(tk))’ c.p.l.

Con f y g constantes, AXk = fAt; + gAW,, por lo tanto

n—-1 n—1 n-1

3 (AXe) = (gAWLY = f2 ) " (At)? +2fg Y | AWLAL. 2.37)

k=0 k=0 k=0
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Ambas sumas del lado derecho de (2.37) tienden a cero cuando max At, — 0. De las ecuaciones
(2.36) y (2.37) se obtiene que:

: oF OF 19°F
B m,}g{tao?: {[ ot T 55_2'92] (tksX(tk))} Aty
: oF
+ max]gri}llfk—v(]k=o { [6_ ] (tk’ X(tk))} AWk

. & [[ieeF , 2
* w5 || |t - au)

max AW, —0F=0
Los primeros dos limites del lado derecho de (2.37) son los términos sobre ¢l lado derecho de
(2.35).

Sea v, = (AWi)2 ~ Aty yseal ,(CN) la funcién indicador (Pag. 4, [13]), del evento
{1X(t:)} < N,Vi <k,

Ahora, dado que -y, son independientes, E(’yk) =0,y E(7}) = 2(At;)%, se obtiene que

- O°F (N) .\
B( 3 Frttn XGIL ZE Tt X

2 2 n—1
< sup (3 Jtj(u :1:)) ZQ(Atk —

s<ut
[z]<N
cuando max Aty — 0, esto establece que el limite en (2.37) tiende a cero y
P(|X (&) < N,¥i < k) — 1lcuando N — co. (2.39)
Lo anterior se puede probar si definimos

Qn = { sup (X (u)] > N};
s<ust

entonces, P (Qn}) — 0 cuando N — oo. Por lo tanto, (2.39) se satisface puesto que

{I;EN) = 0, para algin k} ___U {|X(t:)| > N, paraalgini < k} € Qn;
%
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esto completa la prueba para el caso en que f ¥ ¢ sean funciones constantes (escalén).

Para el caso general, suponga que{ fn (1)} ¥ {g=()} son secuencias de funciones escalén tales que,
en probabilidad

flfn (u) - |dﬂ—’OY/|gn ) — g(u)[* du — 0.

Entonces la secuencia

Xo(u) = X(s) + f“ fu(r)dr + fu gnl(r)dW (r)

-

converge en probabilidad a X (u) cuando n — co. Sin pérdida de generalidad, considerando que
en cada subsecuencia la convergencia en probabilidad puede ser reemplazada por convergencia con
probabilidad 1, y mas ain que X,, — X uniformemente sobre [s, t]. La formula de Ito satisfaciendo

funciones escaldon (constantes), como se mostré anteriormente, establece que Vn,

Yo(t) — Yo(s) = F(t,X,.(1) — F(s, Xn(8)) (2.40)
- [ O Ot S (0 Xa ()

N f [%Egn] (2, Xoa () AW (1),

El lado derecho de (2.39) converge con probabilidad 1 para Y () — Y (s). Puesto que X,, — X,

fn = f.¥ gn — g en probabilidad, la desigualdad del triangulo para cada argumento en el sentido
de convergencia estocastica produce:

oF OF 18°F oF aF &F
(5 + G 3 st ) = (5 + 50+ 3500 xn e
y
|G X — | o] X0, @42

De hecho, dada la posibilidad de considerar subsecuencias, (2.41) se puede considerar que converge
con probabilidad 1. Puesto que X es continua con probabilidad 1, esta es acotada con probabilidad
1, ademas, debido a que todas las funciones en (2.41) son subsecuentemente acotadas, el teorema

de convergencia dominada, puede ser aplicado sobre cada trayectoria continua para obtener que la
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primera integral en (2.39) tiende a
F F 2
[ |5 + 5+ 3 5me?| (a X(wan
ot |
con probabilidad 1. Similarmente, de (2 42)

l [%F—gﬂ} {2, Xn( du—»[ c;??_F- ] (u, X (u))du

L

con probabilidad 1, lo cual implica convergencia en ¢l sentido £,. Consccuentemente, la segunda
integral en (2.39) tiende a

[ |59 e xtnawn.

en probabilidad, y una vez mas es posible considerar subsecuencias, las que convergen con

probabilidad 1. Asi, el lado derecho de (2.39) tiende a (2.35). &
Para el caso en que X (t) sea m-dimensional, su diferencial estocastico estard dado por:
X(t) = f(t)dt + G(t)dW (t)

donde W(t) = (Wy(t),..., W..{t)) es un proceso de Wiener m-dimensional con todos sus
componentes independientes, f(f) = (fi(£),..., fm(?)) es una funcién vectorial n-dimensional
con componentesen L' y c.p.1, y G(t) = {g.;(t)} es una funcion matricial n X m-dimensional con

sus componentes g;; en £,. Para la demostracion vea la referencia [13].
2.3 Calculo Avanzado

2.3.1 Integral de Lebesgue

Definicion 2.30 Sea f una funcién simple, es decir una funcion contable p-medible [10] tomando

valores distintos

Y Y2y -y Yny e

La integral de Lebesgue de f sobre un conjunto A, denotada por:

] Flz)dp, (2.43)
A
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se define como:

> pap(4n), 2.44)

"

donde:

Ay {ziz €A f(z) =yn}

es tal que (2.44) es absolutamente convergente, es decir

> [yt An)] < co.

Si la integral de Lebesgue de | existe, entonces f es una funcién integrable o sumable (con
respecto a la medida p), sobre el conjunio A.

Definicién 2.31 Para una funcién medible f, no necesariamente simple, se dice que f es
integrable o sumable, sobre un conjunto A si existe una secuencia { ..} de funciones integrables

simples convergiendo uniformemente a f sobre A. El limite

im [ fa(z)dp, (2.45)
n—o0 A
es llamado la integral de Lebesgue de f sobre A, denotado de igual forma que en (2.43).

Sea f una funcién sumable definida sobre un espacio X, equipado con una medida o-aditiva p (ver
la ref: [10]). Entonces, (2.43) existe VA C X medible. Si X C R, equipado con una medida

ordinaria de Lebesgue p, y si A = [a, b], entonces es posible expresar a (2.43), como:
b

f(z)dz,

a
0 equivalentemente

b
f(t)dt, (2.46)

a

en términos de una nueva variable de integracion limitada £. Suponga ahora que fijamos ¢l limite

inferior ¢, y que el limite superior b ¢s variable haciendo notar esto por la sustitucion de b por la de

z. Entonces, (2.46) se reduce a:

f ) F(t)dt, (2.47)
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expresion a la que se le conoce como la integral indefinida de Lebesgue.

propiedades de la integral de Lebesgue indefinida, si f es una funcién sumable sobre [a, b]:
a) La 2 [7 f(t)dt, existe y es finita, para toda z,
by £ [ f(t)dt = f(x), se satisface, excepto para conjuntos de medida cero (ver [10]).

2.3.2 Funcion de Variacion Acotada

Definicion 2.32 Una funcion f definida sobre un intervalo [a, b], se dice es de variacion acotada,

si existe una constante C > 0 tal que:

> f(@) - flmer)| < C (2.48)
k=1

para toda particién

a=To< T < - <Tn=b (2.49)

del intervalo (a, b] por puntos de subdivision Ty, T1, ..., Tn.

Definicidon 2.33 Sea f una funcion de variacion acotada. Entonces la variacion total de f sobre
[a, b], estd dada por

Va(f)=sup > |f(me) — flax)l (2.50)
k=1

donde Ia minima cota superior es tomada sobre todas las posibles particiones (finitas) (2.49) del
intervalo {a, b].

Algunas propiedades de las funciones de variacion acotadas son:
a) Sia < b < ¢, entonces, VE(f) = VE(F) + VE(S).
b) La funcién v(z) = VZ(f), es no decreciente.
¢) Si f es de variacion acotada sobre [a,b) = Jv, g funciones no decrecientes, tales que:

f=v(z) = g(z}.

d) Si f es sumable sobre [a, b}, entonces la integral indefinida ®(x) = [ f(t)dt, es una
funcion de variacién acotada sobre [a, b].
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2.3.3 Ecuacion de Ito-Volterra

En la seccidn anterior se habld de los inicios de la ecuacidn integral de Volterra. También, se
menciono que ésta puede ser o no reducida al caso de una ecuacion diferencial. Cuando es
posible expresar el problema en forma de ecuaciones diferenciales, la solucion del mismo puede ser
calculada por los métodos convencionales ya conocidos, por ahora, se presentan las caracteristicas

de aquellas ecuaciones de Volterra que no pueden ser llevadas a la forma de una ecuacidn diferencial.

Definicion 2.34 Se conoce como ecuacion de Volterra a la ecuacion integral

v@ =@+ [ K@oue @s1)
donde el limite superior de integracion es variable (similar a (2.47)), y corresponde a un problema
de valor inicial, x y € son variables independientes, X es una constante, K (z,£) es una funcién
dada y es llamada el Kernel o tasa de crecimiento, f (x) es un término no homogéneo. En general

f(z), K (z,&) y la solucion y (z) son funciones continuas en el intervalo asociado.

Definicién 2.35 Se conoce como ecuacion de Fredholm, a la ecuacion integral

b
ve) = @)+ [ K@y 252
donde la integral estad definida sobre el intervalo [a, b], y corresponde a un problema de valor en la

Jrontera. En esta ecuacion los términos se definen en la misma forma que los términos de (2.51).

Cada ecuacion ((2.51) o (2.52)), puede ser clasificada dependiendo de que si aparece ¢ no el término

y (z) en el lado izquierdo de la ecuacion, es decir,

&
0=f(rc)+)\f K (z,€) y (€) de,

es una ecuacion de Fredholm de primera clase. En este caso, la funcion desconocida aparece
Unicamente bajo el signo de la integral. Si la funcion desconocida esta presente afuera de la integral,
tal y como en (2.52), se dice que la ecuacion es de segunda clase.

La solucion general de la ecuacion de Fredholm se establece en [21], v es a partir de ésta que se
puede conocer un método de solucidn para la ecuacidn de Volterra. Otro método para conocer la

solucidn de una ecuacidn de Volterra se presenta a continuacion.
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Considere la ecuacién de Volterra de segunda clase (2.51), con kernel integrable cuadrado, tal que

/sz(m,y)dxdygN
o Jo

existe y es acotada. Asuma que existe algun tipo de solucién para la serie

y(z) =Y A\"¢ (7).

n=0

Substituyendo (2.53) dentro de (2.51), se obtiene que

> A, ()

=t + 30 [ Koo

n=0

Asociando términos del mismo orden, resulta que:

A(J-ngo("r’) =
Ala d)l(m) =

’\25 ¢2($) =

A", @a(7) =

donde

Kz(ifag)

Ka(z, )

@),
| K@one

[ Kateost6rae
j: K(xvgl)ﬁbl (51)d§1

f Kl 6 fo Y Kl 056

x 3
fe Kz, £) Ky (61, ©)F(6)dE,de

1=0 Je=0

]0 Koz, €)£(€)de,

/ " Kalm, ) f€)de,

T

= e Kq(x, &) K, (€, §)d,

T

= Ki(z,6))K,-1(81,8)dE,,

£1=£

(2.53)

(2.54)
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por lo tanto,

viz) = flai Y3 [ Ko ) (€)de.
n=1 0

Con

Kl(xsg) = K($a€)1

s¢ puede definir un nuevo kernel I'(z, &; A), llamado ¢l Kernel Revolvente:

oo

D(z,60) =) N Ka(2,8).

n=1

En términos del kernel revolvente, la solucion se puede escribir como:

¥(z) = flz) + A [ "l & N F(6)de.

A esta solucion se le conoce como la solucion de series de Neumann para la ecuacion de Volterra

de segunda clase.

Para probar si es posible que 1a solucidén de Neumann valida para (2.51), también lo es para el caso

de una ecuacidn de¢ Volterra de primera clase, considere la ecuacion
@) = [ K@ ouene, @55)
la cual ¢s una ecuacion de Volterra de primera clase. Diferenciando (2.55) con respecto a z :
. TOK(x,
f @) = Ky + [ 2 y@a
0 X
Sea K(z,z) # 0, en el intervalo (0, ), tal que se puede definir:

flo) - _
F(I‘): K(.’II,.’E)’ K(:L'?‘E)"'

1 OK(z,£)
K(z,z) 08z
Entonces, (2.53), se puede escribir como:

ylz) = F(z) + [ "k (2 €)ule)de,

la cual, es una ecuacion de Volterra de segunda clase y puede ser resuelta por ¢l método mencionado

anteriormente. Otros tépicos sobre este tema, se pueden consultar en [15].
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Ejemplo 2.2 Considere la ecuacion infegral

y(e) = - ] "z - O)(e)de,

donde A = —1; K(z,&) = z — £y f(2) = z. Del procedimiento anterior se obtiene quie

¢o(z) = <z,

3 T 3 IL'£2 £3 T $3
o) = [e-ow- (5-5)| -5

B iz £3 _l Eﬁ '55 T B xs
o) = [e-oke-¢(5-5) -5

con lo que la solucion
R
y("c) =& — _-é- + m + ’

resulta ser en este caso particular, una expansion de sen . R

Definicién 2.36 Sear las ecuaciones (2.30),(2.31) y (2.51). Sea la combinacion de (2.30) y
(2.51), o de (2.31) y (2.51); representada por:

o(6) = a(t)+ [ Ko (s), 2.56

entonces, a (2.56), se le llama ecuaciéu de Ito-Volterra. Nétese que (2.56), preserva todas las
propiedades mencionadas anteriormente para los procesos estocdsticos, integrales de Lebesgue

indefinidas y funciones de variacion acotada.



Capitulo 3
Filtrado de Kalman

3.1 Filtro de Wiener

El filirado de Wiener est4 ligado principalmente a dos ideas importantes: sistemas dindmicos y

estimacion Optima en presencia de ruido. La cantidad a estimar es un objetivo movil que evoluciona

con el sistema dinamico.

3.1.1 Planteamiento del Problema

Figura 3.1: Modelo de Sefial para ¢l Filtro de Wiener

Considere el arreglo de 1a figura 3.1, en ¢l cual, se describe una sefial y(-), un ruido contaminante
v(-) y una medicién z(-). El problema se puede plantear para el caso en tiempo continuo o discreto,
ya sea escalar o vectorial, por lo que sin pérdida de generalidad, considere el caso de sefiales
continuas escalares definidas sobre el intervalo de tiempo {—o0, o). Asuma que y(-) y »(-) son
funciones muestra (definicion (2.24)), de procesos aleatorios estacionarios, independientes y con
media cero. Asuma también que se conocen las funciones de correlacion de las sefiales aleatorias
o sus transformadas de Fourier llamadas espectros ¢, (jw), ¢,,,(jw), paratoda w € R.

La tarea del filtro de Wiener es usar las mediciones z(-) para estimar y(-}. Para tal fin, se requiere
que la estimacion:

® Sea cqusal, es decir, que y(t) se estime usando z(s) paratoda s < t;
® z(t), esté disponible para todo momento de estimacion ¢;

e §(t) sea dptima, es decir, debera ofrecer el minimo error medio cuadratico, tal que E{[y(t) —
()]} sea minimizado.

En ¢l caso de que y(') y 2(-) sean Gaussianos, esto implica que %(#) es una media condicional
estimada, dada por, §(t) = Ely(t) | z(s)], ¥s < t.

33
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3.1.2 Solucion al Problema de Filtrado de Wiener

z() Filtro de Wiener para un ¥6)
Sistema Causal, Lineal, —
Invariante en el Tiempo

Figura 3.2: Estructura del Filtro de Wiener

La solucidn para este problema estd ilustrado en la figura 3.2. Asuma que el bloque etiquetado
como filtro de Wiener es un sistema lineal, causal, invariante en el tiempo y estable; descrito por

una respuesta al impulso o por la funcion de transferencia A(-), de este modo, el mejor estimado
estard dado por:

3(t) = f h(t — 8)z(s)ds, G.1)

—0a

por lo que la solucién al problema se resume en aplicar un método para determinar k(-) a partir
de los espectros conocidos. Uno de los procedimientos que llevan a la determinacion de h(-), es
conocido como factorizacion especiral [1]. Para 1al caso, la condicidén necesaria y suficiente para
que 7(t) sea el estimado éptimo de y(t), es que exista una funcién A(t, s) que satisfaga la relacion:

Cov[y(t)z'(s)] — /L A(t,s)Cov[z(t)2'(s)]ds = 0, (3.2)

t
conocida como la ecuacion de Wiener—Hop]g la cual, es una relacion que involucra dos funciones:
e la funcién de autocorrelacion de la medida z(-), es decir, Cov[2(t)Z'(s)], ¥,
e lafuncién de croscorrelacion entre la sefial del sistema y(t) y lamedida z(-), esto es, Cov|y(t)z'(s)].
El procedimiento de factorizacion espectral no resulta ser de interés del presente trabajo, por lo que
se sugiere consultar [1], y [22], o para el caso vectorial, se sugiere ver ¢l capitulo 7 de [23].
La siguiente tabla relaciona algunas de las caracteristicas importantes del problema de filtrado de

Wiener y su solucion.
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Tabla 3.1: Suposiciones y Propiedades del filtro de Wiener

Tiempo inicial £g tg = —o0.
Procesos Aleatorios Necesariamente Estacionarios.
Sefial y(-) i} Espectro ¢, (-}, suficiente para resolver el problema

ii ) y(-) estacionaria.

iii) ¢,,(+) no necesariamente racional.

Ruido de Medicién #(-) | i) Usualmente independiente de y(t).

i ) Estacionario.

iii ) No necesariamente Blanco

iv} ¢,,(+) no necesariamente es racional.

Filtro de Wiener Lineal invariante en el tiempo y estable pero no

necesariamente con funcion de transferencia racional.

Dificultad en el calculo | Factorizacion espectral.
Cantidad Estimada y(t).

3.2 Filtro de Kalman

Uno de los mas celebres resultados en la teoria del filtrado es sin duda el filtro de Kalman [2]. A partir
de la ecuacidén de Wiener-Hopf, Kalman mostré que la solucidn del problema de filtrado de Wiener
se puede obtener desde el punto de vista de variables de estado, por lo que a través de esta seccién,
se tratara con sistemas dinamicos lineales discretos para los que en las referencias [17, 26}, se dan
las condiciones de estabilidad, controlabilidad y observabilidad entre otras propiedades para esta
clase de sistemas. Otra de las herramientas utilizadas por Kalman, fue el concepto de ortogonalidad
[2], el cual fue necesario para la conclusion del estimado dptimo por medio de minimos cuadrados.

Asi, a continuacion se describe brevemente la idea de las proyecciones ortogonales,

3.2.1 Proyecciones Ortogonales

El calculo explicito del estimado 6ptimo como una funcién de variables observadas es en general

imposible. Sin embargo existe una excepcién importante cuando los procesos son Gaussianos.
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Por otra parte, si intentamos obtener ¢l estimado 6ptimo bajo la restriccién de una funcién de pérdida
[2] tal que L(e) = €2, con el requerimiento adicional de que el estimado sea una funcién lineal de
las variables observadas; se obtiene un estimado idéntico al obtenido en el caso Gaussiano sin la
suposicion de linealidad o de la funcion de pérdida cuadrética.

En estos casos, la solucién explicita del problema de estimacion se puede entender de modo mas
sencillo con la ayuda de la figura 3.3. Cabe mencionar que el principio de ortogonalidad para
variables aleatorias aqui expuesto, tiene su importancia en el hecho de que se aplica a todos los
problemas de filtrado tratados de aqui en delante.

Considere el conjunto de variables valuadas realmente y(g), --., (t). Entonces el conjunto de todas

las combinaciones lineales de tales variables aleatorias con coeficientes o; € R, i = 0,1, ..., con

Z (i), (3.3)

forma un espacio vectorial o variedad lineal denotada por Y(t). Dado que t € R no es fija, J(¢)
debe considerarse como un subespacio de dimensién finita contenido en el espacio de todas las
posibles observaciones, es decir, Y(£) es de potencia continua.
Dados dos vectores arbitrarios #, v € Y(t), se dice que u es ortogonal a v (denotado por u L ),
si E(uv) = 0. Seleccionando una base ortonormal [10], de vectores e, e:,, ..., e; en Y(t), tal que,
cualquier vector en Y(t) se puede representar como una combinacién lineal unica de ey, €4, ..., €,
y

Elesey) =6y = { 05077 Vi, § = to, . (3.4)

0, sii#j

Asi, cualquier vector € Y(1) esta dado por

£
E Q€45

i=ig

entonces, los coeficientes o, se determinan por medio de la ecuacion (3.4), esto es

i i
E(ze;) = E (Z a,-ei) e; =Z o B(ee;) = o, sii=j. (3.5)

1=ty =ty

La ecuacion (3.5) implica que cualquier variable aleatoria = (no necesariamente en Y(?)), tiene una
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tinica descomposicion en:

e unaparte T € Y(t), %
e un componente T L Y(t).

=}

X

¥in X

Figura 3.3: Descomposicion Oriogonal de un Vector Aleatorio.

La figura 3.3, proporciona una clara idea de la descomposicion del vector aleatorio z. Por lo que,

it

Z (E(ze:))e; + . (3.6)

i=igp

Asi, T puede determinarse de un inico modo por la ecuacion (3.6) y obviamente es un vector en

=%+

Y(t). Por lo tanto, T puede también ser determinada tinicamente, con lo que solo resta probar que

7 es ortogonal a V(1)
E(Ze;) = E(z — T)e; = E(ze;) — E(Tei),

note que las coordenadas de T con respecto a la base e, e, ..., €, estin dadas en la forma E(Ze;)
como en la ecuacion (3.5), o en la forma E(ze;) como en (3.6). Puesto que las coordenadas son
Unicas, E(ze;) = E(Te.), i = 1o,...,t; por lo que E(Ze;) = 0y T es ortogonal a cada vector base

e; y por lo tanto a Y(t).

Nota 3.1 Dada la ecuacion (3.6), cuando E(ZT'|Y(t)) es minimizado, entonces, T = E(x|Y(t))

es el estimado optimo de x con respecto a la base generada en Y(1).

3.2.2 Planteamiento del Problema

Considere el modelo del sistema de la figura 3.4, tal que, el comportamiento dinimico estd descrito
por:

z(k + 1) = F(k)z(k) + G(k)u(k), z(0) = o, (3.7)
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y(k) = H(k)z(k) + v(k), k=0,1,.., (3.8)

donde para m < n, u{k) € R", v(k) € R™ son procesos Gaussianos independientes con media

cero; z(k) € R™, y(k) € R™; y F(k),G(k) € R™*, H{k) € RP*" son matrices cuyos

componentes son funciones del tiempo no aleatorias.
v(k)
+
+.2 Yk

Figura 3.4: Modelo de un Sistema Lineal de Tiempo Discreto

x (et D Umaa de |2 (K

208 e iﬁ»— aidd & HE)

k)

De acuerdo a la nota 3.1, el problema de filtrado, consiste en encontrar el mejor estimado Z(k+1 | k)
de z(k + 1) dado el conjunto de valores observados y{kg), ..., y(k), para kg < I < k, tal que
E((z() =z (z()—=Z(D)Y | k), sea minimizado, es decir, que el error (! | k) = ((z{l)—Z (1)) | k)

sea ortogonal a la variedad lineal generada por y(ko), ..., y(k).

3.2.3 Solucion al Problema de Filtrado

La solucién al problema de filtrado de Kalman puede resumirse en el siguiente:

Teorema 3.1 Considere el sistema descrito en (3.7) y (3.8). El estimado éptimo T(k + 1 | k) de
z(k + 1) dadas las observaciones y(ky), ..., y(k), es generado por:

Bk +1| k) = [Flk) - A"(K)H(K)E(k | k — 1) + A" (k)y(k), (3.9)

y que corresponde al comportamiento del sistema lineal dindmico de la figura 3.5, con A*(k) €

R™*P conocida como la ganancia éptima del estimador El error de estimacion estd dado por:
zk+ 1| k) = [F(k) - A*(B)H(K)z(k | k - 1) + u(k). (3.10)
La matriz de covarianza del error de estimacion (funcién de correlacion), estd dada por

CoulE(k | k — 1)) = B[k | k- 1)F(k | k- 1)] = P(k), 3.11)
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donde se satisface que Yk > kg,

A (k) = F(k)P(k)H'(k)[H(k)P(kYH' (k) + R(k)]"! (3.12)

P(k +1) = [F(k) — A*(k)H(E)P(K)F' () + Q(k), P(ko) = Fo, (3.13)

con valores medios cuadraticos:

wh) |1, 1| ew o
E[U(k)]["(k) L) [0 R(k)}’

Pg = E[.TQ:C!O]

La demostracion de este teorema se encuentra en [2].

¥{k) + Fldk-1) R—t R+ 11k) [Troded de ?(klk-l)'

—-T: s g |2
+ +
F) |

Figura 3.5: Modelo del Filtro Optimo de Kalman

Nota 3.2 Substituyendo (3.12) en la ecuacion (3.13) se obtiene la ecuacion de diferencias no

lineal:
Plk+ 1) = F(k)P(K)F'(k) - F(k) P(k)H' (F)[H(K) P(k) H'(K) + R(K)| "
H{k)P{k)F'(k) + Q(k).

la cual, andlogamente a (3.2), juega el mismo papel en la teoria convencional del filtrado al

depender de los valores Q(k), RB(k) y Fy, pero con una solucién mucho mds simple.
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3.3 Filtro de Kalman-Bucy

En esta seccion se establece una generalizacion del filtro de Kalman al caso de tiempo continuo

conocido como filtro de Kalman-Bucy.
3.3.1 Planteamiento del Problema

Cousidere el modelo de sefial de la figura 3.6, tal que,

d—:z(zﬂ — F(t)z(t) + C(ew(t), (3.14)
2(t) = H(t)z(t) + v(2), (3.15)

Figura 3.6: Modelo de un Sistema Lineal.

donde, F, G, H son matrices de dimensiones n X ., n X m, y p X . respectivamente. Los procesos

w(-) ¥ v(-) son ruidos blancos con media cero, tal que,

w(t) Q(t) S(t)
E i s ':)jr s = O(t—s ) .
e [ws) v | =1 3 . R(ﬂ} (t—s) (3.16)

con R(t) = R'(t) > 0, Vt. Suponga que w(-) y »(-) son independientes, entonces, S(t) = 0, por lo
tanto, Q(t) = Q'(f) = 0.

En primera instancia, es necesario asumir un tiempo inicial finito ¢y. De esie modo, s¢ puede
considerar que z(¢) es una variable aleatoria Gaussiana, de media z, y covarianza Fy. La ecuacion
(3.14) define un modelo Gauss-Markov, puesto que z(-) es un proceso de Markov, el cual, es
Gaussiano (de hecho [z(-)z’(-)}' también es Gaussiano y un proceso de Markov).

La tarea de estimacion es usar las mediciones z(s), para s < ¢, con el propésito de estimar z(t);
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el estimado, denotado por Z(t), estd disponible para todo momento de estimacion ¢ y minimiza
E([z(t) - Z(t)][z(t) — Z(t)]"), donde a T(¢) = z(t) — Z(t), se le conoce como el error de estimacion.
3.3.2 Solucion del Problema de Filtrado de Kalman-Bucy
Defina P(t) = P'(t) > 0, como la solucion de

P=PF + FP— PH'R'HP + GQG', P(t) = P, (3.17)

a (3.17) se le conoce como la ecuacion diferencial de Riccati (ver [18, 25]).Considere la figura 3.7,
y sea Z(¢) la solucion de
dz(t)
dt

= F(t)z(t) + P(t)H' ()R (t)[2(t) — HZ(2)], (3.18)

entonces,

E(lz(t) - 20)]le(t) — Z@)]) = P(2), (3.19)
se satisface. Es decir, el desempefio del estimador optimo medido por la covarianza del error de
estimacion esta dado por la solucién de (3.17).

En la tabla 3.2, se resumen las diferencias entre el filtro de Wiener y el filtro de Kalman-Bucy,

considerando las caracteristicas descritas en la tabla 3.1.

Z4+ PH'R

tl

Figura 3.7: Modelo del Filtro Optimo de Kalman-Bucy
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Tabla 3.2: Difcrencias entre el filtro de Wiener y el filiro de Kalman-Bucy

Wiener Kalman-Bucy

g = —00 tg > —o0

Estacionario No requiere ser estacionario
Dimensién infinita Dimension finita

Mediciones de ruidos Gaussianos | Mediciones de ruido blanco Gaussiano

Factorizacion espectral Solucion de la ecuacién de Riccati

Estimacion de la sefial del sistema | Estimacidn de los Estados del sistema.

3.4 Filtro Gaussiano Condicional

En esta seccidn se revisard uno de los resultados mas importantes de la teoria del filtrado sobre

procesos estocasticos con distribuciones Gaussianas.

3.4.1 Propiedades de los Sistemas Gaussianos

Los sistemas dinamicos estudiados por Wiener, Kalman y Bucy incluyen ruidos Gaussianos
afectando al comportamiento de los mismos, por lo que de aqui en adelante nos referiremos a esta
clase de modelos Unicamente como sistemas Gaussianos. Una generalizacidn para el filtrado de
sistemas Gaussianos esta dada por el feorema de correlacion normal descrito en esta seccion, lo que

hace necesario exponer las siguientes propiedades de los vectores Gaussianos mediante el siguiente

feorema.

Teorema 3.2 Sea X € R™ un vector Gaussiano, entonces,
i) Los componentes de un vector Gaussiano son no correlacionados si y sélo si ellos son
independientes.

if) Un vector _X = (X, o X,.) es Gaussiano si y solo si, para todo vector A = (A, ..., An),
Ax € R, la variable aleatoria (X, \) = A, X] + - - - + A\, X, tiene distribucién Gaussiana.

Demostracion:

i) 8i los componentes de X = (X, ..., X,,) no estan correlacionados, esto implica que la forma de

la funcién caracteristica @ x (t) (definida en (2.9)), es el producto de funciones caracteristicas, por
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lo tanto, (del teorema 4, capitulo 2, seccién 12 de [12]); los compenentes son independientes, El
inverso es evidente, puesto que la independencia siempre implica la ausencia de correlacion.

i) Si X = (X, ..., X,) es Gaussiano, de (2.10) se obtiene que V¥t € R,
_ . 2
Elexp{jt(M X1+ -+ + A Xn)}] = exp {jt (Z /\kmk) -3 (Z Tkl)\k/\g)}} ,

con lo que consecuentemente (X, A) tiene una distribucion N (3" Aemy, > rade ).

Por el contrario, si (X, A) tiene una distribucion Gaussiana implica que:

Bleali(x, 0] = e {00y - Z5A1

1
= exp {jZI\kE(Xk) ~3 Z)\k,\fCo*u(Xk,Xg)} ,

puesto que los valores A, ..., A, son arbitrarios, entonces, por definicion X = (X,..., Xy} es
Gaussiano. #

Nota 3.3 Sea (X,Y) unvector Gaussianocon X = (X;,..., X)) yY = (Y1,...,.Y,,). Si X yY son

no correlacionados, esto es Couv(X;,Y;) =0,i,5 = 1,...,n; entonces X y Y son independientes.

34.2 Planteamiento del Problema

Considere que el comportamiento de un sistema dindmico lineal esta descrito por un proceso o
vector de estados Gaussiano X € R™, con una ecuacion de observacion ¥ € R™, tal que el vector
aleatorio (X,Y’) e¢s Gaussiano. Considere que Unicamente Y es observable y que X sé6lo puede
estimarse como producto de la observacion de Y.

Sea m = m(z) una funcién medible. El problema consiste en determinar la variable aleatoria
m(X), la cual, es un estimador de X en términos de Y; y la funcion del error E([X —m(X)][X —

m{X)]') del estimador, la cual se entiende es en el sentido de minimos cuadrados. El estimador

m(X) seri el 6ptimo cuando
P 2inf B((X - m(X)]IX ~ m(X)]),

donde el infimo es tomado sobre todas las funciones medibles m = m(z).

Por el principio de ortogonalidad que se describe (3.6), el estimado optimo de X en términos de Y
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es E(X|Y (1)), donde Y (¢} es el proceso de observacion,
3.4.3 Solucion del Problema
Asuma que
my = E(X), my = E(Y),
son vectores columna, y que

Vix = Cov(X, X) = [Cou(X:, X)), 1<14,5<n,
Vxy = Cou(X,Y) = [|[Cov(X;, V5))|, 1<i<n,1Z7<m,
Vvy = Cou(Y,Y) = |[Cor(Y:, Y))ll, 1<45<m,
son mairices. Asumiendo que C'ov(Y,Y’) tiene inversa, la solucion al problema de filtrado del

sistema Gaussiano (X,Y’) se puede resumir en el siguiente:

Teorema 3.3 Para un vector Gaussiano (X,Y), el estimador éptimo E(X\|Y) de X en términos

de Y,y la matriz de error
P =E(X ~ E(XY)|[X — E(X[Y)]),
estdn dados por las formulas

E(X]Y) =my + nyVY_;(Y — my), (320)

P =Vxx ~ VxyViyVy. (3.21)

Demostracion: Formando el vector
n= (X —mx) ~ VxyViy (Y — my).

puede verse que E[n(Y — my)] = 0, esto implica que 7 no esta correlacionado con (Y — my).
Pero puesio que (X,Y) es Gaussiano, entonces el vector (7,Y’) también es Gaussiano. Por lo

que de la nota 3.3, n ¥y (Y — my) son independientes. Entonces, # y Y son independientes, y



consecuentemenic E(7|Y) = E(n) = 0. Por lo tanto,

E[X - mX|Y] - nyvy_}%(y - my) =0
con lo cual, se establece (3.20).
Para probar (3.21), se debe considerar la covarianza condicional

Cov(X, X|Y) £ E([X - E(X|Y)]IX — E(X|Y)Y).
Puesto que X — E(X|Y) = 5,y que ny Y son independientes, se obtiene que
Cou(X, X|Y) = Elm|Y]= Elnm]
= Vix + Vi Viey Vg Vay — 2Vay Vi oy Vi Viey
= Vxx = VayVoy Vv,

con lo cual, se obtiene (3.21). W
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Capitulo 4
Filtrado de Procesos de Ito-Volterra

Todo modelo escrito en forma de ecuacion diferencial puede ser llevado a la forma de ecuacion
integral (el inverso no necesariamente se cumple), por lo que los resultados del capitulo fres
unicamente son validos para el caso de ecuaciones diferenciales. Por lo tanto, resolver el problema
de filtrado para ecuaciones integrales implica resolver el caso de las ecuaciones diferenciales
correspondientes. Como una extension de Ia teoria expuesta anteriormente, en este capitulo se
presentan los resultados concernientes al filtrado de sistemas Gaussianos cuyo comportamiento
dindmico estd dade por el modelo matematico de la ecuacion (2.56). En particular, los modelos con
la estructura de (2.56), se incluyen dentro de la clase de procesos estocasticos con retardo, de aqui

se sigue la importancia que esios sistemas tienen en las dreas de comunicaciones y el control.

4.1 Filtro Gaussiano Condicional para Procesos de Ito-Volterra

Basicamente en esta seccion se presenta un resumen del trabajo de Kleptsina y Veretennikov [6], del
problema de filtrado para procesos de [to-Volterra sobre observaciones de una ecuacién diferencial
en ¢l caso escalar, el cual, nos brinda la metodologia fundamental a seguir en el disefio del filtro

para sistemas donde las ecuaciones de estado y de observacion son procesos de Ito-Volterra que no

pueden llevarse al caso diferencial.

4.1.1 Planteamiento del Problema

Por simplicidad, se denotara al vector de estados z(t) = x; y a todas las demés variables continuas
en el tiempo de la misma manera. Considere el espacio de probabilidad completo (€2, F, P) con
F; una familia de s-algebras (definicién 2.6), continuas por la derecha y sean (W}, F,) y (W2, F)

procesos independientes de Wiener, Asuma que (4, 3t es la solucién continua del sistema:

:Et:/ b(t,s)de-&-/ (ao(t, s) + ai(t, s)z,)ds, (4.1)
0 )

46
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v = /0 ' B(s)aw! + ]0 (Aols) + Ay(s)a)ds, @.2)

para 0 < s < t. Las funciones B(s), b(t, s), Ai(s} y ai(t,s); i = 1,2; son acotadas, Fs-(no
anticipatorias), suaves en { uniformemente en s y continuas en s. Seca la ecuacion
.= f b(s,r)dW? + / (2o{s,7) + a1(s, )z, )dr, (4.3)
0 0

para 0 < r < 5 < t, donde (4.3) puede expresarse en forma de ecuacion diferencial, Sea F; el
o-dlgebra generada por las observaciones y; € Co,1), ¥t € [0, T}, entonces,

my = E(Itlﬂy)a

P, = El(z~m)’ |7,

m;, = E(z|F}),

63 = Z;— My,

8 = 2t - mt,

ft,s) = E(6.6:F7),

y sea

dys — (Aﬂ(s) + Al(s)E(ys))ds
B(s) '
El problema es obtener el mejor estimado m, de x; basado en el o-digebra 77,0 < s < ¢, tal que el

dW, =

error o funcién de correlacion F, sea minimizado. Para tal efecto, se hace necesaria la determinacién

de la mejor desviacion caracterizada por la funcion (¢, s), de la cual se obtiene F, al tomar ¢ = s.
4.1.2 Filtro Optimo
El mejor estimado m;, la funcién de correlacion F, y la funcién caracteristica f(i, s) del sistema

(4.1), estan dados por el siguiente:

Teorema 4.1 Las siguientes condiciones se satisfacen:

_ ' tAl(S) Vi
mt-_-/o (ao(t,s)+a1(t,s)ms)ds+fﬂ B—(S)—f(t,s)dW,, 4.4
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B t AZ(S)
P = fo (2a1(t,s)f(t,s)+b2(t,s)- B;(s) (t,s)) ds, (4.5)
flt,s) = ]{; b(t, r)b(s, r)dr + fo (ar(t,7)f(s,7) + ai(s,r) f(¢,7))dr
- [ 2 e nsenar 4.6)

Este sistema tiene una solucion unica con F, > 0, continuaent

Demeostracion: En virtud del teorema 3.3, se obtiene que

mt = fos(ao(t,r) + al(t,r)m,.)dr+f0 Ai(r)

L E|(at e, — mim, )| FP)dW .
Asumiendo que s = t, se obtiene (4.4)

Como se mencioné anteriormente, es necesario calcular en primer orden la ecuacion (4.6). Por
definicion f(%, s) =

(665 FY). Usando la formula de Ito dada en (2.34)

dsby = (a.l(u, s) — B2(( ;f( )) 8sds + b(w, 8)dW? — Afs)

B(s) flu, s)dWg,
2(s 1S 1 2
d8%8t = & (al(u, s) — géis; (u, s)) b.ds — & (%f(u, s)dW} — b(u, s)dWs)
+8 (al (t,s) — (

F6,9)) 6uds = 82 (5D s, 9w — v, spaw?)
R ( (1, 5)b(t,5) +

%(s)
Ai(s)
Del teorema 3.3, se obtiene:

B2(s ) (u,s)f(t,s)) ds
B 6|7, = [ las(5,m)E(856,|72) + ax (b, r) E(526,|FY)

+b(u, r)b{t, ) — g;((g F(&,7)f (s,7))dr
* Ay(r)

E(6:645,|F¥)dW,
| B 2 |7¥)

Pero del ejemplo 2.1, E(626.6,\F¥) = 0y dado que E(88,|F¥)y = f(t,r), se obtiene (4.6), con la
cual, se determina (4.5) aal tomars =¢. B
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En [7], se presenta la extension del resultado del teorema 4.1 al caso vectorial.

4.2 Filtrado de Procesos de Ito-Volterra sobre Observaciones
Continuas

A continuacion se describird y se mostrara la solucion del problema de filtrado para procesos de
Ito-Volterra sobre observaciones de tipo Ito- Volterra en caso vectorial de tiempo continuo resuelto
en [24]. Cabe hacer la aclaracion de que en [6, 7], las observaciones del vector de estados, son
realizadas por una ecuacién integral transformable en una ecuacién diferencial; en este nueva caso,
la ecuacién de observacion del sistema tambicn ¢s una ecuacion integral pero no puede ser llevadaa
la forma de una ecuacioén diferencial. Sin embargo, la metodologia en el diseiio del filtro es similar

al caso de la seccidn anterior.
4.2.1 Planteamiento del Problema

Sea (£}, F, P) un espacio de probabilidad completo con una familia de o-dlgebras #¢, ¢ > 0,
crecientes y continuas por la derecha; y sea (W}, F,t > 0) y (W2, F,t > 0) procesos de

Wiener independientes. Sea (z;, ¥;) un proceso aleatorio (funcién F;-medible), tal que la ecuacion

de estado:

Ty = jﬂt(ao(t, )+ a(t, s)z,)ds + fb(t,.s)dwj, 4.7
v la ecuacion de observacién: 0

Y = /:(Ao(t,s) + A(l, s)zg)ds + /Ot B(t, s)dW}, (4.8)

donde z; € R™; y: € R™; ao(t, 8), a{t, s), b(¢, 5) son suaves en ¢ uniformemente en s y continuas
en s; y Ao(t,s), A(t,s), y B(t, s) soncontinuas en ¢ y s. Sean A(¢, s) y B(t, s) matrices no nulas,
tal que B(f, s)B'(t,s) > 0.

El problema de filtrado consiste en encontrar el mejor estimado m; de x; al tiempo ¢ basado en el

proceso de observacion Y (t) = {y:,0 < s < t}, es decir, se busca la esperanza condicional

my = E(x; | FY).
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Sea la funcion de correlacion:
P = B((z — me)(m — ) | F))
y la funcion caracteristica:

@, 8) = B((al — my)(@s — ma)' | L),

donde
= fs(ao(t,r) + a(t, )z, )dr + /: b(t, r)dW?, (4.9)
Fres el o-dlgebra generada p(())r el proceso estocastico:
= [ (o) + At s)e)ds + / Bt 5)dW, “.10)
¥
mt = E(z% | F,). (4.11)

donde (4.9), (4.10) y (4.11) son ecuaciones que pueden ser escritas en forma diferencial debido a

que t es simplemente un parametro.
4.2.2 Filtro Optimo

Teorema 4.2 E! mejor estimado my del sistema (4.7) sobre las observaciones de (4.8), la funcion

de correlacion P y la funcion caracteristica f (i, s) satisfacen las siguientes ecuaciones.
t ¢
me= [ (at,e) +olt,hmds + [ e, (BB 1,5)
0 0

ldys — (Ao(t, s) + A(2, s)m,)ds), (4.12)

P = / la(t, 8)£'(t, 8) + F(t, 5)a'(¢, ) + b{t, )b/ (£, 5)|ds — f S A )
0 0

" (B(t,8)B'(t,s)) T A(t, s)f'(¢, 5)ds, (4.13)
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$6,9) = [ Tale,r) ) + £(07)a () + 3{bGe o, )+ B, )
= [ BB () Al ) (s,7) + S A G
(B(t,7)B'(t, 7)) Alt, ) f'(s,7) — % (6, 0) A (L P)(B(E, 1) B (5,7)) "

A(s, 1) (5,7) = 3F(5,m) A (5,7 )(Bls, ) B ) T AG D f e Ndr, @14)

Demostracién: Considerando el problema de filtrado para la ecuacién del estado z¢ sobre las

observaciones del proceso 7°. La ecuacién (4.9) para z? y la ecuacién (4.10) para i son de hecho

.
ecuaciones diferenciales con respecto a s, donde ¢ es un parametro. Asi, el teorema 3.3 es aplicable,

por lo tanto, se obfiene que
m! = / (ao(t,r) + a{t,r)m, )dr +f E(ztz, —mim | Fr)A'(t,7)
0 0

(B(t,7)B'(t,7)) " [dy; — (Ao(t, ) + A(t, r)m;)dr).

Del mismo modo que en el teorema 4.1, igualando s = ¢, se obtiene la ecuacion (4.12) para m,.
Analogamente al teorema 4.1, se demostrara primero (4.14) para f(¢, s). De la formula (2.34) de
Ito resulta que
d(zl —mt) = [aft, ) — f(t.")A R r)B(7)B (1) Al r)](z(r) — m,)dr
+b(t, r)dW? — f(t,r)A' (8, »)(B(t,r)B'(t. 7)) ' B(t,r)dW},
d((zt — mé)(z? — m2)) = (2} — mp)(z(r) —m.)[a{u,7) ~ flu,r)A'(u,7)
(B(u,r)B'(u, 7)) Ay, r))'dr + [alt, r) — f(t, r)A' (. 7)(B(¢, r)B'(t, 7))~

At,D(2(r) — me)(zy — my)'dr + (1/2)(b(2, )6 (u, ) + b(u, 7)

b’(t, r))dr + (I/Z)f(t, T)A!(t, T)(B(t, T)B’(u, T))_IA(H, '.r‘)f'(u,1 r)dr
1020126386
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+(1/2) f(u, ) A (u, 7)(B(u, r) B'(t, 7)) L Alt, 7) ' ¢, 7))dr
—(zz — me)[f(u, ) A'(w, 7)(B(u, r) B'(u, 7))~ B(u, 7)dW,
—b(u, YW — [F{t,r) A (t, r)(B{t,7)B'(t, 7)) ' B(t, r)dW,

—b(t, r)dW|(z} — my).
Integrando con respecto ar, para 0 < r < s, igualando u = s, y usando el teorema 3.3 resulta que:

B = m)@s ~mo) | 7) = [ (Bt = mi)er = me) | e (s.7)
Falt, 1) E((@, — m.)(zt — me) | FL) + (1/2)(b(t, 1) (5,7)
+b(s, 7)) (¢, 7))dr + (1/2)f(t,7)A'(t,7)(B(t,7)B'(s,7)) ' Als,7)
£/(s,)dr + (1/2)f (s, 7) A'(5.7)(B(s, 1) B (t,7)) " Alt, 1) £ (1,7)
~B((st — mb)(e, - my) | FL)(F(5, 1) A (5,7 (Bls,r) B (5,7))
Afs,r))' = St VA e ) (B, 1) B8, 7)) Aty r) B (2, — m )
-y | FLldr+ [ (B((e = mi)ia - m) (ar = o) | FL)

A'(t,r)(B(t,r)B'(t,r)) " [dy; — (Aolt, ) + Alt, r)m,)dr]. (4.15)

Note que el ultimo término de la ecuacion (4.15), es igual a cero; de acuerdo al ejemplo 2.1. De
este modo, la ecuacion (4.15) produce (4.14). Finalmente, la ecuacion (4.13) es obtenida de (4.14),
debido a que P, = f(t,t). 1



4.2.3 Ejemplo

Ejemplo 4.1 Considere el sistema:

() = /0 73 + e~t%(s)]ds + fo =2 W (s),

i }
y(t) = f [64(t_3) + e‘m_"‘m(s)]ds+f 3= dW(s),
0 0

donde W(s) y W?2(s) son procesos independientes de Wiener

El mejor estimado, la funcién de correlacion y la funcion caracteristica satisfacen:

t }4
me = / [e—3t+s + e~t—sms]ds +f 6_8t+5sf(t,8)[dys _ (ed(t—s) + 8_2t_sms)d8],
0 0

: ¢
P, = f [e%*15 4 2e7t5 £ (8, 5))ds — ] e~ 10445 £2(1 )ds,
0

0
5
f(t,s) = / (e " fls,r) +e T f(t,7) + &7 — (e7100 T 4 710
Jo

- e7PHIR) £(8, 1) (5, 7).

Note que,

fls,s)=F = /: [e%7% 4 2" f(5,7)]dr — /: e 105+ £2(5 rYdr,

y que diferenciando (4.21) con respecto a s :

. * 0
Ps= e—Bs + 28—23133 - e—ﬁsP82 + / a[32.‘1—4-:- + 2e-s~—rf(s’ ’I’) _ 8_108+4rf2(8, T)]d’.'“.
0

La ecuacion (4.22) se puede aproximar como:

P3= e-?.s + 28_28P3 _ G_GSPSZ.
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(4.16)

4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

4.22)

(4.23)

Asi, se obtiene la curva descrita en la figura 4.1 (a), la cual, converge al valor fijo de 0.84777, con

lo que el criterio de minimos cuadrados se satisface.
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Figura 4.1 Funciones (a) de Correlacion y (b)-(d) Caracteristicas

Para saber si el comportamiento de f(2, s} satisface el criterio de minimos cuadrados, se toma la

derivada de {4.20) con respecto a s y fijando t =1:

2 F(08) = €7 (5,8) + e (Ly ) €1 — (% IO 6m) £(1, ) £ (s, 5)

+ fos gg[e‘l"‘f(s, r)+ et f(1,7) + el T — (e 10t |
T IOHT _ BBy £(1 1) £(s, 7)]dr (4.24)
de igual modo que en el casede P(t), (4.24) puede expresarse como:
FlLs)=e"3 e 9P + e f(1,5) — (e7% + 710 _ 579 £(1, )P, (4.25)
para t = 2, resulta que (4.20) :

f(2,8) =% 4P Pt e [(2,8) — (eTVe Y — eI f(2,0)P, (426)
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yparat = 3:
F(3,8) =¥ 4 e3P, 4+ e f(3,5) — (675 + 730t — ¢~ 15-5) (3 1) P.. (4.27)

Los resultados graficos de las ecuaciones (4.25)-(4.27) se aprecian en la figura 4.1 (b)-(d)
respectivamente, de donde se puede concluir que existe un comportamiento generalizado para la
funcion f(+, s) que converge al origen, por lo tanto, el calculo del mejor estimado del estado esta bien
definido y para efectos de la simulacion de (4.18), considere las aproximaciones de las ecuaciones
(4.16) y (4.17), tal que:

& (t) = e 2(1 + z(t)) + e~*3(2), (4.28)
V() =1+e ¥ zt) + (), (4.29)
my= e (1 +my) + [e % (z(f) — me) + e S9(0)) P (4.30)
x(8
) 05 m(f)
4 05
3. 044
a) b),|
2
0.2+
" o
) ) : ] : rA z 7 3 : 7

Figura 4.2: Ecuaciones (2) de Observacion y (b) Estado/Estimado

La figura 4.2, representa una realizacion para el sistema (4.16)-(4.17). De la figura 4.2 (b) se puede
apreciar que el estimado m(t) aproxima en su trayectoria al estado z(t). &

Note que en la figura 4.1, las curvas (b)-(d) describen inicamente el comportamiento cualitativo de
la funcién f{t, s), y no asi sus valores reales, los cuales, no deben exceder los valores de la funcién

de correlacién P(t), pero que dada la aproximacion no se pueden obtener.



Capitulo 5

Solucion para Ecuaciones Diferenciales en
Distribuciones con Funciones Regulares
Discontinuas sobre el Lado Derecho

Con la intencién de obtener las ecuaciones del filtrado para procesos de Ito-Volterra sobre
observaciones discontinuas del tipo Integral, se presenta en este capitulo un método para resolver
las ecuaciones diferenciales que contienen funciones “generalizadas” con discontinuidades sobre
el lado derecho. Este algoritmo presentado en (8, 9], evita las complicaciones que encierran las
técnicas de solucion de ecuaciones diferenciales en distribuciones caracterizadas por funciones de

variacion acotada, y que se conoce como Vibrosolucion,

5.1 Funciones Generalizadas

El grado de generalidad ligada a la nocién de funcidn varia dependiendo del problema en cuestion.
Determinados problemas requieren que las funciones sean continuas, en otros casos requieren
funciones diferenciables una o varias veces; sin embargo, existen situaciones en gue el manejo
de las funciones se¢ vuelve inadecuado, aun cuando se entiendan en el sentido mas general. Los

problemas de esta naturaleza se resuelven por medio de funciones generalizadas y abarcan casos

donde las funciones no tienen derivadas.
S5.1.1 Espacio Fundamental y Funciones Generalizadas

Sea K el conjunto de todas las funciones finitas y definidas sobre (—o0, o0} con derivadas continuas
de todos los ordenes, donde cada funcidn ¢ € K finita se desvanece al exterior de algin intervalo.
Si K esta equipado con las, operaciones adicion y multiplicacién escalar, entonces, K forma un

espacio lineal y la convergencia en este espacio estd dada por la siguiente definicion.

56
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Definicion 5.1 Una sucesion {,,} de funciones en K se dice gue converge a una funcion ¢ € K
(denotado por p,, — @), si:
a) Existe un intervalo fuera del cual, todas las funciones ¢,, se desvanecen.

b) La secuencia {npgf)} de derivadas de orden k convergen uniformemente a %) sobre su
intervalo paratoda k = 0,1, 2, ...

Al espacio lineal K equipado con esta clase de convergencia se le conoce como el espacio

Sfundamental, v a las funciones ¢ € K se les llama funciones fundamentales.

Definicién 5.2 Toda funcional lineal continua T'(¢) definida sobre el espacio fundamental K es
llamada una funcién generalizada sobre (—oc, ), donde la continuidad de T(p) establece que

cuando @, — @ en K implica que T(yp,) — T(p).

Sea f(z) una funcién integrable sobre cada intervalo finito (f(x) es localmente integrabie).

Entonces, f(z) genera una funcion generalizada a través de expresi6n:

Tye) = [ fa@ola)ds. 5.1)
—00
Las funciones generalizadas de la forma de (5.1) son clasificadas como regulares, y aquellas de
estructura diferente como singulares.

Ejemplo 5.1 La “funcidn delta”

T(gp) = ¢(0),

es una funcional lineal continua definida sobre K con estructura singular No obstante, se puede

representar como
7() = [ bap(a)ds,
—
donde §(z) es una funcion ficticia nula excepto cuando x = 0, tal que,

f §(zx)dz =1,

por lo tanto, se puede expresar formalmente que

7o) = [ bpta)is = o) [ sa)iz = (o). m

oo
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5.1.2 Propiedades de las Funciones Generalizadas

Sean

o) = [ f@elas, T = [ " gle)ple)de,

-0

donde f y g son locaimente integrables y ¢ € K, @ € R, entonces,

(T +T)(9) = T5 () + T, () = Tr49(p)

(aTy)(p) = aT;(p) = Tas(p)-

Definicidén 5.3 Una sucesion de funciones generalizadas {T,} se dice que converge a una funcion
generalizada T si T,,(¢) — T(p) Vo € K. El espacio de funciones generalizadas con esta nocién
de convergencia se denota por IK*. Este modo de convergencia es la convergencia estrella débil

[10] de las funcionales lineales continuas sobre K.

Asuma que la derivada de f existe y que es locaimente integrable. Entonces, la derivada de una
funcion regular generalizada esta dada por

dT ® .
ZO= [ @ 52
€x —o
Integrando (5.2) por partes y usando el hecho de que cada funcién ¢ se desvanece al exterior de

alguin intervalo infinito, se obtiene que

T =—[ 1@ @ (53)

la cual, es una expresion para % que no involucra la derivada de f.

Extendiendo (5.3) al caso singular, resulia que derivada % es la funcional definida por la formula:

2 )= -T(@) (54

donde el lado derecho de {5.4) es una funcional lineal continua y es por si misma una funcion

generalizada.
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Ejemplo 5.2 Considere la funcion Heaviside o funcién escalén:
0 siz<0,

flz) = (5.5)

1 siz>0,
definiendo la funcional lineal

T = [ f@piie= [ ol
de la definicion de (5.4),
T == [ ¢ @ =0,

por lo tanio, la derivada de (5.5) es la funcion delta.

5.1.3 Ecuaciones Diferenciales en Distribuciones

Considerando que ¢ es una funcién fundamental en KK, entonces, la ecuacion

z (1) = flz,u,t) + b(z, u,t) u (1), z(to) = o, (5.6)

se satisface en el estricto sentido de que Vi € C(_og o0,

/°° e(t)dz(t) = ‘/;00 F(z,u, t)p(t)dt + /00 b(zx,u, t)p(t)dul(t), (5.7)

- -0

donde f(z,u,t) es una funcién continua con respecto a todos sus argumentos, b(z,u,t) es una
funcion continua con respecto 1 y discontinua con respecto a u, t; y u(t) es una funcidn de variacion
acotada. A la ecuacion de la clase de (5.6) se le conoce como ecuacion diferencial en distribuciones

y fueron estudiadas por primera vez en [34].

5.2 Vibrosoluciones para Ecuaciones Diferenciales en
Distribuciones con Funciones Regulares Discontinuas sobre el Lado
Derecho

-

Considere la ecuacion diferencial en distribuciones de dimension »,

z (t) = f(z,u,t) + b(z,u,t) ¢ (t), z(tp) = xo, (5.8)

donde f(£,v, s) y b(£, v, 5) son funciones continuas por partes en las variables abstractas (£, v, 5); y
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u(t) € R™ es una funcién de variacién acotada con componentes u;(¢) no decrecientes y continuos

sobre la izquierda,
w; (t) >0, |u(t)] < oo, w(t) =wll-), i=1,..,m,
tal que, para {2 = &),
ulte) > u(ty) siug(te) > wi(ty)

De acuerdo con la referencia [29], se dice que las funciones f(£, v, s) y b(§, v, s) son continuas por
partes ¢n un dominio acotado G C R™+™¥! 5i G es la unidn finita de aquellos dominios en los cuales
f(&,v,3) yb(£,v, s) son continuas hasta su correspondiente limite, con un conjunto de medida cero
consistente de los limites de esos dominios, Porlo que, f(£, v, 5) y b(§, v, 8) son continuas por partes
en R**™*1 5i son continuas por partes en cualquier dominio acotado G C R™+™+1,

Sea u(t) € R™ una funcién absolutamente continua . Entonces, la solucién de (5.8) se entiende
es una solucion absolutamente continua para la ecuacion diferencial generalizada z (t) € F(z,t),
donde F'(z,t), es el minimo conjunto convexe que contiene la secuencia de valores z.,, cuyo limite

z, — ¥ t constante de la funcién

f(zn, u(t)!t) + b(z, u(t): t)u(t)

a menos que (z,, t) pertenezca a su conjunio de discontinuidades.
En el caso de que u(f) € R™ sea una funcion no decreciente, se define una solucién para (5.8)

siguiendo aproximadamente €] concepto de vibrosolucion utilizado en [8, 9, 24].

5.2.1 Vibrosoluciones

Un criterio 1til para definir el concepto de convergencia estrella débil en el espacio topologico de
las funciones de variacjdn acotada, esta dado por el principio de seleccién de Helly [10], de acuerdo
con éste, una seeuencia de funciones de variacion acotada uy(t) tiene convergencia estrella débil,
denotado por * — lim u,(¢); si satisface las condiciones siguientes:

(1) Lim g (tg) = u(to), cuando k — oo;
(2) limwuy(t) = u(t), cuando k — oo, {y < ¢, para todos los puntos de continuidad de la funcion
u(t);
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(3) sup; Vi ur(t) < o0, Vg < 2.

Definiciéon 5.4 Una vibrosolucion para (5.8) con una funcion no decreciente w(t), es una fimcion

z(t) que satisface las siguientes condiciones:

a) z(t) es continua sobre la izquierda,

b) Sea u(t) una secuencia de funciones no decrecientes absolutamente continuas que
convergen a u(t) en la topologia estrella débil del espacio de funciones de variacién acotada
sobre el lado derecho, es decir, si

* — lim w (¢} = u(t), k — o0, t > o,
entonces, la secuencia x;(t) de soluciones para la ecuacién
T (1) = flo, vk, t) + b(xy, ug, t) uy (8), zi(tp) = o,
converge a z(t) en la misma topologia
* — limz,(t) = z(t), k — o0, t > to.

Del mismo modo que en el caso de las ecuaciones diferenciales en distribuciones con funciones
regulares sobre el lado derecho, la existencia de una vibrosolucién para la ecuacion (5.8) esta
estrechamente relacionada a la existencia de la solucion de un sistema asociado de ecuaciones

diferenciales exactas.

Teorema 5.1 Las siguientes condiciones se satisfacen:

i} las funciones f(z,u,t) y b(x,u,t) son acumuladamente continuas por partes en (z,u,t) y
sus dominios (continuos), son localmente conectados;

i) las funciones f(z,u,t) y b{z,u,t) satisfacen {excepto para sus conjuntos de limites con
medida cero), un lado de la condicidn de Lipschitz

(:L' — % f(:c,u,t) - f(y,u,t)) < Ll(t’u')($ - y)Q,

(@ —y,b(z,u,t) — by, u.t)) < La(t,u)(z — y)?,

donde Ly (¢, u) y La(t, u) son integrables con respecto a las variables (¢, w). Si (5.8) tiene una
vibrosolucién, entonggs, el sistema de ecuaciones diferenciales exactas

. de
= =bgus),  Ew) =2z (59)
es solucionable enel cono K = {u € R™ : u; 2 w;, i = 1, ...,m} de direcciones positivas para
una condicion inicial arbitrariaw € R™, 2 ¢ R" y s > ;.

Demostracién: Considere una vibrosolucién z(t) para (5.8) con la condicion inicial z(s) = z y
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conu(t) = w+ (v—w)X(t — s), donde X (t) es la funcion Heaviside, w,v € R™, v > wy s > t,.
Las condiciones del icorema 5.1 aseguran la existencia de esta vibrosolucion. Se¢ mostrard que bajo

las condiciones del teorema, la identidad

z(s+) = y(1) (5.10)
se satisface, donde z{s+) = lim z(t), cuando ¢ — s+, y ¥(7) es una solucion de la ecuacion
Wbyt @-w)rw-w), 0<T<1,  y0)=z G

Note que el teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales con discontinuidades
sobre el lado derecho [29]|, y las condiciones del teorema 5.1 tienen una tnica solucién
absolutamente continua y(7) dado que v > w.

Ahora, s¢ mostrara que bajo la suposiciones del teorema 5.1 las funciones y.(7) = @x(s + 7/k),
0 < 7<1,k=1,..; donde z; es la vibrosolucion de (5.8) con la condicién inicial zx(s) = z y

con la funcién absolutamente continua sobre el lado derecho

w parat < s,
w(t) =4 wt+k{v—w)(t—s) paras<t<s+1/k,
v parat > s+ 1/k;

satisface las ecuaciones

dyk_ 1 T T . .
ar = Ef (yk,w+ ('u—w)'r,s+E) +b(yk,w+(v—'w)‘r,s+ E) (v —w), 4(0) = z,

y la condicion

1
w5+ 3) = i) 6.12)
Dado el teorema de la dependencia continua de la solucion para una ecuacion diferencial con
discontinuidades sobre el lado derecho [29], la secuencia de funciones absolutamente continuas

yr(7) converge a la selucién absolutamente continua y(7} en la norma Euclideana, esto es,

-

lim l(r) — () =0, vrelo,



63

De lo anterior se tiene que lim yx(1) = y(1) cuando k — oo, y por (5.12),

lim lim z,(¢) = y(1).

t—stk—oo

Puesto que

lim lim z(t) = z(s+)

t—stk—oo

y z(t) es una vibrosolucion de (5.8), de donde se llega a (5.10).

Considere la funcion

E(z,w,v,8) =y(l) =z +f0 bly(r),w + (v — w)T, s)(v — w)dr, (5.13)

donde y{7) es la solucion de (5.11}. Bajo las condiciones del teorema 5.1, la solucion y(7) existe
y es inica para v > w, entonces, la solucién de £(z, w, v, s) es tinica y definida sobre el cono de
direcciones positivas K = {u € R™ : u; > wy, 1 = 1,...,m}.

La prueba del hecho de que

dg(z,w. v, s)
dv
reproduce la ltima parte de la prueba del teorema 1 de [30], por lo que se omite. Asi, la funcion

= b(¢(z,w,v,5},,5)

£(z, w, v, s) definida por (5.13) es la tinica solucién del sistema (5.9) sobre X. &
Una vez establecidas las condiciones de existencia y unicidad de las vibrosoluciones, se presenta
en el siguiente teorema, algunas condiciones adicionales sobre la funcién bz, u, £}, para las cuales,

las condiciones necesarias y suficientes de la existencia de una vibrosolucién ceinciden.

Teorema 5.2 Sean w € R™ y z € R" condiciones iniciales arbitrarias, y sea s > 1y, tal que se

satisface:

i) Las funciones f(z,u,t), b(z,u,t), Ob{z,u,t)/8z y 8b(z,u,t)/0t son acumuladamente
continuas por partes en (z,u,t) y sus dominios continuamente localmente conectados;

ii) las funciones f(z,u,#) y b(z,u,t) satisfacen (excepto para sus conjuntos de limites con
medida cero), un lado de la condicién de Lipschitz.

Si el sistema (5.9) de ecuaciones diferenciales exactas es solucionable sobre el cono:

K={ueR™:u; >2w,i=1,..,m},



entonces, la ecuacion (5.8) tiene una vibrosolucion.

Demostracion: Suponga que el teorema 5.2 se satisface, entonces, el sistema (5.9) tiene una
solucién £(z, w,u,t) sobre K parat > tp. Se busca una solucion para (5.8) correspondiente a

la funcién no decreciente «(¢) en la forma

.’.U(t) = §(z(t)a Up, ’U.(t), t) (5.14)
donde ug = u(ty) y u(t) > up.
Acorde a la definicion del sistema (5.9), la expresion (5.14) implica la existencia de

u(t)
z(t) = z(t) +/ b(£(v), v, t)dv,

g
o de

z(t) = z(¢) +][; b(2(t) + y(r), uo + w(r),t) w (r)dr, (5.15)

donde T' = t — t; es el tiempo en el que la frayectoria del sistema (5.9) alcanza el punto x(t), y
y(r) es la solucion de (5.9) correspondiente a la funcion no decreciente w(r) = u(r) — uo.
De la resolucion del sistema (5.9) sobre K [31], se tiene que
Tl

b(z(t) + y(r), uo + wir),t) w (r)dr =0 (5.16)
para toda funcién suave w(r) continua por partes en el intervalo [0, 7”] del ortante positivo en R™;
es decir, Vur(r) € R™, tal que wi(r) > 0,i = 0,1,..., y w(0) = w(T") = 0; aqui 7" ¢s el tiempo de
revolucion sobre el ciclo w(r) € R™.
Sea w(r) > 0 un ciclo suave por partes en R™ tal que la correspondiente solucion del sistema (5.9)
con condicidn inicial z(¢) alcance el punto z(¢) en ¢l tiempo T = £ — ¢;. Entonces, la ecuacién

(5.16) se puede escribir en la forma
T T
[ He® +uir) o w0 i e+ [ bt + vl v+ (), ) (r)ar =

T T'-T
fo b(z(t)+y(r), ug+w(r),t) w (*.")d'r'+]0 b(z(t)+y(r),uatw(r),t) w (r)dr = 0. (5.17)
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Por substitucién de (5.15) en (5.17), se obtiene

777
o(t) — #(2) + fo B(a:(2) + y(r), o + w(r), &) W (r)dr = 0,

esto es,

T'-T
2(t) = x(t) + ]D b((t) + y(r), uo + wr), £) w (r)dr,

z(t) = x(t) + ]:: b{&(v},u(t), t) w (r)dv. (5.18)

De la representacion (5.18), tal como se muestra en [30], la férmula de inversién

Z(t) = g(m(t): u(t), uy, t) (5.19)
es valida si u(f) > ug. En particular, de (5.19), 2(to) = z(to} = zo.

Acorde a la definicion de la solucion del sistema (5.9}, la formula de Leibnitz
E(z,w,u,s) =2 +] b (&(z,w,u,s),v, 8)dv, u > w,

es valida excepto cuando b:(€,v,s) sea igual a b(£,v,s) o pertenezca al lado derecho de la
correspondiente ecuacién diferencial generalizada. Las derivadas 0§/8z, 8¢/0w y 0&/0s,
tmicamente para los lados derechos continuos [27], satisfacen (excepto para sus conjuntos de limites
con medida cero), ciertos sistemas variacionales de ecuaciones diferenciales lineales [29]. En el caso
de esta prueba, los sistemas variacionales son sistemas lineales de ecuaciones diferenciales exactas
con discontinuidades en el lado derecho. Bajo las condiciones del teorema 5.2, estos sistemas
son solucionables sobre K [29]. Consecuentemente, las derivadas 8¢/0z, 88 /0w y OF /ds existen
(excepto para las condiciones estabiecidas anteriormente), y son continuas por partes. La existencia
de la derivada Of/Qu sobre un conjunto de medida completa [10] estd dada por la continuidad
absoluta de la solucion £(z, w, u, s} para el sistema (5.9).

Una vez establecido que las derivadas existen, se mostrara que z(¢) satisface la siguiente ecuacion

con discontinuidades sobre el lado derecho:

z= go(z(t),uo,u(t),t), Z(to) = To, (520)
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donde,

BE(E(z’Waumt):uv“O:t)

e, vo 1) = 0z f€(z,u0,u,t),u, ) + 3§(§(z,u0,u,t),u,u0,t).

Js
En vista de que 8¢/9z, f y 0£/0u son continuas por partes, la funcion ¢(z, up, u, ) también es

continua por partes; consecuentemente (5.20) tiene solucion,

Sea ug(t), k = 1,2,...; * — limug(t) = u(t), cuando &k — oo, t > ty; una secuencia de funciones
absolutamente continuas convergiendo a u(¢) en el sentido topologico estrella débil del espacio de
las funciones de variacién acotada. La ecuacion (5.8) con funciones uy(t) sobre el lado derecho es

una ecuacion diferencial ordinaria con discontinuidades en el lado derecho:
Tk (L) = flze, vr, t) + BTk, Ur, t) g (1), Zi(to) = . (5.21)

Por el teorema de la existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales ordinarias con
discontinuidades sobre ¢l lado derecho [29), y de las condiciones i) y i) de 5.2 resulta que (5.21)

tiene una Unica solucion. Ademas, de (5.19) se tiene que

§(mr(t), we(t), o, t} = zk(t)

es la inica solucidn para la ecuacion

zi (t) = p(ai(t), wo, ux(t), t), z(to) = xo. (5.22)

Sea x—lim u, (t) = u(t), cuando k — oo, > ;. Entonces, del teorema de la dependencia continua
de la solucion sobre el lado derecho [29], el x — lim z;(t) = z*(¢), cuando k — oo, t > g, donde
2*(t) es la solucion de (5.20). También, esta solucién es finica, puesto que las soluciones z,(t) para
(5.22) son tnicas para las funciones u (¢). De este modo, 2*(t) es una vibrosolucién para la ecuacién
(5.20). Debido a gue el mapeo (5.14) es continuo y uno a uno, entonces, z*(t) £ £(2*(t), uo, u(t), 1)
es la vibrosoluciofr deseada para (5.8). Aun mas, sup, Vi zi(t) < oo, para ¢t > tg, ya que las

variaciones de las funciones z(t) ¥ u«(t) son uniformemente acotadas en virtud de la convergencia
x-— lim wug(t) = u(t), +— Hm 2,(t) = 2°(¢), t > g,
k—oo k—oo

en la topologia estrella débil del espacio de las funciones de variacién acotada. B
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Nota 5.1 Las vibrosoluciones pueden ser definidas, y las condiciones necesarias y suficientes para
su existencia pueden ser establecidas para funciones u(t) no monotonicas, las cuales, cumplan con
un lado de las condiciones de Lipschitz para la funcién b(z, u, t)sign(u (t)) y para las funciones

b(zk, up, t) Uy (t) paratoda k = 1,2, ...

Tal y como se establece en [28, 30|, sélo las funciones zx(t} que corresponden a las funciones
ux(t) absolutamente continuas son las soluciones clasicas para las ecuaciones diferenciales en
distribuciones de la forma (5.8). Ademas, no es claro como pueden interpretase los saltos de la

vibrosolucidn en los puntos de discontinuidad de la funcién no decreciente u(t), dado que la integral

t
f b(z(s),u(s), s)du(s)
ty
no puede definirse en la forma ordinaria de la integral de Lebesgue-Stieltjes [10]. Por lo tanto, parece
ser apropiado obtener una ecuacion con medida equivalente a la vibrosolucién de (5.8) como una

solucion ordinaria que permita el calculo explicito de los saltos en los puntos de discontinuidad de

u(t).

Teorema 5.3 Asuma que las condiciones de teorema 5.2 se satisfacen. Entonces, la solucion de

la ecuacion diferencial con medida
da(t) = (2,4, t)dt + blz, v, du(t)+ D> Gla(ti=), ulti—), Aults), t.)dX(E — 1), (523)
t,
z(ty) = zo, 2 = 0,1, ..., coincide con la vibrosolucion de (5.8), tal que,
G(z,w,u,8) =&(z,w,w +u,s) — z,

donde la funcion £(z,w,u,s), u > w, s > to, es la solucion del sistema (5.9) de ecuaciones
diferenciales exactas; u.(t) es el componente continuo de la funcion no decreciente u(t); y,
Ault;) = u(tik) — u(t;—) son los saltos de u(t) en sus puntos de discontinuidad t,. X(t — ¢;)

es la funcion Heaviside.

Demostracién: la demostracion es similar a la prueba del teorema 3 de la referencia {30)

bajo la suposicién de que las funciones f(z,w,t), b(x,u,t), db(z,u,t)/Ox y Ob(x,u,t)/8t son
continuas. M
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En conclusion, se puede decir que ¢l teorema 5.3 permite resolver numéricamente (5.8) entre los

puntos de discontinuidad de «(t) y conocer explicitamente sus saltos mediante el uso de (5.9) y de

(5.13). ®

5.2.2 Ejemplo

Ejemplo 5.3 Considere el sistema

z (1) = z(t) u (¢), 2(0—) = o,

donde u(t) es la funcion Heaqviside y
Az = G(x0,0,1,0).

De (5.9) se tiene que

— = b(K,u, s), K(v) = z,
por lo que,

blz,u,s) =z = b(K,u,s) = K,
esto implica que (5.25) se pueda expresar como:

O ) = K(w),

resolviendo (5.26), resulta que

K(u) = ze"".

En virtud del teorema 5.3, se puede hallar una ecuacién de la forma (5.23), tal que,

G(z,v,v +u,8) = 2"t — z = 2(e* — 1),

(5.24)

(5.25)

(5.26)

con lq que Az = zo(e' — 1), por lo tanto, la vibrosolucién del sistema (5.24) tiene una ecuacion

con medida equivalente a

z(0+) = z(0-)+ Az

= g+ zole' — 1) =2.718z;. 1



Capitulo 6
Resultados

En este capitulo se presenta como un caso particular del problema de filtrado para procesos de Ito-
Volterra sobre observaciones de integrales continuas, solucion a los problemas de filtrado cuando
dicha ecuacton de observacién es discontinua y cuando es discreta ya sea con uno o multiples
retardos. También, se presentan ejemplos matematicos para cada unc de estos casos.

Las aplicaciones practicas para ¢l filtrado de procesos de esta naturaleza, se intuyen en e campo del
reconocimiento satelital, procesos quimicos industriales, procesamiento digital de imagenes y el ya
mencionado caso ecoldgico presa-depredador entre otros. Durante el desarrollo de los resultados,

se emplearon los programas computacionales Maple y Simnon para transformar y verificar las

extensas formulas que aparecen.

6.1 Filtrado para Procesos de Ito-Voiterra sobre Observaciones de
Ito-Volterra Discontinuas

6.1.1 Declaracién del Problema

Sea el par (x(t), y(t)) un proceso estocastico F;-medible tal que:

2t) = [ (oult, ) + att,ha(e))ds + [ bt )3, 6.1)

y:(t) = [[Am(t, s) + (A, 5), 2(s))]dus(s) + /0: By(t, s)dW (ui(s)), (6.2)
donde para toda i = 1,...,m, A(t,s) = (Ai(t,s),..., An(t,s)), Ailt,s) € R"V i; (a,b)
es ¢l producto escalar en R®. Considere una funcién vectorial de variacién acotada wu(t) =
(ui(t), ..., um(t)) € R™, la cudl, es no decreciente en el siguiente sentido: u(t2) > u(t;) cuando
ta > 1y siui(ta) > wilty). .
El resto de la notacién y ¢l problema de estimacion es formulado exactamente como en el problema

descrito en 1a seccidn 4.2.

Y
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6.1.2 Filtro Optimo

En [9] se sugiere un procedimiento para obtener las ecuaciones del filtro 6ptimo de (6.1) sobre
observaciones discontinuas a partir de las ecuaciones de filirado sobre observaciones continuas.

Para poder aplicar tal método, es necesario considerar ias siguientes acciones:

e Asumiendo que u(t) € R™ en (6.2) es absolutamente continua, se escriben las ecuaciones de
Ito-Volterra sobre observaciones continuas obtenidas en la seccién 4.2.

e Asi, se asume dentro de las ecuaciones obtenidas, una funcién vectorial de variacién acotada

u(t) € R™ no decreciente, con la idea de que la derivada © (t) puede ser una funcion general-
izada,

De lo anterior se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones de Ito-Volterra sobre observaciones

discontinuas:
m(t) = ft(ag(t, s) + a(t, sym(s))ds + /t f(t,s)A'(t,8)(B(t,s)B'(t,s))"
a 0
[dy(s) — (Aolt, 5) + Alt, s)m(s))du(s)], (6.3)
P(t) = fo la(t, $)f (£, 5) + F(&, 9) (£, 5) + B{t, s)b'(2, 5)]ds — fo £t )AL, )
(B(t,s)B'(t,8)) T A{Z, s) f'{¢, s)du(s), 64

fit,s)= ls[a(t,r)f'(s,r) + f(t,r)a (s, r) + -;—(b(t,r)b’(s,r) + b(s, )b (t,7))]dr

-fos[f(f:T)A'(S,?‘)(B(Sa?”)B'(S:T))ﬁlA(Su?‘)f'(Sa?")
+f(t, At ) (B, T)B (4, 7)) AR ) f(sT)
-% FltT) A, ) (Bt ) B! (s, 7))~ A(s, 1) f'(5,7)

- %f(s, r)A'(s5,7)(B(s,2)B'(t, 7)) L A(t, ) £ (t, r)]du(r). (6.5)

Las ecuaciongs obtenidas (6.3)-{6.5), son ecuaciones integrales con respecto a un vector de medida
discontinua generada por una funcién de variacién acotada no decreciente u(t). Continuando con el

esquema de [9], para poder di§tinguir los saltos de las ecuaciones obtenidas en sus correspondientes
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puntos de discontinuidad, en la siguiente seccion se utiliza ¢l teorema 5.3.

6.2 Forma Equivalente de las Ecuaciones de Filtrado

Dado que las ecuaciones (6.3)-(6.5) pueden ser escritas de la forma de (5.8), y puesto que satisfacen
las condiciones de los teoremas 5.1 y 5.2, entonces, por el teorema 5.3 se obtiene que las ecuaciones

con medida equivalente para las ecuaciones de filtrado (6.3)-(6.5) toman la forma:
m(t) = / (ag(t, s) + alt, s)m(s))ds + / flt—, s=)I + A'(t,s)(B(t,s)B'(t,s))"!
0 0
A(t,s) f(t—,s—)Au(s)] T A'(t, s)(B(t, 8)B'(t, 5)) 1
[dy(s) — (Aolt, 8) + A(2, s)m(s—))du(s)], (6.6)
P(t) = fo (alt, 5)£'(t, 5) + F{t, ) (1, 5) + bit, ) (£, 8)]ds — /O F(i=,s-)
[T+ A'(t, s)(B(t,s)B'(¢t,5)) AL, s) f(t—. 5—) Au(s)] !

A'(t,s)(B(t,s)B'(t, s)) L A(t, s) f/ (t—, s—)du(s), 6.7

flt,8) = fs[a(t,r)f’(s,r) + fit,7)d (s, 1)+ é(b(t,r)b’(s,r) + b(s, YW (t,r))]dr
0
— ./: [flt,r=){ + (A'(s,7)(B(s,r)B (s, 7))t A(s, ) f(s,7—) + A'(¢,7)
(B, B (4, 1) Al 76 r-) = 54 r)(Blor)B () A7) f e, 7-)

_%A’(t:Ar)(B(t,r)B’(s,1'"))_1.»'-’1(.«3,'r)f(s,'r—))Au(’r)]‘IA"(S,?')(B(s,'r)B'(s,r))‘1
A(s,m)f'(s,7=) + f(s,7=)I + (A'(5,7)(B(s,7)B'(3,7)) "  A(s,7) f(s,7—) + A'(2,7)

(B(t,r)B'(t,r)) AR, ) f(t,r—) — %A’(S,T)(B(S,T)B'(t,T))_IA(t,r)f(t,'r—)

—-;-A'(t, r){(B(t,7)B'(s, )" A(s, ) f(s, r=)Au(r)]TA' (¢, r)(B(t,7)B(t,r)) !
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AL, 7)f (t,r—) — % Fls,r=)I + (A(s,7)(B(s,7)B'(s,7)) T A(s,7) f(s,7—) + A'(t, 7)
(BUt,r)B(1,7)) ™ Alt, ) (6, 7=) = 345, 7)(Bls,m)B'(t, ) A(t, ) ft,7-)
S A P(BET)B (5, 7) 7 Als, 1) (5,7 =) Al A s, 7) (Bls.r) B (t,)
A7) (=) = 2 £ =)+ (A, P)(B(s, 7V (s,7)) Afs, ) f(s, ) + A'(t,7)
(B(t, 1)B(6,7) ™ Alt,7) (6, 7=) = 2 A'(s.7)(Bls, ) B/ (1, 7)) " ALk, ) (£, )
3 AT B B (5,1)  Alsy ) (5, 7)) Au(r)] A7)

(B(t,r)B'(s,7)) ' A(s, ) f'(s,7—)]du(r), (6.8)

donde la funcién f(¢, s) es continnaen ¢,

Teorema 6.1 Las ecuaciones (6.6)-(6.8) son el estimado éptimo, la funcion de correlacidn y la

Juncion caracteristica respectivamente, en el problema de filtrado (6.1), (6.2).

Demostracion: la demostracion esta dada por la construccion de la ecuacién con medida

equivalente a la vibrosolucion de cada una de las respectivas ecuaciones (6.3)-(6.5), tal y como

s¢ describid en ¢l capitulo 5. W

6.2.1 Ejemplo

Ejemplo 6.1 Considere la ecuacion de estado (4.16) del sistema descrito en el ejemplo 4.1, y sea

la ecuacion de observacion:

y(t) = fo t[e“(ﬁ-*" + e85 (s)|du(s) + /0 t 3= qW 2 (u(s)), (6.9)
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donde u(t) = X{t — t\) + X({t — ta) para 0 <, < iy, es decir,

0 sit<iy,
ul(t) = 1 sity <t <is,
2 sity <t

tal que Au(t,) = u(t;+) — u(t;—).

Con la ayuda de la computadora, se substituyen los respectivos coeficientes en las ecuaciones (6.6)-

(6.8), con lo que se obtienen el mejor estimado, la funcién de correlacion y la funcidn caracteristica

m(t) = /‘t(fz—?’“'s + e *"*m(s)}ds + /t e B[] 4 710 £ (p s Y Au(s)] !

0 0

F—,5=)dy(s) — (e + e #~*m(s—))du(s)], (6.10)

P(t) — ./t[ZB-t—Sf(t, S) + e2t—-4s]ds _ /t E_lﬂt+48f2(t—, S—)[l + 6_10t+4sf(t—, S—)

0 0

Au(s)] 1 duls), (6.11)

f(t, S) — /s[e—-t—rf(s’,r) + E_s_rf(t,'!') + es—4r+t]dr _ /s{ [6—1054-41‘ + e—]0t+4r _ e—5s+4r—5£]

0 0

— UsTar 1—3 T — - r 1—3 r—
[1+((e 10s+4 __Ee Ss+4 5t)f(-5‘,‘f'—)+(e 10t+4: —§€ 58+4 5t)f(t,?‘—))

Au(r)] 7 f(t, r=)f(s,7—) }du(r). (6.12)

Igualando ¢ = s, f(s, s) = P(s), y diferenciando (6.12) con respectoa s :
P (s) = e % +2e72 P(s) — e7%1 + ™% P(s)Au(s)] "' P%(s). (6.13)
Si se asume que u(t) es absolutamente continua, entonces, la dindmica de la funcién de correlacion

es la misma que en el caso de observaciones continuas que se muestra en la figura 4.1 (a). Por otra

parte, de acuerdo con el planteamiento u(t) es discontinua, esto implica que los saltos de la varianza

estdn dados por la expresion:.

AP(t) = P(t;:+) — P(t,—),
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donde,
P(t+) = fo t+[2e:‘*—s f(t,s) +e*4)ds — /0 ” e 10 £2(3 )
[1 4 7100+ f(1—, s—)Au(s)] " du(s), (6.14)
P(t—) = fot_ [2e71° f(t, 8) + e*'~*|ds — /01_ e 10ETs £2(4_ 5
[1 4+ e~ 10048 f(t—, s—)Au(s)] du(s), (6.15)
por lo tanto,
AP(t) = —e 1% P2 (t—, s—)[1 + €71 f(t—, s—) Au(s)] T Aus), (6.16)

con t, = 3/2 y t; = 3, los saltos estan dados por Au(3/2) = Au(3) = 1, con lo que se obtiene

AP(3/2) = —e"P¥3/2)[1+e°P(3/2)]"
= —e %(0.7823)*[1 + e7°(0.7823)] !
= —7.5518 x 1075,
y
AP(3) = —e 18(0.8444)° [1 + 718 (0.8444)]
= —1.0859 x 1073,
PAr) ,
0,8 :
0.7 | I
0. I 1
0,5+ 1 |
0,4 I |
0,34 ) |
0.2+ | |
0. | |
] 1 3 ! 4 I3

Figura 6.1: Funcion de Cotrelacién Discontinua
donde P(3/2) = 0.7823 y P(3) = 0.8444. Tal y como se puede veren la figura 6.1, los saltos de la
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funcion de correlacion son pequefios, por lo que se obtiene para la funcién de error una curva similar

a la de la figura 4.1 (a) (pero con los correspondientes puntos de discontinuidad), que converge al
valor de 0.84769.

Del mismo modo, los saltos del mejor estimado estan dados por:
Am(t) = e *[L + e * P()Au(t)) T P(L-)[Ay(t) — (1 + e m(t=))Au(t)], (6.17)
entonces,

Am(3/2) = e ¥2[1 +7°(0.7823)]"! (0.7823) [2.0065 — 1 — e~¥/%(0.603)]
= 8.688 x 107°

Am(3) = e °[1+ e '¥(0.8444)]71 (0.8444) [2.0001 — 1 — e~?(0.632))
= 1.0421 x 107,

) x(£)
4
¥( _ / | ()
! | |
6 I i I
5 | |
a) ] ! [ |
1 | |
3 . l [ )
2 | I [ |
i ! I |
| ' | |
— 4 . o e perrerp——t t 7
0 1 2 Y 4 t 0 ] 2 3 4 f

Figura 6.2: Ecuaciones (a) de Observacion Discontinua y (b) de Estado y Estimado

Los saltos de la ecuacion (6.17) estdn representados en la figura 6.2 (b) como simples puntos de

discontinuidad dada la magnitud de cada uno de ellos. Para lograr lo anterior, es necesario calcular

Ay(t) = [L + e~z (t)) Au(t) + Au(t) = e~ *x(t) + 2, (6.18)
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entonces,

Ay(3/2) = e™22(3/2) + 2 = e 2 (0.584) + 2 = 2.0065,

Ay(3) = e %z(3) 4+ 2 = e7°0.649 + 2 = 2.0001;

los saltos que describen el comportamiento de la ecuacion (6.18) estan representados en la figura
6.2 {(a). Los valores fijos de (3/2) = 0.584, z(3) = 0.649, m(3/2) = 0.603 y m(3) = 0.632 se

obtienen del caso de observaciones continuas resuelto en ¢l gjemplo 4.1. H

6.3 Filtrado para Procesos de Ito-Volterra sobre Observaciones de
Ito-Volterra Discretas con Retardo

6.3.1 Planteamiento del Problema

Considere ahora el problema de filtrado para un proceso de Ito-Volterra sobre observaciones

discretas. Sea la ecuacién de estado (6.1), y la ecuacion de observacidn:
y(t5) = Aolty, t:) + Alty, t:)z(t) + B, ) (t:) (6.19)

donde y(t;) € R™, j = 0,1,...; z(t;) es el valor del estado en el momento ¢; disponible para la
observacién en el momento £;, A(t;,¢;) € R™*" son matrices de transicion, y v(t;) son ruidos
Gaussianos. El modelo de observacion tiene un Gnico tiempo de retardo t; — ;. Note que (6.19) se
puede obtener de {6.2) mediante la substitucion de u(t) = X(t —¢;), donde X' (¢ — ¢,) es la funcion
Heaviside. Sea Au(tc) = u(te+) — u(tz—), los saltos de la funcién u(#,) al tiempo #,, para toda
k=1,2..

El problema del filtrado es definido de forma generalizada para el caso de observaciones discretas,

en el mismo sentido descrito en la Seccion anterior.

6.3.2 Filtro Optimo

Teorema 6.2 Dadas las ecuaciones (6.6)-(6.8), entonces, el mejor estimado m(t), la funcion de

correlacion P(t) y la funcion caracteristica f(t, s) del sistema descrito por (6.1) y (6.19), satisfacen
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las siguientes ecuaciones entre los consecutivos momentos de observacion t; :

m(t) = m(t;+) + /t (ao(t, s) + alt, s)m(s))ds, (6.20)
P(t) = P(t;+) —I—f [alt, s)f'(t, ) + F(¢,s)a'(t, s) + b(t, s)V (¢, s)]ds, (6.21)

ft,s) = flt,t;+) + /s [a(t,r)f'(s,7) + f(t,7)a (s, 7) + %(b(t,r)b'(s,'r)

£+

+ bfs, r)b/{t, r))|dr, (6.22)
con saltos:

Amft;) = flti—, t;=)I + A'(t;, 8;) (B, t5) B (85, 4,) T Aty ) F (85—, 85=)] A ()
(Bt t)B' (8, 1)) " (ts) — Flt— )T + A8, 6)(B{t;, 1) B/ (8, 1)) T At 1)
Flti= =) A (5, 2) (B, ) B (85, 1) 7 (Ao(t, 1) + At B (ti=)), (6.23)
AP(t;) = —f(t;— ti—)[{ + A, 1) (Blts, 6B (4, 1)) AL, 1) (85—, 6= T A (¢, 8)
(B(t;, t.)B'(t;,1.)) AL, t) f'{t—, ti—), (6.24)
Af(tt)) = —f(t, tm) T + Aty ) (B, 1) B (85, 8.)) Aty 2:) f (4, =) + A'(E,2.)
(B(t, t:)B'(t,t:)) At ) f (£, 8:—) — %A’(t,,t.f)(B(tj,t,-)B’(t,ti))—l
At 8 (8, 6=) — 5 A 8 (B B (65, 8) T Alty, 1 (85, 8]
A5, 1) (B, 1) B (85, 1.)) T At 1) (8, )
— F(ty, )T + At ) (B(E;, 1) B' (15, )) T Alty, £) f (8, =) + A'(E 1)

(Bl 1) B (1, 8) Al 1) F () — 5 A (15,8 (Bles, 2) B (5,2)
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At 1S4 6-) — S A6 (BUE 8B 85,8) Al 00 (5, 8-)]
A4, 6) (B, 6)B (8, )) T AL ) F (8, )
-I—%f(t,-, =)+ Alft;, 6,)(B(t;, t:) B (8, 1)) A, ) f . =) + A2, 1)
(B LB ()7 ALt )7 (1,1-) — 54 (5, 6) (Bt LB (6 1)

At 1) f(t,t~) — %A’(t,ti)(B(tsti)B’(tjstt’))_lA(tjvti)f(tj’ti_)]—l
A'(t;,t)(B(t;, :)B'(t,, 1)) T AL 1) f(t, tim)

+-;~f(t, =) I+ A'(t;, ) (B(ty, 1) B (85, 1)) AL, 1) (85, 8—) + A2, 1)

1

(B(t,t:)B'(t,4:)) T At t) f (8, 8=) — 3

At ) (Bt ) B (1,1:))
A, f(t,tm) - A G 6) B BB (6, 1) Al B (1 )]

Al(t, 1) (B(t, ) B (8, )Y AL, 6) (5, 8—), (6.25)

Demostracién: Entre cada momento de observacion discreta, la ecuacién de estados tiene un
comportamiento continuo, por lo que, tomando de (6.6)-(6.8) sus correspondientes intervalos
continuos sujetos a una condicion inicial sobre el lado derecho de las discontinuidades se escriben
los componentes del estimado, correlacion y caracteristica, que en este caso son las integrales
(6.20)-(6.4). Por otro lado v con la ayuda de la computadora, se substituye u(t) = X(¢ — i)
en las ecuaciones (6.6)-(6.8) y se obtienen (6.20)-(6.25). B

6.3.3 Ejemplos

Ejemplo 6.2 Considere la ecuacion de estado (4.16) del sistema descrito en el ejemplo 4.1, y sea

la ecuacion de observacion discreta:

y(t;) = e m(ts) — "1 (), (6.26)
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dondet; =10,1, ...

Se tiene que, entre los consecutivos momentos de observacion ¢; :

m(t) = m(t;+) + / [e=%% 4 e m(s)]ds, (6.27)
t+
P(t) = P(t;+) + t 34 + 2e72 f (¢, 5)]ds, (6.28)
ti+
ft,8) = ft,t;4+) + [e‘t —trbs | e~tT £(s 7)) + 675 (8, 7)) (6.29)

t.?
Los saltos de estas funciones en los tiempos de observacién ¢;, estan caracterizados por:

m(t;) = € f(t5—, 1)L + €% f(t;— ;=) Ty(t;) ~ e (8=, 8)
[1 + eat’f(tj'-, t,-—)]_letf_t‘m(ti—), (630)
P(t;) = —*5[1 + €% £ (t;—, t;:—)] 7" F(t;—, t—), (6.31)

AF(t 1) = ~(e% + & — B YL e {1y, 1)+ ¥ F 8, 8-) — el (e, 6m)

— LB B b (b ) F (1 ). (6.32)

Suponga que los momentos de observacion estan dados para t; = 0,3/2,3,9/2,6, ...; y que el
estado se puede observar en los momentos t; = 0,1/2,1,3/2,2,...; entonces, la ecuacién de
observacion {6.26) al tiempo 3/2 con retardo en 1/2, estd dada por:
y(3/2) = e27’a(1/2) — 47 MP(1/2) (6.33)
= €'(0.391) — e~$(0.177)
= 1.0628 — 5.0711 x 107*

i

1.0121

donde los valores aleatorios de una de las realizaciones de z() y de ¥(¢) se toman de la tabla 6.1.



Tabla6.1:

Realizacién para el Estado y Ruido Gaussiano

z(0) =0

$(0) =0

z(1/2) = 0.391

P(1/2) = 0.177

z(1) = 0.555

(1) = 0.545

£(3/2) = 0.610

¥(3/2) = 0.401

2(2) = 0.643

$(2) = 0.631

2(5/2) = 0.615

#(5/2) = 0.958

2(3) = 0.649

¥(3) = 0.672

30

El calculo del estimado m:(t), se obtiene (aproximadamente), de la derivada completa de 1a ecuacion
(6.27), es decir,

m (t) = e % + e~ Em(t), m{0+) =0, (6.34)

de la ecuacion (6.34), se puede obtener de modo inmediato m(1/2} = 0.372, m{1) = 0.541y
m(3/2) = 0.608, tal que para el siguiente tiempo de observacion discreta es necesario tomar la
condicion inicial como m(3/2+) = m(3/2) + Am(3/2). Entonces,
Am(3/2) = e7f(3/2,3/2)[1+ ¢¥*[(3/2,3/2)]'y(3/2)
—et f(3/2,1/2)[1 + 72 £(3/2,1/2)] 'e'm(1/2)
= e7(2.049)[1 + £¥/2(2.049)] 7} (1.0121)
—e%(1.4027)[1 + €%/%(1.4027)] '€} (0.372)
= 0.37032 - 0.36907

= 1.2455 x 107°
Del mismo modo los saltos de la varianza al tiempo de observacion ¢; :
AP(3/2) = —eY?[1+€%f(3/2,1/2)]71 F%(3/2,1/2)
= —e%?[1 + €¥/?(1.4027))71(1.4027)?
= -1.3916

donde los valores f(3/2,1/2) = 1.4027, f(3/2,1) = 1.8834 y de f(3/2,3/2) = 2.0493 se
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obtienen de la funcién f(3/2,s) :
f(3/2,8) = g3 4 e_%_SP(s) +e ¥#f(3/2,9),
con
P (t) =e 2 4+ 272 P(t).
Con esto, la trayectoria de la ecuacion (6.27) en el siguiente intervalo satisface:

m(2) = 0.634 +1.2455 x 107
= 0.635,

m(5/2) = 0.643 + 1.2455 x 1073
= 0.644,

m(3) = 0.647 + 1.2455 x 107°
= 0.648.

Los siguientes puntos de observacion t; con retardo y los saltos posteriores, se calculan de la
misma manera, por lo que se concluye con esta parte y se analizaran los cambios implicados en el
estimado cuando se toma un retardo menor al estudiado anteriormente, es decir, cuando la ecuaciéon
de observacion al tiempo 3/2 tiene un retardo en 1. Para este nuevo caso, la nueva ecuacion de

observacion esta dada por:

y(3/2) = ez(l) —e"iy(1) (6.35)
= 0.91504 — 9.4707 x 102
= 0.82033,

y el salto del estimado y de la varianza por:

Am(3/2) = e*F(3/2,3/2)[1 +e¥2£(3/2,3/2)]'y(3/2)
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—e*£(3/2,1)[1 + €*2£(3/2,1)] ezm(1)
= e*(2.049)[1 + €%/%(2.049)]7}(0.82033)

—e*(1.8834)[1 + €¥/2(1.8834)] e (0.541)
= —4.2949 x 1072

AP(3/2) = —e[1+e2f(3/2,1)]71F%(3/2,1)
= —e”2[1 4+ ¢%%(1.8834)]77(1.8834)>
= —1.8723.

Considere ahora que el filtrado se efectia sin retardos, entonces, la ecuacion de observacion, el

salto del estimado y de la funcion de correlacion en el tiempo 3/2, estara dada respectivamente por:
y(3/2) = =(3/2) — e i(3/2)
= 0.610 — ¢~4(0.401)
= 0.56773,

Am(3/2) = e2[(3/2,3/2)[1+”*£(3/2,3/2)]y(3/2)
—es £(3/2,3/2)[1 + %2 £(3/2,3/2)] ' m(3/2)
= 3(2.0403)[1 + £3(2.0493)]"}(0.56773)
—e7(2.0493)[1 + €%/%(2.0493)]1(0.608)
= 0.56467 — 0.60473
= —0.04006

AP(3/2) = —e3[L+elf(3/2,3/2)]7 F%(3/2,3/2)
= —e2[l + €2(2.0493)]1(2.0493)>
= —2.0383.m

Note que AP(1/2), AP(1) y AP(3/2) tienen el comportamiento cualitativo esperado, pero no asi
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la magnitud apropiada, y esto es, debido a que los valores de la funcién f(¢, s) son aproximados,
situacion que s¢ explicé con anterioridad al final del ejemplo 4.1.

Como conclusion se puede sefialar que la magnitud del ruido Gaussiano obtenido en la realizacion
de la ecuacion de observacion con el correspondiente retardo, determina de manera significante el
tamafio y sentido del salto del estimado. También, se aprecia que a medida que el retardo es menor
con respecto al tiempo de observacion, la varianza tiene un salto negativo de mayor tamatio por lo

que la estimacion es mejorada a medida que el retardo es menor.

Ejemplo 6.3 Considere el ¢jemplo 6.2. Asuma que la ecuacion de observacion (6.26) es un
proceso acumulado de cada una de las observaciones con retardo en 1/2, 1 y 3/2, es decir y(3/2)

contiene miltiples retardos valuados independientemente.

Entonces,

y(3/2) = 1.0121 + 0.82033 + 0.56773 = 2.4002,
por lo que el estimado esta dado por:

Am(3/2) = 1.2455 x 1073 — 4.2949 x 1072 — 4.006 x 1072
= —8.1764 x 1072

con lo que después del correspondiente salto, el estimado:

m(2) = 0.634 — 8.1764 x 10~2 = 0.552,

m(5/2) = 0.643 — 8.1764 x 102 = (.561,

m(3) = 0.647 — 8.1764 x 102 = 0.565.
El procedimiento que aqui se termina, continua con el calculo de Am(3), y asi sucesivamente. B
Note que la informacion retardada es independiente entre si, esto implica que al momento de se
dispone de un conjunto de datos separados pero que se conacen al mismo tiempo, este resultado es
util cuando se desea conocer un conjunto de eventos independientes que ocurren en ¢l pasado y de
los que solo se tiene posibilidad de saber de ellos en un tiempo fijo después y se le conoce como
procesado por tandas. Una aplicacion practica de este resultado puede darse en el area espacial,

especificamente, en la transmisién de fotografias satelitales a la correspondiente estacion de control
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y andlisis.
Otro problema importante y que se resuclve en la siguiente seccion, es cuando se requicre que
los datas referentes al conjunto de eventos pasados estén fusionados o relacionados entre si y
disponibles para su observacion en un tiempo fijo ¢;. En este sentido, se pueden hallar aplicaciones

practicas en el mejoramiento de imagenes, particularmente el mejoramiento de las imagenes de

placas radiograficas digitales como las empleadas por R. Alvarado y J. A. de la O en [33).

6.4 Filtrado para Procesos de Ito-Volterra sobre Observaciones de
Ito-Volterra Discretas con Miltiples Retardos

6.4.1 Descripcion del Problema

Sea la ecuacidn de estado (6.1), v la ecuacion de observacion:

y(t;) =D [Aolts t) + Alty, 1)z (tz) + Blts, ti)w(ts)), (6.36)

=0
donde y(t;) € R™, j = 0,1,...; z(t;;) son los valores del sistema de estado en los momentos t;;
disponibles para la observacion en los momentos ¢, A(t;,t;;) € R™*" son matrices de transicion,
y ¥(t;:) son ruidos Gaussianos. Al igual que en el caso de observaciones discretas con un tiempo de
retardo, la ecuacion (6.36) se puede definir a partir de substituir u(t) =3 X(t —¢;;) enlaecuacién
=0

de observacion (6.2) del caso discontinuo, por lo tanto, el modelo de observacién tiene 7 tiempos

de retardo ¢; — t;;. Debera constderarse en el planteamiento que el conjunto retardos utilizados es

de medida cero.

Una vez mas, ¢l problema se define en el sentido mencionado con anterioridad.

6.4.2 Filtro Optimo

Corolario 6.3 Sean las ecuaciones (6.6)-(6.8). Entonces el mejor estimado m(t), la funcidn de
error P(t), y la funcion caracteristica f(t, s) para el sistema (6.1)-(6.36) entre los consecutivos

momentos de observacion t;, satisfacen las ecuaciones (6.20)-(6.22). Ademds los saltos de estas
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funciones en los tiempos de observacion t;, estdn caracterizados por:
Am(t;) = flt;— =) + A'(t;, ) (B, ) B' (83, £)) Al ) F (85—, 8 -)]

A'(t;,1;)(Blts, t5)B' (25, ;)) " y(t5) Z{f i i

[+ At t:)(B(ts, t) B (8, 43:)) T Al ) f (= £
A, 6 (B, ) B (8, 5:)) 7 (Aolts, £5:) + Al t)mlt;—))} 6.37)
AP(t;) ;{f(t:, NI+ A (5, 830 (B(E5, 1) B (5, 830)) T Aty £50) f (=, 1))
A'(ty, 1) (B(ts, 1) B (8, t33)) Al £50).f (6= E—) | (6.38)

Af(tits) == > {F(t )T+ Ay, t5:)(Blt;, 156 B (b5, £50)) 7 Alt, £0) f (£, £5—)

5
A ) (Bt ) B (1, 15) Al 5 f (1) — 5 A (120
(Blty, ) B2, £5) ™ Al 1) (1 ) — 3 1) (B, 1) B (1, ))
Aty ) f (15— A (&5, ) (B, t5) B (85, t5)) Al £33) (25, 65—)
FF (85, t— )+ A (5, 85:) (Bt 53) B (8, 652)) 7 Al 43) f (25, 8—)
A ) (Bt £0) B, £32)) VA £52) F(E i) ~ %A'(tj,tﬁ)
(Blt;,t5:)B' (¢, 8)) At 1) f (8, 35—) — %A’(t,tj,-)(B(t,tj,-)B’(t,-,tﬁ))*1
Aty ti) F(t5, b= AT 2 (B8 t5:) B (8, £50)) AR, t52) f (8, 85—)
L T+ A, (B ) B 13, 620) ™ Aty ) (1 5)

FA (4, 1) (Bt 1) B (8, 154)) T AR ) f (8, 8—) — %A’(t;ﬁstﬁ)
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(B(2;,1;:) B (t,£;:)) " AL 1) f(, t—) — -;-A'(t,tﬁ-)(B(t,tji)B’(tj,tj,-))-l
Altstis) Ft5, 1= A8, 63:) (B, t) B (8, £33)) T A 60) £ (2, 25—)
——f( =T+ A, ) (B, 1a) B (B, 53)) T Alts, 1) f (85, 8—)
+A(t,t;:)(B(t, ) B (t, 1)) TA(t, t5:) f (L, 1—) — %A’(tj,tﬁ)
(B, 130 B0, 150) ™ Alt ) 1 t50) — 5 A0, 5 (Bt 0Bt 1))

Alty, t) f (5.t )] VA (8, 33 (Bt 150) B' (85, £2:)) T A5, 833) (85, 8- ). (6.39)

Demostracién: De manera similar al caso anterior, substituyendo w(t) =) X(t — t;,) en
las ecuaciones (6.6)-(6.8) obtenidas en el caso del filtrado sobre observaciones discontinuas, sc

obtienen de modo directo, las ecuaciones (6.20)-(6.22) y (6.37)-(6.39). B

6.4.3 Ejemplo

Ejemplo 6.4 Considere el ejemplo 6.2. Sea la ecuacion de observacion discreta:

y(t;) =Y [e ™ a(ty:) — e 2 (e, (6.40)
=0

dondet, =0,1,...
Entonces, el mejor estimado m(t), la funcién de correlacion P(¢) y la funcion caracteristica f(¢, s)
del sistema descrito por (4.16) y (6.40), satisfacen las ecuaciones (6.27), (6.28) y (6.29) entre los
consecutivos momentos de observacion ;.
Suponga los momentos de observacion dados anteriormente en ¢l ejemplo 6.2; ¥ que el estado se
puede observar en los momentos't;; = 0,1/2,1,3/2,2, ...; entonces, los saltos de estas funciones
en los tiempos de observacion ¢,, estan caracterizados por:

Am(t) = €% f(t;—,t;=)[1 + € Ft=, 1 =) Tylty)— Y {2 flE~ 15~)

=0

(14 €% f{t;—, t5:-)] e~ mlt;—)}, (6.41)
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AP(t;) =— Z {¥[1 + € f(t,—, t;—) 7 2 (=, tii—) ), (6.42)
i={)
AF(e 1) == 37 e + ¥ — ¥ 14 &8 155, 15m) + Pt 136-) = et T 1)
i=0
B %egtﬁ%tf(tj,tﬁ—)]*f (8 ta=)f (L5, 1)} (6.43)

La metodologia por emplear es la misma a la tilizada en los ejemplos 6.2 y 6.3, por lo que se
consideran los siguientes casos:
Primero: Asuma que la ecuacion de observacion en 3/2 tiene retardos en 3/2 y 1 a la vez, esto
implica que:
y(3/2) = eba(l) — e ip(l) +2(3/2) — e F(3/2)
= 0.91504 — 9.4707 x 1072 + 0.610 — €~ %(0.401)
= 0.56773 + 0.82033
= 1.3881,
con lo que el estimado tiene un salto:
Am(3/2) = €3 £(3/2,3/2)[1+¢*2£(3/2.3/2)]'y(3/2)
€' f(3/2,1)[1 + €21 (3/2,1)] 'eim(1)
—e£1(3/2,3/2)[1 + €721(3/2,3/2)]'m(3/2)
= €%(2.0493)[1 + ¢°/2(2.0493)] "} (1. 3881)
—e*(1.8834)[1 + ¥/2(1.8834)] "1e% (0.541)
—e%(2.0493)[1 + €¥2(2.0493)] ~1(0.608)
= 1.3807 — 0.60473 — 0.53782
= 0.23815.

Segundo: Tomando retardos en 1/2, 1y 3/2 para la ecuacion de observacion en 3/2 :

y(3/2) = 3 [efalty) — e T g(t,)]

1=0
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= eiz(0) + €'(0.391) + 3(0.555) + (0.610)
—e~31(0) — e 5 (0.177) — €™ 4(0.545) — e~ 1(0.401)

= 2.5879 — 0.18768

= 2.4002.

Por lo tanto,

Am(3/2) = €%*f(3/2,3/2)[1 +¢**f(3/2,3/2))'y(3/2)
=D (T A3/, - )1+ 2 F(3/2, 85 —)] e o mt;—)}

= 39/;(;.0493)[1 + €%2(2.0493)] 7! (2.4002)
—e3(1.4027)[1 + €*/2(1.4027)] ~'¢* (0.372)
—€%(1.8834)[1 + e? (1.8834)] e (0.541)
—e7(2.0493)[1 + €% (2.0493)] 1 (0.608)

= 2.3873 — 0.36907 — 0.53782 — 0.60473

= 0.87568.M

En este ultimo caso puede apreciarse que el estimado es peor con respecto alt del caso mostrado en
el ejemplo 6.3. También, note que mientras el tiempo de los retardos incluidos al momento de la
observacion sea mayor, el salto del estimado es de mayor magnitud y por consiguiente es menos
efectivo. Mas aun, tanto el estimado como la varianza de este caso difieren en gran parte de sus
valores reales dado que en los calculos de los valores fijos del estimado, funcién de correlacion y
funcién caracteristica se han utilizado aproximaciones burdas que no brindan valores satisfactorios,
pero que pese a esto en los casos anteriores fueron aceptables.

Independientemente de los problemas que las aproximaciones ocasionan en el cilculo de los
estimados de esta clase, hay que considerar que en este ejemplo toda la informacion obtenida de una
ecuacion con multiples retardos esta fusionada, implicando que el ruido total de la fusion también
estd acumulado, por lo cual, la perturbacién resulta ser de considerable tamario y afecta en la misma

medida al estimado tal como se mencioné en el ejemplo 6.2.



Capitulo 7
Conclusiones

7.1 Aportaciones

Basicamente en este trabajo se realizé el disefio de métodos para filtrado de procesos integrales con
estados estocasticos comprendidos dentro la clase de sistemas con retardo.
En el capitulo seis se pueden ver los resultados propuestos, los cuales, forman parte de una extension
de la teoria general del fiitrado de Kalman a ecuaciones integrales. Las aportaciones se pueden
resumir como:

(1) Disefio de un algoritmo de solucidn para problemas de filtrado de procesos de Ito-Volterra, (ecua-

ciones integrales y/o ecuaciones diferenciales, bajo la presencia de ruidos Gaussianos), sobre
observaciones de [to-Volterra discontinuas .

(2) Desarrollo de un procedimiento de solucién para problemas de filtrado para procesos de Ito-
Volterra sobre observaciones de Ito-Volterra discretas con un tiempo de retardo.

(3) Solucion del problema de filtrado de las ecuaciones integrales estocasticas sobre observaciones
discretas con multiples tiempos de retardo.

(4) Disefio de ejemplos mateméticos para esta clase de filtros sobre observaciones continuas, dis-
continuas y discretas con retardos.

(5) Desarrollo de un método aproximado de simulacion computacional para sistemas integrales es-
tocasticos con la ayuda del programa Simnon.

Con esto, un determinado problema de filtrado con estructura diferencial se puede resolver mediante
las ecuaciones obtenidas igual que en el caso de problema resuelto por Kalman-Bucy, lo que puede
servir de prueba rdpida para cualquiera de estos resultados.
De este trabajo se puede concluir que es posible la implementacion de un método capaz de resolver
(de modo eficiente), el problema del filtrado cuando las ecuaciones del modelo estén representadas
por formas complejas (como la de una ecuacion integral estocastica), mismas que en la teoria
convencional su resolucion requiere de una mayor serie de restricciones y un célculo complicado.
Asi es como con los resultados obtenidos, se pueden tener los correspondientes filtros y resolver

otros casos particulares, los que posteriormente pueden ser llevados al tema del control.

89



90

7.2 ‘Trabajos Futuros

Existen algunos casos particulares del filtrado para procesos de Ito-Volterra que no son publicados
ain y que pueden resolverse con un algoritmo similar al de los problemas aqui presentados. Tales

casos por resolver son:

¢ filtrado de procesos de Ito-Volterra sobre observaciones discontinuas o discretas con multi-
ples tiempos de retardos, cuando la ecuacion del estado esta caracterizada por una funcién de
variacion acotada, es decir, cuando ¢l vector de estados es discontinuo.

» filtrado de procesos de Ito-Volterra discretos sobre observaciones discretas con multiples retar-
dos.

e resolver problemas fisicos que tienen la estructura de un proceso de Ito-Volterra, tales como el
de la posicion global de satélites y el procesado de materiales quimicos industriales entre otros.

Esto en conjunto con los estudios anteriores del area, permitird completar la teoria general del

filtrado para sistemas con estados estocdsticos. También, en forma conjunta es posible abordar los

temas de suavizacion y prediccion para esta clase de sistemas, con el objetivo de abarcar la solucion

para un mayor niimero de problemas relacionados con el concepto del filtro.

Otra 4rea por completar es la teoria general del control de sistemas con estados estocéasticos, la cual,

resulta ser por dualidad, del interés y competencia del material aqui presentado.
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Abstract. In this paper, the Kalman-Bucy filter is
designed for an Ito-Volterra process over Ito-Volterra
cbservations that cannot be reduced to the case of a
differential observation equation. The Kalman-Bucy
filter is then designed for an Ito-Volterra process over
discontinuous [to-Volterra observations,

1. Introduction

Ito-Volterra processes and their applications to the
optimal control theory have been studying from [1,2].
The first optimal filter for an [to-Volterra process over
scalar observations given by a differential equation
was designed in [3], and then the optimal filter was
obtained [4] over vector ones.

Continuing the research initiated in [3,4], this pa-
per develops the optimal filter for an Ito-Volterra
process over Ito-Volterra observations that cannot be
reduced, unlike [3,4], to the case of a differential ob-
servation equation. Based on the obtained fltering
equations over continuous observations, the Kalman-
Bucy filter is then designed for an Ito-Volterra process
over discontinuous Ito-Volterra observations. In this
sense, this paper follows the series of papers ([5-8])
devoted to filtering over discontinuous observations,
Some remarks concerning significance and applicabil-
ity of this type of observations can be found there.

The paper is divided into two parts desctibing con-
tinuous and discontinuous observations, respectively,
Proofs of theorems are given in Appendix.

2. Filtering over Continuous Observations

2.1. Problem Statement

Let (R, F,P) be a complete probability space
with an increasing right-continucus family of o-
algebras Fy,t > 0, and let (W(¢), Fi,t > 0) and
{(W2(t), Fr,t > 0) be independent Wiener processes.
The partly observed Fi-measurable random process

{z(t), ¥(t)) satisfies the Tto-Volterra equations

t 1
z(f) = / (ag(t,3)+a(t,s)m(3))ds+-/ b(t, s)dW2(s),
0 a
t t 8
y(t) = ./ (Aolt, s)+A(L, s)x(s))ds+/ B(t,s)dW!(s).
o (i
(2)
Here z(t) € R™ is a nonobserved component, and
y{t} € B™ is an observed one for the process
(z(t),y(t)). Functions eolt,s), alt,s), b(i,s) are
smooth in ¢ uniformly in s and continuous in s, and
functions Ag(t, s), A(t,s), and B(i, s} are continuous
in t,3. Let A(t,s) be a nonzero maitrix, and B(f, s)
be a nonzero matrix, such that, B(t,s)B’(t,s) > 0.

The estimation problem is to find the best estimate
for the Ito-Volterra process z(¢) at time ¢ based on
the observation process Y (t) = {y(s),0 £ s < t}, that
is the conditional expectation m{t) = E(x(t) | FY).
Let P(t) = E((z(t) — m(t)(z(t) - m(t))” | F¥) be
the correlation function, where the symbol 27 means
transposition of a vector (matrix) a.

The above statement generalizes the problem state-
ment given in [3,4] to the Ito-Volterra observation
equation (2), which cannot be reduced to a differen-
tial equation. As in [3,4], it is impossible to obtain a
closed system of filtering equations for variables m(t)
and P(t) due to the Volterra nature of the equations
(1) and (2). Designing a closed filter requires intro-
ducing the additional function f(¢) characterizing a
deviation of the best estimate m(t) from the real state

z{t):
f(t,s) = E((zl — mi)(z(s) —m(s)T | B, (3)

where

z§ = [)s(ao(t.r) +aflt,r)z(r))dr + ]ﬂs b(t.r)sz(;)),

FY, is the o-algebra genecrated by the stochastic
process yt

i f° : 1
s --/0 (Ao(t,s)+A(t,s)m(s))ds+]o B(t, s)dwW (;)),

and m! = E(z} | F).



2.2. Optimal Filter

The optimal filter over continuous observations is
given by the following theorem.

Theorem 1. The best estimate m(t) of the sys-
tem state (1) over the cbservations {2), its correlation
function P(¢), and the function f(t} (see (3)) satisfy
the following filtering equations

m(t) = fo (aot. s) +alt, sym(s))ds+  (6)

[ #6947 8,987 1)
0
Idy(t) — (Aolt, ) + A(t, s)m(s))ds),

P(t) = fo la(t, )fT (¢, 8) + f(t,5)aT(t, )+ (7)

b(t, s)b7 (¢, 5)]ds — f : f(t,8)AT (¢, s)x
0
(B(t,s)B(t,5)) " Alt, s) fT (¢, s)ds,
109 = [ latt, )57 0) + £ (©)
0
(1/2)(b(t, )b (s, r] + b(s, 'r)bT(t, r))|dr—
fﬂ s[ ft, Y AT (5, 7)(B(s,7)BT (5, 7)) 1x

A(S,‘r)fT(s, )+
Fe, AT (@, r)(B(t, )BT (t,7) ' x
Alt,r) ¥ (s, 7)—
(1/2)f(¢,9)AT (¢, 7)(B(t,7)BT (5,7)) "} x
Als, r)fT(s,'r)—
(1/2)f(s,7) AT (s, 7)(B(s,r)BT(t,7)) "' x
Alt, ) fT{t,r))dr.

3. Filtering over Discontinuous Observations

3.1. Problem Statement

Consider generalization of the filiering problem ex-
amined in Section 2 to the case of discontinuous ob-
servations. Let the partly observed Fj-measurable
random process (x(t), y{f)) be given by the following
Ito-Volterra equations

i t
:::(t):/ﬂ (g.o(t,s)+a(t,s)z:(s))ds+‘/r; b{t, s)dW2(s),
(©)
t
w(t) = ] (Aoi(t, s) + (Ailt, s), 2(5))due(s)+

+ftB,-(t,s)dW1(u¢(s)), i=1,...,m, (10)
0

where A(t,s) = (Ai(t,s),..., Am{t,8))T, Ailt,s) €
R, i=1,...,m, (a,b) is the scalar product in R",

and the rest of the notation is the same as in Section
2.

The observation process is characterized by
a vector bounded wvariation function u(t) =
(zm1(t),..., m(t)) € R™, which is nondecreasing in
the following semse: w(fz) = wu(ti) as & > & if
u;(t2) = ui{ty) for i = 1, ..., m. This model of obser-
vations enables one to consider continuous and dis-
crete observations in the common form: continuous
observations correspond to the continuous component
of a bounded variation function wu(t), and discrete ob-
servations correspond to its function of jumps.

The estimation problem is formulated exactly as in
Section 2. All the remarks of Section 2 concerning
possibility of obtaining a closed system of filtering
equations remain valid in this case. We also keep the
notation of Section 2 for functions f(t, ), =%, m¢, and
yi.

3.2. Optimal Filier

In [7], the filtering procedure is suggested to ob-
tain filtering equations over discontinucus observa-
tions proceeding from the known filtering equations
over continuous ones. To apply the filtering proce-
dure to the examined problem is to complete the fol-
lowing actions:

- assuming a vector function u(#) € B™ in an ob-
servation equation (10) to be absolutely continuous,
write the Ito-Volterra filtering equations over contin-
uous observations obtained in Section 2 (see (6)-(8));

- in thus obtained equations assume a vector
bounded variation function u(t) € R™ to be an arbi-
trary nondecreasing one again, keeping in mind that
a derivative ©(t) can be a generalized function of zero
singularity order (for example, 6-function),

As a result the following system of Ito-Volterra
equations over discontinuous observations (10) is ab-
tained

mt) = /Ot(au(t, s) + a(t, s)m(s))ds+ (11)

/Dt f(t,8)AT (¢, 8)(B(t,8)BT (t,5)) "1 x
[dy(t) — (Ao(t, s} + AlL, s)mis))du(s)],
:
P(t) = [ﬂ [a(t, s)FT(t,8)+
f(t, s)a¥ (t,5) + b(t, s)b” (¢, s))ds— (12)
/0 : f(t, s)AT(t, s)(B(t, s)BT (t,8)) %
A2, 9) 7 (2, s)du(s),
)= [ latt,r)f(e.r)+ ST () (13)
(1/2)(b(t, )67 (3, 7) + b(s, )BT (¢, 7))]dr—
fﬁ £t VAT (5, 7)(B(5,7) BT (s,7)) " x

A(s,r) fT(s,7)+



Flt, AT (5, v B(t,r)BT (t,r))'x
At r) T (s,7)—

(1/2)F(t, r) AT (t, r)(B(t,7) BT (s,7)) "1 x
A(s,7)f7(s,7)-
(1/2)f(s,7) AT (s,7)(B(e,)B7 (t,7)) 7' x
Alt, vy fT (&, )| du(r).

Here, multiplication by an m-dimensional measure
du(t) should be understood in the componentwise
sense, as in the chservation equation (10).

The obtained equations (11)—{13) are integral
equations with integration w.r.t. a vector discontin-
uous measure generated by a nondecreasing bounded
varjation function u(f). The further investigation will
follow the standard scheme suggested in [7]. It will
be specified how to understand the solution of these
equations and how to compute jumps of the solution
at the discontinuity points of u(f). Actually, these
jumps reflect reaction of the filtering variables (the es-
timate m(t) and its characteristics P(t) and f(z, s))
to appearance of discrete measurements in the en-
vironment of a continvous signal. The final step is
to prove that the introduced solution of the system
{11)-(13) really yields the optimal estimate and its
correlation characteristics.

3.3. Solution and Jumps: Theoretical Back-
ground

To avoid unnecessary complication of formulas, let
us study an integral equation with integration w.r.t.
a vector discontinuous measure generated by a non-
decreasing bounded variation function in the gen-
eral form and develop theoretical constructions for
it. Namely, consider an integral equation in the form

z(t) = x(tg) + t Flz, u,t, s)ds + bz, u, £, s)du(s),

to
(14)
where functions f(z,u,t,s) and b(z,u,1, s} are con-
tinuous in x,u. £, 8; u(t) = (w1 (f).. .., um(t)) € ™ is
a nondecreasing bounded variation function. The set
of discontinuity points of u(t) is considered a count-
able set of isolated points.

The solution of the equation (14) is introduced as
follows {cf. [7]). .

Definition. The left~continudus function =(t} is
saild to be a vibrosolution of the equation (i4), if
the *-weak convergence (see [10]) of an arbitrary se-
quence of absolutely continuous nondecreasing func-
tions ©*(t) € R™ to a non-decreasing function u(t) €
™ in the bounded variation functions space

* — lim u*(t) = u(t)
implies the analogous convergence

* = limz*(¢) = =(t)

of corresponding solutions z*(t) of the equation
t
¢ (t) = :r(to)—i—/ flx¥, uF b, s)ds+b(a®, u*, t, s)du®(s),
to

and the unique limit x(t) is regardless of a choice of
an approximating sequence {uf(t)}, k=1,2....

The existence and uniqueness conditions for the vi-
brosolution of the equation (14) are given in the next
theorem. Let us note that a vibrosolution is expected
to be a function discontinuous at discontinuity points

of u(?).
Theorem 2. Let
1) functions f(z,u,t, s), b(z,u,t,5),

Ob(x,u,t,8)/0z, Ob(z,u,t,s)/8, Ob(z,u,t, s)/ds be
continuous in x,u,t, s;

2) functions f(z, &, t), 6{z, u, t) satisly the Lipschitz
condition in x;

3} the n x wm-dimensional system of differential
equations in differentials

L _Meuns), @)=z ()
is solvable on the cone of positive directions
K={ve R™:u; 2 w,i=1,...,m} with arbitrary
initial values w € ™, w > u(ty), and z € R"™.

Then there exists the unique vibrosolution of the
equation (14).

Jumps of the vibrosolution of the equation (14)
at the discontinuity points of the function u(t) can
be computed using the following equivalent equation
with a measure.

Theorem §. Let the conditions of Theorem 2 hold.
Then the integral equation {14) and the equivalent
equation with a measure

t
z(t) = z(tg) —l—j; Flz,u, i, 8)ds + b(x, u, ¢, s)du®(s)+

> Gla(ti—), ulti—), Au(ts), t:)dx(t — ),
t

have the same unique solution regarded for the equa-
tion {14} as a vibrosolution. Here G(z,w,u,t) =
£(z,w,w+u,t) — z and £(z,w, u,t) is the solution of
the system in differentials (13); z{t;—) and z(¢;+) are
values of the function z(t) at a discontinuity point £;
from the left and right, respectively; u®(¢}) is the con-
tinuous component of a nondecreasing function u(z),
Au(t;) = uti+) — u(t:—) is the jump of a function
u(t) at t;, t; are the discontinuity points of a function
u(t), x{t — ;) is a Heaviside function.

3.4. Equivalent Form of Filtering Equations

Thus, Theorem 2 yields existence and uniqueness
of the vibrosolution {m(t), P(t), f (£, 8)} to the system
of filtering equations (11)—(13), and Theorem 3 brings
out the method for computing juraps of the vibroso-
lution {m(t), P(t), f(t,3)} at the discontinuity points
of the function u(t) (i.e., at the discontinuity points
of observations). Indeed, in view of Theorem 3, the



equivalent equations with a measure for the filtering
equations (11)—(13) take the form

mt) = /Dt(ao(t, 8) + a(t, s)m(s))ds+ {16)

[ oo + AT B BT ) %
0

Alt, s)F(t—, s—)Au(s)| 71 AT(t, s)(B(t, 8) BT (t,8)) '
[du(t) — (Aolt, s) + A2, s)m(s—))du(s)),

P(t) = fo [a(t,8)fT(,5) + f(t, )aT(t, 81+ (17)

b(t, s)bT (L, s)|ds — f t flt—,s=)I + AT{t, 8)x
0

(B(t, )BT (t,5)) "L A(t,s) f(t—, s—)Au(s)] " x
AT(t,s)(B(t,8)BT (t, 5)) AL, 5) fT (t—, 5—)du(s),

f(t,5) = fu at, ) FT(s,7) + F(t, )T (s, 1)+ (18)
(1/2)(b(t, r)bT (s, 7) + b(s, r)bT (¢, 7))]dr—
]0 (s 7=)T + (AT (5, 7)(B(s, r)BT (s, 7))~ A(s, ) x

fls.r=)+AT (2, r)(B(t,v)BY (t,r)) LAt r) f(t, 7—)—
(1/2)AT(s,r W B(s,7)BT(t, 7)) L Alt, ) f(t, r—)—
(1/2)AT(t,r)(B(t,r)BT (s, 7)) ' x
A(s,m)f(s, =) Au(r)] " x
AT(s,7)(B(s,r)BT (5,7)) ' Als,7) fT (5,7 =)+
f(a, 7 =) + (AT (s,7)(B(s,7)BT (5,7)) " A(s,7) x
f(a,r=)+AT (&, *)(B(t,r)BT(t, 7)) L Alt, 7} f(t,r—)—
(1/2)AT (s, 7)(B(s,m)BT(t,r)) " A(t,r) f{t,7 =)
(1/2)AT (¢, 7)(B(t,r)BY (s,7)) "1 x
A(s,r) (s, 7=} Au(r)] " x
AT (8, P) (B, )BT (t, 7)) LA, ) fT (¢, r—)—
(1/2) f (s, 7 =) I+(AT (5,7)(B{s,7)BT (s,7)) 1 A(s,7) x
fls, r=)+AT(t,r)(B(t,r)BT(t,r)) L Alt, r) f(t,r—)—
(1/2)AT(s,r)(B(s,r)BT(t,r)) 1AL, r) f(t,r—)—
(1/2)AT (¢, r){(B(t,r)BT (s,7)) "1 x
A(s,r}f(s, ‘r—-))At.'.('.'")]‘_1 X
AT (s,7)(B(s, )BT (£, r)) ' Alt, ) FT (£, 7—)—
(1/2) f(t, =) [{+(AT (s, 7)(B(s, )BT (s,7)) "L A(s, ) x
f(s,r=)+AT(t, r)(B(t,r)BT (¢, 7))~ A(t,r) f(t,r—)—
(1/2)AT (s,r)(B(s, )BT (t,r)) "1 A(t, r) f (£, r=)—
(1/2)AT (¢, )} B(t,r) BT (s,r)) ' x
A(s,r) f(s,7~))Aul{r)] "I x
AT(t, ) (B, »)BT (s,7)) 1 A(s, ) fT (s, r=)]du(r),

where I is the n x n-dimensional identity matrix. The
function f(t,s) is continuous in 2.

It is readily verified that jumps of the Bltering vari-
ables m(t), P(t), and f(t,s) at a discontinuity poiat
t; of u(t) are equal to the expressions under the inte-
gral signs in the right-hand sides of (16)—(18), upon
substituting the jumps Au(t;) and Ay(t;) for differ-
entials du(t) and dy(t), respectively.

The equations with a measure (16)-(18) completely
determine the behavior of the filtering variables m(z),
P(t), and f(%, 5), i.e., the complete reaction of the fil-
tering variables to a composition of continuous and
discrete measurements. The next optimality theorem
is the final step in solution of the filtering problem for
an [to-Volterra process over Ito-Volterra discontinu-
ous observations.

Theorem 4. The solutions m(t), P(t), and f(t,s)
of the equations (16)-(18) are the optimal estimate in
the filtering problem (9),(10}, its correlation function,
and its correlation characteristic (3), respectively.

4. Appendix

Proof of Theorem 1. Let us consider the filtering
problem for the state 2% over the observation process
yt. The equation (4) for z! and the equation (5)
for 3; are actually differential equations with respect
to s, where ¢t is a parameter. Thus, the principal
filtering theorem (the correlation theorem for condi-
tionally Gaussian processes, see Theorem 8.6 in [9])
is applicable, and we obtain

m! = /Os(ag(t, r) +a(t, rym(r))dr+

/ " E(ztaT(r) — mim?(r) | FX)AT (¢, r)(B(t, )
0

BT(¢,7)) " dyh - (Aolt, r) + A(t, r)m(r))dr].

Equating s = £ yields, in view of (3), the equation (6)
for m(t).

Let us now prove the equation (8) for f(t,s). The
Ito’s formula yields

d(z; —m;) = falt, r)~
f(t,r)AT(t,'r)(B(t,r)BT(t,r))_lx
A(t, )| (z(r) — m(r))dr + b(t,r)dW*(r}—
e, AT, ) B(t, )BT (t, 7)) ' B(t, r)dW (r),
and
di(z; —mi)(zy —m¥)T) = (aF —m{)(2(r) —m(r))T x
[a(u, ) — flu, #) AT (u,7)(B(u, )BT (u,7)) ' x
A, )|Tdr + [alt,r) — f(t, AT, ) (B(t,r)x
BT (t,7)) At r))(=(r) — m(r)} ey —my) dr+
(1/2)(b(t, r)b7 (u, 1) + b(w, )67 (2, r))dr+
(1/2) f(t, ) AT (¢, r)(B(t, ") BT (u, 7)) x
Alu, r)fT(u, r)dr +(1/2) f(u, ) AT (u, )%



(B(u, )BT (t, r)) " Al ) fT (¢, 7))dr—

(2t — mE)[F(u, P AT (u,7)(Blu, )BT (u,7)) ' x
B(u, r)dW?(r) — blu, r)dW2(+)]" -
[f(t,'r)AT(t,r)(B(t,T)BT(t,r))_lB(t, ) dW!(r)—
b(t, )W () (2 — m2)T

Integrating with + from 0 to g, equating u = s, and
using Theoremn 8.6 in [9], we obtain

E((zf — m)(z(s) —m(s))" | FL,) =

/ LB (et — mb)(a(r) = m()T | FY)aT(s,r)+

alt, r)E((z(r) = m(r))(z; —m))T | FY )+
(1/2)(b{t, ")bT (5,7) + b(s,r)bT (t,r))dr+  (19)
(1/2) f(t, r) AT (¢, r)(B(t,r) B (5,7)) ' x
As, ) [T (s, v)dr + (1/2) f(5,7) AT (5,7)x
(B(s,7)BT (£, 7)) 1AL, ") FT (¢, r)—
E((z} — mi)(2(r) — m(r))T | FY,)x
(f(s,7)AT (3,7)(B(s, )BT (s,7)) ' Als, 7)) -
F&e, AT (t,»)(B(t,r)BT({t,r)) LAt r)x
E((z(r) — m(r))(zt — m})T | Fy,)ldr+

[ 1Bt - mt) (et — m)lr) - mC ) | LI

AT(t, r)(B(t, )BT (t,r)) "
257 — (Ao(t, ) + A(t, r)m(r))dr].

Let us note that the latter addendum iz equal to
zero, because all the processes under the expectation
sign are zero mean conditionally Gaussian. Thus, in
view of (3), the equation (19) vields the equation (8).
Finally, the equation (7} follows from (8), because
P(t) = £(t,1).

Proof of Theorem 2. By virtue of the theorem con-
ditions, the equation (14) has the unique absolutely
continuous solution on the continuity intervals of the
function u(t) {see [1]). Moreover, this absolutely con-
tinuous solution is a vibrosolution, in view of the
Lebesgue’s bounded convergence theorem (see [10])
which yields existence of the ligit Tequired in the de-
finition of a vibrosolution on the continuity intervals
of u(t). Thus, it remains to prove existence of the
vibrosolution of (14} only in neighborhoods of the
isolated discontinuity points £, i = 1,2,..., of the
function u(t).

In accordance with the theorem conditions, the sys-
tem (15) has the solution £(z,w, u,t;} on the cone K,
where £, is an isolated discontinuity point of u(t). Let
us seek the solution of (14) corresponding to a non-
decreasing function u(¢) in the form

z(t) = £(2(8), us, u(2), 1),

where u; = u(#;). Then, it can be readily shown,
following the proof of Theorem 1 in [11], that the
inversion formula

z(t) = §((t), ult) ui ti)

is valid for u(t) > u; in a neighborhood of the iso-
lated discontinuity point #;. The rest of the proof
also follows the proof of Theorem 2 in [11], taking into
account that behavior of the vibrosolution of (14) is
investigated in a neighborhood of £;.

Proof of Theorem 2 is similar to that of Theorem
3 in [13].

Proof of Theorem 4 is similar to that of Theorem
4 in [6].
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Abstract. In this paper, the optimal filtering
equations over observations with delays are obtained
for an Ito-Volterra process, proceeding from discon-
tinuous observations of the Ito-Volterra type. It is
shown that the designed filter can be significantly
simplified for a dynamic systemn state governed by
a differential equation. The filtering problems are
considered over observations with single time delay,
multiple delays, and a set of delays of the continuum
power.
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1. Introduction

A number of papers devoted to the Kalman filter-
ing problem over observations with delays have been
recently published (see [1-3] and bibliography there).
In those papers, the authors suggested various direct
or recurrent algorithms based on the classical Kalman
model of observations [4] or the equation for the con~
ditional probability density of a system state function
with respect to observations [5]. However, analytic
closed-form solution of the filtering problem over de-
layed observations readily follows, as shown in this
paper, from the filtering equations over discontinu-
ous observations of the Ito-Volterra type, which have
been cbtained in [6).

Foliowing (6], the filtering problem for an Ito-
Volterra process over observations with delays is first
considered. As in the previous works [6-8] devoted
to the Ito-Volterra filtering, it is impossible to ob-
tain a closed system of fikering equations with re-
spect to only two variables, the optimal estimate and
its variance, and is necessary to introduce an addi-
tional cross-correlation function. Using these three
variables, the filtering equations are obtained over
observations with single time delay, as well as with
multiple time delays allowing data fusion (see, for ex-
ample, (9,10]). Then, it is shown that one can obtain
more simplified filtering equations over delayed ob-
servations for a dynamic system state, if a system is
governed by a differential equation. Using only two
variables, the optimal estimate and its variance, the
filtering equations for a dynamic system state are ob-

tained over observations with multiple delays and a
set of delays of the continuum power. This simplifica-
tion enables one to use conventional numerical meth-
ods applicable to differential equations for solving the
obtained filtering ones.

The paper is organized as follows, The optimal
filter over observations with delays for an Ito-Volterra
process is designed in Section 2. Section 3 presents
the optimal filter for a dynamic system state governed
by a differential equation. Subsections correspond to
various configurations of the set of observation delays:
single delay, multiple delays, and a set of delays of the
continuum power.

2. Filtering for Ito-Volterra process

2.1. Problem Statement

The following statement of the Kalman-Bucy fil-
tering problem over discrete observations with delays
is considered. Let (2, F, P) be a complete probabil-
ity space with an increasing right-continuous family
of o-algebras F;,t > 0, and let (W(i), Fi,t > 0) be
a Wiener process., The nanobserved Fi-imeasurable
random process z(t) satisfies the Ito-Volterra equa-
tion

t [
:l:(t)=/D (ag(t,s)+a(t,s)m(s))ds+L b(t, s)dW'(s),
(1)

and the Fi-measurable discrete observations with de-
lays are given by

y(ty) = Aoty  ta) -+ A%y 1) (t) + Bty t)v (k). (2)

Here, %(t,) € R™ are discrete observations at time
moments ¢,, 7 = 0,1,..., and z(t;} is a value of
the system state at & moment #; available for mea-
surement at the observation moment t;, A(t;,t;) €
R™*" are observation matrices, ¥(t;) are Gaussian
noises independent of W1(£) and acting at the mo-
ments ¢;. Let A(f;,%4,) be nonzero matrices, and
B(t,,t;)BT(t,,t;) be positive definite ones.

The estimation problem is to find the best estimate
for the Ito-Volterra process z(t) at time i based on
the observations ¥(t) = {y(¢;),0 < t; < ¢}, that
is the conditional expectation m(t) = E(z() | FY).



Let P(f) = E((2(t) — m(t)(a(t) — m(t))” | F¥) be
the correlation function, where the symbol ¢™ means
transposition of a vector (matrix) @, and FY be the
o-algebra generated by the observations Y (t).

The solution of this filtering problem aver discrete
observations with delays is based on the solution
of the filtering problem over Ito-Volterra discontin-
uous observations obtained in {6]. The model of Ito-
Volterra discontinuous observations in [6] was defined
as

wlt) = fo (Auilt, ) + (Aut, 5), 2(s)))dus () +

i
+ f Bi(t, )dW2ui(s)), i=1,....m, (3)
D

where A(t,s) = (Ai(t,s),..., An(t,s)T, Ai(t,s) €
R i=1,...,m; B(t,s) = (Bi{t,s),...,Bm(t,s))7,
Bi(t,s) € R* is the ith row of the matrix B(t,s);
A(t,s) is a nonzero matrix and B(t,s)BY(t,s) is a
positive definite one; (W2(t), Fi,¢ > 0) is a Wiener
process independent of W1(t); {a,b) is the scalar
product in R".

The observation process y(t) in (3) is character-
ized by a vector bounded variation function u(t) =
(u1{t), ..., um(f)) € R™, which is nondecreasing in
the following sense: u(te) > wuft1) as 2 > & if
u;(ta) = u;(ty) for i = 1,..., m. This model of obser-
vations enables one to consider continuous and dis-
crete observations in the common form: continuous
observations correspond to the continuous component
of a bounded variation function u(t), and discrete ob-
servations correspond to its function of jumps.

Let us note that if the observation distribution
function () is essumed to be piecewise constant
with unit jump at the time moment ¢; when infor-
mation on the system state z(t) is available, then
the model of discontinuous observations (3) turns
to the discrete observations with delays (2), con-
sidering y(t,) € R™ as a vector of m components:
¥(t;) = (Wit h .- ¥m(t;))7. Thus, the desired fil-
tering equations over observations with delays should
follow from the results obtained in [6].

As well as in [6] and the previous works [7,8], in this
problem it is impossible to obtain a closed system of
filtering equations for variables m(t) and P(t) due to
the Volterra nature of the observation equation (3),
which cannot be reduced to a differential eguation.
Designing a closed filter requires introducing the ad-
ditional function f(t) characterizing a deviation of
the best estimate m(t) from the real state x(t):

f(t,5) = E({(z} ~ m{){z(s) —m(s))T | FL),  (4)

where

zt = ]S(QO(t,r) + alt, ryz(rNdr + fs b(t, r)dW(r),
° ’ (5)

FY_ is the o-algebra generated by the random vari-
ables Y (t,8) = {y(t;,8),0<¢; <t,0<5; £ 5}

y(t.‘h 3‘-’) = AO(tJ s 5:) + A(tj ' 5-5)-1:(5:‘) + B(tjast)"nb(si)u
(6)

and mt = B(z, | F,).

Let us note that a closed system of filtering equa-
tions can be obtained for only two variables, m(t) and
P(t), if a system state (1) is governed by a differen-
tial equation, in other words, in the case of a dynamic
svstem. This important particular case is considered
in Section 3.

2.2. Optimal Filter

As it was mentioned, the filtering equations for an
Ito-Volterra process over discrete observations with
delays follow from the filtering equations over [to-
Volterra discontinuous observations obtained in [6],
if the observation distribution function u(z) in (3) is
the Heaviside function x(f — ¢;) with unit jump at
the time moment ¢, when information on the system
state z(t) is available (see the observation equation
(2)). This yields the following result.

Proposition. The optimal estimate m(t) for the
state vector (1) over the discrete ohservations with
delays (2), its correlation function P{t}, and its cor-
relation characteristic (4) f(¢, s) satisfy the following
equations between the observation moments t;

m(t) = m(t;+) + /t (mo(t, 8) + alt, s)m(s))ds, (7)

5+

P(t) =P(tj+)+[ [a(t,s)fT(t,s)-f-

2+
f(t,8)aT(t, s) + b(t, $)b7 (¢, 8)]ds, (8)
f6.9) = ftt ey | 0t 1) T (s, 1)+ £t )T (s, P+
t,+
(1/2)(b(t,1)b7 (5,7) +b{s, 1T (t, 2))ldr,  (9)

and their jumps at the moments {; of discrete obser-
vations are equal to

Amft,) = f(t;, ti—)[I+ (10)
AT(t,, t:)(B(t;,t)BT(t,, 1)) " %
Alty ) f(e, =) AT, ) (B(t;, )BT (¢, 1)) " x
[¥(t;) — (Ao(t;, t:) + Alt;, tIm(t:i—))],
AP(t;) = — f(t,, i) [T + AT (2,,8:)x (11)
(B(t;,2:) BT (t;, t:)) T ALy, 2) £ (8, 1)) 71 x
AT (25, 8)(B(t5,8:) BT (5, 1)) 7  Alty, t:) 17 (15, 8-,
Aft,ty) = —[f(&, ti—)I+ (12)
(AT (t;, t:)(B(5, 1) BT (t5,8:)) T AR, t) (8, 1)+
AT(t,6,)(B(t, )BT (¢, 1)) AL, 1) £t ti—)—
(1/2)AT(t,, .} B(t;, t:) BT (£, 1)) Al 1) (2, =)~
(1/2) AT (t,8,)(B(t,£:)BT (¢, 8:)) '
Alty, 6 f(ty, )] 7T x
AT(t,, t)(B(E,, 6)BY (¢, L) Al 8) F1 (¢, =)+
Fty 6+ (AT (L, 6.0 B(t;, )BT (4, )"



Alty t)f (g ti—)+
AT, 1,)(B(t,t,) BT (8, 6.)) VA2, ;) f(¢, t =)~
(1/2)AT (8, 86)(B(t;, £) BT (. 8:)) At 1) £t ti—)—
(1/2)AT(t,£:)(B(t, t:) BT (t5,2,))
Aty 8:) f(t, =)}~ x
AT (8, t:)(B(E )BT (2,6:)) T A, 1) FT (2, 15— ) —
(1/2)f(t;, 6= + (AT (25, 85) %
(B(t, t)BT (8, t:)) " Aty 1) f (5, tim )+
AT (2, 8:) (Bt 2:) BT (8, 8:)) LAl 1) F(t, 1 —)—
(1/2)AT (£, t:)(B(t;, t.) BT (8, 1:)) T AL, 1) £ (2,1 —) -
(1/2) AT (2, £:)(B(t. £) BT (t;,4:)) "
Aty ) f(t, =) x
AT (2, t)(B(ty, t) BT (8. 1)) Ale, ) f7 (8, 1) —
(1/2) £, £ )T + (AT (45, £5)
(B(ty t:) BT (5, 8:)) " Alts, ) fE5, i)+
AT (2, 6)( B, )BT (¢, 1)) Y AR, 1) f (8, 4 —)—
(1/2AT(t;,8:)(B 2y, t:) BT (8, 1)) T Al ) £ (¢, ti—)—
(1/2)A7(t, t-)(B(t t-)BT(t,-,t-))“
Aty %) =)t %
AT(t,ti)(B(t,tt)BT(tJ,ti))"A(tJ,t.:)f'*"(tj,te—)l,

where m{s—), P(s—) and f(¢, s—) are values from the
left of m(s), P(s) and f(t, 8), considered as functions
of 3, at points s and (¢,s), respectively. Note that
the function f(t, 8) is continuous in its first argument
t. A number of numerical and approximate analytical
methods for solving Volterra equations (7)—(9) can be
found in [11].

2.3. Observations with Multiple Delays

The filtering equations over Ito-Volterra observa-
tions obtained in [6] enable us to consider multiple
observation delays in the equation (2), thus allow-
ing data fusion [9,10]. The corresponding observation
process is given by

y(t,) =D Aolty, i)+
t.

Alt;, t)z(t:) + B(t, . t)wlts). (13)

Here, y(t,) € R™ are discrete observations at time
moments 5, 5 = 0,1,..., and =(t;), ti = t3,82,..
is a set of values of the system state at moments ¢,
available for measurement at the observation moment
t;, A(t;,t:) € R™*™ are observation matrices, ¥(t;)
are Gaussian noises independent of W'(t) and acting
at the moments t;. Let A(t;,¢;) be nonzero matrices,
and B(t,,t,)BT (t;, %) be positive definite ones.

The key point (based on the results of [6]) to obtain
the optimal filter in this case is to assume that the ob-
servation distribution function u(t) in (3) is a linear
combination of the Heaviside functions ) x(t — ¢;)

t

with unit jumps at the time moments ¢; when in-
formation on system states z(t) is available (see the
observation equation (13)). This implies that the fil-
tering equations (7)—(9) between the observation mo-
ments ¢; remain the same and the equations (10)~(12)
for jumps of the filtering variables at ¢, take the form

=Y {ft,, i)+ (14)

AT(ty,t:)(B(t;, 1) BT (¢, )™
Aty 1) (8, 6= )T AT (b, 6)(B (2, 1) BT (5, £0) !
[y(ts) - (Aolt;, 1) + Alty, tymle— )},
AP() = — SOt i)+ AT (s 1) %  (18)

(B(ty, t:)BT(t;,8:)) T Aty 1) f (£, 1)) 7" x
AT (65, 8:)(B(t,, t) BT (1, £)) T  Alty, £) T (85, =)},
Af(t.t;) E{f(t ti— )+ (16)

(AT (8, :)(B(t; )BT (1, £)) T Aty 1) f (85, 8 —)+
AT(t, 1) (B(¢, )BT (t, 1)) L AR, ) F (2, 1—) -
(1/2)AT(¢,, 1. )(B(t, . t:)BT (t,8:)) T AL, 1) f(2. - ) —
(1/2)AT(t,t:)(B(t, )BT (25, 1)) ' %

Alts, 0) f(ts, 8- %

AT, 6)(B(t,, )BT (, ) A, 6) 7T (4, t=)+
Flti i) + (AT (5, 8)(B(t;, t:) BT (25, 1))
Alt,, t) flty, =)+
AT (8, 4:)(B(t, £:)BT (1, 8.)) LAt ;) f{t, ti—)—
(1/2)AT (¢,, 8:)(Blt;. t:)BT (¢, :)) T AL, 1) f(t =) —
(1/2)AT (¢, 2:)(B(t. .) BT (t;, t:)) 7
Alt;, t‘-)f(tj,t,-—))]_lx
AT (8, t.)(B(t, 1) BT (t,t.)) AW ) fT (6 —) -
(1/2) f(t5,t:=) [T + (AT (t,,8:) %

(B(t;, t.)BT (8, t:)) " A, 8) F (2, 6 )+
AT, ) (B, 6)BT (8, £)) VAL 8) FE, ti—)—
(1/2) AT (45, L) (B, t:)BT (6, )y L AL, ) F(t, =) —
(1/2)AT (¢, 8:)(B(t, t:) BT (t;, t:)) ' x
Alt), ) Fity, t:=)) " %
AT(t;,t:)(B(t;, )BT (¢, )T AL, ) fT ()~
(1/2) S8, t:=) [T + (AT (8, t)x
(Bty,t:) BT (t;,8.)) " Aty 1) f(t5, te—)+
AT(t,t:)(B(t, £:)BT (t, ) T AL B) f (=) —
(1/2) AT (t,,8:)(B(t;, 8:) BT (¢, t:)) "L AL, 13) F (8, 2—) -
(1/2)AT (¢, t.)(B(,t.) BT (t;,1.)) 7
Alty, )ty 5i—))) 7
AT(4, ) (B(t, &) BT (&5, 8)) Aty ) fT (8, 8-}



Note that it is also possible to consider a set of
observation delays {data fusion) of the continuum
power, i.e., the system states are available for ob-
servation at every previous time moment. However,
this problemn completely coincides the filtering prob-
lem over Volterra observations, which has been con-
sidered in the general form in (6]

The next section presents the results for observa-
tions with delays in the important particular case of a
dynamic system, if the state equation is a differential
one.

3. Filtering for Dynamic System State

3.1. Observations with Multiple Delays

Let the general assumptions of Section 2 for a prob-
ability space and a Wiener process be satisfied. Let
the nonobserved Fi-measurable random process x(t)
satisfy the state differential equation

dz(t) = (ao(t) + a(t)z(e))dt + b(t)dW'(t), (17)

and the Fi-measurable discrete observations with
multiple delays be given by the observation equation
(13).

This simplification of the state equation {(in com-
parison to the Ito-Volterra equation (1)) yields the
following result based on the filtering equations (7)—
(9) and (14)—(16). Let us note that the equality
z! = z(s) holds due to coincidence of the equations
(17) and (5) in this case. The o-algebra FY, coin-
cides with the o-algebra FY, because, in view of (6),
the o-algebra Ft‘; is actually specified by the random
variables (t:), £; = #1,t2,... < s, up to the moment
s for any t and, therefore, FY, = FY, = F¥. Thus,
we can conclude that

f(t,8) = E((z — m{){(z(s) —m(s))T | F,) =

E((z(s) — m(s))(z(s) = m(s))T | F)') = P(s) (18)
and m} = B} | FY,) = E(z(s) | FY') = m(s).
(19)
Two last equalities imply that it is possible to ob-
tain a closed system of filtering equations with re-
spect to only two variables, the optimal estimmate m(t)
and its variance P(t), as it was done in the standard
Kalman-Bucy problem, although we still assume that
observations are given with delays. Namely, the op-
timal estimate m(t) for the state vector (17) over the
discrete observations with multiple detays (13) and its
correlation function P{(t) satisfy the following equa-
tions between the observation moments ¢;

t

m{t) = m(t;+) + [ (@o(a) + alsymia)ds, ()
]

P(t) = P(t;+) + f, la@P()+

P(s)a”(s) + b(s)b” (s))ds, (21)

and their jumps at the moments ¢; of discrete obser-
vations are equal to

Am(t;) = {P{E-)I+ (22)

AT(t5,4:)(B(t5, )BT (25,8:)) ™ x
A(ty,2:)P{ti—)] 7 AT (85, £:)(B(t;, )BT (8, 8:)) 71
[(t;) ~ (Ao(ts, t:) + A(t;, t)m(t:—))]},

AP(t;) = = > (P(t;—)[I + AT(t,, t:)x  (23)

(B(t;,t:)BT (;,£:)) 1 Ay, 8:) Pt =) "  x
AT (5, 8:)(B(t;,t:)BT (5, 4)) L Al 1) P(t—)).

Thus, the filtering equations (20}-(23) over discrete
observations with delays have the same structure, up
to necessary generalizations, as the standard Kalman-
Bucy filtering equations for a continuous system state
over discrete observations. Indeed, the systems (20)-
(21) and (22)-{23) are closed with respect to only
two filtering variables m(t) and F(t) and do not con-
tain j(t,s), unlike the equations (7)-(9) and (14)-
(16). This significantly simplifies solution of these
equations: it is possible to use conventional numeri-
cal methods for solving the equations (20)-(21) and
to analytically compute jumps of the filtering vari-
ables at observation points, using the direct formulas
(22)(23).

The next subsection presents the optimal filter for
the dynamic system state (17) over observations al-
lowing a set of delays of the contipuum power, i.e.,
the observation equation is assumed to be an integral
equation of the Ito-Volterra type in the general form.

3.2. Observations with Continwum Delays

The following problem statement is considered. Let
(0, F, P) be a complete probability space with an in-
creasing right-continuous family of o-algebras Fi, ¢ >
0, and let (W(t), F;,t > 0) and (W3(t), F;,t 2 0)
be independent Wiener processes. The partly ob-
served Fi-measurable random process (z(t), y(t}) sat-
isfies the equations

dz(t) = (an(t) + a(e)z(®))ds + O (1), (24)
wiey= [ (Aot 8) + (As(2, 5)r 2(s)))dus (8) +

+ /t B;(t,8)dW?(wi(s)), i=1,...,m. (25)
]

Here, z{t) € R™ is a nonobserved component, and
y(t) € R™ is an observed one for the process
(z(t), 1(2)). Functions ag(), a(t), b(£) and functions
Aolt,8), Alt,s), B(t,s) are continuous in ¢t and s.
Let A(t,s) be a nonzero matrix and B(t,s)B7(t, s)
be a positive definite matrix. The function u(t) =
(u1(t)y ..., um(t)) € R™ is a vector nondecreasing
function of bounded variation. The rest of the no-
tation is the same as for the equation (3).



The estimation problem is to find the best estimate
for the system state (24) z(1) at time ¢ based on the
observation process Y (t) = {y(s),0 < s < i}, that
is the conditional expectation m(t) = E(x(t) | F}Y).
Let P(t) = E((x(t) —m()(z(t)—m(£))T | FY) be the
correlation function and F¥ be the o-algebra gener-
ated by the observations Y (t).

Let us note that the observation equation (25) ac-
tually gives us observations with a set of delays of the
continuum power, because the observation process
#(t) at a point  depend on all values of the state
vector x(s): from z(0) to 2(¢). Thus, the allowed set
of delays includes all time shifts from 0 to £, i.e., coin-
cides with all the interval [0,1], which has the power
of continuum.

Since all the previcus subsection propositions con-
cerning validity of the equalities (18)-(19) are also
satisfied for the continuous Tto-Volterra observa-
tions (25), the desired filtering equations readily fol-
low from the filtering equations for an Ito-Volterra
process over [to-Volterra observations obtained in [6].
As a result, the following system of filtering equa-
tions for the dynamic system state (24) over the Ito-
Volterra observations {25) is obtained.

mit) = /0 (ao(s) + al(s)m(s))ds+ (26)

/r P(s—)[I + AT (t,5)(B(t, s)BT(t,s)) 1 x
0

Alt, s)P(s~)Auls)] " AT (t, 8)(B(t, )BT (£, 5)) ! x
[dy(t) — (Ao(t, s) + AlL, s)m(s—))du(s)],

Pt) = fo [a(s)P(s) + P(s)aT (s)+ (27)

1
b(s)bT (s)]ds —-/l; P(s—)[T + AT (t,5)x

(B(t,s)BT (t,3)) 1 A(t, ) P(s—)Au(s)] "' x
AT (t,s)(B(t,s)BT (t,8)) VAL, s) P(s—)du(s),

where Au(s) is a jump of the function u(s) at s,
P(s-) and m{s—) are values from the left of the func-
tions P(s) and m(s) at s, I is the n x n-dimensional
identity matrix. Note that multiplication by an m-
dimensional measure du{t) should be understood in
the compenentwise sense, as in the observation equa-
tion (25).

If, in the equation (25), u(t) = ¢ and the measure
du(t) is equal to the Lebesgue measure dt, we obtain
the case of pure continuous observations with contin~
uum delays. Therefore, the filtering equations (26)-
(27) are valid with Au(s} = 0, du(t) = ¢, and the con-
tinuous functions m(s—) = m(s) and P{s—) = P(s}).

If the bounded variation function du(t) and, there-
fore, the observation process y(f) have both contin-
uous and discrete components, we examine the case
of discontinuous observations with continuum delays.
The corresponding jumps of the filtering variables
m(t) and P(t) at a discontinuity point ¢; of u{t) (and
¥(t)) are equal to the expressions under the integral

signs in the right-hand sides of (26)—-(27), upon sub-
stituting the jumps Au(t;) and Ay(t;) for differentials
dui) and dy(t), respectively,

Since the system of filtering equations (26)-(27)
is also closed with respect te only two filtering vari-
ables m(t) and P(t) and do not contain f(t, 5}, unlike
the filtering equations for an Ito-Volterra process ob-
tained in [6], all the remarks concerning simplification
of numerical solution of these equations remain valid
as well as in the previous subsection.
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Apéndice C

» ALGORITMOS DE FILTRADO DE KALMAN EN SISTEMAS DINAMICOS Y DE
VOLTERRA”

SEMINARIO

Seminario impartido dentro de la 5a. semana de ingenieria electronica del Instituto Tecnologico de
Nuevo Laredo, Tamaulipas, ¢l 26 de noviembre de 1998.
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