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La Habilidad Ubicacion Espacial Matematica, como Habilidad
Esencial, en la Visualizacion Matematica

Lilia Lopez, Alfredo Alanis y Olga L. Pérez
Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas, UANL
Mexico

lilia_lopez(@hotmail.com

Visualizacion — Nivel Superior

Resumen
Se investiga el desarrollo de la Habilidad Ubicacién Espacial Matemitca (HUEM) v la
Habilidad de Transferencia entre Registros del Sistema Semidtico de Conceptos Matemiticos
como habilidades componentes de la Visualizacion Matemitica Tridimensional. Se analiza en la
relacion dialéctica conocimientos-habilidades del Pensamiento Geométrico, a la habilidad de
identificar, comprender y comunicar relaciones de posicién en el eqpacin sensible y en el

espacio modelado (curvas, superficies v solidos, ubicados en R y R ). Con base en la Teora
de la Actividad y Validadiones Diddcticas, se jdentlf‘cn el deficiente desarrollo de la HUEM en
estudiantes de Licenciatura en Fisica v Matemiticas, cuando se requiere de puntos de referencia

no fijos y no observables.

Introduccion

Es comun hablar de la Geometria en funcidn de las etimologfas como “medicion de la terra”,
de la concepcion Pitagorica como”Ciencia del espacio, arte prictico v ciencia obtenida por
observacion”™ o de Los Flementos de Euclides como “Ciencia contemplativa v descripcion de
formas y figuras de la cantidad continua que muestra las propiedades de las figuras (lineas,
superficies v cuerpos)”. Actualmente, se reconoce a la Geometria por su caricter formativo,
como fuente de problemas v como medio para la articulacion de problemas entre diferentes
niveles de ensenanza. A la vez que, se ensena e investiga en el nivel superior, como Cienda Pura
(Geometrias BEuclideanas v no Euclideanas). El presente trabajo, forma parte de una
investigacion mas completa sobre el Desarrollo de Habilidad de Ubicacidn Fspadal Matemadtica
(HUEM), como Habilidad Esencial en la Visuwalizacion Matemdtica Tridimensiondl, requerida en la
solucién de problemas de matematicas de nivel superior v del ejercicio profesional.
Coincidimos con Crowley M (1987), quien afirma que el Modelo del Pensamiento Geométrico
de Van Hiele constituye una guia para la instruccion v evaluacion de babilidades geométricas en los
alomnos v lo consideramos como una relevante contribucion al PEA de la Geometria
Tridimensional, concebida como la Geometria que estudia a las reladiones cualitativas y enantitativas
de las formas espaciales voluméfricas, desde las nociones espadales iniciales hasta la geometria Analitica del
Espado v su relevancia en la Matematica de Nivel Superior.

131
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Desarrollo
1. Visualizacion Matematica

De la investigacion bibliografica, respecto a las concepciones de visualizacion encontramos que
a partir del Modelo Van Hiele se concibe a la Visualizacion como el Nivel 0 (o basico), en el
que los estudiantes estan conscientes del espacio sélo como algo que existe alrededor de ellos v
los conceptos geométricos se ven como entidades totales. Pero En particular, Duval R.(1999b)
analizo diferencias radicales entre [Visidn Humana (percepcion de objetos fisicos), Visidn
(visualizacion iconica espontinea) v Tipos de Viswalizacion, afirmando que para [er en
Matemdticas, “la visualizacion 31 /2D es una representacion que, a diferencia de la percepcion,
no se desarrolla en el espacio real en 3D, sino que se proyecta sobre una superficie en 2D
(roca, papel, pantalla electronica..), no es una maqueta 3D/3D, pero se visualiza la
profundidad propia de la percepcidon visual, gracias al surgimiento de la perspectiva”.
Apovandonos en las concepciones de Zimmermann & Cunningham (1990), De Guzmain,
M.(1996) v de Duval R.(1999b), arribamos a la siguiente concepcion: la Visualizaciin
Matemdtica, no es una vision inmediata, es un camino de codificacion y decodificacion de
objetos matematicos abstractos (ideas, conceptos v métodos de las matematicas), que
presentan una gran riqueza de contenidos visuales (imagenes mentales, o a lapiz y papel o con
la ayuda de tecnologia), representables geométricamente en un sistema coordenado, para la
solucion de problemas. Respecto a la formacion y desarrollo de habilidades matematicas,
consideramos a la Visualizacion como una habilidad profesional, coincidiendo con
Farifias,G.1995, en Velisquez, B. et al (2001), quien afirma que Comprender, Visualizar y
Comunicar, son Habilidades Matematicas (HM), de caricter integrador, que se desarrollan en la
solucion de problemas en la actividad matematica v en diversas esferas de la vida. En el marco
de la Ingenieria Didictica (Brousseau,1980), las representaciones geométricas, constituyen al
registro geométrico del Sistema Semidtico de los conceptos, por lo que es fundamental el
desarrollo de la habilidad de visualizacion matematica en la solucidn de problemas.

2. Sistema de Habilidades de la Visualizacion

De experiencias didacticas realizadas en diferentes niveles académicos, identificamos como
habilidades componentes de la Visualizacion Matematica a la Habilidad de Transferencia y ia Habilidad
de Ubicacidn Espadial Matemdtica. Respecto a la babilidad de transferenda en el sistema semidtico de
conceptos matematicos, hacemos referencia, tanto al pensamiento viswal en el pensamiento
matematico en términos de imdgenes mentales, como a la cita de Hilbert en Rey Pastor (1977)
“los signos v formulas de la aritmética son figuras escritas, v las figuras geométricas son
formulas dibujadas, ningin matematico podria prescindir de éstas formulas dibujadas, asi como
no podria realizar cilculos sin paréntesis ni signos operativos™; e implementamos estrategias
del “El curriculum basado en el Modelo de la Representacion Triple (TRM)”, enunciada por
Schwartz. Dreyfus & Bruckheimer (1990) en el cual, la Transferencia parte de una Sifwacion Real
hacia una Representacion numérica, o hacia una Representacion algebraica, o hacia una Representaciin
Lgeomiétrica v viceversa ... v estd basado en la resolucion de problemas incluyendo fransferencia entre
representaciones.

Concebimos como una de las habilidades elementales de la HUEM, a la babilidad de representar,
definida en la Geometria Descriptiva v en el aporte tedrico de Alvarez Garcia J. (2001), quien
define a la habilidad de representaciin grifica como pmeeso v como macmbabilidad, para la
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formacion del arquitecto. Pero el objetivo en programas de Arquitectura o Dibujo Industrial,
es analizar propiedades de los Sistemas de Proyeccion con punto al infinito o propio v desarrollar
la habilidad de trazar y/o analizar Intersecciones, Paralelismo o Perpendicularidad entre rectas
o entre planos, sin considerar Sisfemas coordenados. Desarrollar la habilidad de transferencia de
las percepciones tridimensionales a representaciones bidimensionales v viceversa, forma parte
de la formacion basica exigida en el nivel universitario. Pero, en La Geometria Analitica del
Espacio, en la Geometria Diferencial, en el Calculo de dos variables, en el Cilculo Vectorial v
la Matemidtica que requiera de grificos en el sistema coordenado tridimensional, las wferencas
espaciales deben darse en relacion a las siguientes laferalidades definidas para ef nivel superior. < Arriba
— abajo del piso”(del plano coordenado Z=0), “Al frente — atris del plano X=0" 0o “A la
derecha — izquierda del plano Y=07. Por lo tanto, en la presente investigacion se concibe a la
visualizaddn matemalica tridimensional como la habilidad de codificar un objeto volumétrico de 3D
para modelarlo, representarlo v ubicarlo en un sistema coordenado tridimensional en 2D o
viceversa (decodificarlo).

3. Habilidad Ubicacion Espacial Matematica (HUEM)

Del andlisis curricular sobre temas de Geometria, en libros de texto de Primaria v Secundaria
en los Programas oficiales de la Secretaria de Educacion Pablica (SEP), México, se identifico
que: una primer etapa de la Habilidad de Ubicacién Espacial (en el Plano), se debe desarrollar en
1° v 2° grado, con actividades para ubicar a su persona v objetos en el entorno, en mapas
sencillos vy en dibujos sobre hojas planas con “dos “pares de referencia”. Como una segunda
etapa, en 3° v 4% grado se trabajan “tres pares de referencia” en mapas v dibujos con las
nociones iniciales del sistema coordenado bidimensional, en términos de cuatro puntos
cardinales. Saiz,I (1998) constaté dificultades conceptuales presentes en 2° y 3% grado, al
identificar las lateralidades del objeto y transferir las del sujeto. Pero, a partir de 5% y 6° grado v
en Secundaria, va no se define explicitamente el objetivo de desarrollar la habilidad de
ubicacion espacial y se trabajan propiedades, formulas v construcciones de solidos bésicos. En
Programas del Nivel Medio Superior, se incluyen conceptos v graficas de funciones lineales v
cuadraticas, en el Sistema coordenado bidimensional, pero se adolece de estrategias didécticas
que contribuyan al desarrollo de la habilidad de ubicacion espacial tridimensional. Acunia C.
(2001), investigd en grupos de bachillerato, sobre la localizacion de puntos y regiones en el
plano a partir de ecuaciones o signos de las componentes de los pares ordenados, pero no hace
referencia explicita a la habilidad de ubicacion espacial. A través de entrevistas a los docentes
de matematicas de Licenciaturas e Ingenierias de la UANL, México, se identificd que los
docentes presuponen que la alfabetzacion geométrica y la habilidad de wvisualizacion
tridimensional se desarrollaron en los estudiantes, en niveles educativos precedentes. Pero las
experiencias didacticas con los grupos de matematicas de FCFM, dan cuenta de deficiencias en
la relacion dialéctica conocimientos-habilidades del pensamiento geométrico para la ensefianza-
aprendizaje de la Matematica en el Nivel Superior.

A partir del andlisis curricular, de la investigacion bibliogrifica v experiencias didacticas,
identificamos tres niveles de desarrollo de la HUEM, con cardcter secuencial v de ascenso en la
relacion dialéctica conocimeientos-habifidades del Pensamiento Geométrico:
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o  Ubivacidn Espadal: Es la habilidad del sujeto de controlar (identificar, comprender y
comunicar) sus relaciones de posicion con el epado sensible. Permite establecer
espacialmente la relacion objeto-sujeto e identificar las direcciones principales del
espacio y de las referencias espaciales. Se basa en una Percepcion Espacial
bidimensional o tridimensional, a partir de un Punto de referencia (Martinez y Rivaya,
pp. 49-65). Se identifican lateralidades del objeto (arriba-abajo, al frente y atris, a la
izquierda y derecha) v se transfieren las del el sujeto (Saiz, I, 1998)

o  Ubicacidn Espacial Matematica: Se caracteriza en la relacion dialéctica conacimientos-
habilidades  del  Pensawsiento  Geométrico, considerando, la  transferencia entre los
conocimientos (simbolos, definiciones y propiedades) y la ubicacion espacial de objetos
(graficos) en el espacio modelads (Sistema coordenado bidimensional o tridimensional).

o Ubicacin y Renbicaciin FEspacial Mafemdtica: En éste nivel, los objetos tridimensionales
deben ser modelados, ubicados e interpretados antes y después de transformaciones
geométricas (traslaciones, rotaciones v reflexiones) v/o antes v después de efectuar
trans formaciones de coordenadas.

4. Implementacion de instrumentos semioticos parael desarrollo de la HUEM

Coincidimos con Godino y Flores (1998) respecto a que “un recurso didactico, es una sitwaciin
diddctica infegral ... que en la praxis, no debe desplazar a la expresion matematica”. También
estamos de acuerdo con Velasquez, B. et al (2001), quien afirma que las situadones didacticas que
se estructuran para promover el desarrollo de la habilidad de comprender, wviswalizar vy
comunicar, constituyen una forma de integrar las orientaciones didictcas de los diversos
Materiales de Apoyo oficialmente establecidos. Por tanto, se concibe la demanda de desarrollar
¢ implementar instrumentos semidticos en el PEA de la Geometria, para el desarrollo de la
Habilidad de Transferencia entre los registros de Representacion de los conceptos. En la
actualidad, los grificos especializados v la Visualizacion Cientifica son un soporte para la
investigacion en el desarrollo de la Ciencia v la Tecnologia. Por lo que la investigacion basada
en superordenador, es urgente ante las complejas demandas de la globalizacion, la
competitividad e internacionalizacion de los mercados, el desarrollo vertiginoso de las
tecnologias de la comunicacion y la abrumadora generacion de conocimientos.

Para la Validacion Didictica, se enfrentd al alumno en clase ante la demanda de aplicar la
Transferencia entre el Status Objeto y el Status Herramienta en el TRM, por ejemplo:

L. Se pidio modelar matematicamente al diseno de dor ductos que descansan sobre una superficie
plana (Fig.1), tales que uno tiene el doble del didmetro del otro, con tareas:

Tarea 1: Representar v Ubicar “de manera adecuada™ a los objetos tridimensionales en el
sistema coordenado tridimensional. (3D/2D en la hoja de la libreta o en el pizarron) (Fig.2)
Tarea 2: Identificar la Ecuacion algebraica de cada cilindro, en funcion de la eleccion del
plano coordenado al que son tangentes. (Transferencia hacia el Registro Algebraico)

Tarea 3: Parametrizar la cwva de interseccion y obtener el grafico de la Curva de
Interseccion, mediante el uso de Tecnologia (Matematica, Derive, Maple o el disefio

de algun graticador programado por los mismos estudiantes). (Fig.3) Ver figuras en Anexo.
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I1. Se aplico la estrategia de Transferencia entre el rgistro smbilico propio a un software v el
registro geométrico (Fig. 4) v un cuestionario a un grupo de 25 alumnos de Cilculo Vectorial, el
cual, ya cursé Cilculo Diferencial e integral de una variable v cilculo con Geometria Analitica
en el Plano v en el Espacio con los siguientes resultados:

Respuestas de 25 alumnos de Calculo Vectonal:

1. ;EN DONDE ESTA EL ORIGEN?

44 % en la esquina del cero, 10% adentro de la caja, 5% no se, 30% intentd pintarlo

2. ;EN QUE OCTANTE ESTA ESTA LA GRAFICA DE LA CURVA EN LA Fig. 27

24% mno se, hay dos ceros, 44% en el primer octante, 32% en varios

3. ;LA CURVA ESTA ARRIBA DEL PLANO XY?

24% no se ve el plano xy, no estin marcados los ejes coordenados, 44% si, 32% no

4. ;CUAL ES LA ORIENTACION POSITIVA DE LA TRAYECTORIA? 48% “anti-horario”
5. ;EN DONDE ESTA EL PIE DEL RADIOVECTOR QUE LA GENERA?

T76% en el origen, 24 % en la esquina del cero

Conclusiones

De realizaciones didacticas anilogas, aplicadas a grupos de Matematicas 111 y Calculo Vectorial
se constato que: La deficiente Habilidad de Transferencia desde y hacia el registro geométrico
de los conceptos para resolver problemas de libros, laboratorios o exdmenes, se refleja en la
dificultad para fraducr, mediante el lenguaje cientifico v coloquial, el registro numérico, el
registro algebraico y el registro geométrico, provocando un aprendizaje defectuoso que
obstaculiza el aprendizaje significativo.

Se concluye que cuando el estudiante, enfrenta el problema de “ubicar adecuadamente las
superficies” para encontrar la curva de interseccion, para aplicar Teoremas de Calculo
Vectorial o para definir la direccion que tendria una particula en un punto fijo o movil sobre
una curva o una superficie, que a su vez estd afectada por un campo vectonal, es esencial Ja
habilidad de ubicacion espacial matematica (del punto, curva o superficie) en la habilidad de
reubicacion espacial del vector cuyo pie esta en dicho punto, para saber si la direccion y
sentido de dicha particula es hacia arriba-abajo, a la izquierda-derecha y/o al frente- atras de un
plano coordenado o un objeto geométrico.

Sumado a la habilidad de estructuracién de conceptos elementales y nociones espaciales
iniciales, es necesario que en el estudiante se desarrolle o incluso se formen las siguientes
habilidades, la habilidad de ubicacién espacial fisica de los objetos, la habilidad de representar
objetos en una hoja plana y la habilidad de ubicacion espacial en el Plano coordenado, para que
en €l, se desarrolle (o forme) la habilidad de ubicacidn espacial en el sistema coordenado
tridimensional, como habilidad esencial de la Visualizacion Matematica Tridimensional,
requerida en la solucion de problemas de matematicas de nivel superior v del ejercicio
profesional.
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ANEXO




La Habilidad Ubicacidn Espadal Matenatica, cono Habilidad Esencial en la Visnalizaciin Matemiltica
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