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Resumen

t| trabajo que se presenta consiste en obtener soluciones a problemas de filtrado dptimo
minimaximo en sistemas deterministicos. los cuales estan expresados por modelos integrales de
tipo Volterra, por lo que de manera intrinsica se tienen sistemas con retardos. Esta aproximacién
determunistica, a los preblemas de tiltrado modelados por ecuaciones integrales, ofrece la ventaja
de no tener que trabajar con informacion probabilistica del ruido, sino manejar las incertidumbres
dentro de una cotas que se fijan dentro de las requisiciones del sistema. Para lo cua! es posible
reterirse al capitulo 7.

Como parte del procedimiento para encontrar los resultados a dichos problemas se presenta la
planteamiento del problema del regulador generado por el del filtrado en un caso de dualidad en
sistemas integrales, con lo cual se obtiene de una misma manera un resultado vilido tanto para
filtrado como para el regulador bajo ciertas consideraciones de dualidad. Dicho lo anterior es claro
que se establecen condiciones para la dualidad en sistemas integrales. Todo esto esta expresado en
el capitulo 4.

Posteriormente se presentan los resultados de problemas de filtrado y regulador optimo
minimaximo para sistemas en los cuales se tienen discontinuidades. (ver capitulo 5 y 6). Dentro
de ambos casos. el continuo y el discontinuo. se manejan ¢jemplos que pretenden ilustrar la teoria
antes desarrollada. y que dejan un panorama abierto para posteriores aplicaciones mas complejas
con el uso de estos resultados.

Aun cuando los resultados que se manejan estan ubicados a partir del capitulo 4, los principios

sobre de los cuales se contrus eron guedan asentados en los capitulos 2 y 3.
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Capitulo 1
Introduccion

1.1 Introducciéon

[ os sistemas en general son representados para su estudio por modelos matematicos, los cuales
pueden ser muy vanados dependiende de la complejidad del sistema, sin embargo hay ocasiones
en las cuales el modelo matematico no se conoce completamente. es decir es incierto. Ademas.
las incertidumbres no solo provienen del modelado. sino también pueden presentarse como valores
inciertos en las entradas del sistema. Es entonces cuando se presenta la duda de como trabajar con
dichas incertidumbres, para lo cual se pueden tomar diferentes caminos. estocasticos (involucrando
medidas probabilisticas) o bien deterministicos (manejando conjuntos geométricos).

Por otra parte. dentro de la teoria de sistemas de control. esta el problema de control que consiste
en encontrar la sefial de control para llevar a la planta a seguir una sefial de referencia, pero
como dicho control utiliza los valores de los estados del sistema. si estos no son conocidos es
necesario estimarlos. Como caso particular de la teoria de estimacion esta la del filtrado. Asi el
problema fundamental a resolver en la presente tesis consiste en encontrar los algoritmos de filtrado
v control dptimo en sistemas de tipo Yolterra con incertidumbres deterministicas. Los sistemas

de tipo Volterra representan sistemas mas generales que los expresados por medio de ecuaciones

diferenciales.

1.2 Antecedentes

[ aretroalimentacion ha sido usada desde tiempos antiguos para ejercer un control sobre los diversos
sistemas. 'n 1931 V. Volterra explico el balance entre dos peblaciones de peces en un ambiente
cerrado usando la teoria de retroalimentacidn. El disefio de sistemas de control retroalimentados
hasta antes de la Revolucion Industrial se realizaba mediante prueba y error con gran intuicion

ingenieril. Por lo que se se llamaba mas un arte que una ciencia. A mediados de 1800, las
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matematicas fueron por primera vez usadas para analizar la estabilidad de los sistemas de control
retroalimentados.

En 1840, G. B. Airy desarrollo el primer aparato para dirigir un telescopio, con lo que también
se percatd de la necesidad de discutir la inestabilidad en los sistemas de lazo cerrado y de utilizar
las ecuaciones diferenciales en su andlisis. La teoria de las ecuaciones diferenciales estaba bien
desarrollada. debido al descubrimiento del cdleulo infinitesimal por 1. Newton (1642-1727)y G. W,
Leibnitz (1646-1716) v el trabajo de los hermanos Bernoulli (a finales de los 1600°s y principios
de los 17007s). J. E Riccati (1676-1754). entre otros. El uso de las ecuaciones diferenciales en el
analisis del movimiento de los sistemas dinamicos fue establecido por J. L. Lagrange (1736-1813)
v W R. Hamilton (1805-1865).

El tema de filtrado en el sentido estocastico. ha sido tratado desde 1949 por Wiener [23] .
quien trabajando en el dominio de la frecuencia, desarrollé un filtro estadisticamente optimo para
senales de tiempo continuo estacionarias, que mejoraba la relacion sefial a ruido en un sistema de
comunicaciones. A. N. Kolmogorov (1941, [24] ) propuso una teoria para procesos estocasticos
discretos. 'Y en 1960. Kalman publico 3 articulos importantes [7. 8. 9] . En uno de estos trabajos
s¢ discutid los problemas de control optimo, dando las ecuaciones de diseno para el regulador
cuadratico lincal (LQR). Mientras que en ¢l otro de sus articulos de ¢se ano discutio la teoria de
estimacion y filtrado optimo, dando las ecuaciones de diseiio para el filtra discreto de Kalman. Al
ano siguiente. el filtro de Kalman en tiempo continuo fue desarrollado por Kalman-Bucy [10}. Mas
tarde (1971.[37] ) Frost y Kailath generalizaron este resultado al caso no lineal.

Johann Bernoull fue el primero que menciond el Principio de Optimalidad en 1696. Varios
principios de optimalidad fueron investigados. asi el trabajo de Euler en 1744 y el de Hamilton
resultan en ¢l hecho de que un sistema se mueve de tal forma que minimiza la integral con el
tiempo de la diferencia entre las energias cinetica y potencial. Todos estos principios son principios
minimos.

R. E. Bellman (1957, [25] ) aplico la programacidn dindmica al control dptimo de los sistemas
discretos, demonstrando que la direccion natural de resolver los problemas de control optimo es en

¢l sentido inverso en el tiempo. Para 1958, [14] . L. S. Pontryagin desarrollo su principio minimo.
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que resolvia problemas de control dptimo relacionados con el cdlculo de variaciones desarrollado
por L. Euler (1707-1783).

En cuanto al tema de filtrado deterministico. ¢ste ha sido estudiado desde 1968 por Schweppe
[3]. Mas tarde, en 1971.[1] . Bertsekas and Rhodes resolvieron el problema del filtrado. prediccion
v suavizacion mediante su relacion con el problema estandar de seguimiento de trayectoria.
Posteriormente se le conocio como filtro minimaximo. debido a un trabajo de A. B. Kurzhansky
(1977. 126] ). También tue usado el concepto de Programacion Dindmica Difusa en 1975, E|
problema de filtrado elipsoidal para un sistema de estados continuos sobre observaciones continuas
fue propuesto y resuclto por Ovseevich y Chernousko [14] en 1984. Y el filtrado minimaximo
subre observaciones discontinuas fue presentado en 1995 por Orlov y Basin [29] .

Los principales fundadores de la teoria de ecuaciones integrales son Vito Volterra (1860-1940)
e Ivar Fredholm (1866-1927) junto con David Hilbert {1862-1943) y Erhard Schmidt (1876-1958).

Volterra fue el primero en reconocer la importancia de la teoria y considerarla sistematicamente.,

1.3 Motivacion

l.os algoritmos hasta ahora relacionados con ¢l filtrado y control han sido resultado de modelos
expresados en forma de ecuaciones diferenciales. Para ¢l caso de modelos en ecuaciones integrales
existen pocos trabajos a los cuales hacer referencia, como por ejemplo Kleptsina y Veretennikov
(1984, [12] ). Shaikhet (1987. [13] ). y de estos aun menos o son aquellos que se relacionan con
modelos deterministicos. Por lo tanto. la presente tesis pretende aportar un poco en este sentido
v expresar unos resultados de filtrado y control en forma andloga a los que hay para sistemas en
ecuactones diferenciales ahora para los sistemas en ecuaciones integrales, en el caso de modelos
deterministicos con incertidumbres desconocidas pero acotadas. El método utilizado involucra los
principios de la teoria del LQR. puesto que permite dar una solucion Gnica al problema de control

una vez establecidas las matrices de peso. Esto garantiza también estabilidad del sistema controlado

v que las senales de control esten acotadas.



1.4 Aportaciones

1.4.1 En sistemas deterministicos continuos

Se proponen los algoritmos de filtrado y regulador optimo en el sentido minimaximo para sistemas
integrales de tipo Volterra lineales en el caso continuo basados en el procedimiento seguido por
Bertsekas v Rhodes [1]. de tal forma que planteado el problema de filtrado se genera un problema de
regulador (de seguimiento de trayectoria, en sentido inverso del tiempo) que se resuelven mediante
la obtencion de un elipsoide cuyo centro se traduce en el mejor estimado en ¢l sentido miniméaximo.
Para lo cual se hubo de extender ciertos resultados. que son conocidos para ¢l caso de sistemas
eapresados per ecuaciones diferenciales, en el sentido de sistemas integrales como lo son la funcién
Hamiltoniana y el principio de Dualidad. Dichos resultados se presentaron en la Quinta Conferencia
de Ingenieria Eléctrica 99 del CINVESTAV-IPN, [46] . que se celebré en Septiembre los dias 8.
91 10, en la Cd. de México y se sometieron a consideracion para participar en la Conferencia

Americana de Control 2000, con registro ACC-IEEE1238. [44] .
1.4.2  Vibrosoluciones
LLa teoria de vibrosoluciones se presenta para ecuaciones integrales en distribuciones. y para el caso

donde la funcion de variacion acotada involucrada es escalar. de tal manera que permite hacer uso

de esta teoria en la obtencion de los resultados de la siguiente subseccion.
1.4.3 En sistemas deterministicos discontinuos

lambién sc proponen los algoritmos de filtrado y regulador optimo para ¢l caso discreto-continuo
en ecuaciones lineales integrales de tipo Volterra. este resultado se baso en el trabajo desarrollado
por Orlov y Basin [29] sobre tiltrado miniméximo con observaciones discontinuas. y del trabajo
expuesto en el parrafo anterior. Este resultado también se puso a consideracidon para participar en

la Conferencia Americana de Control 2000 (ACC), con registro ACC-IFFE1239, [45] .

1.4.4 Ejemplos

Se propuso un ejemplo tecnico. el cual consiste en controlar el consumo de combustible de un misil



de tal suerte que se tenga un gran ahorro de combustible. donde el nusil estd modelado de tal forma
que se considera tiene un motor continuo y otro que se comporta como uno impulsivo, por lo que

se hace uso de las ecuactones para el caso discreto-continuo que se propusieron anteriormente.

1.4.5 En sistemas estocasticos

Se colabord en la propuesta hecha por Basin y Villanueva sobre algontmos de filtrado para un
sistema dinamico con obsers aciones discontinuas de tipo Volterra, dichos resultados se presentaron
en la Conlerencia sobre Decision y Control, IEEE CDC "99 (Cd. de Phoenix, Arizona) [42] los

dias 7 al 10 de Diciembre de 1999,

1.5  Organizacion de la Tesis

En ef capitulo 2 se tiene el Marco Tedrico. el cual hace referencia a las herramientas necesarias para
la posterior solucidn de los problemas de filtrado y regulador optimo en el sentido miniméximo,
como lo es el principio minimo de Pontryagin, las funciones Hamiltonjanas y los multiplicadores de
l.agrange. Se presentan las ecuaciones integrales de tipo Volterra, mediante las cuales se representa
¢l modelo del sistema sobre el cual se basa la presente tesis. También s¢ hace una breve introduccion
a lo que es la programacion dindmica como método alternativo a la solucion de problemas de
optimizacion. y ademas se presenta una comparacion entre este y el principio del minimo de
Pontryagin.

Il capitulo 3 esta dedicado a la teoria de los reguladores y filtros optimos para sistemas en
ecuaciones diferenciales, pero con incertidumbres. para lo cual se establece una clasificacion de
las mismas. Dentro de dicha clasificacion se hace mencién a los modelos deterministicos con
incertidumbres desconocidas pero acotadas en los cuales se hace uso de conjuntos geométricos
sobre de los cuales se manejan los estados. el control y las incertidumbres asi como las salidas
del sistema. Como se explicara dentro de este capitulo, el conjunto mas apropiado es el elipsoide.
Como parte del tratamiento de los modelos con incertidumbres se hace referencia a un trabajo [1].
sobre ¢l cual se basa la presente para la obtencion de los resultados. Como punte final de este

capitulo se trata una breve introduccion sobre ecuaciones de Riceati.



La solucion a los problemas de filtrado y regulador 6ptimos minimaximo en sisteras integrales,
en ¢l caso continuo se expresan en el capitulo 4, mientras que para ¢l caso discontinuo es
necesario dingirse al capitulo 6. Para obtener dichos resultados hubo de ser necesario presentar
dos extensiones al caso integral de temas conocidos para los sistemas diferenciales como lo son
la funcion Hamiltomana y el Principio de Dualidad, los cuales estan dentro del capitulo 4. Si
bien es cierto que los resultados discontinues se derivan en gran parte de los resultados continuos,
tambi¢n es cierto que es indispensable la teoria de vibrosoluciones para su obtencion, La teoria de
vibrosoluciones se maneja en el capitulo 5, donde se expresa para el caso integral.

En el capitulo 7 se plantea en una breve introduccion la relacién que puede existir entre
las funciones caracteristicas Gaussianas y los conjuntes elipsoidales, posteriormente se hace
un resumen de los resultados encontrados en el caso de los modelos de sistemas estocdsticos
Gaussianos para su posterior comparacion con los resultados presentados en esta tesis que
corresponden a los modelos de sistemas deterministicos con incertidumbres desconocidas pero
acotadas. ambos para sistemas integrales. Quedando claro el hecho de que si se tiene un modelado
en forma estocdstica. la solucion del problema de filtrado estara sujeta a tres ecuaciones mientras
que en el caso de sistemas modelados deterministicamente se puede encontrar la solucion al
problema de filtrado con tan solo resolver dos ecuaciones. Sin embargo. también se presenta un
caso estocastico particular donde es posible obtener la solucion al problema de filtrado usando solo
dos variables (ecuaciones) que es cuando las ecuaciones de estado en los sistemas estan dadas en

fortma de ecuaciones diferenciales.



Capitulo 2
Marco Teorico

2.1 Calculo de Variaciones

2.1.1 Calculo de Variaciones

Una rama de las matematicas que es de utilidad para la selucion de problemas de optimizacion es ¢l
calculo de variaciones. En los problemas de control optimo el objetivo es determinar una funcion
que minimize una funcional especifica. la medida de funcionamiento. E! problema andlogo en

caleulo es determinar un punto que produce el valor minimo de una funcion.

Definicion 2.1  Una funcion f es una regla de correspondencia que asigna a cada elemento q en
cierto conjunto D un unico elemento en un conjunto R D es llamado ¢l dominio de | y R es el

contradominio.

Definicion 2.2 Una funcional .J es una regla de correspondencia que asigna a cadu funcion 1 en

unu cierto clase $2 un unico numero real. 2 es Hlamado el dominio de J y ¢l conjunto de numeros

reates asoctado con las funciones en L es Hamado el rango de J.

Definicion 2.3  fes una funcion lineal de q vi y solo si esta satisface el principio de homogeneidad.
flagy o fy)

para tode q € Dy para todo numero real o tal gue aq € D, y el principio de aditividad

flav+q2)  fla) + flq2)

parda toda qy.q,. 3 ¢y + 4 en D

Definicion 2.4 J es una funcional hincal de v «i y solo i esta satistace el principio de

homogenerdad

J o) — adlyg)



puara toda 2 € Q v para todo niumero real o tal gue a1 € ). v el principio de aditividad
J(ry+ao. — J(r) + J{x:)

pard toda ry.x, 0y )+ oy en

Definicion 2.5 Si gy q + Aq son elementos para los cuales la funcion f es definida, entonces el

wmceremento de f, denotado por Af es

Aflg.8q) * fa+Dq)  fly)

Definicion 2.6 Sfa 3 r+ br son funciones para las cuales la funcional T es definida. entonces ¢l

teremento de J, denotado por AT ey

AJ(r br) ® Jr+6r))  J(x)

Definicién 2.7 El incremento de una funcion de i variables puede ser escrito como
Af(g.Aq) & df(q.0q) +alg.D5q) - Og
donde df ex una funcion lincal de Ny Si

lim {g(q.Oq)} O

&y =)

entonces [ se dice que es diferenciable en q v df es la diferencial de f en el punto g
Definicion 2.8 £l incremento de una funcional puede ser escrito como
AJ(r.br) & 81 68) + glor,br) . b

donde &.1 es una funciondl lineal en b Si

lim {g{a.é0)} O

fdr —1
catonces J se dice que es diferenciable sobre vy 6.7 es la variacion de ] evaluada para la funcion

A

Ejemplo 2.1 Sea .r una funcion continua escalar definida para t € [(0.1]. Encuenire lu variacion



de la funcronal

J(x) /’ [420F) + 22(t)] dt.
JA
Primero, se encuentra el incremento de J.
AJ(r.br) I & +&e)) — (&)
_ /l {[(t) + S ()] + 2[(t) + ()]} dt

J

|
/ [e2(t) + 20(2}] dt.

J0

después se expanden. y combinan estas integrales. con lo que se obliene
!
’ T2
A (i &) {[2r(t) + 2] 6 (1) + [ (1)]" } ot
Jo
se separan los 1¢rminos que son lincales en dr. y se tiene

1 1
A, bur) / [2u(8) + 2 da()dt + / l(‘u‘(f)]z(lf.
J)

J0

ahora se verifica que la segunda integral se pucda escribir como

!
/ (b)) dt glr.dr)- & 2.1)
1l
V que
lim {g(r.br)} 0.
tr —0

debido a que r ¢s una funcion continua, sed
[~}
dr S max { Ar ).
ol
Se mudiiplica el lado izquierdo de (2.1) por  br bi gue da

b ! j Lsr()?
: & Y dt,
P L [b.r(f)]” dt A /) fir

por lo que comparando se tiene que

! ]
g(1.4r) / L 'ﬁ.r(f)r!f 3 / dr(f) di.
0

£ A0
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St by — 0, 8rt) — Oparatodat € [0.1]. enmtonces

.1
lim {/ ba t) dr‘} — 0.
or —0 | Jo

Por lo tanto . después de verificar que g(1.8r) — O cuando dr  — (), la variacion de ] es

1
dJ(a.du) / [2a(t) + 2] duw(t)dt.

Esta expresion tumbién puede ser encontrada expandiendo formalmente el integrando de A.J en

series de Tinlor alvededor de 1(t) y reteniendo solo los términos de primer orden en b (t).

Definicion 2.9 Una funcion [ con dominio D tiene un extremum relativo en el punto q° si existe
un ¢ ~ O tal que para todos los puntos ¢ en D que satisfagan ¢ q° < ¢ el incremento de f tiene

el mismo signo. Si

Af = fla) flgT) =0, (2.2)

£ 47) es wun minimo relativo: si

A flg) fg7) <. (2.3)

f q°) es un maximo relativo. Si (2.2) se satisface puara un € arbitrariamente grande, enionces
[ 4°) es un minimo absoluto o global. Similarmente, si (2.3) se satisface para un € arbitrariamente

grande, entonces f(g*) es un mdximo absoluo o global.

Definicion 2,10 Una funcional ] con daminio QQ tiene un exiremum relativo en 1~ si exisie un
»

¢ Otal que para todus las funciones r en Q que satisfagan © 1" < € el incremento de T tiene

el mismo signo Si

&F  Ja) Haty =20, 2.4
J oty es un minmmo relativo, si

N g a) Hat)= 0 (2.5

I a* esun maximo relativo. Si (2 4) se satisface para un € arbitraviamente grande. entonces J{u*)

es un nummo absoluto o global  Similarmente, si (2.3) se satisface pura un ¢ arhitrariamente

arande. entonces JJ 1) es un maximo ahsoluto o global. ¢~ es llumado un extremo. v J(r*) es
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referido como un extremuni.

Teorema 2.1 (Teorema Fundamental ) Sea r un vector funcion de t en lu clase Q2. y J(r) sea
una funcional diferenciable en . Asuma que las funciones en ) no estan limitadas por ningun

restriccton. Si ot ey un extremo, la variacion de J debe desvanecerse en x°; ¢slo es

(T, bx) 0. para todas lus b1 admisibles (2.6)

Ejemplo 2.2 Encuentre ¢l extremo para la funcional del ejemplo previo (2.1) v especifique si es

un minimo o un maximo. En ¢l cjemplo 2.1 ya se obituvo lu variacion de .

1
SJ(a*. bur) / [207(1) + 2] br(t)dt = 0.
0
de donde, debido al lema fundamental del Cdlculo de Yariaciones probado en [20] y [21], el cual
estublece que si una funcion h es continua y

/
/ k()or{t)dt 0,

Sy

para cada funcion dr que es continua en el intervalo [t,, T entonces h debe ser cero en cada punto
en el ntervalo t,.T):
2050 +2 — 0,
i) = -1

1

el cual ey un extremo. Puesto que J(r*) fnl —Adt— ty =1

] 1

AJ T JaT) J)+ 120,

por lo wanto, J{(r* es un mintmo relativo y glohal.



2.1.2  Aproximacion por Calculo de Variaciones al Control Optimo
Sea una planta descrita por la ecuacion dindmica no-lineal vanante en el tiempo
i(t) — flur u.t) (2.7)
conel estado 4 (t) € R" y la entrada de control «(#) € R™ | las condiciones iniciales x(fy) — ryy
¢l tempo inicial ¢, son especificadas. La cual tiene asociado un indice de desemperio
J—olr(T).T)+ /JT L{x(t). u(t). t)dt. (2.8)
Ji

donde 1. 7] es el intervalo de tiempo de interés. El problema de control dptimo es encontrar la
entrada 1" (t) en el intervalo de tiempo [t, T que lleve a la planta (2.7) a lo largo de la trayectoria

" 1) tal que la funcidn de costo (2.8) es minimizada. y tal que
w(r(T).T) 0 (2.9)
para una funciéon dada v € [P, la cual es una funcion del estado final.

Hay que hacer hincapie en el hecho de que (. (7). T") es una funcion del estado final que
queremos hacer pequefia. como por ¢jemplo la energia [J""(T).S'(T).r(T)] 2, donde S(T) es una
matriz de peso dada. Por otro lado. «{x(T), T)es una funcion del estado final, la cual queremos
fijar en cero exactamente.

De acuerdo con [6] los vectores A(f) € ™ (que estd en funcion del tiempo), y 1 € R (que es
una constante). son llamados multiplicadores de Lagrange. 1os cuales permiten unir las restricciones

(2.7) v (2.9) al indice de desemperio (2.8). de la manera siguiente:

7
J o oaTLT)+rTe((T).T) + / [L(.r(f). n(f). 1) + X (#) (flrout) r)] dt - (2.10)

St

Definicion 2,11 Se define el Hamiltoniano H como
Hir(B)u(t). AB). 1) 2 L) ult). )+ A () f(rout)
Fntonces se puede escribir
J (T T)+ v e(e(DI).T) + /1 [H{x(t) . u(t).t) A (1)F] dt
Ih

Lsando la regla de Leibnitz, el incremento de ./ como una funcién de incrementos de r A v u y ¢



€s
&= (o + l.',Ta‘)7 (1 e (o + t,',ri')T(ff , + L prle + (H — ATty dt p o an
r .
—(H = AiYdt |+ / [Hfm- & Htu— N6+ (Hy— 5 M} i,
L,
donde
aH OH OH do au
H; = oy H, — O iy == ax° O, 7 YT o

Para eliminar la variacion en ., integrando por partes

s r
N o
/ Mordt  — M ot Mo ot / X Ardi.
ty

Sty
se sustituye esto en (2.11) y se hace uso de
de(T)  on(T)+ 2(T)dT,

entonces se tiene después de estas dos sustituciones lo siguiente

A (L'), - ui I )\)7 dr

as (o v+ H Mi+ )\’.z*)rrlt’T + o' dv

! N
—(H Ni+A ) dr + M +/ [(H,+A) br -+ Hldu+ (Hy— i) oA dt,
o " Pl

De acuerdo con [6] . el minimo de .J con restricciones (2.8) es logrado en ¢l minimo de
J sin restricciones (2.10). Esto se alcanza cuando &7 — () (2.6) para todos los incrementos
independientes en sus argumentos. Poniendo en cero los coeficientes de los incrementos
independientes dv. br b A, Ademas puesto que 1, ¥ (%) son ambos fijos y conocidaes. entonces
dtyy i (t,) son ambos cero. Los términos evaluados ent ¢, son automaticamente cero. Por lo
tanto tenemos las siguientes ecuaciones.

| a ecuacion de restriccion del estado final
(e (T).T) 0.

la ecuacion de co-estado

. dH (?f,- JdL
- ar dr At Or”
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la condicion de estacionario
_OH JdL Ofr

0 - =+ A,
du Ou Ju
v la condicion de restriccién
r N
(0 +vle—=2) de + (o, +u]v+ H) di 0.
] r

de la cual se derivan las llamadas condiciones de transversalidad.
2.1.3 Principio Minimo de Pontryagin

La generalizacidn del teorema fundamental conduce al principio minimo de Pontryagin. Por
definicion, se sabe que el control «* ocasiona que la funcional J tenga un minimo relativo si
Jou)  J(wn*y — AJ > () para todos los controles admuisibles suficientemente cerca de u*. Se
entiende por controles admisibles aquellos que cumplen con las restricciones dadas, son continuos
y ticnen primeras derivadas continuas por pedazos.

Siu  u'+6én. el incremento en.J puede ser expresado como AJ(u, du®) — T (u* . du) +O(du)
donde ()(Au) representa a los términos de orden mayor. ¢.J es lineal en du y ()(éu) se aproxima a
cero mientras la norma de Au se aproxima a cero. Debido a que ya no se asume que los controles
admisibles no son restringidos, du es arbitraria solo si el control extremo esta estrictamente dentro
de sus limites para todo el intervalo de tiempo [to, T]. En este caso, la restriccion no tiene efecto
sobre la solucion del problema. Si, por el contrario. un control extremo ca¢ en ¢l limite durante al
menos un subintervalo [#, . ¢,] del intervalo [#,,. T]. entonces las variaciones de control admisibles du
existen cuyos negativos ( du) no son admisibles. Si solamente estas variaciones son consideradas.
una condiciOn necesaria para u* tal que .J sea minimizada. es que &./{(«*. 6u) > 0. Por otra parte.
para las variaciones éu diferentes de cero solo para ¢ afuera del intervalo [t,.¢,] . es necesario que
& ut by — 0.

Si las ecuaciones de estado son satisfechas. y A™(f) es seleccionada de tal torma que los
coeficientes de Ar(#) en la integral scan identicamente cero, y la ecuacion de condicion de

restriccion es satisfecha, se tiene que

r
5.]—/ H]!budt.
Jtg



Y puesto que el integrande es la aproximacion de primer orden al cambio en H causado por el

cambio en u

ot

3 (0" X )ou 2 H o u" + ATty H@  um Nt
t

por lo tanto.

Ad = /T [H (r*.u* +éu. A" 1) = H (2", u™ X" )] dt.
J N
Para que «” sea un control minimizante es necesario que
/1 [H (" w" +bu At) H(x . o A" )| dt >0,
i
para toda du admisible. tal que |éu 3. Por lo tanto,

H{rm. u" A1) < H{x" w4+ du X 1),

para toda éu admisible y paratoda t € [t,.1/].

Definicion 2.12 £l requerimiento
H(c A < H(cou, Nt

para toda v admisible es llamado el principio minimo de Pontryagin el cual enuncia que el
Hamiltoniano debe ser minimizado sobre toda u admisible para valores optimos del estado y

coestado.

Resumiendo Se busca un control «* € (. que hace que el sistema

F(t) flaut),
siga una trayectoria admisible que minimize el indice de desempeno
J—olr(T).T)+ /, L{x(t). u(f). )t
'
Para lo cual es necesario apoyarse en el Hamiltoniano

H(r (). ult) M) 8) 2 Lir(t). ult). ) + X (8) f o f).
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que permite sefialar las condiciones necesarias para que 11* sea un control éptimo, las cuales son
. oH
F = . (2.12)
X
daH  Of! oL
— =X+ —.
dr or or

Ho® ut A f) Hz* u. A".t)

| A

para toda u(#) admisible,
paratoda t € [ty. 1]y
I I
(0, + Wi — A} dr + (o +ol v+ H) dt 0.
T /

de la cual se derivan las llamadas condiciones de transversalidad.

Es necesario hacer notar que

1. «*(#) es un control que hace que H(r*(¢), u{t), A" (#).¢) asuma su minimo global o absoluto.
. Las ecuaciones (2.12) constituyen un conjunto de condiciones necesarias para la optimahidad:
pero no suficientes en general.

o

[:n el caso de que los controles no esten restringidos. para que «*(¢) mimimize ¢l Hamiltoniano

es necesario (pero no suticiente) que
JOH

m(.ﬁ'(f).u‘(t).)\‘(t).t) — 0. (2.13)
Si la ecuacion (2.13) se satisface y la matriz
¢H
’?)”z (2 (1), a (1) AN (#).1) > 0. (2.14)

entonces. es suliciente para garantizar que " (1) causa que H sea un minimo local; si el

Hamiltoniano puede ser expresado en la forma
HO () u(@) A1) ale(f) A 8) + [elr (). A O] ulh) + ;u’(f)fi’(f)u(t). (2.13)

donde. ¢ es un vector que no tiene ningln término que contenga u(t) y f(¢) es una matriz positiva
definida, entonces si se satistacen (2.13) y (2.14). estas son condiciones necesarias v suficientes

para que [ (" (). ™ (1 (A7(f).t) sea un minimo global.
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Ejemplo 2.3 Considere el sistema

rt) = L) + u(t).

con condiciones iniciales r(ty) = rqg ) el indice de funcionamiento a ser minimizado es

l! _
Jo= / [J“f(:‘) + llz(f)] dt.

bl A

donde, t; es especificado. y el estado final x(t ) es libre.

a) kncontrar las condiciones necesarias para un control sin restricciones para mimmizar .J. El

b)

Hamiltomano es

He(t) ult) X)) —

| =

rit) + .;“"U) + A ()ea(t) () (t) 4+ Ap{t)u(t), (2.16)

[\

t

de donde las co-ecuaciones de estado son

o a}{
A — — R (I8
1 (¢) i, ry(f)
g OH oo
As(t) Gy AU+ AN(#),
)
debido a que el control no tiene retricciones . s necesario que
1
CFRONEG DA
du
¥
R\ | i
Qu? '

por lo tanto
ut(t)y =AM,
nunimiza el Hamiltoniano, Las condiciones de restriccion son
/\'(ff) =0,
I-ncuentre |as condiciones para un control optimo si
1 < u(t) < +1, paratodat € [ta.fy]. (2.17)

Las ecuaciones de estado. co-estado y la condicion de restriccion para A" (f ) permanecen igual:
sin embargo. ahora u{t) debe ser seleccionada para minimizar (2.16) sujeto a la restriccion (2.17).
Para determinar el control que minimiza H. primero se separan todos Jos términos que contengan



u(t).
1

211"{?‘) + Ay (t)u(t)
del Hamiltoniano. Para cuando el control dptimo no se sature, se tiene que
ol

como en la parte a): esto ocurre cuando A5(f) < 1. Sin embargo. si hay momentos cuando
A*(t) > 1,entonces el control que minimiza es

w'(t) — —Ll.para Ay(f) > 1.
+1,para A5(t) < —1.
Por lo tanto.
u'(t) = —l,paral < A5(¢)
—A{t).para — 1 < Aj(f) <1

= +1, para Aj(f) < —1.



2.2 Programacion Dinamica

La programacion dinamica fue desarrollada por R.E. Bellman a tinales de los 1950'. EI control
optimo es expresado como una retroalimentacion variable de estado en una forma grafica o tabular.

La programacion dinamica, esta basada en el principio de optimalidad

Definicion 2.13  Unu politica optima tiene la propiedad de que no importa cuales han sido las
decisiones previas (por ejemplo, controles), las decisiones restanies deben constituir una politica

dptima con respecto a el estado resultante de esas decisiones previas.

Se debe notar que el principio de optimalidad juega un papel similar al del Principio Minimo de
Pontryagin en la aproximacion del calculo variacional a los sistemas de control, sirve para limitar
¢l numero de estrategias de control optimas potenciales que deben ser investigadas. Esto también
implica que las estrategias de control optimo deben ser determinadas trabajando en sentido inverso

desde la etapa final.
2.2.1 Control Continuo y la Ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman
Sea la planta
i = flrat), (2.18)

la cual tiene un indice de funcionamiento de

7
J (p(.l‘(T),T)-&-/ L{r(t). u(t), t)dt.

by

Se busca un control 6ptimo continuo % (#) en un intervalo [f, 7] que minimize .J y lleve un
estado imicial .r(t,) aun estado final que satisfaga v (#(7).T) 0. Porel principio de Optimalidad.
si s¢ supone que t es el tiempo actual y que t + Af es un tiempo futuro cercano a f. Entonces el

costo para ir del tiempo ¢ al tiempo final T puede ser escrito como

7

t4 At
Jrt) —o(e(T),T) + / Lir, u.t)dr + / Lic.wu.T)dT,
gt

JI+ AL

esto es.

1+ At
Jlr.t) / L{a.w.7)dr + J{o + Ar.t + At).
Jt
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donde 1 + Ar es el estado al tiempo ¢t + At que resulta cuando el estado actual .&(t) y «(t) son
usados en (2.18). Esta ecuacion describe todos los posibles costos para ir del tiempo ¢ al tiempo
final T'. De acuerdo al principio de optimalidad. sin embargo, los unicos candidatos .J*(.r.t) son
los costos ./ &, f) que son éptimos desde + + At a T. Si el costo optimo .J*(r + Ar. t + At) se
conoce para todos los posibles &+ + A,y puesto que también se tiene calculado el control optimo
en el intervalo [t + At. T para cada « + Ar. entonces solo hay que seleccionar el control actual

« t)enclintervalo [t. ¢ + At] . Por lo tanto.

t+ At
N R e min [/ Lrv.w.r)dr+ T (@« + Ar.t+ At)|

u(T)
b < RN + O
esto es el principio de optimalidad para los sistemas continuos en el tiempo.
Mediante una expansion por series de Taylor de .J* (r+Axr. f+ At) alrededor de (. 1) y tomando

una aproximacion de la integral se tiene que

0.y d.J*
() min LA+ J7 (a0 f) + (0—> A+ At
ar ot
u(T)
t< T <t+ At

Puesto que ./”, y J; At son independientesde u(7). {1 < 7 <t + Aty dor flr.ut) Aty

J ) = J(rt) + JT AL min [Lm () fm} .
u(1)

<4 AN

oI\’
L*(ﬁ) f],

que es una ccuacion en diferenciales parciales para el costo optimo .J* (. t) y es llamada /a ecuacion

Ademas, como At — 0,

a* ,
——— mun
Of n(r

de [Hamilion-Jacobi-Bellman (HBJ) . La cual puede ser escrita como

38
7 —min [H(rou.J}t].

o



2.2.2 Relacién entre Programacion Dinamica y el Principio Minimo

Principio Minimo Al aplicar el principio minimo. o el calculo de variaciones, para determinar
los controles Optimos generalmente se obtienen problemas de dos puntos de valores de frontera.
que requieren el uso de técnicas numéricas iterativas para su solucion. Si las ecuaciones de estado
de un proceso son lineales (o han sido linealizadas) y el indice de funcionamiento es cuadratico,
la ley de control optimo puede ser determinada por la integracion numérica de una ecuacion
diferencial matricial del tipo Riccati. sobre este caso (LQR) puede verse ¢l capitulo siguiente. Una
importante caracteristica del célculo variacional es que la forma de los controles éptimos pueden
ser determinados: por lo que solo es necesario considerar €l subconjunto de los controles que tienen

la forma apropiada: esto es significativo conceptualmente y ventajoso en el sentido computacional.

Programacion Dinamica La programacion dinamica es una manera inteligente de examinar todos
los posibles candidatos de la ley de control éptimo. Hacer esto directamente enumerando todas las
posibihidades es una tarca exhaustiva, pero al usar ¢l principio de optimalidad un proceso de decision
de multi-etapas puede ser reducido a una secuencia de procesos de decision de una sola-etapa. v
se obtiene un algoritmo computacional factible. El algoritmo consiste en resolver la ecuacion de
recurrencia funcional mediante una busqueda directa entre los valores de control aceptables. La
presencia de restricciones en el estado y el control generalmente complican la aplicacion del caleulo
de variaciones; sin embargo, en programacion dinamica. las restricciones en el control y el estado
reducen el rango de valores a ser buscado y por eso se simplifica la soluciéon. Otra caracteristica
deseable de la programacion dinamica es que el procedimiento computacional determina la ley de
control. Mas aun, debido a que ¢l algoritmo hace una comparacion directa de los valores medidos
del indice de funcionamiento asociado con todas las leyes de control 6ptimo candidatas. se asegura
que la ley de control 6ptima sea global o absoluta. La limitacion principal de la programacion
dinamica es la necesidad de una capacidad de almacenamiento grande en las computadoras cuando

se resuelvan problemas de sistemas de orden superior. esto es la “maldicion de la dimension™.



2.3 Ecuaciones Integrales

Una ecuacion integral es aquella donde la funcion desconocida. esto es la cantidad a ser
determinada, aparece bajo el signo de la integral. Una ecuacidn integral es clasificada por su clase

y tipo.

2.3.1 Integral de Lebesgue

Definicion 2.14  Sea f una funcion simple, es decir una funcion contable ji-medible [30] tomando
valores distintoy

s lizs oo b 5o

Entonces por fa integral de Lebespgue de f sobre un conjunto A, denorada como:

f flar)du. (2.19)

3 A, (2.20)

n

se eatiende la cantidad:

donde

aid i€ A fla) )

es tal que (2.20) es absolutumente convergente, es decir

Z W tt(Ay) « .

"

Si la ntegral de Lebesgue de [ existe, entonces | es una funcion mtegrable o sumable (con

respecto a la medida 1), sobre el conjunto A.

Definicion 2.15  Pura una funcion medible [. no necesariamente simple. se dice que f es
integrable o simable, sobre un conjunta A si existe una secuencia { f,} de funciones integrables

simples convergiendo uniformemente a f sobre A. El limite

lin / falor)dp,
1

n—x

es flamado la integral de Lebesgue de f sobre A. denotado de igual forma gue en (2.19).
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Sea f una funcion sumable definida sobre un espacio .X. equipado con una medida 7-aditiva y
(ver la ref: [30] ). Fntonces. la integral (2.19) de Lebesgue existe VA C X medible. Si X es la
linea real. equipado con una medida ordinaria de Lebesgue p. y si A = [a.d]. entonces es posible

expresar a (2.19), como:
b

flajde.

73

o equivalentemente

b
f(t)dt. (2.21)

¢n terrminos de una pueva vaniable de integracion f. Suponga ahora que fijamos el limite inferior a.
pero dejamos el limite superior b variable, haciendo notar esto por la sustitucion de & por la de .

Entonces. (2.21) se reduce a:
P
/ f()dt. (2.22)
expresion a la que se le conoce como la integral indefinida de Lebesgue.

2.3.2 Funcion de Variacion Acotada

Definicion 2.16  Una funcicn f definida sobre un intervalo [a. b). se dice es de variacion acotada,

st existe una constante C > 0 tal gue:
> fl) = el €0
Ao

para cada particion

" org<rp <oy =D (

o
t-2
(O8]

del intervalo a b] por puntos de subdivision ro. &y, ... 1.

Definicion 2.17  Sea f una funcion de variacion acotada. Entonces por la vanacion total de f

sobre a. b denotada V' f). se refiere a la cantidad

VI =sup Y fln) = flre 1)
kol
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donde la minima cota superior es tomada sobre todas las particiones (finitas) (2.23} del intervalo
[er. b].

[ as propiedades principales de las funciones de vanacion acotadas son:

a) Si fy yson funciones de variacion acotada sobre [a, b], entonces también loes f + g y
Vil +9) S V) + Vig).

b) Siu- b < c.entonces. V(f) = V() + Vi (f).

¢) Lafuncion»(xr) V.7(f).es no decreciente.

a

d) Sea f una funcion de vanacion acotada sobre {a. h], y sea ¢ la funcion V" (f). Entonces si f
es conlinua sobre la izquierda en un punto .* | también lo es ».

e) Si f es de variacion acotada sobre [0, 0], entonces f puede ser representada como la
diferencia de 2 tunciones no decrecientes sobre [, 4].

f) Cada funcién f de variacién acotada tiene una derivada finita en casi todos los puntos,

g) Si f es sumable sobre (o, b]. entonces la integral indefinida ®(r) — [” f(¢)df. es una
tuncion de variacion acotada sobre [a. b].

2.3.3 Ecuacion de Volterra

Definicion 2.18  Se cornoce como ccuacion integral lineal de Volterra a fu ecuacion integral

ylry— fla)+ A / K (r &) y(E)dE. (2.24)

ol

donde el limite superior de integracion es variable (similar a (2.22)). y corresponde a un problema
de valor inicial. y es la variable desconocida, r y € son variables independientes. A es un pardmetro
arbitrario. K (. &) es una funcion dada . llamada el Kernel o tasa de crecimiento, f(x) es un
término no homogéneo. En general f(r) . K (r. €) y la solucién y (&) son funciones continuas en

el intervalo asociado.
Ecuacion de Fredholm

Definicion 2,19 Se conoce como cenacion wtegral lineal de Fredholm. a la ecuacion integral

b
y ) fm>+A/'Knn0y@wm. (2.25)

donde la integral esta definida sobre el intervalo [a. b). y corresponde a un problema de valor en la

frontera En ¢sta ecuacion los términos se definen en la misma forma que los 1érminos de (2.24).
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Cada ecuacion ((2.24) o (2.25)), puede ser clasificada dependiendo de que si aparece o no el término

y (z) fuera de la integral, es decir,

0=f(ar)+)\/ K {(z,£) y(£) ¢,

es una ecuacién de Fredholm de primera clase. En este caso, la funcion desconocida aparece
Unicamente bajo el signo de la integral. Si la funcién desconocida esté presente afuera de la integral,
tal y como en (2.25), se dice que la ecuacién es de segunda clase.

2.3.3.1 Métodos para la Selucién de una Ecuacion de Volterra

La solucion general de la ecuacion de Fredholm se establece en [20] , y es a partir de ésta que se
puede conocer un método de solucion para la ecuacion de Volterra. Un método para conocer la
solucion de una ecuacién de Volterra se presenta a continuacion.

Considere la ecuacion de Volterra de segunda clase (2.24), con kernel cuadraticamente integrable,

f f K*(z,y)dzdy < N?
0o Jo

existe y es acotada. Tal kernel serd llamado un kernel-L;. Asuma que existe algian tipo de solucion

tal que

para la serie

y(z) =) N'¢, (x). (2.26)
n=0
Substituyendo (2.26) dentro de (2.24), se obtiene que
> Xou(@) = £ @+ 33 [ Kl @27
n=0 n 0

Asociando términos del mismo orden, resulta que:

X gola)=1la),
Mo = fo K (2,€)d0(€)dt

- fo Ky(2,€) fE)de,
M dyle) = fDmK(m,él)m&,)dﬁl



donde

por lo tanto,

Con

se puede definir un nuevo kemel I'(1r, &; A), llamado el Kernel Resolvente:

- /1\|I£ ae. [ Kute, ) fee

(0]

/ / Kola. €)W (€, ) J(E)dE e
& 0J¢€

_ / K(r.€) f(E)dE.

J0

P ¢ f\u (r. &) f(E)E.

Ks(a.6) — / Rola &) K\ (€. E)dE,.
€, &

K;)(\E.ﬁ) / ]\—1(-"-61)["” 1(51‘5){{51‘

JE, &

g S | Katrauede

n 1

KE (8D Nk L£)-

Dl & A) =) A" 'Ra(z.6).
n 1

Fn términos del kernel resolvente, la solucidn se puede escribir como:

ylr)  flr)+ )\[ T €. X) FUE)E.
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A esta solucion se le conoce como la solucion de series de Newmann para la ecuacion de Volterra

de segunda clase.

Para probar si es posible que la solucion de Neumann valida para (2.24). también lo sea para el caso



de una ecuacion de Volterra de primera clase. considere la ecuacion

£ — / "R (e )pl€)de. (2.28)

la cual es una ecuacién de Volterra de primera clase. Diferenciando (2.28) con respecto a r :
T OR (s,
o) Koo+ [Py
O -z
Si A" r..r) # 0. en el intervalo {0, .r), se puede definir:
) - B 1 OK(r.&)
F(T) f‘.'(.l',J')‘ K (I,é) - [\'(J;, _r) or ’

Entonces. (2.28). se puede escribir como:

y(o)  Flr) + / A (. §)y(§)de,
Jo
la cual, es una ecuacion de Volterra de segunda clase y puede ser resuelta por el método mencionado

antenormente. Vease [34] .

Ejemplo 2.4 Considere la siguiente ecuacion de Volterra

1 1 A
. 2 ety
A [ o a2t

sugtiendo el método antes expuesto se tivne
1

(2] [eds)

Pyt Oy (8 / . . J(H.
0 f+2]“ (f+2)

s 4 Ind 2)5 + 4y +41In(s +2)s  KIn(2) + &In(s + 2)
(5 +2)(16 + 2 + 85)(s + 1)

5. | /" 1 ¢ (2} + ¥ +4in(r +2) 8In(2) + Sln(f + 2)
- B (@) .
e 12 T+2)16+ 748 (I + 1)

[lb/rr(h + Din( ‘M‘).s +3%4In(s + 2)n(s +4)s  96(2)In(s +4)s* — 38Un(s +
Ol ')s + 4325 + 25262 + 864In(2)  864In(s + 2) + 64m¢ + 153600 2)°

df

+T08delog (T + T68dilog Ls + 2) + 487 + 35" T68delog( 2, ) + 18In(s + 2)In(s + 4)s* +
ShHnls + Din{—(s+2) (s+4))s WRin(s+4lu “11).52 TORIn(2)n (s + 1)s
96/n ~ + 2)in 2)s=  T68[n(s + 2)In(2)s 288 2)s + 28%Un(s + 2 s + 216In(s + 2)s?



T68In(s + 2)In(s +4) + 48delog(271)s* + 384dalog(3+5)s + 48dilog( s + 2)s”
+384dalog( s + 2)s + 96[n(2)*s* + T68In(2)%s  1336(n(s + 2)In(2) T68In(s + 4)In(%) —
(2 s — 216Im(2)s? + 24in{s + 2)s — 1536In(2)In(s + 1) + T68In(s + 4)In( ;42)

tdilog( 2)s? — 38dilog( 2,)s + Am?s® + 327%s]  [(12s + 36 + 57)*(16 + »* + 8s))]
r(s) = opls)  20,(s) +40,{s) + ...

donde
* In(t)

it.
L a-n

di log —

024‘\
0224
02J\
018+
0164
0144 |
0127 \
013 \
0081

0063

004 i
002

—_—

2 a 6 8 10

Fig.1 Ecuacion de Volterra (ejemplo 2.4)

Otros métodos de solucion de ecuaciones integrales de tipo Volterra de segunda clase, son los
Ilamados métodos de cuadratura. Este procedimiento numeérico consistiria en aproximar ¢l término

integral de la ecuacion (2.24) mediante una regla de cuadratura que integre sobre la variable t para

un valor fijo de ».
2.3.4 [Ecuaciones Integrales de Volterra y Ecuaciones Diferenciales Lineales

Fxiste una relacion fundamental entre las ecuaciones integrales de tipo Volterra y ecuaciones

diferenciales lineales ordinarias. En realidad. la solucion de cualquier ecuacion diferencial del tipo

d"u a

. +al(.r)(h' + ot a () — F(a) (2:29)

dr



con coeticientes continuos, y con condiciones iniciales
w(0)) = co. ' {0) — erees, 0™ {O) — 6 1. (2.30)

puede ser reducida a la solucion de una cierta ecuacion integral de Volterra de segunda clase

yle) — flr) + /\/ K{r.&)f(&)dE. (2.31)
8]
Para lograr esto. sea
" "
B~ drt fio).

Vv sucesivamente
DY = L de,
f /o F(E)dE
D D@ [ o
—.rI dE ) d—*'r 1 .EI d :rfrr
Cra [Cere - [on o [ e+ [ neiaas

A [ rtetgas

DD D)= s [ (r &) (e

S

(72

Tomando en cuenta las condiciones iniciales, se observa que

o™

YRCCTN L+ D . (2.32)

1n 2

(q“ SN B e .’+D 2!'

dan ¢
.......... J"] o |

tH = 1(7? 1y + 0, ',(n 2! +..+er+en+ DL
Regresando a la ecuacion diferencial (2.29) . se ve que puede ser escrita en la forma (2.31) donde
K(r.€) Z":a (!t O 'y (2.33)
Jd.C — H - (h l)' . . P

Yy .1") ].’ .l) Cn |(7|(\I') ((. 12 +eq 2 (12(.1") (234)



g 1 .
—{ 1, + ...+ 1L+ ¢ | a,(r).
( I(n 1! 1 0)‘ (r)
A la inversa, se resuelve (2.31) con A y F dadas por (2.33) y (2.34) y se sustituye ¢l valor obtenido

para f(s) en la ultima ecuacion de (2.32), se obtiene la solucidn (Unica) de (2.29) que satisface las

condiciones iniciales (2.30).
2.3.5 Ecuaciones del tipo Faltung (Tipo Ciclo Cerrado)

Como caso particular de una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes reducida a una

ecuacion integral de tipo Volterra es aquella cuyo kernel es un polinomioen r  y.
K(z.y) Alr—uy). (2.35)
Tales ecuaciones

DL f) A / K(r €)f(€)de

J0

y sus similares de la primera clase. son una importante clase de las ecuaciones integrales de tipo

Volterra que Volterra llamo ecuuciones de ciclo cerrado debido a que el operador

I

V, [£(6)] = / (. £) F(€)de,

o

lleva a cualquier funcion periodica f(£) con periodo arbitrario 7" a otra funcion periodica con el
mismo periodo T' . s1y solo si K es del tipo (2.35) .

También s¢ le conocen como ecuaciones del tipo Faltung debido a que la operacion

r
fre [ e oo
- Y

¢ generalmente llamado Faltung (o convolucion) de dos funciones f 3y o

Resumen

Ln este capitulo se dan las bases del calculo variacional. su aplicacion al control Optimo para su
posterior utilizacion en el capitulo 4. También sec menciona la programacion dinamica y se hace
una comparacion con el principio minimo de Pontrvagin. Por otra parte se dan las definiciones de
las ecuaciones integrales sobre de las cuales se trabaja a lo largo de la presente tesis. como lo son
las ecuaciones integrales de tipo Volterra; se presenta un ejemplo de una ecuacion de Volterra con

su solucidn numeérica y se¢ mencionan otros metodos de solucion numérica (métodos de cuadratura).



Capitulo 3

Regulador y Filtro Optimos en Sistemas Dife-
renciales

3.1 Regulador y Filtro Optimos en Sistemas Diferenciales

Un problema que se presenta en el area de control es el del regulador. el cual consiste en encontrar
el valor de la variable de control para llevar la salida de la planta y sus derivadas a cero. es decir
llevar la planta de un estado no-cero a un estado cero. kn el sentido practico, es necesario tener
en cuenta las restricciones que nos marca el funcionamiento de la planta, ya sea en cuanto a la
magnitud del control, el tiempo de respuesta, picos de sobrepaso a la salida. margenes de ganancia
o de tfase, ancho de banda, etc. Sin embargo, el diseno de un sistema de control del movimiento
de una nave espacial. o de cualquier otro sistema de contral complejo, multientrada-multisalida de
tecnologia moderna demanda de un enfoque de solucion diferente, como lo es el que presenta la

teoria del control optimo. La formulacion de un problema de control aptimo requiere:

1. Una descripcion matematica (modelo) del proceso a controlar.
2. Una declaracion de las restricciones fisicas.
3. La especificacion de un criterio del desempeiio,

Fste problema puede ocurrir cuando la planta esta sujeta a disturbios no deseados que perturben su
salida.
Un problema en el drea de control es el de la estimacian (identificacion) de estados. Cuando el

tiempo es la variable independiente, tres tipos de problemas de estimacion se presentan

l. Filtrado: estimar ¢l estado #{7T) de lasalida y (t).0 < ¢ < T,
2. Prediccion: estimar el estado # (7" + 7) de lasalida y (#).0 <t — T.7 > 0.
3. Suavizacion: estimar el estado .r(7) delasalida y(t). 0 <t <T.0< 7 <T.

Este problema también puede presentarse en lugares donde la planta este afectada por disturbios no

deseados.
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Cuando se trata del disefio de un observador simple en ¢l cual se usa el modelo lineal
¥ — Ar+ Bu.s(t) 1y
¥ G,

con el valor inicial rq desconocido, para estimar el estado actual del vector r dada laentrada u y la

medicion de la salida y. La ecuacion de estado del observador estaria dada como:
3’: Ar+ Bu+ H(y - Cx),
por lo que el error de estimacion 7 = .« — r satisface
F (A= HO)L

El observador es mostrado en el diagrama de la Fig. 2

dx
: X
H B—'Pb( }d—thj » C L o
+
A
L &8
e
H i<¢—
a,
*}d}?

R GOION GENERALE Binl i

AT

Fig. 2 Observador de estado en sistemas lineales

Entonces el disefio de un observador de estado optimo se reduce sélo a la optimizacion de H basado
en algun criterio. Si se afade ruido o algun disturbio al modelo. entonces hay una ganancia H para
el esumador que debe ser la dptima para minimizar la influencia de dichas incertidumbres. Mas

aun puede ser calculada resolviendo una clase especial de ecuacion no lineal como la ecuacion
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de Riccati. Se pueden adoptar varios criterios para obtener dicha ganancia, uno es el de tomar ¢l

escenario del peor caso lo cual conduce a la optimizacion minimaxima [1] o H> [22

3.2 Incertidumbres

Como incertidumbre se entiende por lo general algo que no esta bien definido. Ahora bien, cuando
tratamos sistemas con incertidumbres, se usan modelos bien definidos y en los cuales se trata de
representar lo que se considera incierto del sistema. Los modelos posibles para . escalar cuyo valor

s Incierto son:

1. » es una variable aleatoria con estructura probabilistica especifica.

2. resuna variable aleatoria cuya estructura probabilistica contiene parametros inciertos: por ejem-
plo. media y varianza.

3. 4 es una variable aleatoria cuya estructura probabilistica es desconocida excepto para ciertos
momentos; por ejemplo. media y varianza.

4. r es completamente desconocido.

5. r es acotada; por ejemplo , || < 1.

6. . puede tomar solo ciertos valores; por ejemplo, r  1.2,6 3.

Estos 6 modelos pueden ser combinados en dos tipos basicos como sigue:
I-3. r es una variable aleatoria cuya estructura probabilistica puede ser incierta,
4-6. s pertenece a algun conjunto.

L.os modelos posibles para un vector r K -dimensional cuyo valor es incierto son:

1. .r es un vector aleatorio cuya estructura probabilistica puede ser incierta.
2. 1 pertenece a algin conjunto en un espacio K -dimensional; per ejemplo, r pertenece a un con-

junto cerrado. r puede tomar solo ciertos valores, o r esta en alguna hipersuperficie.
Los modelos posibles para una funcion del tiempo escalar r(#) en 0 < ¢ < T cuyo valores incierto
SOn:

1. 1{f) es un proceso estocdstico cuya estructura probabilistica puede ser incierta.
2. 1{t)esacotada paratodat. 0 < t < T porejemplo. r(f) < 1.
3. r(t) debe satisfacer algunas restricciones integrales: por ejemplo.

'I &
/ At < 1.
n

4. El espectro de (1) es limitado: por ejemplo.

rw) <€, paratoda w > wp. w < wp
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H

5. r(t) es parametrizada; por ejemplo,
r(t)  ap+at + ayt’,
donde los valores de ag. @) y 2, son inciertos.
Los modelos 2, 3. 4 y 5 pueden ser vistos como métodos para restringir a (¢) a algin conjunto
en el espacio de todas las funciones del tiempo posiblesen 00 < t < T . Los ejemplos anteriores

ilustran las dos clases principales de modelos con incertidumbres que se consideran:

1. Modelos probabilisticos con posibles incertidumbres en las distribuciones probabilisticas.
2. Modelos deterministicos con incertidumbres desconocidas pero acotadas.

3.3 Programacion Dinamica y Conjuntos Geométricos

Aun cuando la solucion a los problemas de control para modelos deterministicos con incertidumbres
desconocidas pero acotadas ha sido abordada por los métodos de programacion dinamica y el
principio minimo de Pontryagin con optimizacion sobre conjuntos geométricos, se presentan serias

dificultades como:

¢ l.a existencia de una solucién no esta parantizada,

e [.a solucion del problema de control es dada sin especificar una ley de control definida (lo que
€s mecesario para su implementacion practica),

¢ Los requerimientos computacionales son enormes para obtener una solucion.

Ls por esto que el método para trabajar con modelos deterministicos con incertidumbres
desconocidas pero acotadas. abordado en la presente tesis es el de conjuntos geométricos en la

forma de los elipsoides.

3.4 Conjuntos Compatibles con Incertidumbres

3.4.1 Conjuntos Arbitrarios

Cuando se trata con modelos deterministicos con incertidumbres desconocidas pero acotadas, se

puede considerar que estas incertidumbres pertenecen a conjuntos arbitrarios los cuales determinan



las cotas. Considérese un sistema lineal

E(t) = A(t)2(t) + B(t)u(t)

z(t) — C@t)e(t) +r(t)
£ € S

o€

donde §2,y €2, son conjuntos.

Para el caso del estimador donde se tienen restricciones instantdneas. debido a que r debe estar
en un conjunto, se tiene que dada una observacion 2 Z,.. s combina con el conjunto €2, ¥
con la ecuacién de estado. para definir un nuevo conjunto que debe contener . Por lo tanto la
observacién especifica un conjunto €2, ., que debe contener a r. Considere los dos conjuntos
@,y Q. .. Cada conjunto contiene . Por lo tanto, r debe estar en su interseccion. Sea €2, ., que

denote esta interseccion. Entonces.
Qur _QJ SZ! =z

en peneral resuelve el problema de estimacion. El modelado de las incertidumbres implica que. dada
la observacion 2, el valor de . debe estar dentro de €2, 5, . Ademas. es el conjunto mas pequefio, que
debe contener r v que puede ser calculado de la informacion disponible. Por lo tanto, el conjunto
£2, . es ¢l mejor conjunto de estimados. Notese que el esimado del vector & esta definido como
un conjunto. Un modelo con incertidumbres desconocidas pero acotadas no provee de informacion
especifica para determinar cual vector dentro de (2. s el mejor estimado de 4. Sin embargo, una
idea razonable es definir . como el centro de §2.,. donde el centro puede ser definido de manera

conveniente. por ejemplo. como el centro de Chebyshev definido como

Chebyshev  arg mim mar 1w

§diar nefly

3.4.2 Elipsoides

Dentro de los controles basados en la técnica de conjuntos tedricos. ¢l canjunto cerrado convexo
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llamado elipsoide es de particular interés, debido a que se puede definir su centro de manera
relativamente sencilla.

Un elipsoide €2 con centro en m puede ser definido como
Q= {1‘ e = rn][ r'! [r m] < 1} .

donde I' es una matriz positiva definida. El tamano. la forma y localizacion del elipsoide son
determinados por in y [ . El centro es determinado por m: . La orientacion (direccion de los ejes)
de §2 es determinada por los eigenvectores de I, y las longitudes de los ejes de €2 son determinados
por los eigenvalores de I'. Notese que el centro de Chebyshev de un elipsoide coincide con su centro

m.

Ejemplo 3.1 Elipsoide §t — {.r “r — m]l Fllr m< l}, donde

3 H 4
m R ? .Joseigenvaloresde 'son A~ 9, 1.
4 4 5
A
x2
Y
3 <4
= 1
e S
4 .
/
Q - ]’
3 Ml

Fig. 3 Elipsoide §2 del ejemplo 3.1
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3.5 Filtroy Regulador Minimaximo

Considerese un sistema lineal
i(t) — A(t)r{t) + B(t)ult).
r{0) = ura,
2(t) = Ct)r(t) + oft).

donde «(t) € R" es el estado, u(f) € R? es el ruido en la entrada, z(t) € R es la observacion y
r(t) € R™ representa el ruido en la salida.

El problema del filtrado es estimar (f) . ¢+ > 0 dada z(s). 0 < 5 < ty alguna informacién
sobre .. u(-), v(-) pero no de sus valores especificos. es decir, se tratara un triple de “disturbios™
(a5 u(*). 0(-)} el cual pertenecera a un conjunio dado que sera un elipsoide. en el espacio de Hilhert
H R" x LY[0.7T) x Ly [0.7] y esta acotado por su norma. Por conveniencia. se asume que la
cota sea 1.

El problema del filtrado miniméximo consiste en encontrar para cada t € [0. 7], el estimado z(t)
basado en las observaciones previas z(s), 0 < s < t; que mummiza la maxima de cualquier
funcional lineal del error. El maximo es tomado como (rq, u(-). #(+)) sobre el rango de triples de
norma menor o igual a uno, y que dan lugar a las observaciones particulares z{(s), ) < s < t. En

otras palabras. el estimador minimaximo () minimiza
max { W (r(t) —r (t}): agou().v() < 1yquedenlugaraz(s).0< s < #}.

donde ¥ (-) es una funcional lineal del error.

F] filtro minimaximo emplea una filosofia de disenio del peor de los casos y ticne un sabor de juego
tedrico. Se asume que el oponente, la Naturaleza, es penversa y escoge las incertidumbres de tal
forma que se oculte el verdadero estado. La Naturaleza esta restringida en la energia total que puede
usar. I'ntonces se busca el estimado que minimiza la maxima perdida que es medida por cualquier
funcional lineal del error.

Para el caso del regulador, se asume que la naturaleza al igual que en el caso del filtrado. escoge

las incertidumbres, cuyva energia total esta restringida. para maximizar la funcional de costo que el



regulador esta tratando de minimizar usando ¢l control 6ptimo el cual logra el mejor funcionamiento

garantizado.

3.6 Regulador y Filtro con Incertidumbres Desconocidas pero
Acotadas

Una aproximacion a la solucion de problemas con incertidumbres desconocidas pero acotadas fue
el dadoen [1] por Bertsekas y Rhodes. para sistemas descritos por ecuaciones diferenciales. el cual
trata la solucién del problema del filtrado. prediccion y suavizacion en virtud de la solucion del

problema del regulador con sentido inverso en el tiempo. esto es solucionar el problema dual.
3.6.1 Planteamiento del Problema de Filtrado

Se considera un sistema lineal continuo en el tiempo

(1) A(t)a(t) + B(tu(t), 3.1

z(t) — TC(t)c(t) + vft), (3.2)
donde r (1) € R" es el estado del sistema, u (¢} € R” es laincertidumbre en laentrada, y » (1) € R™
¢s ruido en la salida. El estado inical « (ty) ¥ los disturbios « (¢), « (1) se asume desconocidos pero
satisfacen la restriccion de energia

: L/ :
l) [ (ta) .r(.]I ! [r (fo) — 0] + 9 [ [ur (8)Q "(Yu(s)y+ el (R (s l'(.’:-)] s < 1
(3.3)

donde . es un vector conocido. . (). 1 son matrices simétricas. positivas definidas. Fncuentre
¢l conjunto de todos los posibles estados del sistema (1), que son consistentes con la restriccion

(3.3)» la funcion de salida =(t).

3.6.2 Planteamiento del Problema del Regulador Generado por el Problema
de Filtrado

Se considera el sistema lineal continuo (3.1) v el criterio
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d = I[J‘(Tr]) Iu][ LG '[.r(f(]) xel + ; / 11r(.9)Q V(s)u(s)ds (3.4)

2

+;/{ [2(s) C)e( R Msh[z(s)  C(s)a{s)]ds.

donde .1y es conocido y z(-) es una funcién valuada definida en jt,.¢]: ¥.(Q). R son matrices
simétricas. positivas definidas. Encuentre el conjunto de todas las posibles trayectorias del estado

4 8) tg < s < f para los cuales
J5— min J =< 1.

u( ol -

Nota 3.1 Este es un problema estdndar de seguimiento de travectoria dentro de la teoria de control
dptimo pero en el cual el tiempo opera en sentido inverso, que es equivalente al problemu de filtrado

enunciado en la seccion 3.6. 1.

3.6.3 Solucion del Problema de Filtrado
La solucion [1] es el elipsoide X {t) dado para toda ¢ € [fy.t] por

X(t) - {.r e 2w e A 21— b‘(t)}.
donde la matriz A'(?) es la solucion de la ecuacion de Riceati

Kis) = AT(s)K(s) K()Als)  K(s)B)Qs)BT(s)K () + CH{s)R M(s)C(s).
con condicion inicial
K(ty) ¥ '
y el numero real positivo ¢*(f) esta dado por
win -} ) ~C s ] R Y s)[z(s) Coloda ()]s

El elipsoide X () dado para toda t € [f,.t] también puede ser expresado por

X )= {.r e—2(t TS W r o)< 1 & }
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donde la matriz ¥(f) es la solucién de la ecuacion de Riccati
B(s) — A(3)E(s) + S()AT(s)  TU)CT(5)R '(5)T(s)E 5) + B(s)Q(5) BT (s)
con condicién inicial
E(ty) = V.
y el estimado optimo de r es la solucion de la ecuacion diferencial lineal
£ () AS)r(s) + E(5)CT(s)R '(s)[z(s)  C(s)d (s)]. x(ta) — rp.

La energia de las incertidumbres esta restringida por un elipsoide en el espacio R x L} [0, T] x
L; 0.7]. Debido a que cualquier funcion de salida medida define una variedad lineal en el
espacio L7 [0, T y puesto que la interseccion de un elipsoide con una variedad lineal es también un

elipsoide. el conjunto de todos los posibles estados es también un elipsoide.

3.7 Ecuacion de Riccati
Existe la siguiente relacidn entre |a ecuacion de Riccali y un sistema de ecuaciones lingales. Sea
P(t.T) la solucion de la ecuacion de Riccati (con coeficientes matriciales variantes en el tiempo)
P PA+A'P PBR 'B'P+q. (3.5)
con condicion limite P{7.7") W,y sea la ecuacion lineal
X AN (LB Ry X X(1) I
., : . (3.6)
Y Q A ¥ YA(T) %
Si X (#) es no-singular sobre [fy. 7). la solucion de (3.5) existe en /. T y. ademas,

Pit.T) = Y{t)X ‘().

Si la solucion de (3.6) existe en [, T] .y si ®(f.5) € R*“" es la matriz de transicion asociada

con (3.6) y es particionada en 4 submatrices ®, (f.s) € R""" entonces

PUT)— O, (0. T+ @, ,(t. )Y @y 1.T)+ by ,(t. T '
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Resumen

En este capitulo se presentan los diferentes tipos de incertidumbres que se manejan en ¢l campo
del control. las estocasticas y las deterministicas y se hace hincapie en el hecho de que son estas
ultimas, las deterministicas las que van a estar presentes en los modelos a lo largo de esta tesis, asi
también se presenta el problema de filtrado y regulador mimiméaximo para sistemas expresados en
forma de ecuaciones diferenciales, que posteriormente se hara valido bajo ciertas condiciones para

los sistemas expresados en forma de ecuaciones integrales del capitulo siguiente.



Capitulo 4

Filtrado y Regulador Optimo en Sistemas In-

tegrales Continuos

En las secciones anteriores se hizo referencia a los problemas de regulador y filtrado 6ptimos

con incertidumbres desconocidas pero acotadas, esto para sisltemas descritos por ecuaciones

diferenciales. Sin embargo, existen ciertos modelos que por su naturaleza no pueden ser descritos

por medio de ecuaciones diferenciales sino por el contrario son modelados por ecuaciones

integrales. Para este tipo de sistemas se hace necesario el presentar seluctones a los problemas

de repulador y hitrado en forma analoga a los sistemas diferenciales.

4.1 Funcion Hamiltoniana

Dade que ahora se trata con ecuaciones del tipo integral, hay que hacer ciertas modificaciones a la

funcion Hamiltoniana. Considérese la siguiente ecuacion integral lineal :

r(t) — r(ty) + / At s)a(s)ds+ / Bt s)n(t, s)ds.

lo

esto tambi¢n se puede expresar como:
/’ [£(s) = A(t.s)a(s) Bit.s)u(t.s))ds 0.
I 1)
Ya que si ¢l integrando es cero entonces la integral ¢s cero, se puede asumir que
F(s) A(t.s)r(s) B(t.s)u(t.s) 0.
Con este sistema se asociara un indice de funcionamicnto

| 'ulr [-1 (f(l — 1‘(1]

/ L{r(s) u(t.s). t.s)ds.

(4.1)

donde [tq.1:] es el intervalo de tiempo de interés. Introduciendo un multiplicador A(?) asociado. el

indice de funcionamiento aumentado es el siguiente:

J [r(t} = v Va b =
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+/l{L(J'(‘.s).u(i..s).t.‘s)+A7(.s)
[ _i'l()‘s)+,4(f..s)1‘((s)+ Bt.s)u(t.»)]}ds.

Si definimos la funcion Hamiltoniana como
H(ru A t.s) — L{z.u.t.s)
AT [A (. s) 2(s) + B(ts)u(t.s)] .
entonces. el indice de desempeno puede expresarse como:

Jo=[r(ty) J'ull\p " (t) o]
+ ’[H(.I.u.)\\f.s) A (s)i(s)] ds.

Lsto permite. de acuerdo con el principio minimo de Pontryagin [6] . establecer las relaciones

*T3H ||/ YTOH : OH
/ [m_ﬂ ds 0, /"[(,)J dt /\] ds — 0, o — ().

to

siguientes:

4.2 Principio de Dualidad

Puesto que una solucion para el problema de filtrado en el caso de sistemas descritos por ecuaciones
difercnciales se puede obtener del sistema dual (principio de dualidad [11]) del problema del
regulador. Entonces. tomando la misma aproximacion para la solucion del problema del filtrado en
sistemas integrales, se hace necesario introducir el principio de dualidad para esta clase de sistemas.
Il teorema de dualidad se enunciara enseguida.

Sca el sistema dinamico
F(1) — A(H)e(t) + B(Hu(t). (4.2)
ylt) — C()r(t) + D Hult).

y el sistema dinamico

:(#) Al b2t +CT (e 1), (4.3)
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~(t) = BT (t)z(t) + DT (t)(t),

donde 4. BT.C! y DT sonlatranspuestasde A, B.C'y D. ®,(ty,-) y ,(-. ta) son las matrices de
transicion de los sistemas (4.2) y (4.3) respectivamente. El sistema (4.2) es controlable (observable)
ent,. siysdlo si, el sistema (4.3) es observable (controlable) en ¢#,.

La prueba de dicho teorema se basa en dos teoremas [11] : el de controlabilidad y el de
observabilidad, los cuales, enuncian que el sistema (4.2) es controlable (observable) en ¢y, s1 y
solo si. existe un t; > {, finito, tal que los » renglones (n columnas) de las funciones matriciales

. (. )B)(C()Pu(-. ti)) son linealmente independientes en [f,, {,]. Es entonces claro que
D, (to. 1) — B (t.1)).

Puesto que dichos teoremas basan sus pruebas en la solucién general de la ecuacion (4.2) y dado
que la solucion general de una ecuacion como {4.2) se puede escribir de la forma siguiente:
t
xa(t)y Dt ty)r(ty) + [ Rt 7)B(T)u(7)dT,
o
se propene una formula semejante

r{t) — ot to)x(ty) + f! Ot T)B(t. T)uft, 7)dT, (4.4)

para la solucion de la ecuacion integral de tipo Volterra

) !
r{t) = x(ty) + At s)r(s)ds + / B(t.s)u t.s)ds. (4.5)

[ AN

FI procedimiento que se sigue para llegar a asegurar que este resullado es correcto. es el siguiente.

Sea () una matriz fundamental de .r ()  »(ta) + Ifl A (t.s).r(s)ds, que satisface
{
v(t)  wlfe) + [ AL )y (s)ds.,
¢

entonces, b ¢.#,)  w(f)v '(ty).paratodot, { en( ~.x).sedice que es la matriz de transicion

de t) )+ [l A(t.s)r(s)ds, de ahi que

t
‘b((.fn) - I+ _f A(f S')q) S.fu)li.%. (4.6)
f

Tomando (4.6) y sustituyéndola en (4.4) se tiene que



r(t)  xr(ty) +},4(f,3)¢)(,‘1.f0)1||(1{3 + }B(t.'r)n(f.v')dr

Ly

+ .}}A(f~ ) (s. 7)B(t. T)u(f. T)dsdr.

tyr

Dado que se trata de un sistema relajado [11] en ¢, entonces la Gltima integral es igual a ¢« ro para

7 tu. por lo cual se puede cambiar el limite infertor 7 por fq, esto permite agrupar términos:

r(t) — a(ty) + )lf B(t, r)ult. m)dr
Ly

+_}A(f.s) P(s, tg)2qg + fr<I>(s,r)B(f.T)n(f,'r)d'r ds.

ty to

Ya que ¢l sistema es causal entonces podemos poner en el limite superior s en lugar de ¢, en la
integral que se encuentra dentro del paréntesis, de esta manera se obtiene la ecuacion inicial (4.5).
Por lo tanto, la férmula (4.4) se puede considerar como solucion general de la ecuacion (4.5).
Entonces también se puede introducir y usar la funcion de transicion de estados para la ecuacion
en forma integral (4.5) como para la ecuacion en forma diferencial (4.2). Dado este hecho por
sentado se puede tomar el teorema de Dualidad (el cual se basa en los teoremas de controlabilidad
y observabilidad) como valido también para los sistemas que estan representados por ecuaciones
de tipo Volterra, en la forma siguiente.

Considere los sistemas integrales de tipo Volterra:

t t
(1) rlt) + / At s)a(s)ds + / Bit. s )ult. s)ds. 4.7
S S

t f
ylf) /(“(f.4~)‘r(-')r!s+/ D(t. s)uit.s)ds,
Jit ¢

' 1
z(t) — z(ty) + / — At s)z(s)ds + / CH{t.s)n(t. s)ds. (4.8)
Ji Ji,

¥(t) — / B’ t.s)z(s)ds '*}-/ Dl(f..s)l'(l',s)fl.s.
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El sistema (4.7) ¢s controlable (observable) en fq. si y solo si el sistema (4.8) es observable

{controlable) en #4.

4.3 Problema de Filtrado Optimo

4.3.1 Planteamiento del Problema de Filtrado Optimo

Considere el sistema lineal :

th=_£(to) + / Alt,s)x(s)ds + / B(t.s)u(t,s)ds, (4.9)
y)y=CHr(t)+r(). (4.10)

donde r(t) € R" esel estado del sistema, u(t. s) € R? es la incertidumbre en la entrada, () € R™
es el ruido en la salida y las matrices A(t.s). B(f.s), C'(t) tienen las dimensiones apropiadas. Las

incertidumbres se consideran desconocidas con la salvedad que satisfacen la restriccion siguiente:

; r{ty) .rU]I W e (ta) = ra) + ;/{’ [u’ (tosYR(8)ult.s)+ o’ (s)Q(s)n (s)] ds < 1,
(4.11)

donde .y es un vector de dimensidn n dado, ¥, 1. () son matrices positivas defintdas.

El problema consiste en encontrar el conjunto de todos los posibles estados que son consistentes

con la restriccion (4.11) y la ecuacion de salida del sistema.

4.3.2 Planteamiento del Problema de Regulador Optimo Generado por el
Problema de Filtrado

Considere el sistema lineal (4.9). Sustituyendo (4.10) en (4.11) nos da «(f) si y solo si existe un

vector 1 (f,) y una funcion u(f. s) definida en [#, . ¢] tal que:
Jletema g € 1 (4.12)
sujeto al sistema (4.9) y la restriccion (4.11), donde .J r ¢ u, x(tq)] estd definido como

| G _ 1
Jr truor 1) 2 5 [r{te) zo] ¥ Y or(te) o)+ 5 / w (£.s) R(t.s)u(t.s)ds
2 Ji
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L §* .
+ 2/ [y(s) C(.s)f(.s)][ Q(s) [yls)  Cls)r(s)]ds. (4.13)
to
kI problema es encontrar el control u(f. ) que satisface la restriccion (4.12) y minimiza el criterio
(4.13).

Es claro que existen los valores de u(f. s) y z(ty) requeridos que satisfacen (4.12) si y solo s
J7 .t mm J ot aty)) <1,

sujeto al sistema (4.9).

4.3.3  Solucion del Problema de Regulador Optimo

Tomando en consideracion las ecuaciones de la seccién 4.1, se puede enunciar lo siguiente:

fl agﬁ'),zr Aty Alt) =

f'[ )Q()u(s) + CHs)QUs)C(s)e(s) + AT (1 $)A(s)] dds — A(tn) Alt), (4.14)
OH

Ju
Por lo tanto la ley de control es

0= R{t,s)ult,s)+ B'(t.s)A(s) 0.

n*{t.s) R Y(t.s)BI(t, s)A(s). (4.15)

Por lincalidad del problema asuma que
All) P(t).r(t). (4.16)
dado que A(tq) — —¥ 'r(t,).entonces I t,) ¥ '
Sustituyendo (4.16) en (4.14). se obticne
) / [—CT(S)Qyls + Q)T ()a(s) AT ) Ps)r(s)] ds P(E)r(t)+P{te)r(1 ).
Je

Derivando con respecto al iempo se tiene

0 Tt Qtyy )+ CH t Q HC(t)( / Al (1, 8)P(s)r(s)ds

dt J,
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~P{E(E) — P(t)a(t).
Reescribiendo en forma integral

' t
v / [_Cl ()Q(s)y(s) + € (“)Q(")C(“)J(“)] = / ATt s)P(s)x(s)ds

— /l: P(s)r(s)ds — /1: P(s)a(s)ds.

y sustituyendo la relacion (4.1) en la ecuacion anterior, se obtiene:

() = / [—C"] (:)Q(s)y(s) + 7 (.s)(}(.s)('(.s)f(.s)] ds / AT (t.s)P(5)x(s)ds

)

/’ P(s).r(s)ds /’ P(s) [A(t.s)r(s) + Bt s)ult. s)] ds.

Sustituvendo el control »* dado por (4.15)

0 /[ CT()QUs)y(s) + CT()Q(s)T () ()] ds /‘47(f.s')P(.s)f(.s)d.s

%]

/ P(s)r(s)ds / P(s) [:’l(f. s)als) 4+ B(t.s)R 't,s)B (1. .s)P(s)J‘(.s)] ds,

derivando con respecto a &

t !
0~ / C"(-s)()(-‘»}(“(.s)ds—/ AT (-5)D(s)ds

t !
/ P(s)ds / P(s) [A(t sy + B(t. o)1t s)B (8.5)P(s)] ohs.
Jry Jt
y agrupando, tenemos

0 /[C,(.s)(\_)(.s)('(.s) ATy Plo)  PALLS)] ds

'
/P.\)b’(f,.s)l? 1((.&)8'(f..s)P(.s)r[.s.
!
Por lo tanto.

P(t) v ’+/ CTQENC(s) AT (1.5)Pls | ds+ (4.17)
Jt



49

/ [—P(s)A (t.s) — P(s)B{t.s) R '(t.5)B'(¢. .‘:)P(S)] ds.

con la condicién limite P(t,) @ '.

En la cual se puede reconocer la ecuacion de Riccati bajo el signo de la integral. Por lo que podemos
escribir que la solucion explicita al problema del regulador 6ptimo es la siguiente: la ley de control
w'(t.s) R 't.5)BT(t.5)P(s)x(s). donde P(s) es la solucion de la ecuacién integral de Riccati

4.17).
434 Solucion del Problema de Filtrado Optimo

Si tomamos las relaciones que se presentan en la seccion 4.2 sobre la dualidad que existe entre los

problemas de filtrado y reguladores, tenemos que el sistema dual del sistema (4.9) es

x(t) wty) + / —.4T(f‘5).r(.~>)rls+/ C(t s)u(t.s)ds.

gty Bi(O)r{)+r(t).

y considerando el criterio

J [t x{to)] = é [ (fo) .rﬂ]’ W le(te)  ro]+ %[ ul (1) Q (s u(f.s)ds
e ! Y | I
+2/, [y(s) BIG)e(8)] R HEs) [uts) - B (s)x(s)] ds. (4.18)

¢l control u* esta dado de la siguiente manera;
it s)  Q(s)C(F 5)S(s)a(s). (4.19)

Por lo tanto. referenciando a las ecuaciones (4.9),(4.10) y el criterio (4.11), la solucion del problema

de filtrado es el elipsoide X (¢ . descrito como
Xit] — {.r(f) cla(t) = J(f)|’ S Y [at)y (t) <1 i‘)(f)}.
donde S5(t) es la solucion de la ecuacion integral de Riccati

t
S(t) \D+/ [B(t.s B '(t.9)B"(t.5) + A(t.5)S(s)] ds+ (4.20)



50

!
/ [Sts) A (t.5) = S(5)CT {5) QUs)C(5)SLs)] ds.
con la condicion limite de S(#,) — 0. y el numero real positivo 3 dado como

¥ (1) = / [y(s) = )J‘(b)ll Qs) yls)  Cs)als)|ds.

De acuerdo con el principio de dualidad, de (4.19) la ganancia 6ptima del filtro es :

M*t.s) — S(5)CT (5) Q(s)

y el estimado dptimo .z(t) es generado por el siguiente sistema:

t t
LS +f A(t.s)r(s)ds + / Bt s)nuft.s)ds+ (4.21)
ty Jt,

/5(.5)0’ S)EQ(s) [y(s) = Cls)d(s)] ds.

Ejemplo 4.1 Considere el siguiente sistema

t
x(t) 71+/ : s + / “+2“ 5) s, (4.22)
Ju

y(t) () +sin(10t). (4.23)

con la restriccion siguiente:

! f
Il | 1 .
N [4 J'U] [4 .rn} R [“ [u' () r (s} + v! () (3.5)0 (s) ds < 1. (4.24)

= - i

iz ©8 dadaen la

encuentre ¢l filtro optimo. La solucion de la ecuacion (4.22) para una u(s)
tabla siguiente (ver Fig. 1. pag. 28) la cual. nos muestra que conforme se incrementa £, «(t) decae
a cero. Asi el estimado de r(f) dada la observacion (4.23) y la restriceion (4.24) se puede obtener

mediante las ecuaciones (4.21) v (4.20), quedando expresado de la siguiente forma:

f ; t
rit) = l+[ 2 b -'*)ds'l'/ 4 w(s)ds
Vol ot s +2)° Jo (5+2)

!
+ / S o) [yls)y 1 s) ds.
Je
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3.55’“’(5)} ds.

\
Py >
1‘0 20 3b 40 50
Fig. 4 Estimado 6ptimo . (ejemplo 4.1)
2
f 2 4
S(t) — 1+ / [ } -+ S(s)
W Jo { {5+ 2)% (r B+ 25
0 'Ib 2b :‘;O 40 a0

Fig. 5 S(t) solucion de la ecuacion de 'Riccati” integral (ejemplo 4.1)

Nota 4.1 El procedimienio para obtener las grdficas anteriores se¢ basa en los métodos de

cuadraiura que se mencionun en el Capitulo 2. ademas se presenta dicho procedimicnto en MatLab

J 3 enel Apéndice 4.

1020130081
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4.4 Regulador y Filtro Optimo con Observaciones de Tipo Integral

4.4.1 Planteamiento del Problema de Filtrado Optimo

Considere el sistema lineal:

2(t) — x(ty) + / At s) r(s)ds +/ (0, s5)u(t.s)ds,

ta

f C(t, ) s)ds+/ Gt s)r(t.s)ds. (4.23)

donde «(t) € R™ es el estado del sistema, u(t.s) € R" es la incertidumbre en la entrada.
n(t,a) € ™ es el ruido en la salida y las matrices A(t.s). B(t,s), C(¢t,s), G(?.3) tienen las
dimensiones apropiadas. Las incertidumbres se consideran desconocidas con la salvedad que

satistacen la restriccion siguiente:

; [ (£0) J'O]T U (te) 20) + ; / wl (Fo) Rt s)u(t,s)ds (4.26)

S

""5/ (t,s)GT (£,8) Q(t,8) G (1.5) v (F,8)ds < 1,

donde .ry, es un vector 7 dado, ¥, R, ) son matrices positivas definidas.
El problema consiste en encontrar el conjunto de todos los posibles estados que son consistentes

con la restriccion (4.26) y la ecuacion de salida del sistema.
4.4.2  Solucién del Problema de Regulador Optimo

Se hara la misma aproximacion que para el caso anterior, para lo cual. se resolvera primero el
problema del regulador generado por el problema de filtrado y después se solucionara el del filtrado
de manera andloga.

Del mismo modo que en la subseccion 4.1, la ecuacion (4.25) resulta:

yls) Clt.s)r s) Gt s)r{t.s) 0. (4.27)

Despejando G(f.s5)1(f. s) de (4.27) y sustituyendo en (4.26). podemos reescribir la restriccion de
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la siguiente manera:

I [ & w2 (tq)] & % [r(ta) xo]" 0 s (ty) — xo] + % / wl (tos) B(t.s)u(t.s)ds

14

+5 / lw(s) C(f..s).:(.s]]TQ(f..s) [0(s) — C(t.s)a(s)] ds.

Utilizando las mismas relaciones que en la subseccion 4.1, tenemos:
/l [ CT (. 9)Q(t s)ils) + C (1. )QUt. )L, 5)a(s) + AT (. s)A(s) ds — do — (1)
Ji
Y siguiendo el mismo procedimiento ya visto se tiene que
w'(t.s) = R "1.8)B' (t, 5)P(s)r(s),
donde P’(¢) es la solucion de la ecuacién de Riccati siguiente:

Pi) v ‘+/ [CU{E Q. )C(F.s) Al (t.5)P(s)] dst (4.28)
/'[ P(s)A(t.s) DP(s)B(f.5)R l(f..s)Bl(f,S)P(.‘.)] ds.

4.4.3 Solucién del Problema de Filtrade Optimo

De la misma manera que se procedid en la seccién anterior se tiene que el control para el sistema

dual es :
w (tos) QU s)C(t.5)S(s)r(s).
Por lo tanto la solucién del problema de filtrado es el elipsoide X (#) siguiente
X(#) {.r(r_) :a(t) J'(f)]’ S Uty a0 <1 3"({)} .
donde S ) es la solucién de la ecuacion integral de Riceati

St = ‘I’+/ B(t.s)R "t.s BT(t.5) + A(t.5)S(s) ds+

/ [S oA t5)  S)CT (s Qlts Cltos § s) ds.
t



con la condicién limite de S(ta) = V. y el namero real positivo , 3* dado como

/ [g(s) C(t.s)r )] Qt.s) [gls)  C(f.s)r(s)]ds.
Obsérvese que la ganancia optima del filtro es
M*(t.s) = S(s)CL (t.5) Q(t. ),

y el estimado optimo r(f) es generado por el siguiente sistema:

sr(t) I|}+-/ A(t..s).r(.9)11.~?+/ B(t, s)u(t. s)ds+

ty )

f S()CT (4,5) Q8. 8) [9(s)  C(t. 8)i(s)] ds.

Resumen

Aqui en este capitulo se presentan los problemas de filtrado y regulador optimo en sistemas
integrales continuos, se plantea la funcién Hamiltoniana para sistemas integrales y se presenta la
validez del principio de dualidad para los sistemas integrales, lo cual aunado con los conceptos de
los capitulos anteriores permite encontrar la solucion a dichos problemas. Primero se presenta la
solucion al problema de filtrado dptime para un sistema en donde el estado esta expresado en forma
de ecuacion integral del tipo Volterra mas no asi la de salida y después se presenta la solucion al

problema de filtrado y regulador dptimo con observaciones integrales de tipoVolterra.



Capitulo 5
Vibrosoluciones

5.1 Una Introduccion a la Teoria de Funciones Generalizadas

Un numero considerable de problemas fisicos requieren de un concepto mas extendido de
“funcion”. Supéngase el caso cuando se quiere introducir la idea de cargas puntuales (en
electrostatica), se pretende que dado un cuerpo cargado caracterizado por su distribucién de carga,
dada por una funcion de densidad D, integrando sobre todo el volumen de la fuente se obtenga
la carga total, por su parte la carga puntual corresponde a que mientras V. — () donde V' es el
volumen. la carga permanezca constante. Por lo tanto, mientras 17 — 0, D se incrementa mas
como en un pico, es decir se va desvaneciendo en todos lados excepto en un punto. Tal defimcion
no corresponde a lo que se conoce como "funcion™. por lo que es necesario la idea de funciones
generalizadas. Las funciones generalizadas nos permiten manipular una secuencia de funciones,
tratando a esta secuencia como entidades matematicas, y manejarlas en una manera similar a las

funciones ordinarias.

5.1.1 = Espacio Fundamental y Funciones Generalizadas

Sca K el conjunto de todas las funciones finitas ¢z definidassobre (% . x ) con derivadas continuas
de todos los ordenes. donde cada funcion ¢ € K finita se desvanece al exterior de algun intervalo.
S1 K esta equipado can las operaciones adicion y multiplicacion escalar, entonces. K forma un

espacio lineal y la convergencia en este espacio esta dada por la siguiente definicion.

Definicion 5.1  Una sucesion {2, } de funciones en K se dice que converge a una funcion p € K
(denotado por o — p), siv
a) Fxiste un intervalo fuera del cual, todas las funciones ¢, se desvanecen,

b) [.a secuencia {cp,f } de derivadas de orden A convergen uniformemente a ¢'* sobre su
intervalo paratoda & 0.1.2...

Al espacio lineal K equipado con esta clase de convergencia se le conoce como el espacio
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Sundumental. y a las funciones » € K se les llama funciones fundumentales.

Definicion 5.2 7oda funcional lineal continua T'(2) definida sobre el espacio fundamental K es
Hamada una funcion generalizada sobre { . x), donde la continuidad de T () establece que

cuando ., — ¢ en K implica que T{p,)) — T(p).

Sea f(r) una funcién integrable sobre cada intervalo finito (f(x) es localmente integrable).

Fntonces, f(.r) genera una funcion generalizada a través de expresion:

Ty(y) - / " J(n)pla)ds 5.1)

Las funciones generalizadas de la forma de (5.1) son clasificadas como reguiares, y aquellas de

estructura diferente como singulares.

Ejemplo 5.1 La "funcion delta”

&) — J0).
es una funcional tineal continua definida sobre K con estructura singular No obstante, se pucde
representar como

Fle) / () (ar)dr.

x

donde b(r) es una funcion ficticia nula excepto cuando r 0, tal que,

/" Muaddr — 1.

porlo tanto, se puede expresar formalmente yue

>

T(w) / A2 )l )dr ,:(0)/ Ola)dr  £(0).

e

5.1.2  Operaciones sobre las Funciones Generalizadas

Las operaciones definidas para las funciones generalizadas son similares a las definidas en el

analisis convencional.

i) Adicidn de funciones generalizadas,
1} Multiplicacion de una funcion generalizada por una funcién regular,
i) Diferenciacidon de una funcion generalizada.
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Asuma que la derivada de f existe y que es localmente integrable. Entonces. la derivada de una

funcién regular generalizada esta dada por
dT * e .
(v) / f (z)e(r)dr. (5.2)
dr J s

Intcgrando (5.2) por partes y usando el hecho de que cada funcién ¢ se desvanece al exterior de

algun intervalo infinito, se obtiene que

iT ~
“C ) / Flr) & (o). (5.

dr

R (]
(75 )
S

la cual, es una expresion para %’ que no involucra la derivada de f.

Extendiendo (5.3) al caso singular, resulta que derivada %' es la funcional definida por la férmula:
dT ” »
/ {v) T} (5.4)
[3 85

donde el lado derecho de (5.4) es una funcional lineal continua y es por si misma una funcién
generalizada.

iv)  Cambio Lineal de Argumento.
Definicion 5.3  Una sucesion de funciones generalizadas {T,, } se dice que converge a una funcion
generalizada T si T, (@) — T{p) Ve € K. El espacio de funciones generalizadas con esta nocion
de convergencia se denota por K*. Este modo de convergencia es la convergencia estrella débil

[30] de las funcionales lineales continuuy sobre K.

Ejemplo 5.2  Constdere la funcion Heaviside o funcion escalon:

(. sir <O

flr) (5.5)

l. sir >0,

defimendo la funcional lineal

T o) / floeyola dr — / wlor)d.r
a % A0

de la definicion de (5.4),

I =
. () / Fr)de £(0),
ehd Jo

por lo tanto, la derivada de (3 3) es la funcion delta



S.1.3 Ecuaciones Integrales en Distribuciones
Considerando que  es una funcion fundamental en K, entonces. la ecuacion
~t
Y = olty) & / Flrouct, s)ds + bz w.t. 8)du(s), (5.6)
4

se satisface en el estricto sentido de que Ve € C . _ |

/X S)eba (s / / fleou b, s)e(s)dsdt +/ / blr.u, b, s)p(s)du(s)dt. (5.7)

donde f(s,u.t) y B(r, u, ) son funciones continuas por partes con respecto todos sus argumentos
y u(t) es una funcion de variacion acotada. A la ecuacion de la clase de (5.6) se le conoce como

ecuuacion tntegral en distribuciones.

5.2 Vibrosoluciones para Ecuaciones Integrales en Distribuciones
con Funciones Regulares Discontinuas sobre ¢l Lado Derecho

Considere una ecuacion integral de la forma

¢
r(t) = w(te) + / flrou tos)ds + b ut, s)du(s), (5.8)
g

donde f(r,u.t,5)y b{r,u,t,s) son funciones continuas por partes en las variables abstractas
(. uct,s)y u(t) € R es una funcion de variacion acotada escalar no decreciente. La solucion

de la ecuacion es introducida como sigue.

Definicion 5.4 La funcion continua por la izquierda r(t) se dice que es una vibrosolucion de
la ccuacion (3.8), si la convergencia convergencia ¢ strellu-debil de una vecuencia arbitraria
de funcrones no decrecientes absolutamente continuas u*(t) € R a una funcion no decreciente
ui € K enelespacio de variacion acotada

* Ilm ut(t) = = u{t).t > 14

implica la convergencia analoga

+ limog* ) w()t > tg

k— x
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de las correspondientes soluciones r*(t) de lu ecuacion
) rte) + / Flek uh tos)ds + bla* ub . s)dut (5).

y el unico limite x(t) es independicnie de la secuencia de uproximacion {u* ()} k — 1.2... que

se seleccione.

Teorema 5.1 Siw € Ry 2z € R* condiciones iniciales arbitrarius, y s > ty. sarisfacen;

i) Las funciones f(r.u,t,s). bla.wf.s), Oblr w.t.s) Ory Ob(x.u.t.s) Ot son continuas
por partesen (.2, u, t, s) ¥ sus dominios continuamente localmente conectados:

if) las tunciones f(r.u,t.s)y blr u. t.s) satisfacen (exceplo para sus conjuntos de limites
con medida cero), un lado de la condicién de Lipschitz en r.

(w oy fleyut,s) = flyouctos)) < Lt u)(r—y)°.
(= g) (Wt s) —bly.uf.s)) < Ly(t.u)r y)*

entonces, la ecuacion (5.8) tiene una vibrosolucion.

-

(&

Demostracion: Por las condiciones del Teorema. la ecuacion (5.8) tiene una unica solucion
absolutamente continua sobre los intervalos continuos de la funicion u(t). Mas aun esta solucion
absolutamente continua es una vibrosolucion. en vista del teorema de convergencia acotada de
Lebesgue [30] que establece la existencia del limite requerido en la definiciéon de una vibrosolucion
en los intervalos continuos de u{f). Por lo tanto. solo queda probar la existencia de la vibrosolucion
(5.8) en las vecindades de los puntos de discontinuidad de la funcion « ().

Suponga que ¢l teorema 5.1 se satisface. entonces, el sistema

{f
S oneatt), €)= (5.9)

o

tiene una solucion (s w. v f) parat > t,. Se busca una solucion para (5.8) correspondiente a la

funcion no decreciente u(f) en la forma
rF E(z(E) uq. ult). 1), (5.10)

donde g ulty) y ult) > uy.

Acorde a la definicion del sistema (5.9), la expresion (5.10) implica la existencia de

ad
ao{1)  z(t) + / ME(r ). v bt )dv,

Ju
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ode

T
r(t) = z(t) + / b(z(t) + y(r). ug + w(r), t.t) w (r)dr, (3.11)

L]
donde T = t — tq es el tiempo en el que la trayectoria del sistema (5.9) alcanza el punto o(t). ¥ y(7)

es la solucion de (5.9) correspondiente a la funcion no decreciente w/(r) — u(r)  up.

De la ecuacion (5.11), tomando en cuenta que u(t) es una funcion escalar. se tiene que

0
Z(t) = z(t) f blz(t) + y(r) ug + w(r),i.t) w (r)dr, (5.12)
T

Entonces. la ecuacion (5.12) se puede escribir en la forma

0
2 £ N N +/ b(z(f) + y(r), ug + w(r),t. 1) w (r)dr,
I

esto es.

z(t) — «(t) + /“U bE(r),v.t, t)dv. (5.13)

i

De la representacion (5.13), asi como en [41] . la formula de inversion

2(1) = € () eult), uo. ) (5.14)

es valida si «(t) > up. En particular, de (5.14). z(¢,) = r(#n) — xy.
Basado en la existencia de las derivadas ¢ 0=, 96 Ot, @€ Ow, y la solucion de (5.9), se mostrara

que (1) satisface la siguicnte ecuacion con discontinuidades sobre el lado derecho:

2 e(z(t) v, ult). 1), z(ty) = Lo, (5.13)

donde.

AE(E sy u.f).u.u(,.f)f(&(:.“ )t A) 4 (?f({(z.un,n.f).u.u“.r‘l'
dz ot

Fn vista de que g Oz, f y 06 Ou son continuas, la funcion (2, #g. 1. f) también es continua;

&< 2 Ugo L t)

consecuentemente (5.15) tiene solucion.
Sea nu*(t), & — 1.2,....% limug(?) = u(t). cuando k — .t > f,; una secuencia de funciones
absolutamente continuas convergiendo a (/) en el sentido topoldgico estrella débil del espacio de

las funciones de variacién acotada. La ecuacion (5.8) con funciones u* (#) sobre el lado derecho se
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convierte en una ecuacion integral sin integrar con respecto a una medida discontinua:
!
rHt) — o) + / Uk u® ot o)ds H00s5 ub b, o)dut (). (5.16)
o

Por las condiciones i) y i) de este Teorema resulta que existe una Gnica solucion para (5.16).

Ademas, de (5.14) se tiene que

£ (1) (). uo 1) = 24 (1)

es la anica solucion para la ecuacion
2 (1) = (2 (1), ug, u®(8).1). 2 (te) = 1. (5.17)

Seas limu*(t) u(f).cuando b — .t > t,. Entonces, del teorema de la dependencia continua
de la solucion sobre el lado derecho [40) . el = — lin z5(#)  z*(f}. cuando k — 20,1 > f,. donde
z*(t) es la solucion de (5.15). También, esta solucién es nica, puesto que las soluciones z*(t) para
(5.17)son tnicas para las funciones 1.* (#). De este modo. z* (¢} esuna vibrosolucion para la ecuacion
(3.13). Debido a que ¢l mapeo (5.10) es continuo y uno a uno, entonces, £ (t) * &(z*(¢), ug. u(f). t)
es la vibrosolucion deseada para (5.8). Aln mas. sup, Vi/r5(t) < . parat > fy. ya que las

variaciones de las funciones z* (¢) y 1*(#) son uniformemente acotadas en virtud de la convergencia

v lim ) ). £ lim 2 = (), t> 1.

ki ke

en la topologia estrella débil del espacio de las funciones de variacion acotada. B

lal y como se establece en [39, 41] | sélo las funciones .r* (t) que corresponden a las funciones
u* 1) absolutamente continuas son las soluciones clasicas para las ecuaciones diferenciales en
distribuciones de la forma (5.8). Ademas, no es claro como pucden interpretase los saltos de la

vibrosolucion en los puntos de discontinuidad de la funcidn no decreciente u(t). dado que la integral

ot
/ bl (s). u(s). f.8)du(s)

e

no puede definirse en la forma ordinaria de la integral de Lebesgue-Sticlties [30] . Por lo tanto,
parece ser apropiado obtener una ecuacion con medida equivalente a la vibrosolucion de (5.8) como

una solucion ordinaria que permta el calculo explicito de los saltos en los puntos de discontinuidad

de u t)



Teorema 5.2 Asuma que las condiciones de teoremu 5.1 se satisfacen Entonces, la solucion de

la ecuacion integral con medida
)= .r(t(.)-i—/l flryu.t, s)ds+b(r,u,t.s)du(s)+ Z Gr(t,—=). ult,=). Ault,). t,)dx (t—1.),
fo 3
1 0.1, ..., coincide con la vibrosolucion de (3.8), tal que.
Gz uu.8) —E(z,w.w+ u,s) — z,

donde la funcién £(z,w,u.s), s > tg. es la solucion del sistema (5.9); u.(t) es el componente
continuo de la funcion no decreciente u(t). v Au(t,) — u(t,+) wult,—) son los saltos de u(t) en

sus puntos de discontinuidad t,. X(t — t,) es la funcién Heaviside.

Demostracion: la demostracion es similar a la prueba del teorema 3 de la referencia [41] para
una vibrosolucion de una ecuacién diterencial ordinaria en distribuciones. La prueba puede ser
seguida usando el Teorema de existencia y unhicidad para la solucién de una ecuacion integral de
tipo Volterra en vez de usar la solucién de una ecuacion diferencial ordinaria. B

Resumen

En este capitulo se recuerda la teoria de vibrosoluciones para ecuaciones integrales en
distribuciones, para su posterior aplicacion en la solucion de los problemas que se plantean en

el capitulo siguiente.



Capitulo 6

Filtrado y Regulador Optimo en Sistemas In-
tegrales Discontinuos

En la practica las observaciones discretas-continuas son ttiles para unir en el procesamiento de
seflales aquellas que son continuas y las mediciones discretas independientes de las continuas.
En ¢l caso del regulador, las discontinuidades se pueden interpretar como un control discontinuo

que introduce dichas dicontinuidades en el sistema haciendo que los estados se también se hagan

discontinuos como en un relevador, etc.

6.1 Filtrado para Sistemas Integrales sobre Observaciones
Discontinuas

6.1.1 Planteamiento del Problema del Filtrado Optimo sobre Observaciones
Discontinuas

Considere el sisterna lineal:

f t
L () = r(t) + / At s)r(s)ds + / Bt s)u(t,s)ds, 6.1)
Jto J o

y observaciones discontinuas

{

y (1) / C(t.s)a(shhwe(s) + [ Gt s)v(t.s)dw(s). (6.2)
J g

Jo,
donde r(t) £ R" es el estado del sistema, u(t.s) € R? es la incertidumbre en la entrada. u'(t) es

una tuncidn escalar de variaciéon acotada, »(t. s) € R™ es el ruido en la salida, y(#) € R™ son las
observaciones discontinuas en virtud de w(f). las matrices A(t.s). B(t.8). C'(f.5). G(t. s) tienen

las dimensiones apropiadas. Las incertidumbres se consideran desconocidas con la salvedad que

satistacen la restriccion siguiente:

1
9 lr (fo) J'(Il7 W (r(te) sl



64

t
+é / ul (t.s) R(t.s)u(t.s)ds
Sy

1

+ 2/ vl (1.8)GT (ts Q(H.5)G (s) e (t.s)duw(s) < 1. (6.3)
ta

donde .r; es un vector dado. ¥, R. () son matrices positivas definidas y simétricas.

El problema es el de encontrar el conjunto de todos las posibles estados que son consistentes con la
restriccion (6.3) v la ecuacion de salida (6.2) del sistema. la cual puede ser discontinua puesto que
w t) es de variacion acotada.

6.1.2 Solucion del Problema del Filtrade Optimo sobre Observaciones
Discontinuas

Para obtener las ecuaciones del filtro Optimo sobre observaciones discontinuos se seguiran los pasos
establecidos en [29] :

- Asumase una funcion w(f) escalar en (6.2). la cual es absolutamente continua, escriba las ecua-
ciones del filtro con estados continuos obtenidos en capitulo 4.

- Fn las ecuaciones obtenidas asuma una funcién w(¢) de variacion acotada arbitraria, mientras
una derivada w(¢) se permite que sea una funcién generalizada (como. por ejemplo. la funcion
d )

Como resultado se obtienen las ecuaciones de filtrado en la forma de ecuaciones integrales en

distribuciones

¢ t
x(t) I+ / At s)r(s)ds + / B(t.s)ult.s)ds + (6.4)
J ty

/ S(s)CT (t.8) QUt.5) [dy(s) — C(t.s)a(s)dw(s)]

t {
Sty — w+/ B(t.s)R '(f..s)B7(f..s)rl.s+/A(:‘,.s)S(.s)r[.‘.

+/ S(s)AT (t.s5)ds — / S()CT (£.5) Q(t. 5)C(, )S(s)dw(s).
g g

Por el Teorema 1 del capitulo 5. se garantiza la existencia y unicidad de la vibrosolucion del sistema

de ecuaciones de filtrado.
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Porque las ecuaciones de filtrado (6.4) en distribuctones no nos permiten calcular directamente
los saltos de la matriz de elipsoide S(t) y del estado r(t) en los puntos de discontinuidad de las
observaciones y(¢), para calcularlos es necesario resolver (de acuerdo del Teorema 2 del capitulo

5) las siguientes ecuaciones:

U syt .0 Q0| Y

il dw

rlw(s=)) ot ).

- (¢, ()] .

4 S(e)CT (1. 1) Q1. )C(t. ) S(w),

dw
Stuls=))  S(t ).
De donde los saltos son

Adft) St MI+CrEHQUNC(H 1) x St YAw(t)} |
xCT (1.0 Q(t,t) [Ay(t) — C(t.t)i(t—)Aw(t)].

AS(t) = SE=M{I+CF(ti)Qit.jC (1. 1)
xSt )Aw()} 'St ).

Por ¢l Teorema 2 del capitulo 5. las ecuaciones de medida equivalente, cuyas partes derechas ya se

descompusieron en partes continua y discreta. quedan expresadas como

( t
(1) — ro+ / A(fos)r(s)ds + / Bt s)ult, s)ds
an JH

+/ Sts YI+CT{E QU 5)C(t. 8)S(s )

xAuw(s)} PO Q(ts) dyls)  Clta)rls )du(s)].
¢ t
S(t) — ‘If+/B(is)]? l(f.‘s)B[ f..s]r[.s-l-/.4(f,s)5'(.s}dh

§ t
+[5(,,),41 (t.5)ds /S(.s—]{]+(ﬂ(t..s)()(f..s)

xC(t.5)S(s VAu ()} 'O (2.9) Q. 5)C(1.5)S(s  )dw(s).
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6.2 Regulador para Sistemas Integrales con Estados Discontinuos

6.2.1 Planteamiento del Problema del Regulador Optimo con Estados
Discontinuos

Considere el sisterna lineal con estado discontinuo:

¢ '
r(t) = «lty) + ] At s)els)ds + / B(t, s)u(t.s)duw(s), (6.5)
to t

Q

donde a () € R" es un vector de estado discontinuo. u(t, s) € R es el control a la entrada. w(t) es
una funcion escalar de variacion acotada y las matrices A(?, s), B(t. ») son absolutamente continuas

que tienen las dimensiones apropiadas.
1
J 5 l(t) ny Nrt) )

+% / | ul (o) R(ts)ult, s)dw(s)

1

4 .
+2/‘; I (8)Q(E, 8)r(s)ds,

donde ry es un vector dado, 7. .  son matrices simétricas y positivas definidas.

Fste modelo permite tener estados discontinuos en vista de que «(t) es una funcién de variacion
acotada, la cual puede ser discontinua.

El problema consiste en encontrar la entrada de control dptimo «*(¢). t € [fy. 1] tal que lleve a la

planta a lo largo de la trayectoria #*(t) y minimize la funcion de costo J.
6.2.2 Solucion del Problema del Regulador Optimo con Estados Discontinuos

Sc obtienen las ecuaciones para el regulador en distribuciones (aplicando el principio de dualidad

a la solucion del problema de filtrado optimo):

W (fs) R M(t.s)BHt S)P(s)r(s).
r(t) P(r0)+/ [Qt.s)  Al(t.5)P(s)  P(s)A(t.s)] ds

l J
— [ [P(s)B(t.$)R '(t.5)B (t.5)P(s)] duw(s .
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con la condicion terminal P(t;) ¢ ',

t ¢
a{t) ‘:J'(fu)'\"/ A(f\.‘))l‘(-ﬁ)(i&*—/ B(t.s)R '(t.s)B' (1, 5)P(s)r(s)dmw(s).

tu Ly

Por las mismas razones que en la seccion 4. para obtener las ecuaciones con medida equivalente,
es necesario primero calcular los saltos de la matriz de elipsoide P(f) y del estado x(¢).
De acuerdo con el Teorema 2 del capitulo 5. los saltos AP(t). Ar(f) deben ser obtenidos como

soluciones de las ecuaciones

:zl,f — B1.OR . 0)BT(t.)P(w)r(w),
con
r(w(s )} ft-);
y
i{; — —P(u)B(t.YR '(+.1)B' (t.H)P(w).
con

De donde los saltos son

Ar(t) - B(t.O)R "(t.0)BT(t. OP(t Yot )Aw(t).

AP — Pt VI +BU.OR "(0.)B (1.)P(t )dw(t)y =Pt ).

Por lo tanto las ecuaciones de medida equivalente, cuyas partes derechas ya se descompusieron en

partes continua y discreta, quedan expresadas como

x{t) — -f(fn)'i'/.4(f.s).r(.s)d.»

+/ B t.s)R Yt.s)B (t.s)P(s )r(s)dw(s).
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¢

Pt = P(fn)-l-/

t

t
[Q(s) — AT (t. s)P(s)] a'.s—/ P(s)A(t. s)ds
—/ P(s Y{I+B(t.s)R '(t.5)B'(t,s)P(s—)Aw(s)} !
XB('L:{)R Ht.s)B (1. 5)P{s Ydw(s),

con la condicion terminal P(f,) — ¥ .

Ejemplo 6.1 Considere un misil cuyo movimiento esta descrito por las ecuaciones, compdrese
con [18]

t
hit) = hy +/ v(s)ds
0

CD(s)
F) = .
m(t) mn+/(; ('{f‘.s)("

U(f) ~ /’ r)!'(c‘!) B (r,)(h, '.)(1107(.5) A fi gds
0 0

m(s)
donde t, 0 2(t) eslavelocidad. v, ©(0) 0;

h(t) es la altura; h es lo que se denominara como la altura ajustada. iy ~ h(0)) > 0 debido a que
mas adelante se establece que el control u” depende de hy y si by - 0 entonces ©* () y no habria
ningun movimiento del misil.

i~ es la masa del misil y del combustible, myy >> (0;

I* 1 eslafuerza de propulsion:

(" 1) 0 ¢s el factor de la diferencia de velocidades ideales del misil en tiempo ¢ y del
combustible expulsado al tiempo 5. que varia con el cambio de altura y en consecuencia el cambio
de presion. temperatura, aceleracion de gravedad. etc.:

¢ es la aceleracion de gravedad: y

u{s) es una funcion de variacién acotada la cual permite representar el comportamiento de los
motores que impulsan al misil, es decir, se supone que son 2 motores y uno de ellos esta expulsando
combustible continuamente. mientras que el segundo motor lo hace selo a un tiempo especifico y

en gran cantidad. de tal forma que se tiene una componente continua y un salto en el momento ¢, .
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w t) w (t)+\(t ¢ .donde y esuna funcion Heaviside.

Suponemos que la fuerza de resistencia de la atmosfera es (Q(h. ') = .
ri(s)
mi(s)

forma que se alcance la mayor altura con el minimo consumo de combustible, se tiene entonces

1 ;
Si ademas se propone que wu(s) ; [In (1n(5))] sea el control del combustible de tal
[£5

I(t) = g+ / ."1.1_(.5)([-5-{-/ Bt s)u(s)dw(s) + / Gils.

() JU)

donde

fi(s) 0 1

o(t) VA — :B(t,s) =
1(s) 0 n (1. 5)
: 0 . m{s) d
G ! cu(s) wisl iy [ln(m(s))] .
LI criterio a minimizar es
1
1 h* h*
V A +(T) — v ae(T)
2 0 0

l 11
e 2 /u(.«)[?u(.s)r!uv(.s),
2 /o
donde

L R 1:h" ~> hy. T es un tiempo arbitrario fijo.
0 0

De acuerdo a las secciones anteriores se tiene que el control
his)
r(s)

v las ecuaciones para trayectoria optima 4 (t) v la matriz (¢) tienen las formas

u(t,s) [ 0 C(t.s) ] P(s)

N
ri) Pt §— / P(s)ds (6.6)
ol

f 0 1 !
[ P s) ds / Pls )
Ji 00 g
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SR

<[ 0 Clt.s) | Plo=)aw(s) }

x [” ][n cu,.s)}m.s el (s),

d 0 1 T
i > rls G S ds
(t) /l:; { |: 0 0 ( ) T } N

/'! I:;(r..s) ) 1 0 Clt.s) ] P(s )r(s)dw(s)

h(]
y con condicion inicial r(0) —
0

Lntonces, sus saltos en el punto t,, donde se aplica el motor impulsivo son

1 0 ()
AP A P) +
Hu 1} [c'(rl,n)]

X {() Clty ) } Pt )A“'(fl)}

0 _
X [ 0 C(f],fl) ] [) fl )Al!‘(f}). (67)
0
Ar(t)) [ 0 Clty. 1)) } Pty e t)Aw(t).
£ty

Dado que la velocidad »(0) — Oy puesto que (0} 0,

0 Cltcta)ulty.ty) g
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hy
0 = Cloto) [0 Cltaute) | Pto) ol

entonces la altura ajustada hq es el valor que satisface

y — C(0.0) [ 0 C(0.0) ] (0) 0

| algoritmo completo para resolser este problema de control dptimo es descrito de la siguiente
manera.

Se resuelve la ecuacion para P(1) (6.6) con la condicion terminal P(7T) — i yel salto AP(t,) (6.7)
en ¢l punto {. Se detemina P(0)). Se calcula la altura ajustada . Después se sustituye u*(t. s) en
las ecuaciones de movimiento y se resuelven estas ecuaciones con condiciones iniciales £(0) = hy
y {0) 0 para obtener las trayectorias Optimas [i(t), v(t)]  «(t). donde v(¢) tiene saltoen t,, y
li(#) es continua. La altura maxima se determina como h(T) Ay,

Resumen

Aqui se presentan las soluciones de los problemas de filtrado y regulador optimo en sistemas
integrales discontinuos. las cuales se abtuvieron a partir de la aplicacion del procedimiento en [29]
a los resultados obtenidos en ¢l capitulo 4 y de los conceptos de la teoria del capitulo anterior. Es

deeir se tiene en el caso del filtrado observaciones discontinuas y en ¢l caso del regulador estados

discontinuos.



Capitulo 7
Comparacion de los Resultados para Sistemas
Integrales Estocasticos y Deterministicos

7.1 Introduccion

Los modelos estocdsticos y los modelos deterministicos son conceptualmente diferentes, sin
embargo cuando en [os modelos deterministicos con incertidumbres desconocidas pero acotadas se
huce uso de elipsoides las ecuaciones de filtrado son muy similares en ambos casos. Esto se debe
a gue los conjuntos elipsoidales esian relacionados en la estructura matematica con la densidad de
probabilidad de un vector Gaussiano,

| a funcidn soporte provee una util representacion de un conjunto cermado convexo. La funcion

soporte ~(7) de un conjunto cerrado convexo {2 se define como
e pf
s{n) max rt .
tal que
o1,
entonces $2 se define como
N o Ly le sty)wyon'y 1} (7.1)
Sea /! elvector.r € £ que maximiza ! (n,). entonces
» 72
'b(lll) A n\ax(,’])ul' ( "'.)
Se denota s(n) como la funcién soporte del elipsoide
(2 — {.r e om0 e om)< 1}.

Para encontrar oy de (7.2). se introduce un multiplicador de Lagrange X y se resuelve el
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conjunto de ecuaciones

,)2 {.r’r;-*—% {(;—m)rr YWz = m) l]} =0,

or
para obtener

rmax(W) = m— )l\l“n.

A +/n' Ty,

Por lo tanto, la funcion de soporte para {1 de (7.1) es

s(m)  nim+ i
Por otro lado, la funcién caracteristica ¢(7n) de un vector - Gaussiano esta dada por

c(n) = exp { %T;TFU 447 m} :

Considere un vector aleatorio A -dimensional con densidad de probabilidad p (). El conjunto

Q- {r:ple) cte},

es una superficie X — l-dimensional definida para toda r con el mismo valor de densidad de

probabilidad. Para un vector aleatorio Gaussiano. se tiene que la superficie elipsoidal
P o {.r {{r Ul N ©) Y #an] > ('Ir}

representa un contorno de densidad de probabilidad constante.

Ahora. considere el clipsoide
0, {.r e m) T Ve m< (‘z} :

de tal forma que 2. es el conjunto de todo r que cae dentro o en el contorno de densidad de

probabilidad constante. La probabilidad de obtener .r que cae dentro de €2, es de interés. Se puede

decir que

P (¢) probabilidad de que r caiga dentro de §2,,

P(c) probabilidad de que la variable aleatoria [r m)" T '[r ]
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con distribucién chi-cuadrada tiene valores < ¢?.

Por lo que P (¢) puede ser evaluada facilmente. Cuando ¢ = 1, ). se llama el elipsoide
st uno. Por otro lado mientras la dimension de A crece. la probabilidad de que » caiga

dentro de un elipsoide srgina uno se hace mas pequena.

7.2 Modelo Estocastico vs. Modelo deterministico

Aun cuando se trata de dos modelos diferentes en enfoques. se tienen semejanzas en su estructura.
por lo que no causa sorpresa que la solucion de los problemas de filtrado planteados por ambos
modelos presenten formas similares. Asi por ejemplo para el caso de un modelo estocastico con
posibles incertidumbres probabilisticas.

Sea (2. £ ) un espacio de probabilidad completo (donde €2 es el espacio muestra, F' es un a-
dlgebra. 7 es una funcidn de probabilidad sobre F) con una familia de 7-algebras F,.¢ > 0,
crecientes y continuas por la derecha: y sea (W} Fi.t > 0) y (W72, F.t > () procesos de Wiener

independientes. Sea (.. ;) un proceso aleatorio. tal que la ecuacion de estado:

t {
= / (an(t,s) + alt.s)r,)ds + / bt s)dW?, (7.3)
J0 JO

v la ecuacian de observacion

' t
e / (Ap(t.s) + A(t.s)r,)ds + / B (t.») d[l'\'\ (7.4)
Ju

J0
donde rp € Ry, € R ag(t.s) .a(t,s) b(t o) son suaves en ¢ uniformemente en s y continuas
ensiy Aalt. ) At s) . B(t.s) soncontinuasent y s. Sean A (t.5)y B (t.s) matrices no cero,
tal que I3 {.5) B' (t.s) > 0. El problema de filtrado es el de encontrar el mejor estimado mi, de
v al iecmpo f basado en el proceso de observacion Y(f) {0 < s < t}.
1 a4 solucion a este problema esta dado por las siguientes ecuaciones para
esperanza condicional (mejor esimado) e, E(r, F/).

t {
1y / (ery (1. s) +a{t.s)m)ds + f(t. sy AL (1.5) (B(t.5) B (t.5)) l {7.5)
Ju

JO

x dy.  (Aa(t.s) + A(t.s) m)ds).



funcion de correlacion P, — [E(x, — m)*  FY].
t
B - / [0 (tos) fT sy + fltes af (25)+ b(f.s)b! (t,5)] ds (7.6)
(}

/f(m)A’ (t.8) (B(t.s) BT (t.5)) YA ) ST (F8) ds,
JH)

y funcién caracteristica f(t.s) — E [(«% ) (e my) F!] . donde

¥, = / (ag (t.r) +a(t,r) e, )dr + / b(t.r) flli’;'. (7.7)
(}] J0
F es el dlgebra generada por el proceso estocdstico
i / (Ao (t. 1)+ At r) o) dr + / B(t.r)di! (7.8)
S JO

VI e g v p

et /\ [u ey s 8 F e e)a? (s 7) + i (b(t.ryb’ (5.r) +b(s, r) bt (t, I))] dr
Jo 2
(7.9

/‘ [f(i. r) AV (5. r) (B(.s. ry B! (5,7)) : Als.r) fTsor) +
FUA () (Bt BAr.e)) DAY I (sur)

Fltory Al (hor) (B ) B (sor) | Atsir) [T (o)

NG =

;f sty AL (sr) (B o, 1) BY (t1)) YAtr) ! (r.,-}} dr.

Mientras que para el caso de un modelo deterministico con incertidumbres desconocidas pero
acotadas. el problema de filtrado se puede expresar de la siguiente forma.

Considere ¢l sistema lineal

t 1
1 (f) .1'1-0-/ A(f,8)a s)ds + / B(t.s)n(t s)ds.

' f
y(t) / Ctos o s)ds + / Gt s) v (f.s)ds.
44 it

donde 1 f) € R es el estado del sistema. u(f.») € B” es la incertidumbre en la entrada.

% " es ¢l ruido en la salida y las matrices A(f.s). B t.» . C(f.s). G t.5) tienen las
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dimensiones apropiadas. Las incertidumbres se consideran desconocidas con la salvedad que

satisfacen la restriceion siguiente:
~

[4 (#) .1',]7 ¥ Mrty) g + 1)/ ul (o) R(t.s)u(t,s)ds (7.10)

|

*y / ()G () Q. s) G (t.s) o (t,8)ds < 1.
Jdt

donde .y, es un vector n dado, ¥. R. () son matrices positivas definidas.
LI problema consiste en encontrar ¢l conjunto de todos los posibles estados que son consistentes
con la restriccion (7.10) y la ecuacion de salida del sistema.

L.a solucidn del problema de filtrado es el elipsoide X (t) siguiente
A R HO G ORO WCRIGIRORO RS UL O 3
donde S(f) es la solucion de la ecuacion integral de Riccati

Sit) ¢+/ [B(t.s)R '(t,5)B (t,5) + A(t,5)S(s)] ds+ (7.11)

Jiy

!
/ [5'(5).4[ (t.s) — S{)CT (tos) Q1. s)C'(f.s)S(s)] ds.
J1
con la condicion limite de S(f,) . el niimero real positivo ,3* dado como

/[u C ()l QU [5s)  C (5)r(5)] ds,

v el estimado Optimo 4 (1) ¢s generade por el siguiente sistema:

J(1) J|)+/.4(f.-5)![.5)([-\+ / Bt shu(f. s)ds+ (7.12)
o1 gl

[5‘(5)(" (F8) QU s) [i(s)  Ct.5)r(s)] ds.

Se¢ puede observar que la ecuacidn (7.5) tiene su andlogo en la ecuacién (7.12). mientras que la
ecuacion (7.6) lo tiene en (7.11). sin embargo no se tiene un analogo para la ecuacion (7.9) en los
maodelos deterministicos. la cual corresponde a la funcion caracteristica. Fsto representa una ventaja

¢n el sentido de tener que calcular tan solo dos ecuaciones.



77
7.3 Modelo Estocastico con ecuacion de estado dinamica

Sea 2. F. P un espacio de probabilidad completo con una familia de o-dlgebras Fi.t > 0.
crecientes y continuas por la derecha: y sea W' Fi.t > 0)y W2 Fi.t > 0) procesos de Wiener

independientes. Sea (.¢;. i) un proceso aleatorio, tal que la ecuacion de estado
do(t)  lag(t) + a(t) r(D)dt +b(8) dIW4(). (7.13)

v la ecuacion de observacion

f t
i / (A (t.8)+ A ts)r)ds + / B(t.s)dW ],
Jau

JA

donde 1, & By € R™iag(t.s) ,a(f.s) b (t.s) son suaves en ¢ uniformemente en » y continuas
ensiy dy(t.s).A(t.s) . B(1.5) soncontinuasent y s. Sean A (¢.s) y B (¢, ») matrices no cero,
tal que 3 (t.») B! (t.5) > 0. El problema de filtrado es el de encontrar el mejor estimado i, de
¢ al tiempo ¢ basado en el proceso de observacion Y () — {y,.0 < 5 < t}.

[ a simplificacion de la ecuacion de estado produce ¢l siguiente resultado basado en las ecuaciones
de filtrado {7.5).(7.6) ¥ (7.9). Debe notarse que la desigualdad +! = r(s) s¢ satisface debido a que
coinciden las ecuaciones (7.7) y (7.13). El a-dlgebra £ coincide con el m-dlgebra F . porque
¢l a-dlgebra I}, es especiticado por las variables aleatorias .o(r). # < » hasta el momento s para

cualquier f v, por lo tanto. £}',  F}_  F} . Por lo que se puede coneluir que

f(tos)  E((h ml) x(s) mi(s))’ F:Ys)

E( mDa(s)  mls)' Fl)y o P(s)

m't EQl F') E(rs) FY) o om(s)
La solucion a este problema esta dado entonces por las siguientes ecuaciones:

t {
me / an(s) +a(s)m)ds + / Pis) A [t5) (B(t..s)B’ (t.5)) :
J) S

x |l A ts)+At.sYm ds
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£ / [u(.s pPr sy+ P s al (s)+b(.s]br(.ﬂ.)] ds —
0

Ps) AT t.5) (B(t.s) B (t.5)) "A(t.5) P (s)d>.

De manera andloga al método aplicado en la subseccidon 6.1.2. se pueden obtener las ecuaciones de

medida equivalente, cuyvas partes derechas ya se descompusieron en partes continua y discreta. las

cuales son

- t
N/ (V] / (a”(s)-{-u(h)m,)dh+/ P(a}[[-}-A’ (t.s)
0

x (B(t.s) 3 (t.s)) IA(I“H)P(.S—)AU(.‘;)] 1
X dy, - {Aa(t.s) + Atos)m)du(s)].

P / [u t4) P! (o8 P(s)dl () # Bls) b (s)] ils

/ I (s) [[ + Bt 5] (B(f.s) B! (fs)) :
x At o) Pls JAu(s)] AT (t.s)
x (B/(ts) Bt s)) AR ) P(s=)eduls)

Obsérvese que cuando se tiene un modelo estocastico. para construir el filtro dadas las ecuaciones

(7.3) v (7.4). es necesario introducir una tercera ecuacion auxiliar (7.7)

N s
a" / (e (Fory +a(f.or 2, )dr + / bt.r) iV A
40 J
la cual pucde ser escrita en forma diferencial y permite calcular la tercera ecuacion (7.9) que se
presenta en la solucion de dichos problemas. Sin embargo cuando se presenta un modelo en el cual
la ecuacion (7.3) esta dada por una ecuacion diferencial no es necesario introducir esta ecuacion
auxiliar (7.7) y entonces s posible obtener un filtro expresado por tan solo dos ecuaciones. ya que
(7.6)y (7.9) son iguales, mientras que ¢n el caso delerministico no cambia ¢l nimero de ecuaciones

si se cambia la forma de expresar la ecuacion de estado (integral o diferencial).

F n general se puede concluir que para obtener ¢l filtro del modelo estocastico €s necesano tener un
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conocimiento excesivo de los disturbios. basicamente saber la densidad espectral o la covanianza
del ruido. lo cual no suele ser muy facil de obtener en la practica. Por lo tanto, el trabajar con
disturbios acotados deterministicamente. suele ser mucho mas practico de ahi que la propuesta que
s¢ hace para algoriimos de filtrado v regulador dptimo en ¢l sentido minimaximo para modelos con
incertidumbres desconocidas pero acotadas tenga mucho mayor peso cuando no se tenga acceso a
informacion probabilistica del ruido que estd entrando en el sistema.

Resumen

Fn este capitulo se hace una comparacion de los resultados obtenidos para el filtrado en sistemas
integrales estocasticos y los obtenidos en la presente tesis para el filtrado en sistemas integrales

deterministicos, es decir, los dos tipos generales de incertidumbres que podrian presentarse en los

sistemas.



Capitulo 8
Conclusiones

8.1 Aportaciones

Se puede resumir las aportaciones en los siguientes puntos:

e Planteamiento del filtrado minimaximo optimo en sistemas integrales de tipo Volterra.
Principio de dualidad en sistemas integrales,

Plunteamiento del problema de regulador 6ptimo en sistemas integrales de tipo Volterra,

Solucién del problema de filtrado minimaximo éptimo en sistemas integrales de tipo Volterra,
Solucién del problema de regulador éptimio en sistemas integrales de tipo Volterra,

e Solucién del problema del filtrado optimo sobre observaciones discontinuas,

Solucion del problema del regulador optimo con estados discontinuos.

o Ljemplo técnico de la optimizacion del movimiento de un misil con motores continuo e impul-
sivo, minimizando ¢l consumo de combustible para alcanzar la mayor altura posible.

¢ Solucion del problema del filtrado estocastico del sistema dinamico sobre ebservaciones de tipo
Ito-Volterra y comparacion de los filtros dptimos en modelos deterministicos y estocasticos.

8.2 Trabajos Futuros

Se puede continuar en esta linea de inmy estigacion con los siguientes trabajos:

e Problema del filtrado optimo sobre observacionces discretas con retardos.

e Problema del regulador Gptimo en sistemas con retardos.

e Problema del filtrado y regulador optimo para sistemas Volterra no observables.

e Aplicacion de los algoritmos obtenidos al procesamiento de sefiales en las redes de comunica-
ciones y los sistemas GPS.
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Procedimiento para obtener los valores para la ecuacion del estado de tipo Volterra del ejemplo
4.1

clear all

format long

s(1) 0.

1) 0.

a1y 0.25;

n input(‘teclee el numero de puntos:’)
fori 2

s(i) s(i-1)+0.5;

y(i) 1 ((si+2)"2):

r(i) 0.

farkl 2:

7Ky 0;

itk 2w 0.5,

else w 1.

end

Z(R) W*(-2 ((s(i)-stk=1)H+2Y"2))*x(k-1):
r(i) r(y+z(k):

end

X(1) (V1)+0.5%r(1)) 1.125;

end

Procedimiento para obtener los valores para la ecuacion de Riccati (de tipo Volterra no lineal) del
cjemplo 4.1

clearszRyrngq

format long

s(l) 0:

zZ(hy 1.



R( 1:

w 1

n input(‘teclee el numero de puntos: n’)

q npui( teclee el valorde q: n’)

for i-2:n

s(iy s(i-1)40.5:

M) 1.1666-4 (3*(s(i)y+2)"3):

r(i) O:

for K 2:1

zik) O:

ith 2w 0.5;

elsew 1:

end

2k) wWH((-4 ((s(D)-s(h=1)+2)"2)*R(k-1)-g*(R(k-1))72):
r(1) r(i)tz(k);

end

Ry (-1.25+sqrt(1.25%1.25+2** (y(1)+0.5*r(i))) (q):
end

Procedimiento para obtener los valores para el estimado optimo de la ecuacion de tipo Volterra del
cjemplo 4.1

clearszestyrngf

format long

) 0

201y 0. 23:

est(l) 0.25:

n input( teclee el numero de puntos:’)

' input( teclee la frecuencia de la senoide:’)

9t 1:



for 1=2:n

s(i)=s(i-1)+0.5;

y()=1/(s(i)+2)°2);

r(i)-0;

n(1)=0;

for k=2:i

z(k)-0:

if k=2,w=0.5,

else w=1;

end
zZ(k)=w*((-2/((s(1)-s(k-1)+2)"2))-R(k-1))*est(k-1):
1(i)—r(1)+z(k);

g(k)-0;
g(k)~R(k-1)*(x(k-1)+sin(f*(k-1)/pi));
n(1)-n(i)+g(k);

end

b=rem(s(i).1);

if b==0,n(i)=n(i)-0.5* (R(1)*(x(1)+sin(0)+R(s(i))* (x(s(i)}+sin(f*s(i)/pi)));

else n(i)=n(i)-0.5*R(1)*(x(1)+sin(0));
end
est(i)—(y(i)+0.5*r(i)+n(i))/(1.125+0.25*R(i)):

end
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Resumen

En este articulo se investiga €] problema de filtrado
para sistemas de tipo integral y observaciones con in-
certidumbres ya sea de forma integral o no, cuya solu-
ci6n estd basada en el principio minimo de Poutrya-
gin y el método de multiplicadores de Lagrange. Se
obtienen como resultados: la forma del control éptimo
regulador). asf como también la ecuacién del estimado
6ptimo (filtro). ¥ la ecuacién de Riccati para la ma-
tnz de ganancia 6ptima en ambos casos. De la misma
manera queda establecido que en sistemas integrales
con incertidumbres deterministicas fue obtenido el sis-
tema cerrado de las ecuaciones del filtrado 6ptimo para
s6lo dos variables, lo que no es posible lograr en sis-
temas estocdsticos. Se discuten nuevos enfoques en la
metodologia de filtrado relacionados con € problema
resuelto.

1 Introduccién

Cn este trabajo se presenta la solucién para una clase
de problemas de filtrado con disturbios deterministicos.
La teorfa de filtrado hasta el presente se habia enfocado
solo en sistemas cuya representacion estaba dada en
forma de ecuaciones diferenciales [1,2]. Alora se pre-
senta otra perspectiva al ver este problema para sis-
temas con forma de ecuacién integral. usando el método
de multiplicadares de Lagrange y el principio minimo
de Pontryagin que forman parte de la teorfa de con-
trol éptimo [3.4]. Las incertidumbres no son conside-
radas estocésticas, en vez de esto se asume que soh
desconocidas y que pertenecen a un conjunto dado, el
cual representa un elipsoide funcional. En este caso,
la informacion de los estados del sistema se obtiene de
las observaciones a la salida del sistema, tomando en
cuenta las restricciones para las incertidumbres de tipo
energia

El concepto de Dualidad juega un papel importante en
este articulo. debido al cual. los resultados en el diseno
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de reguladores implican soluciones para los casos de fil-
trado como se establece por primera vez para sistemas
estocasticos en [5,6].

Iiste trabajo est4 organizado de la siguiente manera: en
la segunda seccién se hace el planteamiento del proble-
ma; en la tercera seccién se trata el principio de duali-
dad para sistemas de ecuaciones integrales lineales; en
la secci6n 4 se plantea €l problema de! regulador y filtro
dptimo. y se establecen los resultados correspondientes;
en la seccion 5 se generaliza el problema al tener ahora
las observaciones escritas en forma integral, posterior-
mente se establecen los resultados del regulador y del
filtro 6ptimo para este sistema; y por tultimo se dan las
conclusiones,

2 Problema de filtrado 6ptimo

Considere €l sistema lineal :

x(t):zo+/‘A(t,s)I(s)ds+/'B(t,s)u(t,s)da.
to to
(1)

y(t)=C)z(t) +v(t), (2)

donde z(t) € R" es el estado del sistema, u(t.s) € R?
es la incertidumbre a la entrada, v(t) € R™ es el ruido
en la salida y las matrices A(¢,s), B(t.s), C(t) tienen
las dimensiones apropiadas. Las incertidumbres se con-
sideran desconocidas con la salvedad que satisfacen la
restriccion siguiente;

% = (to) = zolT ¥ * [z (te) = o]+

1 t
to

[« (t.s) R(t,s)u(t,s) +vT () Q(s)v(s)]ds < 1,
(3)

donde zg es un vector n dado, ¥, £, () son matrices
positivas definidas y simétricas.



El problema consiste en encontrar el conjunto de todos
los posibles estados que son consistentes con la restric-
cibn 3) y son compatibles con las observaciones (2)
desde ¢l momento inicial tp hasta el momento actual .

3 Principio de dualidad en sistemas integrales

Puesto que la solucién para €] problema de filtrade en
el caso de sistemas descritos por ecuaciones diferen-
ciales se abticne del sistema dual (principio de dualidad
[7] del problema del regulador. Entonces, tomando
la misma aproximacién para la solucién del problema
mencionado en la seccién anterior. se hace necesario
introducir el principio de dualidad para sistemas inte-
grales. Ll teorema de dualidad se enunciaré enseguida.

Sea el sistema dinamico

Z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), (4)

y(t) = C(t)z(t) + D@ u(t),

y el sistema dinamico

#t) = AT (t)z(t) + CT(t)u(t), (5)

() = BT (0)z(t) + DT (ty(2),

donde AT, BT. CT y D7 son la transpuestas de A, B,
Cy D. ®,(to,") y ®s(-.20) son las matrices de tran-
sicién de los sistemas (4) y (3) respectivamente. El
sistema (4) es controlable (observable) en £y si y s6lo si
el sistema (3) es observable {controlable) en tg.

La prueba de dicho teorema se basa en 2 teoremas
(7]: el de controlabilidad y el de observabilidad. los
cuales, enuncian que el sistema (4) es controlable (ob-
servable) en fo si y sblo si existe un t; > #g finito,
tal que los 1 renglones (n columnas) de las funciones
natriciales ®,(to. ) B( ) (C(-)®Ps(-,%0)) son lincalinente
imdepen-dientes en [tg.%y]. Es entonces claro que

D,(to,t) = ] (L,10).
Puesto que dichos teoremas basan sus pruebas en la
solucién general de 1a ecuacién {(4) y dado que la solu-

¢16n general de una ecuacién como (4) se puede escribir
de la forma sigmente:

2(t) = B(1, to)x(t0) + j #(t,7)B(r)ulr)dr.
se propone una formula semejante
2(t) = Bt to)a(to) + [ (t,7)B(,shu(r,s)dr, (6)

para la solucién de la ecuacién (1) integral de tipo
Volterra.
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El procedimiento que se sigue para llegar a asegurar que
este resultado es correcto, es el siguiente. Sea ¢(t) una
matriz fundamental de x (t) = 2o + f,, A(t,3) z(s)ds,
que satisface

W(t) = vito) + f Alt, s)u(s)ds,

entonces, ®(t.to) = vt (i) para todo ¢, to en
(—co,00) se dice que es la matriz de transici6n de
z(t) =20+ f:o A(t.s) z(s)ds, de ahi que

B(t.t0) = I + | Alt, 5)(s, to)ds. @
to

Tomando (7) y sustituyéndola en (6) se tiene que

z(t) = o +£; A(t, s)P(s,tp)Tods + }"B(t,r)u(t,'r)dT

4]

+j"_;A(t,s)tI>(s, T)B(t, T)ult, T)dsdr.

to ¥

Dado que se trata de un sistema relajado [7] en tp,
entonces la iiltima integral es igual a cero para 7 < tg,
por lo cual se puede cambiar el lfmite inferior T por to,
esto permite agrupar términos:

z(t) =z + jE B(t, T)u(t, 7)dr
o
+ j! Alt,s) [tb(s.to)xo + jl‘fb(e,'r)B(t, T)u(t, )dr| ds.
ta lo

Ya que el sistema es causal entonces podemos poner
en el limite superior s en lugar de ¢, en la integral que
se encuentra dentro del paréntesis, de esta manera se
obtiene la ecuacién inicial (1).

Por lo tanto, la férmula (6) se puede considerar como
solucién general de la ecuacién (1). Entonces también
se puede introducir y usar la funcién de transicién de
estados para la ecuacién en forma integral (1) como
para la ecuacién en forma diferencial (4). Dado este
hecho por sentado se puede tomar el teorema de Dua-
lidad (el cual se basa en los teoremas de controlabili-
dad y observabilidad) como vélido también para los sis-
temas que estdn representados por ecuaciones de tipo
Volterra.

4 Regulador y filtro 6ptimo

4,1 Funci6én Hamiltoniana en sistemas inte-
grales

En esta seccién se lhace referencia al método para la
solucion de problemas de control 6ptimo que usa mul-

G



tiplicadores de Lagrange y el principio minimo de Pon-
tryagin [4] para unir la ecuacién de estado al criterio
de funcionamiento. Puesto que esta es la manera en
que se propone solucionar el problema del regulador y
posteriormente el del filtro, es necesario modificar este
método adecuadamente, dado que ahora tratamos con
ecuaciones del tipo integral. Considérese la siguiente
ecuacién lineal (1):

¢ 1

z(t) =:co+[ A (t,s)x(s)ds+/ B(t,s)u(t,s)ds,
to fo

esto también se puede expresar como:

/ [x(s) A(t s)z(s) - B(t.s)u(t,s))ds=0.

Ya que si el integrando es cere entonces la integral es
cero, se puede asumir que

z(s)— At.s)z(s) — Bt s)u(t.s)=0. (8)
Con este sistema se asociard un indice de fun-
cionamiento

J (£ (to) — o] " ¥ |z (to) — zo]

(3
® /
to

donde (o, %] es e} intervalo de tiempo de interés, In-
troduciendo un multiplicador A(t) asociado, el fndice
de funcionamiento aumentado es €l siguiente:

L(z(s). u(t,s).t.s)ds,

[z (to) = 2] ¥ [z (to) ~ o]

ty
+ / {L((5) u(t.5).t,9) + A7(5)
[—2(s) + A (2, s)z(s) + B (t,s)u(t,s)]} ds.

J

Si definimos la funcién Hamiltoniana como

H{r.u,t.s) Liz,u,t,s)

+AT(8) [A(t,5) z(s) + B(t,8) u(2,s)],

entonces. el indice de desempeno puede expresarse
como.

J [z (to) — zo]" ¥ * [z (to) — o]

+[ (@016 = AT (s)afs)] s

Esto permite. de acuerdo con el principio minimo de
Pontryagin . establecer las relaciones siguientes:

an
=z

oA

JdH

an

= Ju

Fr
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4.2 Planteamiento del problema de regulador

6ptimo

Considere el sistema lineal (1 . Sustituyendo 2) en (3)

da z(t), si y sélo si, existe un vector x(lo) ¥ una funcién

u(t. s) definida en [to,t] tal que:
Jlz.t;ucz(to)] € 1. (9)

sujeto al sistema (1) y la restriccién (3), donde
J [z.t; u,x(to)] esta definido como

It 2(to)] 2 5 [z (t0) = 20]T ¥ (o) — zo]

1

s / uT (t,s) R(t,s)u(t.s)ds

to

t
+3 [ 1) = Ce=(o)7 Q) (o) ~ Clo)z (o)l .
' (10)

El problema es encontrar el control u(f, s) que satisface
la restriccién (9) y minimiza el criterio (10).

Es claro que existen los valores de u(t, s) y z(fo) re-
queridos que satisfacen (9) si y sélo si:

FANER ém(ir)z Jz,tu,x(tg)) £ 1,
u
sujeto al sistema (1).
4.3 Solucién del problema de regulador 6ptimo

Tomando en consideracién las ecuaciones finales de la
subseccion 4.1, se puede enunciar lo siguiente:

I [~CTQ)(s) + CT()QUNC (o)) ds (1)

+ f ATt 5)Ma)ds + 2o = —A(¢),

ot _

0 = R(¢,s)uft,s) + BT(t, s)A(s) = 0.

Por lo tanto la ley de control es

u'(t,s) = =R '(t.5)BT(t, §)A(9) (12)
Por linealidad del problema asuma que
A) = —P(t)x(t). (13)

dado que A(to) = —¥ 'z(to), entonces Pltg) = ¥ 1.

Si se considera zg = Ao = 0 y se sustituye (13) en (11),
se obtiene

0= [ [-CT(s)Q(s)u(s) + CT()Q(s)C(s)x(s)] ds

,o o



- ft AT (t,5)P(s)x(s)ds — P(t)z(t).
to
Derivando con respecto al tiempo
0= -CT{H)QMtw(t) + CT(MQC()x(t)
—% [: AT(t, 5) P(s)z(s)ds — P(£)z(t) — P(t)a(t).
Reescribiendo en forma integral

B f [~CT(5)Qes)y(s) + CT(5)Q(s)C(s)z(3)] d
= /! AT (t,8)P(s)z(s)ds — /' P(s)x(s)ds
to to

- / ‘ P(s)z(s)ds.
{0

y sustituyendo la relacién (8) en la ecuacién anterior.
se tiene que:

0= / [~CT()Q(s)y(5) = CT(s)Qs)C(s)z(5)] ds

- f t AT (¢, s)P(s)x(s)ds — / ’P(s):t(s)ds

to

~ [ P 1AG s2(6) + Bt sate, ) as.
73

Sustituyendo el control «* dado por (12)

0~ [ [~CT(s)Q(s)u(s) + CT(s)Q(s)C(8)z(5)] ds

- / : AT (t.s)P(s)z(s)ds — f ' P(s)z(s)ds
to o

—/‘ P(s)A(t, 8)x(s)ds

/‘ P(s) [B(t,s)R '(t, )BT (t,9)P(s)z(s)] ds,

derivando con respecto a T

o= [ T (5)Q(8)C (s)ds - / CAT(2.5) P(s)ds

-/'l P(s)ds-[: P(s) A(t. s)ds

- lF'(e;)l?(t.:z)R 1(t, )BT (t,s)P(s)ds,

to

¥ agrupando, se gbtiene

0-— / t [CT(s)Q()C(5) — AT (t,8) P(s)ds] ds
to
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_ /‘ [P(s) + P(s)A(t,s)| ds
to

- / ‘ P(s)B(t,8)R (t,5)BT(t, s)P(s)ds.
to

Por lo tanto,

P(t)=" '+ / ‘ [€T()Q(s)C(s) — AT (t,5)P(5)] ds

—-/l P(s)A(t,s)ds

/l P(s)B(t,s) R (t,s)BT(t,s)P(s)ds, (14)

to

con la condici6n lfmite P(tg) =¥ 1.

En la cual se puede reconocer la ecuacién de Ric-
cati debajo del signo de la integral. Por lo que se
puede escribir que la solucidén explicita al problema
del regulador éptimo es la siguiente: la ley de control
u'(t,s) = R Y(t,s)BT(t,s)P(s)x(s), donde P(s) es la
solucién de la ecuacién integral de Riccati (14).

4,4 Solucién del problema de filtrado 6ptimo
Si tomames las relaciones que se presentan en la seccién
3 sobre la dualidad que existe entre los problemas de
filtrado y reguladores, tenemos que el sistema dual del
sistema (1) es

z(t)= xo+[‘ =AT () s)z(s)ds+/"CT (t,8) u(t,s)ds,

y () =BT (t)x (t) +v (1),

y considerando e] criterio

J [zt 0. z(t0)] £ -% [z (to) = zo]" ¥ * [z (ta) = zo]

+—;/tur(t,s)Q T{s)u(t.s)ds

to

+%/t: {['y(s) —BT(s)z:(s)]TR t, 8)

[¥(s) — B (s)(s)] } ds, (15)
el control u* estd dado de la siguiente manera:
u*(t.8) = Q(s)C(t.5)S(s)z(s). (16)

Por lo tanto, considerando [1], el principio de dualidad
implica la solucién del problema de filtrado minimaxi-
mo para el sistema con estado (1), sobre las observa-
ciones (2) y el criterio (3); la solucién del problema de

filtrado es el elipsoide X (¢), descrito como

x(0) = {z0) : (e) - 20" S '@ l=(0) - (o)
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donde S(t) es la solucion de la ecuacién integral de
Ricecati

¢
S() =‘I’+/

[B(s)R '(t.5)B” (5) + A(t,s)5(s)] ds+
to

/ ' [S(s)AT (t,5) — S(s)CT (t,5) Q(s)Ct, 5)S(s)) ds,

con la condicién limite de S(tp) ¥,y e

nimero real positivo g2 dado como B2 (t)

3L w(s) = C(s)2())T Q(s) lu(s) = C (s) x(s)] ds.

De acuerdo con el principio de dualidad, de (16) la
ganancia optima del filtro es :

M'(t,s) = S(8)CT (t,5)Q(s)

¥ el estimado 6ptimo z{t) es generado por el siguiente
sistema:

z(t) = ./'A(t,s):r(s)dsi- ' B(t,s)ult, s)ds+
to to

]t S(s)CT (¢, 5) Q(s) [u(s) — C(2,3)z(s)) ds.

b6 Regulador y filtro éptinto con observaciones
de tipo integral

5.1 Planteamiento del problema de filtrado 6p-
timo
Cousidere el sistema lineal :

t !
.r(l)-.ro+/ A(t.s).r(s)ds+/ B(t,s)u(t, s)ds,
In to

y t)—/ (’(t.s):.(s)ds+/‘G(t,s)v(t.s)d& (17)
t to

donde T(t) € R™ es el estado del sistema. u(t.s) € P
es la incertidumbre en la entrada, v(i,3) € R™ es el
ruwle en la salida y las matrices A(t, 8). B(t, 3), C(t,s),
G(t.s) tienen las dimensiones apropiadas. Las incer-
tidumlres se consideran desconocidas con la salvedad
que satisfacen la restriccién siguiente:

‘; [z (o) —20)” ¥ * [z (to) — o]

+%/;°ur(t,s)12(t,s)u(t,3)d8

Ed
+-;/ o7 (1,5)CT (t.3)Q (1.5) G (t.8)v(t,s)ds < 1.
to
18)
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donde g es un vector n dado, ¥, R, @ son matrices
positivas definidas y simétricas.

El problema es el de encontrar el conjunto de todos los
posibles estados que son consistentes con la restriceiéon
(18) ¥ la ecuacién de salida del sistema.

5.2 Solucién del problema de regulador éptimo
Se hard )a misma aproximacién que para ¢l caso an-
terior, para lo cual. se resolvera primero el problema
del regulador y después se solucionara el del filtrado de
manera andloga.

Del mismo modo que en (8), la ecuacion (17) resulta:

9(s) — C(t.s)z(s) — G(t,s)u(t, s) =0.  (19)

Despejando G(t, s)u(t,s) de (19) y sustituyendo en
(18), podemos reescribir la restriccidon de la siguiente
manera:

J [z, t;u,2(t0)] £ % [z (t0) — zo)" ¥ ! [z (t0) ~ zo]
+% /f i (t,s) R (t.8)u(t,s)ds

'%L {[1)(8)—C(t.s)x(s)]TQ(t,s)
[5(s) = €(2, s)z(s)]} ds.

Utilizando las mismas relaciones que en la subseccién
4.1, se tiene que:

L [~CT (¢, 5)Q(t, sYi(s) + CT(t, )Q(t, )C(t, 5)x(5)] ds
4 / LT (2, 5)\(s)ds + Do = —A(2).

Y siguiendo el mismo procedimiento ya visto se tiene
que

u'(t,s) = R '(t.8)BT(t.5) P(s)z(s),
donde P(t) es la solucién de la ecuacién de Riccati si-

guiente:

Pt)—w '+ /t CT{t, 5)Q(t, s)C'(t, 3)ds
to

—/l [AT(2,5)P(s) + P(s)A(t,s)] ds

~f P(3)B (t.8) R '(t,3)BT(t,s)P(s)ds.

to



5.3 Solucion del praoblema de filtrado éptimo
De la misma manera Que se procedié en la seccién an-
terior se tiene que el control para el sistema dual es

u*(t.s) = Qt, s)C (L. ) S(s)x(s).

Por lo tanto la solucién del problema de filtrado es el
elipsoide X (t) siguiente

X = {z(t) : [x0) — =(0)]" S (0 [=(0) ~ =(0)
21-84),

donde S(t) es la solucién de la ecnacién integral de
Riccati

S(t) = w+/" [B(t.s)R '(t.s)BT (t.3) + A(t,s)S(s)] ds

+ /’ [S(s}AT (£, 5) — S()CT (t,5) Q¢, 5)C(2. 5)S(5)] ds,

con la condicién  limite de S(to) U,y e
nimero real positivo 3° dado como f3%(f)

%f!:; [w(s) = C(s) z(s)]TQ(t, 8) [yls) — C (s) z(s)| ds.

Obsérvese que la ganancia 6ptima del filtro es

M*(t,s) = S(s)CT (¢.5) Q(2, 5).

y el estimado 6ptimo z(t) es generado por el siguiente
sistema:

/l B(t, s)u(t,s)ds+

la

z(t) = /[ A(t,s)z(8)ds +

[ S()1CT (1,5) Q1. 8) [u(s)  C(t.5)a(s)] ds.

6 Conclusiones

Se puede concluir que la estructura de los filtros para
sistemas lineales deterministicos que obedecen a res-
tricciones del tipo energia, es similar al modelo de los
filtros lineales estocdsticos. Debido a la inclusién de
ecnaciones del tipo Volterra, es posible pasar posterior-
mente a los problemas de filtrado en sistemas con re-
tardos.

Ll valor teérico de los resultados obtenidos radica en
que es posible obtener e] sistema cerrado de las ecua-
ciones de filtrado para s6lo dos variables, el estimado

6ptimo z(2) ¥ la matriz de elipsoide S(t). Por €l con-
trario a las sistemas estoc4sticos del tipo Volterra [8.9).
en donde es necesario introducir una variable carac-
teristica mas para concluir el disefio de filtros.

Se propuso también una forma de control para el regu-
lador 6ptimo con ecuaciones del tipo integral y con dis-
turbios cuya caracteristica era la pertenencia a un con-
junto definido por un elipseide, el cual se puede definir
completamente.
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Abstract. This paper examines the minmax filter-
ing problem for linear integral Volterra systems with
deterministic uncertainties over observations given by
either a differential equation or an integral Volterra
equation as well. The solution is based on the Pontrya-
gin minimum (maximum) principle, the Lagrange mul-
tipliers method, and the duality principle in Volterra
systems, First, the optimal control (regulator) prob-
lem is solved and the Riccati equation for the optimal
gain matrix is obtained for integral Volterra systems,
and, second, the minmax filtering equation for the opti-
mal estimate of a Volterra system state and the Riccati
equation for its ellipsoid matrix are obtained over both
differential and integral observations. Thus, in the case
of deterministic uncertainties, it is possible to form a
closed system of the minmax filtering equations for an
integral system state over integral observations, using
only two filtering variables, the optimal estimate and its
ellipsoid matrix, although the analogous result cannot
be reached in stochastic systems.

1. Introduction

This paper presents solutions of the minmax fil-
tering and optimal control problems for linear inte-
gral Volterra systems with deterministic uncertainties.
There arc a number of papers investigating these prob-
lems for system state and observations given by dif-
ferential equations 1, 2] or bivariate Volterra ones [3],
however, the problems have not been solved yet in
the general case of integral governing equations. The
solution presented in the paper is based on applying
the Pontryagin minimum (maximum) principle, the La-
grange multipliers method, and the duality principle [4]
to integral Volterra systems. The duality principle en-
ables one to use the optimal gain matrix structure in
the control problem for the optimal gain matrix in the
filtering one, as it was done for differential stochastic
systems 3, 6. As a result, it is possible to form a
closed system of the minmax filtering equations for an
mtegral systern state over integral observations, using
only two filtering variables, the optimal estimate and its
ellipsoid matrix, although the analogous result cannot

be reached in stochastic systems (see [7, 8]). This en-
couraging result may be explained by the fact that de-
terministic uncertainties in the minmax filtering prob-
lem satisfy energy-type integral restrictions, i.e., belong
to certain ellipsoids with fixed boundaries in functional
spaces, and cannot take any possible values as stochas-
tic Gaussian disturbances can.

The paper is organized as follows. The Section 2
presents the minmax filtering problem statement. The
duality principle for integral Volterra systems is sub-
stantiated in Section 3. The optimal control (regula-
tor) problem for integral Volterra systems is stated and
solved in Section 4. Then, the minmax filtering prob-
lem for integral Volterra system states is solved using
the duality principle (Section 3) and the solution to the
optimal control problem {Section 4). In Section 5, the
minmax filtering problem is also solved over observa-
tions governed by an integral Volterra equation.

2. Minmax Filtering Problem

Let us consider the linear system

) B(t,s)ul(t, s)ds,

! (1)
y(t) — C )z (t) + v (d), @

where z{t) € R™ is the system state, y(f) € R™ is
the observation vector, u(t,s) € RP is the input uncer-
tainty, and »(t) € R™ is the observation disturbance.
Both uncertainties are considered unknown determin-
istic ones and satisfy the following energy-type restric-
tion:

x(t) — z(to) +/t A(t,s)z(s)ds +

% [z (to) o) €' [z (to) — o)

+% ,/:: [uT (£, s) R(t.8)u(t,s) +v" () Q(s)v(s)] ds <
(3)

where zg is a given vector, and ¥, R, () are positive
definite symmetric matrices.

The problem is to find the set of all possible sys-
tem states z(t) that satisfy the restriction (3) and are

—
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compatible with the observations (2) froin the initial
moment £y up to the current moment £.

3. Duality Principle in Integral Systems

For dynamic systems governed by differential equa-
tions, solution of the optimal filtering problem can be
obtained using the solution of the optimal control prob-
lem and the duality principle [9). Thus, it would be
helpful to introduce the duality principle for integral
systems, as done below.

Let us first consider a dynamic system governed by
a differential equation

z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t),

y(t) — C(t)z(t) + Di{t)ult), (4)

and the dual one
)= AT(D)z(t) + CT(th(t),

y(t) - BT (t)z(t) + DT(£)we), (5)

where AT, BT CT, and DT are transposes of matrices
A, B, C, and D; ®,(t, ) and ®4(-,15) are the state
transition matrices for the systems (4) and (5), respec-
tively. The system (4) is controllable (observable) at tg,
if and only if the system (5) is observable (controllable)
at fg.

The proof of the duality principle is based on the
fact [9] that the system (4) is controllable (observable)
at tg, if and only if there exists a finite time t; > {g,
such that n rows (n columns) of the matrix functions
®.(to, ) B(:) (C{)®s(-,tp)) are linearly independent in
[to, t1], and the following equality [9] holds

$,(to, t) — BT (2, t0).

Thus. the key point for substantiating the duality
principle 15 existence of the state transition matrix
® ty.- for a linear dvnamic system (4) and represen-
tation of the general solution of an equation (4) in the
form:

2(t) B(t.to)zlto) + tf‘ B(t,7)B(r)ulr)dr.

Let us propose the following similar form for the general
solution of the integral Volterra equation (1)

z(t) — Ot to)x(io) + fl &(t, 7)B(L, T)u(t, T)dr.  (6)

This result can be proved as follows. Let w{t) be
the fundamental matrix of the homogeneous equation
Tt — x(to)+f: A (¢, s) z{s)ds, which thereby satisfies
the equation

U(t) ~ ¥(to) +;‘ A(t, s)u(s)ds.

The matrix &(t, to) defined as &(z, to) 2 v(t)y~!(to) for
all ¢, tg € {(—o0,00) is called the state transition matrix
of the system (1) and satisfies the similar equation

£
B(t,to) = 1 + [ A(t,s)®(s, to)ds. (7)
ta
Substituting {7) into (6), we obtain

z{t) = x(to)+!ft Alt. 8)B(s, to)z(to)ds+ [ B(t, 7)u(t, r)dr

+ j’ }A(t,s)@(s,r)B(t,T)u(t,'r)dsdr.
fu T

Since the system [9] should be relaxed at to, the last
integral is equal to 0 for 7 < {p, and the lower integra-
tion limit 7 can be replaced by tg. This leads to the
following form

(1) — (ta) +1} Alt, )[®(s, to)z(t)

t t
+ [ ®(s, 7)B(t, T)ult, 7)dr|ds + [ B(t, T)u(t, 7)dr.
to tn

Taking into account that the system should be causal,
the upper limit ¢ can be replaced by s in the integral in
brackets. This finally yields the initial equation (1).

Hence, the expression (6) can be considered the gen-
eral solution of the equation (1). This enables one to
correctly introduce and use the state transition matrix
for the system (1) governed by an integral equation,
as well as for the system (1) governed by a differential
one. Thus, taking into account the above-mentioned
observability and controllability properties, the duality
principle becomes also valid for integral Volterra sys-
tems in the form (1).

4. Optimal Control and Filtering

4.1. Hamiltonian function in integral systems

This section presents the method for solving the opti-
mal control problems in the linear-quadratic case, that
is based on the Pontryagin minimum (maximum) prin-
ciple and the Lagrange multipliers method [4], and
which enables one to unite the state equation and the
cost criterion into one function. This method, which is
well known and developed for systems governed by dif-
ferential equations, can be appropriately modified for
systems governied by integral Volterra equations as fol-
lows.

Let us consider the lincar equation (1)

t t
T (t) —a:(to)+/ A(t.s)x{s]ds+/ B(t,s)u(t,s)ds,

1 to

and rewrite it in the form
¢
[#(s) — A(t,s)z(s) B(t,s)u(t.s)ds—0.
&
The integral is equal to zero, if the subintegral function

is equal to zero. Hence, to obtain the last equality, it
may be assumed that



r(s) A(t.s)z{(s)— B(t,s)u(t,s)=0. (8)
Consider the following quadratic cost function associ-
ated with the system (1)

J— [z (to) — zo)" ¥~ [z (o) o

+/t L(z(s),u(t, 5),t, s)ds,

where 1g,t,] is the interval in question. Upon intro-
ducing an assoeiated Lagrange multiplier A(t), the new
cost criterion can be written as follows

J = [z(to) = zo)" ¥ " |z (to) — To]

4./t lL(&‘:(s),u(t,s),fvg)

+AT(s)| Z(s) + A(t,s) z(s) + B (t,s)u(t,s))ds.

Then, upon defining the Hamiltonian function as
H(r,u,t,s)— L(z,u,t,s)
+27(8) |A(t, 5) 2(s) + B (t.s)u(t,s)],

the cost function takes the form:

J — [z (to) — o) ¥ ! [z (to) ~ o]

+/' [Hiz,ut,8)  AT(s)#(s)] ds.

Because this criterion should reach its minimum, ap-
plication of the Pontryagin minimum (maxiinum) prin-
ciple [4] yields the following relations

6H . 8H . OH

=L/ /@, = A — 0

ax Oz du

4.2. Optimal control problem statement
Consider the linear system (1), Substituting (2) into

3 determines a state vector z(t), if and only if there

exist a vector r(tp) and a function u(t,s) defined in

ta.f . that are compatible with the system equation

1 and satisfy the restiiction (3), and such that

Jr tu,2(tg)) €1, (9)

where J &, t; u, #(to)| is defined as

J o tuor(te)] & % [r(ta) — IO]T‘I’ . (= (o) — o]

t
+1/ u? (t.5) R(t.5) u(t,s)ds
L&

i}

b3 [ sy Clodale)T Q) () - Cle)ee) .

(10)

The optimal control problem is to find the control
u(t, s) which satisfies the restriction (9) and minimizes
the critenon (10).

Obviously, the desirable values u(t, s) and z(tg) sat-
isfying (9) and compatible with (1) exist, if and only
if

J* [z, 2 m(ir)lJ [r.t;u, x(to)] < 1.
uw

4.3, Optimal control problem solution
Substituting (10) into the last equations of Subsec-
tion 4.1, we obtain

[ (~CT()Q(s)yls) + CT(5)Q(s)C(s)2(s)

+AT(t, s)A(s)]ds + Xg = =A(2) (11)
and

g—i{ =0 = R(t,s)u(t,s) + BT(t,5)A(s) = 0,

which yields the optimal control in the form

u*(t,s) — —R™(t,s)BT(t, s)A(s). (12)

Taking lineality of the problem into account, let us
seek A(t) as a linear function

A(E) = —P(t)x(t), (13)
where P(tp) — ¥~1, because A(¢g) = =¥~ 'z(tp).
Substituting (13) into (11) yields

t
0= / [ CT(5)QUs)y(s) + CT()QU)Cs)z(s)

—AT(t, 5)P(s)x(s)|ds — P(t)xz(t),

and, upon differentiating in time, we obtain
0— —CT(6)QHy(t) + CT(R)QE)C()x(2)

-dit f L AT 5)P(s)z(s)ds

to
—P(t)z(t) — P(t)#(t).
Rewriting this equality in the integral form

t
0 [ [ CT()QUs)(s) + CT(s)Q(5)C(8)x(s)] ds

)

¢ t
_/ A" (8, s)P(s)z(s)ds P(s)r(s)ds—/tP(s);'r(s)ds

L

and substituting the relation (8) into it, we have

0 / [ CT(6)Qe)(s) + CT(s)QUs)Cle)a(s)] ds

4 t
—/ AT(t.s)P(s)z(s)ds—/ P(s)z(s)ds
ty tn

/: P(s) [A(t,s)z(s) + B(t, s)u(t, s)| ds.

Finally, substituting the control u* given by (12)

0= [ [FCT@QM) + CTsIQCe)a(s)] s

t .
+/ ( AT(t, s)P(s)x(s}) — P(s)z(s)

P(s)|Alt, s)z(s)+B(t,s)R™'(t,s)BT (t.s) P(s)z(s)])ds.



differentiating the obtained expression in x

0=/; CT(S)Q(S)C(S)dS—[ AT(t,s)P(s)ds—[ P(s)ds

-/t P(s) [A(t. s) + B(t, s)R7\(t,5)BT (¢, 5) P(s)] ds,

t

and rearranging the terms, we obtain
t
0— [ [CT(8)Q(s)C(s) — AT(t,s)P(s)ds — P(s)
e

~P(s)A(t,s) — P(s)B(t,s)R™"(t,s) BT (t,s) P(s)]ds.

Hence, a Riccati equation in the integral form
¢
P(t)— 0 + / ICT(s)QUs)C(s)  AT(t, 5)P(s)
£y

P(s)A(t,s) — P(s)B(t,s) R™\(t, s)B7 (t, s)P(s)|ds,
(14)
with the initial condition P(to) = ¥ !, is valid in the
considered case. Thus, it can be concluded that the
control law u*(t,s) — R™(t, s)B7 (t, s) P(s)z(s), where
P(s) satisfies the integral Riccati equation (14), solves
the stated optimal control problem for integral Volterra
systenis.

4.4. Minmax filtering problem solution
Applying the duality principle established in Section

3 to the optimal control and filtering problems, the sys-

tem dual to the system (1) should be represented as

t ¢
z(t) — :c(tg)—/t AT (t,s)z(s)ds+ z C7 (t,s)u(t,s)ds,

y(t) - BT(t)z (t) + v(t),

and, considering the criterion,

J r.otiu, () o % z(tp) — .'L‘o]T‘I’_l [I (to) Ig]

i~ T
+2/,.(” (t,5)Q ' (shult,s)

+ [ve) = BT(s)a(s)] " R (8, 5) [w(s) - BT(s)z(s)]()ds.
15)

the control «* should by given by
' (L, s) — Q(s)C(t, 8)S(s)z(s). (16)

Hence, following 1), the duality principle implies that
the solution of the initial minmax fltering problem for
the system state (1) over the observations (2) with the
restriction (3) is given by the ellipsoid X (2):

X(t) —

{r0: ) 207 500 - 2] <1- B0},

where S(t) is the solution of the following integral Ric-
cati equation

St)=0+ t [B(s)R™(£.8)BT(s) + A(t, 5)S(s)] ds
t

+ /t [S(s)A” (t,8) — S(s)CT (t,5) Q(s)C(t, 5)S(s)] ds,
t

with the initial condition S(tg) = ¥, and the positive
real number 32 is determined as follows

# (0= [ 1) - 0 (6)2(9)" Q) lyte) — C(s)als)]

Moreover, the relation (16) implies that the optimal
gain matrix in this filtering problem is

M= (t,s) = S(s)CT (t,5) Qs),

and, therefore, the optimal estimate #(¢) is the solution
of the following equation

¢ ¢
() —xa+ | A(t,s)z(s)ds+ | B(t,s)ul(t,s)ds
ta tis

+/ S(s)CT (t,5) Q(s) [y(s) — C(¢, s)z(s)] ds.

5. Optimal Control and Filtering in Integral
Systems

5.1. Minmax filtering problem statement
Consider the linear integral system

t
B(t,s)u(t,s)ds,

ta

z(t)— x(tu)+/t A(t,s) z(s)ds +

y() = tC(t,s)x(s)ds+ tG(t,s)v(t,sr)d.s, (17)

i, &

where both state and observation equations are integral
equations of the Volterra type, z(t) € R" is the system
state, y (¢) € R™ is the observation vector, u(t,s) € RP
i the input uncertainty, and u(t,s) € R™ is the obser-
vation disturbance. Both uncertainties are considered
unknown deterministic ones and satisfy the following
energy-type restriction:

3 [z () = o) ¥ [z (1) o]

+% /t:ur(t,s)R(t,s)u(t.s)ds

+1/‘ o7 (£,6) GT (2,5) Q (t,8) G (t,8) v (¢, 8) ds < 1,

2
(18)
where xp is a given vector, and ¥, R, { are positive
definite symmetric matrices.

The problem is to find the set of all possible sys-
tem states z(t) that satisfy the restriction (18) and are
campatible with the observations (17) from the initial
moment tg up to the current moment ¢.

to



5.2. Optimal control problem solution
The approach of Section 4 is applied again to the op-
timal control and filtering problems for the system (17)
with the restriction (18), i.e., first, the optimal control
problem is solved, and, then, the optimal filtering prob-
lem is treated using the duality principle of Section 3.
In this case, the equation (17) takes the form

¢
/t- [g(s) = C(t,s)z(s) - G(t, s)v(t, s)|ds — 0,

and. using the last equality, the criterion (18) can be
represented as follows

Izt slto)] 2 312 (to) — 2ol ¥ (ta) — 2o

+s /tuT(t,s)R(t,s)u(t,s)ds

~ Jt,

+ f [9(s) — C(t, 8)a(s)] Q (£, 8) [§(5) — C(t, 8)(s)) ds.

Following the procedure of Section 4, the equation
(11) takes the form

[ (-CT (£, 5)Q(t, 3)i(s) + CT (£, $)Q(E, 5)C(t, 5)z(s)

+AT(t,5)A(s)|ds + Ao = —A(E),

and the optimal control is given by
u®(t,8) — R (t,s)BT(t.5)P(s)x(s),

where P(t) is the solution of the following integral Ric-
cati equation

P(t) \I!‘l+/'|CT(t.s)Q(t,s)C(t,s) AT(t, s)P(s)

P(~)A(f.s) P(s)B(t,s) R '(t.s)B (t,s) P(s)|ds.

5.3. Minmax filtering problem solution
Following the procedure of Subsection 4.4, the opti-
mal control for the dual system state is

u'(t,s) — QL. s)C(t. 5)S(8)x(s),

and the solution of the minmax filtering problem is
given by ellipsoid X(2):

X(t) =

{r®): =ty 2OITS '@ le(e) - 2] < 1- BB},

where S(t) is the solution of the following integral Ric-
cati equation

St \I'+/I [B(t‘s)R"(t,s)BT(t.s) + Alt, 8)S(s)] ds

+ /. [S(s)AT (t.5) — S(s)CT (t,5) Q(t, 5)C(t, 5)S(s)] ds.

with the initial condition S(tp) = ¥, and the positive
real number 32 is determined as follows

¢
BH:):% ‘ [#(s) = C () 2(8)]T Q(t, 8){(s)—C (5) 2())ds

The optimal gain matrix in this filtering problem is
M*(t,s) = S(s)CT (t,5) Q(t, ),

and, therefore, the optimal estimate Z(t) is the solution
of the following equation

t B(t, s)u(t, s)ds

to

T(t) = z20 + /t A(t, s)x(s)ds

+ [ SE)CT (6.5 Qes) i(s) - Ot )il ds.

to

The obtained results show that the structure of
the minmax filtering equations for linear deterministic
Volterra system states under energy-type restrictions is
similar to the structure of filtering equations for sto-
chastic Ito-Volterra systems. As in the stochastic case,
the results can be generalized for system states and ob-
servations with delays, due to Volterra kernels in state
and observation equations.
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Abstract. This paper presents solutions of the opti-
mal minmax filtering problem for integral Volterra sys-
temns with deterministic uncertainties over discontinu-
ous observations and the optimal linear-quadratic con-
trol problem for deterministic integral Volterra systems
with discontinuous states. The equation for the optimal
estimate in the filtering problem and the equation for
the optimal gain matrix in both cases are obtained using
the filtering procedure for deriving the filtering equa-
tions over discontinugus observations proceeding from
the known filtering equations over continuous ones and
the duality principle for integral systems. The technical
example illustrating application of the obtained results
is finally given.

1. Introduction

The optimal control and filtering problems for dy-
namic systems with delays, which represent a partic-
ular case of discontinuous integral systems, have been
stuclied in a number of publications from various view-
points (see. for example, 1], [2], (3] for dynamic sys-
tems and {4 for a particular case of integral Volterra
ones). This attention is directly related to common use
of dvnamic systerns with delays in global economy con-
cepts 5, marketing models 6], technical systems 7],
and others, Since the class of integral Volterra systems
with discontinuous states includes the class of retarded
dynamic systems, the study of discontinuous integral
systems becomes a significant part of the control the-
ory. Nevertheless, the integral Volterra systems have
been of independent interest in the deterministic envi-
ronment, as well as in the stochastic one (see (8 ).

The optunal minmax filtering problem for dynamic
systems over continuous observations was first stated
and solved in 9]. The solution of this filtering problem
for integral Volterra systems over continuous observa-
tions has been recently obtained in [10 . (Those results
are briefly given here for reference). This paper presents
solutions of the optimal minmax filtering problem [or
integral Volterra systems with deterministic uncertain-
ties over discontinuous observations and the optimal

linear-quadratic control problem for deterministic in-
tegral Volterra systems with discontinuous states. In
particular, the obtained results enable one to compute
jumps of the optimal filtering and control parameters
that can appear due to discontinuities in observations
and states, respectively.

The minmax filtering equations over discontinuous
observations are obtained using the filtering procedure
([11, 12]) for deriving the filtering equations over dis-
continuous observations proceeding fram the known fil-
tering equations over continuous ones, which have been
obtained in (10]. The optimal control problem solution
is based on the duality principle for integral systems,
which has been also substantiated in [10] and is given
here for reference.

The paper is organized as follows. The minmax fil-
tering and optimal control problem in discontinuous in-
tegral Volterra systems are stated in Section 2. The
solutions of these problems for continuous Volterra sys-
tems are briefly given in Section 3. Section 4 presents
solution of the minmax filtering problem in the case
of discontinuous observations. The duality principle
for integral systems is stated in Section 5. Section 6
presents solution of the optimal control problem in in-
tegral Volterra systems with discontinuous states. The
technical example illustrating application of the ob-
tained results is given in Section 7.

2. Prablem Statements

2.1. Minmax filtering praoblem for integral sys-
tem states over discontinuous observations
Consider the linear integral system state

z(¢) = z(to) + /t A(t,s)z(s)ds + /t B (t,s)u(t, s)ds,
(U € (1)

and the discontinuous observations

y(t):j; C(t,s)r(s)du!(5)+/ G(t, s)v(t,s)dwis),
(2)



where both state and observation equations are inte-
gral equations of the Volterra type, z(t) € R" is the
nonobserved system state, y(t) € R™ is the obser-
vation vector, u(f,s) € RP is the input uncertainty,
v(t, 5s) € R™ is the observation disturbance, and w(¢) is
a scalar bounded variation function. Both uncertainties
are considered unknown deterministic ones and satisfy
the following energy-type restriction

% [x (to) — Io]T ¥ !z (to) — o (3)
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t
+%/t o7 (t,5)GT (¢,8)Q (t,5) G (t,5) v (t,8) dw(s) <1,
where zp is a given vector, and ¥, R, Q) are positive
(nonnegative) definite symmetric matrices, The symbol
a’ denotes transpose of a vector (matrix) a.

The problem is to find the set of all possible sys-
tem states x(t) governed by the state equation (1) that
satisfy the restriction (3} and are compatible with the
observations (2) from the initial moment ¢y up to the
current moment ¢. The observation function y(t) may
be discontinuous due to discontinuity of the integral
with discontinuous function w(z) in the right-hand side
of {2). This model of observations enables one to con-
sider continuous and discrete observations in the com-
mon form: continuous observations correspond to the
continuous component of a bounded variation function
w(t), and discrete observations correspond to its func-
tion of jumps.

2.2. Optimal control problem in integral system
with discontinuous states

Let us consider the linear integral system with dis-
continuous state

¢ ¢
z(t)  x(to)+ [ A(t,8)x(s)ds+ [ B¢, s)ult. s)dw(s),

iy ty
@)
where r(t) € R™ is the discontinuous state wvector,
u(t,s) € RP ts the input uncertainty, and w(t) is a
scalar bounded variation function. The quadratic cost
function J is defined as follows

J g wlte) = ol ¥ fxlto) - zo]

+% /l uT (t, $)R(t, s)ult, s)dw(s)

«

l t
#g [ z7(s)Q(t, 5)z(s)ds,

where 1 is a given vector, and ¥, R, Q are positive
nonnegative) definite symmetric matrices.

The optunal control problem is to find the control
u"t.te to. T, that minimizes the criterion J along
with the trajectory z°(¢). t € .7 , generated upon
substituting u* (¢) into the state equation (4). The state
trajectorv = t) may be discontinuous due to discontinu-
ity of the integral with discontinuous function w(t) in

the right-hand side of (4). This model of system states
enables one to consider sharp changes (jumps) in system
position, as well as its gradual continuous movement.

3. Optimal Minmax Filtering and Control in
Continuous Integral Systems

This section presents the optimal minmax filter and
control law for continuous integral Volterra systems,
which have been obtained in [10]. The problem state-
ments are considered the same as given in the preceding
section, with the only difference that w(s) = s, i.e., only
continuous components of the observation process (2)
and the state vector (4) are considered.

3.1. Optimal minmax filtering
The solution of the minmax filtering problem is given

by ellipsoid X (t) —
{z0: =0 200"S "@)l=(t) - 2(0) <1- B},
where 5(t) is the solution of the following integral Ric-

cati equation

Sit)=" +/t B(t,8)R '(t,s)BT(t,s)ds

+ / ‘A(t's)S(s)ds-i- / tS(s)AT (£, 5) ds

to ta

—/t 5(s)CT (t,8) Q(t, 5)C(t, 5)S(s)ds, (5)

with the initial condition S{tp) — ¥, and the posi-
tive real number 3% is determined as follows 32 (t) —

LI (ats) Co)m(s)” Q2. 9) li(s) — C'(s) a(s)) ds.
The optimal gain matrix in the filtering problem is

M*(t,5) = S(s)CT (t,9) Q(t,9),

and, therefore, the optimal estimate £(¢) is the solution
of the following equation:

t t
I{t) = xo +/ Alt, 8)Z(s)ds +f B(t, s)u(t, s)ds
¢ tn

+ [ S(s)CT (t,5)Qt,8) [§(s) C(t,s)7(s)]ds. (6)

ty

3.2. Optimal control
The optimal control is given by:

u'(t,s) = R '(t,5)BT(t.5)P(s)x(s),

where P(t) is the solution of the following Riccati equa-
tion

P(t) - ¥ '+/tCT(t.s)Q(t,s)C(t.s)ds
t
]t [AT(t,5)P(s) + P(s)A(t, )] ds

—/f P(s)B(t,s) R™\(t,s)BT(t,s)P(s)ds.  (7)



4. Optimal Minmax Filtering over
Discontinuous Observations

In [11], the filtering procedure is suggested to ob-
tain filtering equations over discontinuous ohservations
proceeding from the known filtering equations over con-
tinuous ones. To apply that filtering procedure to the
examined problem, let us perform the following actions
substantiated in [11]:

- assuming a function w(t) in an observation equation
{(2) to be absolutely continuous, write the minmax fil-
tering equations over continuous observations obtained
in (10] (see the equations (5) (6) in Subsection 3.1);

- in thus obtained equations, assume the function
w(t) to be an arbitrary bounded variation one again,
keeping in mind that the derivative 1(t) can be a gen-
eralized function of zero singularity order (for example,
é-function).

As a result, the following system of the minmax fil-
tering equations for a Volterra system state (1) over
Volterra discontinuous observations (2) is obtained

2(¢) —za+ /‘ Alt, =)z (s)ds + /t B(t, s)u(t, s)ds (8)

t
4 / S()CT (1.5) Q(t, s) [dy(s) — C(t, $)F()du(s)],

S(t) =¥+ /! B(t,s)R™'(t,s)BT(t,s)ds  (9)

Lo

+/£ A(t,8)S(s)ds + /l S5(s)A7 (t,s)ds

- / S(s)C7 (t,5) Q(t, $)C(L, 5)S(s)dw(s).

The obtained equations (8) (9) are integral equations
with integration w.r.t. a vector discontinuous measure
generated by a bounded variation function w(t), which
do not tell us how to compute jumps of the filtering
variables (the estimate i(t) and its variance S(t)) at
the discontinuity points of the function w(?) and, there-
fore, the ohservation process y(t). Nevertheless, in ac-
cordance with Theorem 3 in [1‘2], the jumps can he
computed solving the following system of differential
equations

(% — Sw)CT (t,5)Q{t,s) % = Ot s)3{w)|
O S@CT (t.5) Q(t.5)ClE, )S(w),

r(w(t ) —z(t—), S(w(t ))= S ),

which yields the following jump expressions

Azt St Y{I+CT{t.)Q(t.0)C(t,1)S(t-)Aw(t)}) '

xCT (t.1) Q(t.t) [Ay(t) — C(t, t)x{t—}Aw(t) ,
AS@)  SE=){T+CT (4, t) QU )C(¢, 1)
xS(t YAw(t)y - S(t-).

Following [12], the obtained jump expressions can be
incorporated into the filtering equations (8) (9), using
the form of the equivalent equations with a measure

t t
E(t)=az0+ | A(t,s)E(s)ds+ / B(t, s)u(t, s)ds
t

to o
+ /! S(s—) {1 +CT(t,5)Q(t, s)C(t, s)S(s—)Aw(s)} !
%CT (t,5) Q(t. 5) [dy(s) — C(t, )(s—)dw(s)], (10)

S(t) — ¥ + fB(t,s)R—l(t,s)BT(z.s)ds

to

4 / " A(t,)S(s)ds + / ' S(s)AT (1, 5) ds

= [ S(s=){I +CT(t, QL 5)C(t, 5)S(s-) Aw(s)}

xCT (t,5) Q(¢,8)C(t,s)S(s )dw(s), (11)

where Aw(t) and Ay(t) are the jumps of the bounded
variation function w(t) and the observation process y(t)
at a point ¢, and Z(¢ ) and S(¢—) are the values of the
discontinuous filtering parameters (the estimate ()
and its variance S{t}) at a point ¢ from the left.

5. Duality Principle in Integral Systems

This section presents the duality principle for integral
Volterra systems, which has been obtained in [10).
Consider the integral Volterra systems:

¢ t
z(t) — z(to) +/ Alt, s)r(s)ds +/ B(1, s)yu(t, s)ds,
u 1 (12)

u(t) — /t C(t,s)z(s)ds + ft D(t, s)ult, s)ds,
and

z(t) = z(to)+/t -AT(t, s)z(s)d5+/t CT(t, s)u(t, s)ds,
1y Ly (13)

¢ &
Y(t) = / BT(t,s)z(s)ds + / DT {t, s)u(t, s)ds.
Lo to

The svstem (12) is controllable (observable) at tq, if
and only if the system (13) is observable (controllable)
at ig.

The proof of the duality principle [10] is based on
the fact that there exists the transition matrix ®(¢. ¢g);
t,to € (—o0,00), such that

z(t) — ®(t,£p)x(tg) + /l ®(t, 7)B(t, T)ult, T)dT,

15 the general solution of the integral Volterra equation
(12).



6. Optimal Control in Integral System with
Discontinuous States

Applying the duality principle to the solution of the
optimal minmax filtering problem in the form of the
equations (8) (9), the following dual results for the op-
timal control problem are obtained. The optimal con-
trol for the discontinuous linear integral system state
(4) under the quadratic cost criterion is given by

u'(t,s) = R\t 8)BY (¢, 8)P(s)x(s),  (14)

where the matrix P(t) is the solution of the integral
Riccati equation

P(t)— ¥ '+‘/t [Q(t.s) AT(t,s)P(s) — P(s)A(t,s)] ds
)

/l [P(s)B(t, s)R 1(t,s)BT(t,.ei)P(s)] dw(s), (15)
0

and, upon substituting the optimal control u* (£, s) into
the state equation (4), the latter takes the form

z(t) = a0 + /! A(t,s)z(s)ds (16)

+/£' B(t,s)R7'(¢,5) BT (t, 5) P(8)z(s)dw(s).

As the minmax filtering equations (8) (9), the ob-
tained equations (15) (16) are integral equations with
integration w.r.t. a vector discontinuous measure gen-
erated by a bounded variation function w(¢). In accor-
dance with Theorem 3 in [12], the jumps of the state
vector x(¢) and the matrix P(¢) at the discontinuity
points of the function w(t) can be computed solving
the following system of differential equations

dr

o~ BOOR (6,)BT (¢, t) P(w)z(w),
U
% P(w)B(t,t)R (t,1)B7(t,t)P(w),

a(w(t ) —z(t ), Plw(t ))— P(t-),
which yields the following jump expressions
Ar{t) B(t,t)R (t,t)BT(t,t)
xP(t )x(t )Aw(t),
AP(t) — Plt—=){I + B(t.t)R ' (t.t)BT(t,1)
x P(t—)Aw(t)} ' - Pt ),

and the corresponding equivalent equations with a mea-
sure take the form

t t
-z A(t, 5)x(s)d: Bit,
x(t) 1'0+L (t,s)x(s) s+/t' (t,5)
xR '(t.8)BT(t.s)P(s—)z(s }Yw(s), (17)
Pit) ¥ '4 /' [Q(ts) - AT(t,S)P(S)] ds
t

/{l P(s)A(t. s)ds — ‘/‘t P(s )

x{I + B(t,s R '(t,.s)BT(t.s)P(s—)Aw(s)} '
xB(t,s R '(t,s)BT(t,s)P(s )dw(s). (18)

7. Movement of Missile with Impulsive and Jet
Motors

Let us consider the optimal control problem for tnove-
ment of a missile with two motors, impulsive and jet
(continuous), whose task is to reach the maximal pos-
sible altitude at a certain time morent 7 > 0 with the
minimal possible fuel consumption. The missile move-
ment is considered governed by the following equations
(ct. [7)

t
h(t) = ho +/ v(s)ds,
0

m(t) = mg +/o C{)E’f(?)ds,

¢ _ u ¢
v(t):/; de(s)_/o gd‘g'

m(s)

where tg — 0, v(¢t) is the missile velocity, vg = v(0) = 0;

hg ~— R(0) > D is the initial adjusted altitude corre-
sponding the missile position on the earth surface, h(%)
is the current adjusted altitude;

m(s) is the missile and fuel mass, mg >> 0;

Pp(t) is the propulsion force;

C(t, s) <0 is the difference factor of the ideal veloc-
ities of the missile at time ¢ and the outflowed fuel at
time s, which is varying with change of altitude and,
consequently, temperature, pressure, gravity accelera-
tion, etc.;

g is the gravity acceleration; and

w(s) is a bounded variation function which repre-
sents functioning of two missile motors, impulsive and
jet (continuous): the jet motor expels fuel gradually and
the impulsive one does this instantaneously at a certain
time moment ¢;, 0 < t; < T. Thus, the motors func-
tioning is described using decomposition of w(t) into its
continuous compoment w(¢) (continuous jet) and the
Heaviside function x(¢ — t;) with jump at the morment
t1 (impulsive motor), i.e., w(t) — w(t) + x(t — t;).

It s assumed that the atmosphere resistance force is
absent: Q(h,v) =0

Upon selecting the mass outflow function u(s) —
%}% = £ [In(m(s))] as control, the optimal control
problem is completely stated for the system state z(2) —
[R(t), v(t)] governed by the equation

t t t
z(t) = :ro+/0- Ax(s)ds+‘/o B(t, s)u(s)dw(s)vl-/{; Gds,

where
w0- [ M9 ]a=[8 3] omeo [ % |
G2, | ey =28 = 2 imemie.

zp — [ho,0], and the cost function to be minimized

-3l [§ [ slen-[¢]

1 t
+-/ u(s) R~ u(s)dw(s) — min,
2 Jo u()



certain time moment.
In accordance with (14), the optimal control is given

by

ui(t,s) - [0 Cit,s) ]P(S)[ :((:))

Note that the initial adjusted altitude hg > 0 is de
termined from the conditions v(tp) — 0 and #(0) — O
(there is equilibrium of the missile on the earth surface
at the initial time moment), which, upon substituting
the optimal control u®(¢, s) into the velocity equation,
yield 0 C(to, to)u" (to.ta) — g — C(0.0)x*(0.0) — g.
Thus, the initial adjusted altitude Ag > 0 is determined
from the equation

¢ C0,0[0 C(0,0)]P(O)[go],

In accordance with (17) (18), the equations for an opti-
mal trajectory z(t) and the matrix P(?) take the forms

P(t) Plto) [[? g]P(s)ds

(l)]ds tP(,s—)x{[é ‘1’]

i

» [ g’(t,s) [ 0 Cfts) ]P(s )Aw(g)}_l

x [ (C),'(t,.s) ] [0 Ct,s) ] Pls—)du(s),

i, and

z(t) :c0+/t:{[ g (1] ]x(s) +G}ds+/bf [ Oc'(t,s) ]

x [0 Ct,s) ) P(s Jx(s—)duw(s),

with the terminal condition P(T)

with the initial condition £(0) =

[ g" ], and their

jumps at the point ¢;, where the impulsive motor is
applied. are equal to

AP(ty) P(h—)l[(l, ?]+[g'(t,.t,)]
x [0 C(ty.ty) | P(ty—)Au(ty)} !

) [ (C)J(fl.t.) ] [0 Cti.t1) | Pty YAw(ty),

Az(ty) — [g‘(t;.t.) ] [0 Clti,ty) ]

x P(t, )z(ty=)Aw(t,).

Thus, the complete algorithm for solving this optimal
contral problem is described as follows:

- the equation for the matrix P(t) with the terminal
condition P(T} — % and the jump AP(t,) at the point
ty is solved:

- the initial condition P 0) is thus determined:

- the initial adjusted altitude hg is calculated;

- substituting u*(¢.s) into the state equations and
solving them with initial conditions h(0) = hg and
2(0) — 0 yields the optimal trajectories [h(t), v(¢)] =
z(t}, where the velocity v(t) has a jump at the point 5,
and the adjusted altitude h(t) is continuous;

- the desirable maximal altitude is determined as
h(T) - he.
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Abstract. In this paper, the optimal filtering equa-
tions over observations with delays are obtained for an
Ito-Volterra process. proceeding from discontinuous ob-
servations of the Ito-Volterra rype. [t is shown that the
designed filter can be significantly simplified for a dy-
namic system state governed by a differential equation.
The filtering problems are considered over observations
with single time delav, multiple delays, and a set of
delays of the continuum power.

Keywords. Kalman-Bucy filtering, observations
with delays, Ito-Volterra process

1. Intreduction

A number of papers devoted to the Kalman filtering
problem over observations with delays have been re-
cently published (see [1-3] and bibliography there). In
those papers, the authors suggested various direct or re-
current algorithms based on the classical Kalman model
of observations (4] or the equation for the conditional
probability density of a system state function with re-
spect to observations [5i. However, analvtic closed-form
solution of the filtering problem over delayed observa-
tions readilv follows, as shown in this paper, from the
filtering equations over discontinuous observations of
the Ito-Volterra tvpe. which have been obtained 1 (6],

Following 6], the filcering problem for an [to-Volterra
process over observations with delays is first consid-
ered. As in the previous works [6-8] devoted to the
Ito-Volterra filtering, 1t s wmpossible to obtain a closed
systein of filtering equations with respect to only two
variables, the optimal estimate and 1ts variance. and is
necessary to introduce an additional cross-correlation
function. Using these three variables, the filtering equa.
tions are obtained vver observations with single time de-
lay, as well as with muitiple time delays allowing data
fusion (see, for example, [9.10]). Then, it is shown that
one can obtamn more simplified filtering equations over
delayed observations for a dynamic system state, if a
svstem is governed by a differential equation. Using
only two vanables, the optimal estimate and its van-
ance, the filtering equations for a dynamic system state
are obtamed over observations with multiple delays and
a set of delavs of the continuum power. Thus simplifica-
tion enables one to use conventional numerncal methods

applicable to differential equations for solving the ob-
tained filtering ones.

The paper is organized as follows. The optimal fil-
ter over observations with delays for an Ito-Volterra
process is designed in Section 2 Section 3 presents
the optimal filter for a dynamic system state governed
by a differential equation. Subsections correspond to
various configurations of the set of observation delays:
single delay, multiple delays, and a set of delays of the
continuum power.

2. Filtering for [to-Velterra process

2.1. Problem Statement

The following statement of the Kalman-Bucy fiitering
problem over discrete observations with delays is con-
sidered. Let (2. F. P) be a complete probability space
with an increasing tight-continuous family of r-algebras
Fi.t >0, and let (W!(t), Fi,t > 0) be a Wiener process.
The nonobserved Fi-measurable random process z(t)
satisfies the [to-Volterra equation

z(t) = /;(rzoﬂ.s) +a(t,3)z{s))ds + /: b(t. s)dW"(s).
; (0

and the F;-measurable discrete observations with delays
are given by

U(tj) = AO(tJ t\) + A{t;.t,.)i(t,) X B(t)-tl)w(tl" (2)

Here, y{t,) € R™ are discrete observations at time mo-
ments t;. 7 = 0.1,..., and z(¢.) is the value of the sys-
tem state at 8 moment ¢, available for measurement at
the observation moment ¢,. A(t;,t.} € R™*" are obser-
vation matrices. w(t,;) are Gaussian noises independent
of W'(t) and acting at the moments ¢,. Let A(f,,t,)
be nonzero matrices, and B(t,,t,)B7 (t,.t,) be positive
definite ones.

The estimation problem 1s to find the best estimate
for the Jto-Volterra process z(t) at time t based on
the observations Y(t) = {y(¢,),0 < t, < t}, that is
the conditional expectation m(t) — E{z(t) FY). Let
P(t) = E((z(t) - m(¢)(z(¢) — m(t))T FY) be the cor-
relation function, where the syrmubol 47 means transpo-
sition of a vector (matrix) a. and F¥ be the d-algebra
generated by the observations Y'(¢).
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The solution of this filtering problem over discrete
observations with delays is based on the solution of the
Rltering problem over [to-Volterra discontinuous obser-
vations obtained in (6]. The model of Ito-Volterra dis-
continuous observations in (6] was defined as

wlt) = /o (Aoelts s + (Au(t, 8), 7(5)) (o) +

+/'B‘(t,s)dW?(u.(s))y z=1,...,m, (3)
0

where A(t,s) = (Ai(2,5),...,4n(t, 5))7. Aft,s) €
R = % . i B(t.) = (By(t.9);: . Bumltia))T,
Bi(t.s) € R* is the ith row of the matrix B(t, 5); A(t. 5)
1s a nonzero matrix and B(¢, s)B7 (t. 3) is a positive def-
mute one: (W(¢), Fi.t 2 0) 1s a Wiener process inde-
pendent of W!(t}); (a,) is the scalar product in R™.

The observation process y(¢) in (3) is character-
ized by a vector bounded variation function u(t) =
(21 (t),... . um(t)) € R™, which is nondecreasing in the
following sense: u{ty) > u(¢y) as ta > ) if w(t2) >
u(ty) for + = 1,...,m. This model of observations
enables one to consider continuous and discrete obser-
vations in the commen form: continuous cobservations
cortespond to the continuous component of a bounded
variation function u(t), and discrete observations cor-
respond to its function of jumps.

Let us note that if the observation distribution func-
tion u(t) is assumed to be piecewise constant with unit
jump at the time meorment ¢, when information on the
systern state z(t) is available, then the model of dis-
continuous observations (3) turns to the discrete obser-
vations with delays (2), considering y(t,) € R™ as a
vector of m companents: y(t;) = (ylt;).... G
Thus, the desired filtering equations over observarions
with delays should follow from the results obtained in
[6.

As well as in [6] and the previous works (7.8, in this
problem 1t is impossible to obtain a closed system of fil-
tertng equations for variables m(¢) and P(#) due to the
Volterra nature of the observation equation (3), which
cannot be reduced to a differential equation. Designing
a closed filter requires introducing the additional fune-
tion f{t) characterizinga deviation of the best estimate
m(t) from the real state z(2):

flt.s) = E((z} - mi)(z(s) —m(s))T FY). (4

where

iy = f;‘ﬂo“ r) + a(t.r)z(r))dr + fo e, r)dW‘(r()s;)

F[Y, is the m-algebra generated by the random variabies
Y(t.s) = (y(¢;.5).0<¢t, <t0<s <5}

Y ty8) = Aalty, 5:) + A[t1-3|)r(sl) + B(t;, 8,.)¥(s,).
(6)
and mj = E(z} FY)).

Let us note that a closed system of filtering equations
can be obtained for only two vanables, m(t) and P(t). if
asvstem state (1 1s governed by a differential equation,
i other words, In the case of a dynamic system. This
important particular case is considered in Section 3.

2.2. Optimal Filter

As it was mentioned, the filtering equations for an
Ito-Volterra process over discrete observations with de-
lays follow from the filtering equations over Ito-Volterra
discontinuous observations obtained in 6], if the obser-
vation distribution function u(t) in (3) is the Heaviside
function x(t —t,) with unit jump at the time moment
t, when information on the system state z(t) is avail-
able (see the observation equation (2)). This yields the
followrng result.

Proposition. The optimal estimate mi(¢t) for the state
vector (1) over the discrete observations with delays
(2), its correlation function P(£), and its correlation
characteristic (4) f(t,s) satisfy the following equations
between the observation moments ¢,

m(t) = m{t,+) + '[‘ +(ag(t,s) + a(t, s)m(s))ds. (7)

Pty = Ptyt)+ [ lalt. s)57(,5)+

ty+

F(t.5)aT(t. s) + b(t. 5)b7 (8, 5))ds, (8)
f(t.s) = f(t,¢, +)+/"+ la(t, r)f7 (s, r)+ f(t,r)a¥ (s.7)+

(1/2)((¢, b7 (5, 7) + bs, )BT (2, 7)))dr,  (9)

and their jumps at the moments ¢, of discrete abserva-
tions are equal to

Am(ty) = flty,t. =)+ {10)
AT{t, ) (B, 8,)BT(2,,t,)) " x
Aty t) £ty to=) T AT (L, £,) (B2, )BT (L, 8)) " %
(y(t;) = (Aolt;. 8,) + Alz,, t.)m(t=))],
AP{t,)) = —f(t,. 6= + AT (L, t)x (1)
(B(t;, t,)Br(t,.t,))"A(i‘,,t,)f(tj,t‘—)]'] X
AT, 6 (B, t )BTy, 6 ) Al t) FT (2, b, =),
Af(et,) = =[ft.t.-)[+ {12)
(AT(2, 2)(B(t; . t.) BT (). 6,)) TLA(L, 8) F (6.t =)+
AT (6, 8)(B(.6)BT (£,4,)) " Alt. ) f (2.t —)—
(1/2)AT (8, £.)(B(ty . t.) BT (£.£,)) VAL, 8. ) (8, =) —
(1/2)AT(t.6.)(B(t. 1,)BT (£, 1,)) " x
Aty t) f(t, =) x
AT, L UB(E, )BT (4, ) Ale,, ) T (85 8-)+
Flty =) + (AT (8. 8,)(B(t, . t)BT (£, 8, ))
Alt, L) f(t, 60 =)+
AT (6,6, )(B(e.t)BT (t,2,)) " At L) f(t, 8 —) -
(1/2)AT(¢,.t,)(B(¢,,t)BT(t,t.)) " At L) f(t. t.—)—
(1/2)AT (£.6.)(B(t, 6,) BT (¢,.8,)) "' x
Aty ) f(ty. 6 =) 7 x
AT(r.t)(B(t.t) BT (2, t.)) P AL t) ST (t, t =)
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(1/2)f(t;, 6= + (AT (¢, t) %

(B(t,, t.)B7 (t,, 1)) ALy, ) f(8) =)~
AT (8, t, {(B(t,6)BT (¢, t.) " AL, 8) F (8, 8 —)—
(1/2) AT (2,,t:)(B(t,. t )BT (¢, t,)) " At t.) f (8. =) -
(1/2)AT (¢, t,)(B(t, t.)BT(t,. 1)) "' x
Alty t) f(ty 8= " x
AT (¢, t By, 2)BT (2,t)) T AL 1) fT (8, 6 —)-
(1/2) f(e. & =) T + (AT (8, t,)x
(B{t; &) BT(,,6.)) ARy, 8) Flty, 6 =)+
AT (8, 6)(B(t.£,)BT (t.£,)) " Ale, t.) ft. t.—) -
(1/2) AT, 6)(B(t,, LB (6. 1:)) T Al 6) f (2. t—)—
(1/2)AT (¢, &, )(B(t,t,)BT(t,.¢t,)) " x
Aty t) f(t, . 6=))] 7 x
AT (¢, ¢ )(B(E, £ )BT (2. 6)) " AL, 6) fT(8,, 8],

where m(s—), P(s—) and f(t.s—) are values from the
left of m(s), P(s) and f(t,s), considered as functions
of s, at points s and (t,s), respectively. Note that the
function f(£,9) is continuous in its first argument ¢. A
number of numerical and approximate analytical meth-
ods for solving Volterra equations (7)~(9) can be found
in [11].

2.3. Observations with Multiple Delays

The filtering equations over [to-Volterra observations
obtained in [§] enable us to consider mujtiple observa-
tion delays in the equation (2), thus allowing data fu-
sion [9,10]. The corresponding observation process 1s
given by

y(t) =Y Aol 60+
4y,

Aty 0z(t5,) + Bl b ) (L, ). (13)

Here, y(¢;) € R™ are discrete observations at time mo-
ments ¢;, 7 = 0,1, .. and z(t;.), t;, = t;).62...., 08
a set of the values of the system state at moments t,,
available for measurement at the observation moment
ty, Alt;.ty,) € R™*™ are observation matrices, ¥(ty.)
are Gaussian noises independent of W'(t) and acting
at the moments ¢, Let A[¢,.¢,,) be nonzero matrices.
and B(t,.t,,)B7(t,.1,,) be positive definite ones.

The key point (based on the results of [6) to ob-
tain the opumal filter in this case 1s to assume that the
observation distribution function u(t) in (3) is a linear
combination of the Heaviside functions 3 x(¢t-¢,,) with

l,,
unit jurmps at the time moments ¢,, when information
on system states z(t) is available (see the observation
equation (13)). This iumplies that the filtering equations
7)-(9) between the observation morents ¢, remain the
same and the equations (10) (12) for jumps of the fil-
tering varniables at t, take the form

Am(ty) =3 {f(t; te=) I+ (14)

t.

AT (ty,,)(B(ty, 15} BT (8, 85.)) ' x
ALy, 45,) f(8,, tJt")]-] AT(‘J'tJi)(B(tJ! tJ‘)BT(tJi t:s))-l x
f(t,) — (Aalty tye) + Afty, 8y )mie )] H
AP(t) = = D _{F{ty-tp—)I + AT(t;.1,)x  (15)

t
(Blty, t) BT{t,, £,)) " Aty 1) £ty £ )] %
AT (8, 8 M B8y, 85 BT (£, 25)) 1 ALy, 8500 f T (85,85 -) ),
Af(tty) = =3 (£t 6 =)+ (16)

(AT(tJ'tJI)(B(tJl tJl)BT(tJItJ‘))-] A(‘r t]l)f(tl'tl‘_)+
AT (260 (B2, ) BT (8.85)) 7 Al 5 (20— )=
(1/2)AT (85, £50) (Blty. £, ) BT (8, £0)) T At 50) (2,250 =) —
(1/2)AT(t.t,0)(B(t, t],s)BT(th £5:)) 7 x
Alty. tp) f(ty tp—=))) 7
AT(t, £, )(B(ts, t5) BT (8. ) T ALy 6, FT (8 the =)+
Flty ey =) + (AT (45, £5)(B(2,, £, ) BT (85, 25:) !
A(t,.t,‘]f(tJ,t,;—)-'-
AT (8,4,)(B(t, )BT (2, 4,:)) L A2, £:) f (2 =)
(/2 AT (&, 65)(B(ty, £5) BT (8, 85:)) " Ak, 45) (2t —)—
(1/2)AT (¢, £5)(B(2, £5,) BT (85, ,,)) "' x
A(t,.t,,)f(t,.t,.—))l_lx
AT (8. t5) (B, t),) BT (¢, £5)) ™ AL, ) FT (8 t5-)—
(1/2)f (¢, t;t’“)[’ + (Ar(tut):)x
(Blty, ts0) BT (8, 60)) " A5 83) f (85, 85— )+
AT(2.t,) (B8, 6) BT (. £52)) "L AL, ) Flt 50 —) =
(1/2)AT (85, 85) (Blty, 1) BT (2, £50)) " At 650 ) S (. tye—) —
(1/2) AT (¢, 53 ) (Bt ) BT (15, 2,,)) "' x
Aty t) flty t5—))) " x
AT (8, 8,)(B(t;, 1) BT (. £)) T AL £) ST (8t —) =
(L/2)F(t =) + (AT ()2,
(B(ty,t,)BT(t,. t )ALy ty) f(tg =)+
AT (1,8, )(B(t, )BT (8.45)) T At ) f(t, 25=) -
(L/2)AT (8, £5:)(B(ty. ty) BT (£, 8,:)) T At 45) f(8. 15— )~
(1/2)AT {2, £, (B(E. £, ) BT (25, 8)) ' x
Aty t,) f(2) =) x
AT (2.4, )(B(E,£,)BT (2. 1)) Aty t) FT (80t —) )

Note that it is also possible to consider a set of ob-
servation delays (data fusion) of the continuwm power,
i.e., the system states are available for observation at
every previous time moment. However, this problem
completely coincides the filtering problem over Volterra
observations, which has been considered 1n the general
form in 6|

The next section presents the results for observations
with delays 1n the important particular case of a dy-
namic svstem, if the state equation is a differential one.
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3. Filtering for Dynamic System State

3.1. Observations with Multiple Delays

Let the general assumptions of Section 2 for a proba-
bility space and a Wiener process be satisfied. Let the
nonobserved Fy-measurable random process z(¢) satisfy
the state differential equation

dz(t) = (ag(t) + a()z(t))dt + be)dW'(t),  (17)

and the Fy-measurable discrete observations with mul-
tiple delays be given by the observation equation (13).

This simplification of the state equation (in compar-
1son to the [to-Volterra equation (1)) yields the follow-
ing result based on the filtering equations (7)-(9) and
{(14)-(16). - Let us note that the equality 2! = 2z(s)
holds due to coincidence of the equations (17) and (5)
in this case. The o-algebra FY, coincides with the
o-algebra FY, because, in view of (6), the o-algebra
F[, 1s actually specified by the random variables r(t,,),
5 = ty1,%52,-.. < 5, up to the mornent s for any ¢ and.
therefore, £¥, = FY, = FY. Thus, we can conclude
that

fit.s) = E({z} —m!)(z(s) - m(s))T [ FY,) =

E{(z(3) — m(s))z(s) —m(s))T | FY) = P(s) (18)
and m} = E(z! | FY,) = E(z(s) | £¥ )= m{s). (19)

Two last equalities imply that it is possible to obrain
a closed system of filtering equations with respect to
only two veriables. the optiraal estimate m(¢) and its
variance £(t}, as it was done in the standard Kalman-
Bucy problem. although we still assume that observa-
tions are given with delays. Namely, the optimal esti-
nitate m(t) for the state vector (17) over the discrete ob-
servations with multiple delays (13) and its correlation
funemion P(t) satisfy the following equations between
the observation moments ¢,

m(t)=m(t)4—)-—/ (aols) + a(sym(s))ds, * (20)

0+

to
P(t) = P(t,+) +/ la{s)P(s)+
i~

!
P(s)aT(s) + b(s)bT(s)]ds, (21)
and their jumps at the moments ¢, of discrete observa-
tions are equal to

am(t,) =Y {Plt,.—)[I+ (22)

£,

AT(2,,1,,)(B(ty. ,,) BT (£;5.,,)) "
Aty t, VPt =NV AT (8, 8,,)(B(2, . 60 BT (2 )7 x
[w(ty) — (Aa(t, . t)) + Aty i )m(t =)}
AP(t,) =~ (P + AT ()% (23)

=

(B(t, £, BT (t5.,)) T Aty £) Pt =) 7'
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AT (8,83 )(B(ty, £,,) BT (t,.£,:)) VAl ) P(t,0 =)}

Thus, the filtering equations (20)-(23) over discrete
observations with delays have the same structure, up
to necessary generalizations, as the standard Kalman-
Bucy filtering equations for a continuous system state
over discrete observations. Indeed, the systems (20)-
(21) and {22)-(23) are closed with respect to only two
filtering vanables m(¢) and P(t) and do not contain
f(t, 5), unlike the equations (7)—(9) and (14)—(16). This
significantly simplifies solution of these equations: it is
possible to use conventional numerical methods for solv-
ing the equations (20)}—(21) and to analytically compute
jumps of the filtering variables at observation points,
using the direct formulas (22)-(23).

The next subsection presents the optimal filter for the
dynamic system state (17) aver observations allowing a
set of delays of the continuum power. i.e., the observa-
tion equation is assumed to be an integral equation of
the Ito-Volterra type in the general form.

3.2. Dbservations with Continuum Delays

The following problem staternent is considered. Let
(2. F, P) be a complete probability space with an in-
creasing right-continuous family of o-algebras £;,t > 0,
and let (W'(t).Fi,t > 0) and (W2(¢). Fo,t > 0) be
independent Wiener processes. The partly observed
Fi~measurable random process (z(t). y(t)) satisfies the
equations

dz(t) = (ao(t) + a(t)z(t))dt — b(E)AW' (2),  (24)

t
w(t) = A (Ao,(t, 9) + (Au{t, 2}, 2(5)) ) duals) =

+/'B,(z.s)dwf(u.(s)), i=1...m (25
1]

Here, z(t} € R™ is a nonobserved component, and
y(t) € R™ is an observed one for the process (z(t). y(t)).
Functions ao(t), a(t), b(t) and functions Aq(t.s),
Alt, s), B(t. s) are continuous 1n ¢ and s. Let A(t. s) be
a nonzero matrix and B(t. s)B7 (¢, 3) be a posttive def-
inite matrix. The function u(t) = {ui(¢)..... um(t)) €
R™ is a vector nondecreasing function of bounded vari-
ation. The rest of the notation is the same as for the
equation (3).

The estimation problem is to find the best estimate
for the system state (24) z(¢) at time ¢ based on the
observation process Y (t) = {y(5).0 < s < ¢}, that
is the conditional expectation m(t) = E(z(t) | F¥).
Let P(t) = E({z(t) — m{t)(z(t) — m(t))T FY) be the
correlation function and F¥ be the o-algebra generated
by the observations Y{t).

Let us note that the observation equation (25) ac-
tually gives us observations with a set of delays of the
cantinuum power, because the observation process y(t)
at a pownt ¢ depend on all values of the state vector
z(s): from z(0) to z(¢t). Thus, the allowed set of delays
includes all time shifts from 0 to ¢, 1e.. coincides with
all the interval [0, ¢], which has the power of continuum.

Since all the previous subsection propositions con-
cerning validity of the equalities (18) (19) are also sat-
isfied for the continuous [to-Volterra observations (23),



the desired filtering equations readily follow from the
filtering equations for an Ito-Volterra process over Ito-
Volterra observations obtained in [6]. As a result, the
following system of filtering equations for the dynamic
systemn state (24) over the Ito-Volterra observations
(25) is obtained.

m(t) = fo ‘(@ols) +alsym(s)ds+  (26)

f‘ P(s=)|I + AT(t,s)(B(t. )BT (2,5)) ' x
1]

At 9)P(s—)Au(s)| " AT (¢, s)(B(t, )BT (¢, 5)) " x
[dy(s) ~ (Ao(t. s) + A(t, s)m(s—))du{s)],

P(t)= A t{a(s)P(s) + P(s)aT(3)+ (27)

t
b(5)67 (8)|ds — [ P(s—){I + AT (¢, 8)x
(1}

(B(t,s}BT (2.5)) ™" Aft, 8) P(s=)Au(s)] ™' x
AT (t,8)(B(t, )BT (t.5)) L Alt. s) P(s—)du(s),

where Au(s) is a jump of the function u(s) at 5, P(s—)
and m(s—) are values from the left of the functions
P(s) and m(s) at s, { is the n x n-dimensional identity
matrix. Note that multipiication by an m-dimensional
measure du(t) should be understood in the component-
wise sense, as in the observation equation (25).

If, in the equation (23), u(f) = ¢ and the measure
du(t) is equal to the Lebesgue measure df, we obtain the
case of pure continuous observations with continuum
delays. Therefore, the filtering equations (26)-(27) are
valid mith Awu(s} = 0, du(t) = ¢ and the continuous
funcuons m(s—) = m(s) and P(s—) = P(s).

If the bounded variation function du(t) and, there-
fore, the observation process y(t) have both contin-
uous and discrete components., we examine the case
of discontinuous observations with continuum delays.
The corresponding jumps of the filtering variables m(t)
and P(t) at a discontinuity point £, of u(¢) (and y(t))
are equal to the expressions under the integral signs
in the right-hand sides of (26)-(27), upon substituting
the jumps Au(t;) and Ay(t,) for differentials du(t) and
dy t), respectively.

Since the systemn of filtering equations (26)—<27) is
also closed with respect to only two filtering variables
m(t) and P(t) and do not contain f(¢.s), unlike the
filtering equations for an Ito-Volterra process obtained
in 6], all the remarks concerning sumplification of nu-
mencal solution of these equations remain valid as well
2s 1n the previous subsection.
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