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Resumen

La idea de este trabajo de tesis estd motivada por el libro [73], en él se muestra que implementando el
enfoque de optimizacion de costos singulares, pueden disenarse superficies deslizantes de primer orden,
donde la finalidad de esta metodologia es el diseniar la superficie deslizante adecuada que proveera de
estabilidad a sistemas lineales, tanto invariantes como variantes en el tiempo.

Con el propésito de obtener el diseno adecuado de superficies deslizantes que provean de estabilidad a
sistemas lineales (Invariantes y Variantes en tiempo) se realiza una extension a superficies de alto orden,
motivo por lo que nuevamente se considera el enfoque de optimizacion, pero en esta ocasion a costos de
mayor generalidad. Por tanto las superficies deslizantes que se obtienen al tomar en cuenta la metodologia
de optimizacion, seran de alto orden, donde el orden lo define el nimero de veces que hay que derivar la
superficie deslizante para que por vez primera aparezca la variable de control u, por lo que dependiendo
del orden de las superficies deslizantes es que se implementara el uso de los denominados controladores
quasicontinuos de alto orden descritos en [48]. Se muestra en [45] que estos tipos de controladores son
robustos ante incertidumbres y perturbaciones acotadas. Ademas del disefio de superficies deslizantes, se
propondra una variable deslizante auxiliar que sera definida como la superficie deslizante integral de alto
orden, que tiene la peculiaridad de definir un tiempo de convergencia ¢; para la superficie deslizante de
alto orden, donde las implicaciones que se generaran al poder establecer el tiempo de convergencia seran
vistas en detalle en el transcurso del desarrollo de la tesis.

Dicho lo anterior con el proposito de resolver problemas de Optimizacion de Costos Singulares en
Sistemas Lineales. El principal objetivo sera el de desarrollar la metodologia de diseno de una Superficie
Deslizante Integral de Alto Orden (SDIAO) Levant and Alelishvili [49] .

Los sistemas lineales que se toman en consideraciéon para su optimizacion son:

a) Sistema Lineal Invariante en Tiempo

b) Sistema Lineal Variante en Tiempo

De tal manera que para el disefio de la (SDIAO) para resolver el problema de estabilizacion singular
optima del inciso a y b se recurriré a la minimizacion de una funcional cuadrdtica singular con horizonte
de tiempo infinito y finito respectivamente.

La descripcion anterior solo proporciona una idea pobre de la obtencion de la (SDIAO) de tal manera
que se proporcionara un algoritmo muy detallado de como realizar el diseno de tales superficies, asi como
la de establecer el orden del controlador correspondiente a cada superficie deslizante.

Ademas de la parte teorica de esta tesis, también se buscéd aplicar los resultados teéricos en aplicaciones
de tiempo real, entre las aplicaciones que se pueden mencionar esta la estabilizacion del vehiculo cuadri-
coptero, que consistié en llevar el angulo yaw del cuadricdptero a una referencia deseada, esto fue hecho
con la implementacion de un control stper twisting,



Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1. MOTIVACION

Este trabajo de tesis se motiva en la resolucion de problemas de optimizacién singular, donde se consideran
estabilizar plantas lineales invariantes en el tiempo asi como variantes en el tiempo. En la literatura de
control los modelos invariantes en el tiempo pueden encontrarse en aplicaciones tales como economia,
seguimiento de trayectorias, aerondutica (por ejemplo en vehiculos aéreos no tripulados “cuadricoptero
visto en capitulo 5”7 ), y los modelos variantes en el tiempo pueden obtenerse mediante la linealizacion
alrededor de trayectorias que contienen parametros que varian en el tiempo, tal es el caso del modelo
que describe el alunizaje de un cohete espacial (visto en capitulo 4). Por tal motivo surge la intenciéon de
implementar nuevos algoritmos de control con la finalidad de resolver problemas de optimizacién singular.
Es decir cuando no se puede dar una solucién conpleta al problema de optimizacién al aplicar de forma
directa el Principio del Maximo de Pontryagin, o algunas veces para dar solucién es necesario
recurrir a otras consideraciones, como derivar a H, con respecto al tiempo repetidamente hasta que la
variable de control u vuelva aparecer de forma explicita.

Por tanto en esta tesis se desarrollan algoritmos de control que se fundamentan en la teoria de control
por modos deslizantes junto con el enfoque de optimizacion.

En la teoria de los modos deslizantes se sabe que el diseno adecuado de la superficie deslizante es fun-
damental para dar solucién a problemas de estabilizacién. Entre las técnicas existentes para el disefio de
superficies deslizantes, se pueden mencionar:

= Por asignacion de polos

= Mediante problemas de optimizacion (Problema del regulador lineal cuadratico)

De esta ultima técnica se origina la idea de disenar las denominadas superficies deslizantes de alto orden,
donde en el libro de Utkin [73] se muestra como utilizar el enfoque de optimizacion para resolver problemas
de estabilizacion singular 6ptima, obteniendo un diseno de la superficie deslizante, que es denominada
de primer orden debido a que es obtenida al considerar la minimizacién de un costo cuadratico singular,
esto es mediante la resolucion del problema del regulador lineal cuadratico. Asi que de manera similar las
superficies deslizantes de alto orden se disefian tomando en cuenta el enfoque de optimizacion, mediante
la minimizacién de costos cuadraticos singulares , ya sean costos con horizonte de tiempo infinito o finito.
Este diseno sera posible al resolver el problema del regulador lineal cuadratico, donde la minimizaciéon
de la funcional de costo serda garantizada al implementarse algino de los controladores quasicontinuos
de alto orden descritos en [48] de tal manera que la minimizacion es llevada acabo una vez que este
tipo de controles lleven a la superficie deslizante de alto orden previamente diseniada a la superficie
deslizante 6ptima, y posteriormente es mantenida de ahi en adelante. Ademas con el propésito de realizar
la estabilizacion de los sistemas con mayor rapidez se introduce una nueva superficie deslizante auxiliar
llamada la superficie deslizante integral , de tal manera que se lograra que el modo deslizante de alto
orden converja a su superficie deslizante 6ptima en un tiempo prescrito tan pequeno como se quiera,
logrando asi que el sistema comience a tomar soluciones estables cuando el modo deslizante de alto orden
converja a su superficie deslizante 6ptima.



1.2. ANTECEDENTES

A través de la historia conforme el mundo comenzo6 a industrializarse y con el crecimiento sostenido
de la poblacién surge la necesidad de crear y controlar Robots (Maquinas) que puedan manufacturar
un producto o construir otras méquinas mediante el ensamblaje de sus partes, como por ejemplo auto-
moviles, aviones, computadoras, etc. Pero esta labor tiene que ser controlada de forma automatizada y
llevada acabo de forma eficiente y sin contratiempos, para no afectar la productividad o generar pérdidas
econdmicas, por tal motivo surge la necesidad de desarrollar teoria de control moderna que pueda ser
utilizada por ingenieros, cientificos, economistas, etc. Al dia de hoy se ha convertido en un campo de
investigacion muy demandante. Entre la teoria de control moderno puede mencionarse el control 6ptimo,
que en la practica es muy utilizado en disciplinas tales como economia e ingenieria, esta teorfa es de
gran utilidad en resolver problemas que pudieran estar sujetos a restricciones donde en aplicaciones al
campo aeroespacial puede mencionarse el alunizaje de un cohete restringido a minimizar el consumo de
combustible, como resenia histoérica la teoria de control 6ptimo moderno tiene su comienzo en el trabajo
pionero de hombres tales como Holmann en Europa y Goddard en los estados Unidos, estos hombres, y
otros como ellos, sonaron que los viajes espaciales algtin dia se harfan realidad, éste es el trabajo de estos
pioneros quienes ayudaron hacer sus suenos realidad en un breve periodo de tiempo. Los problemas de
optimizacion para las dinamicas en espacio aéreo tales como consumo minimo de combustible y de tiempo
minimo fueron realizados rapidamente al proponerse como problemas de calculo de variaciones. A finales
de la segunda guerra mundial los problemas en el buen desempeno de misiles balisticos llegaron a ser de
gran importancia, donde maximizar el rango de alcance de un misil con cierta cantidad de combustible
y minimizar el tiempo de impacto, se convirtieron en problemas tipicos de optimizacién. La mayoria
de la teoria matemaética fue desarrollada tempranamente en el siglo veinte por el profesor G.A. Bliss y
sus estudiantes de la universidad de Chicago. En particular, la optimizaciéon de trayectorias de misiles y
vuelos de vehiculos espaciales para las cuales los controles son finitos y acotados fueron analizados por
una técnica descrita en una disertacion por F. A. Valentine, un estudiante de investigacion de Bliss, en
1937. Sin embargo, en 1959 L. S. Pontryagin present6 su principio del maximo el cual consolida la teoria
para problemas con restriccion.

1.3. APORTACIONES

1.3.1. ESTABILIZACION SINGULAR OPTIMA POR M0ODOS DESLIZANTES DE AL-
TO ORDEN PARA SISTEMAS INVARIANTES EN TIEMPO.

En el capitulo 3 con el propoésito de estabilizar plantas lineales invariantes en el tempo con incertidum-
bres acopladas y acotadas, se presenta un algoritmo que consiste en el enfoque de optimizacion, es decir
mediante la minimizacion de un costo cuadratico singular (con horizonte de tiempo infinito). Este algo-
ritmo se puede describir de forma abreviada como sigue: se encuentra una matriz T no-singular tal que
la planta original sea transformada a una planta que esté en la forma canénica controlable, asi como al
costo singular cuadratico original se le aplica la transformaciéon T para obtener un nuevo costo singular
cuadrético, ademas de utilizar la sustitucién de utkin para eliminar los términos cruzados en el nuevo
costo. Este algoritmo también describe de forma detallada el disefio del modo deslizante integral de alto
orden, donde se puede decir sin profundizar en el tema, que el disefio se obtiene en tres pasos principales:

PASO 1. Disenar la superficie deslizante de alto orden S; a partir de la minimizacién del nuevo costo
cuadratico singular ( en horizonte de tiempo infinito), mediante la solucion de la ecuacion matricial
de Riccati.

PASO 2. Introducir un polinomio transitorio u; dependiente del orden del modo deslizante, donde u;
sera el encargado de definir el tiempo que deseamos que la superficie deslizante de alto orden S;
converja a su superficie deslizante 6ptima S;(¢1) = p;(t1) = 0, de tal manera que t; define el tiempo
prescrito deseado.

PASO 3. Finalmente la superficie deslizante integral de alto orden se definird como una superficie auxiliar
>, la cual es la diferencia entre la superficie deslizante de alto orden S; y el polinomio transitorio
i, es decir Y. = S; — p;.



1.3.2. OPTIMIZACION SINGULAR POR MoODOS DESLIZANTES DE ALTO ORDEN
PARA SISTEMAS VARIANTES EN EL TIEMPO

En el capitulo 4 con el proposito de estabilizar plantas lineales variantes en el tiempo con incertidumbres
acopladas y acotadas, se describe un algoritmo basado en el enfoque de optimizacion, es decir mediante
la minimizaciéon de un costo cuadratico singular (con horizonte de tiempo finito). Este algoritmo se puede
describir de manera abreviada como sigue: primeramente de la planta original variante en el tiempo se
busca una transformacion no-singular T'(t) que lleve la planta original a una planta en forma candnica
de fase variable (con parametros variantes en tiempo), esto mediante el procedimiento descrito en [63],
a continuacion usando la matriz T'(t) para transformar el costo cuadratico singular con matriz Q(t) > 0

. . T , .
a un nuevo costo cuadratico singular con una matriz dada por (T-')" Q (t) T~'. Ademas este algoritmo
describe de forma detallada el diseno del modo deslizante integral de alto orden, donde se puede decir sin
entrar en detalles, que el diseno se obtiene en tres pasos principales:

PASO 1. Disenar la superficie deslizante de alto orden S; a partir de la minimizaciéon del nuevo costo
cuadratico singular ( en horizonte de tiempo finito), mediante la solucién analitica o numeérica de la
ecuacion diferencial matricial de Riccati. Ademas con la finalidad de facilitar el trabajo computacio-
nal de obtener la solucién numérica de la ecuacion diferencial de Riccati, se propone una estructura
para Q(t) que es de gran utilidad para que en el costo cuadratico singular no aparezcan términos
cruzados.

PASO 2. Introducir un polinomio transitorio u; dependiente del orden del modo deslizante, donde p;
seré el encargado de definir el tiempo que deseamos que el modo deslizante de alto orden S; converja
a su variedad deslizante 6ptima S;(t1) = p;(t1) = 0, de tal manera que t; define el tiempo prescrito
deseado.

PASO 3. Finalmente la superficie deslizante integral de alto orden se definird como una superficie auxiliar
>, la cual es la diferencia entre la superficie deslizante de alto orden S; y el polinomio transitorio

i, es decir Y. = S; — p;.

Ademaés de la descripcion de este algoritmo, este es aplicado para controlar el descenso, la velocidad
y la quema de combustible de un cohete espacial que desciende sobre la superficie lunar, todo esto
mediante la linealizacién del modelo del cohete alrededor de una trayectoria variante en el tiempo, donde
los resultados de simulacién mostrardn el comportamiento del cohete al momento de aproximarse a la
trayectoria soluciéon deseada.

1.4. APLICACIONES

1. UN ALGORITMO DE CONTROL POR MODOS DESLIZANTES DE ALTO ORDEN
PARA ESTABILIZAR EL VEHICULO CUADRICOPTERO CON VALIDACION EXPE-
RIMENTAL:

En el capitulo 5 se aplica la metodologia de los modos deslizantes, en donde se implementa un
control super-twisting para controlar el angulo yaw 1) del vehiculo cuadricoptero en tiempo real,
donde las simulaciones y los resultados experimentales son mostrados en las figuras que les co-
rresponden mostradas en el capitulo 5, ademés de esto se implement6 la metodologia desarrollada
del trabajo de tesis doctoral, es decir se utilizo el enfoque de optimizacién de costos cuadraticos
singulares para controlar las dindmicas laterales y longitudinales y — ¢ del vehiculo cuadricéptero,
donde puede decirse que gracias a esta metodologia es que se disefia una superficie deslizante o de
tercer orden, que garantizaré la estabilidad de estas dinamicas una vez que la superficie deslizante
o alcance la superficie deslizante 6ptima o = 0, esto fue posible porque se propone utilizar un
controlador quasicontinuo de tercer orden descrito en ([48]), garantizando que o colapse hacia su
superficie deslizante 6ptima o = 0, asi como sus derivadas consecutivas o, ¢ — 0, mostrando los
resultados de simulacién de la estabilizacion de estas dinamicas de estado, donde en un trabajo



futuro este control quasicontinuo de tercer orden es pensado a implementarse en tiempo real, y asi
poder estabilizar las dindmicas laterales y longitudinales.

2. CONTROL DEL HOVERCRAFT:

El aerodeslizador o hovercraft es un vehiculo acuatico que se desplaza sobre la superficie del agua,
este vehiculo consiste de 3 grados de libertad y tiene solo 2 entradas de control, estd compuesto
por dos ventiladores que producen una cierta fuerza y un torque. En el capitulo 7 se implementa
un controlador super-twisting para estabilizar el angulo yaw v y la posicion del Hovercraft, esto
mediante un nuevo diseno de la superficie deslizante el cual esta descrito en este capitulo 6. ademas
se presentan las simulaciones del &ngulo yaw 1) asi como las simulaciones que describen la posicion
del hovercraft representada por (z1, 22).

1.5. ORGANIZACION DE LA TESIS

En el capitulo 2 se muestra la teoria de control utilizada para el desarrollo de esta tesis, esta teoria
consiste principalmente en control por modos deslizantes y control 6ptimo, en el capitulo 3 se resuelven
problemas de estabilizacion singular éptima disenando superficies deslizantes de alto orden mediante la
minimizacion de un funcional de costo cuadratico singular con horizonte de tiempo infinito y la utilizacion
de controladores quasicontinuos de alto orden descritos en [48], en capitulo 4 se resuelven problemas de
estabilizacion singular 6ptima para sistemas variantes en el tiempo, mediante el diseno de superficies
deslizantes de alto orden por medio de la minimizacién de un funcional de costo singular cuadratico
con horizonte de tiempo finito y la utilizacion de los controladores quasicontinuos de alto orden [48],
en el capitulo 5 se utiliza un controlador siper twisting para la estabilizacién del dngulo yaw 1 de un
vehiculo cuadricéptero, posteriormente se muestran los resultados de simulaciéon asi como los resultados
experimentales, también se utiliza un controlador quasicontinuo de tercer orden para la estabilizacién
de las dindmicas longitudinales y laterales y — ¢, mostrando para estas dinamicas solo los resultados de
simulacion, pensando que a futuro se pueda implementar este tipo de controlador en tiempo real, en el
capitulo 6 para el modelo del hovercraft o aerodeslizador se disena un controlador super twisting para
estabilizar el angulo yaw donde la posicion del hovercraft es representada mediante las variables (z1, 22) .



Capitulo 2

MARCO TEORICO

2.1. CONTROL POR MODOS DESLIZANTES

2.1.1. Introduccién a la teoria de control por modos deslizantes

Control por modos deslizantes, es una técnica de control robusto utilizada por ingenieros de control que
desean dar estabilidad a sistemas de lazo cerrado, es decir esta técnica tiene dos objetivos, el de proveer
las dinamicas deseadas para las variables de estado de algtn sistema en particular, y la de compensar
los (disturbios/incertidumbres) que pudieran llegar a presentarse en algiin momento determinado en el
sistema a controlar. Para lograr estos dos objetivos, los pasos a seguir son los siguientes:

1. Diseno de una nueva variable o, que serd denominada “superficie deslizante” , este disenio debe ser el
adecuado para darle estabilidad a las soluciones de un sistema de lazo cerrado, es decir debe ser tal
que cuando o — 0 las variables de estado del sistema empiecen a tomar soluciones estables, dichas
soluciones pueden ser asintoticamente estables o estables en tiempo finito.

2. Disenio del control por modos deslizantes u, este diseno estd basado principalmente en considerar
alguna funcién de Lyapunov candidata que nos ayudard a disenar el controlador necesario para
lograr que la superficie deslizante o converja a cero en tiempo finito ¢, , donde este control seréa
capaz de seguir manteniendo o = 0 para todo t > ¢,.

A continuacion consideremos un bloque que esta atado a un resorte como el presentado en la figura (2.1.1)
donde z representa el desplazamiento de la masa a partir de la posicién de equilibrio, la cual corresponde
a la posicion en la que el resorte no esté siendo deformado. La ecuacion que describe este movimiento,
esta dada por:

mi+kr=0 (2.1.1)

donde la ecuacion (2.1.1) representa un sistema de ecuaciones diferenciales conservativo es decir su energia
mecénica es constante lo que propiciaré que el bloque no tenga perdida de energia mecénica, lo que indica
que el bloque comprimiréd y estiraré el resorte infinitamente sin detenerse jamés, pero sabemos que en
la naturaleza siempre estamos propensos a fuerzas de fricciéon, por lo que la fuerza de friccién puede ser
vista como un control que terminaréa por frenar el bloque en un tiempo determinado. Por consiguiente si
el bloque se encuentra atado al resorte y éste experimenta una fuerza de friccién u, entonces tendremos
que el bloque terminara por detenerse, donde la ecuacién de movimiento que representa este hecho estéa
dada por:

k F m

Figura 2.1.1: oscilador arménico



mi + kr = —u (2.1.2)

donde u representa la fuerza de friccion que experimentara el bloque al desplazarse por el plano horizontal.
Si definimos a x1 = z, y 9 = &1, entonces (2.1.2) puede escribirse como:

Ty = 12 21 (0) =

1 k
To=——Uu— —1I T2 (O) =
m m

Z10
. (2.1.3)

observemos que si queremos llevar el bloque a la posiciéon de equilibrio (x1 = 0,2 = 0) de forma asintética,
un buen candidato para estas dindmicas es la ecuacion diferencial lineal homogénea invariante en tiempo:

r14+cx1 =0, ¢>0 (2.1.4)

teniendo en cuenta que ¥; = x5. Entonces la solucion de ecuacion. (2.1.4) y su derivada estan dadas por

x1 = 21 (0) exp (—ct)
To =1 = —Ccx1 (()) exp (—Ct) (215)

donde tenemos que 1 y T2 convergen a cero asintdticamente.

A continuacién, como primer paso necesitamos un disefio adecuado para o , donde el disefio conveniente
de la variable o estaria dado por la ecuacion diferencial (2.1.4) ya que si 0 — 0 tendremos que las variables
de estado del sistema (2.1.3) comenzarian a tener soluciones asintéticamente estables, entonces la variable
o que depende de las variables de estado del sistema (2.1.3) esta4 dada por:

oc=o0(r1,x3)=x3+cx; ¢>0 (2.1.6)

Si derivamos a o con respecto al tiempo tendremos:

0=——u— —I1 +CT2
m m

donde observamos que la fuerza de friccién u aparece en &, posteriormente proponiendo que u toma la
forma u = mpSign(o) — kx1 + mcxs con p > 0 entonces:

o=-p Sign(o)

Sin entrar en detalles especificos puede mostrarse que la variable ¢ — 0 y ademaés lo hace en tiempo
finito. Notemos que aqui solo se ha propuesto a u sin dar detalles del porque sera capaz de lograr que

.~ . . . o .
o — 0, los detalles de su disefio mediante una funcion candidata de Lyapunov V (o) = e serd visto mas

adelante.

Ejemplo 1. Enseguida se mostrara el ejemplo cuando u = 0, es decir el caso conservativo, donde
se realizaré el diagrama fase para diferentes condiciones iniciales, asi como la representacion grafica de
alguna solucién particular, tomando como condicion inicial de posicion y velocidad, 21 (0) =2y 25 (0) =0
respectivamente. Entonces el sistema conservativo esta dado por:

(E.lzlﬂg

k (2.1.7)



Figura 2.1.2: Diagrama fase (z1, z2)

Considerando una masa m = 1 y constante elastica k = 2, en la figura (2.1.2) se representa el diagrama
fase de posicion y velocidad (z1,x2) donde puede observarse que para diferentes condiciones iniciales
se tienen oOrbitas concéntricas alrededor del punto de equilibrio (0,0), lo cual indica que el bloque se
mantendra oscilando de manera constante, comprimiendo y estirando el resorte indefinidamente, donde
el bloque siempre alcanzara una amplitud maxima de estiramiento o compresién una vez que la velocidad
T sea igual a cero.

2

Figura 2.1.3: Dindmicas z1 y x2

En figura (2.1.3) estan representadas las dinamicas de posicion y velocidad x; y 3 con condiciones
iniciales z1 (0) =2 y 22 (0) = 0.



Ejemplo 2. Enseguida se realizara el caso cuando la fuerza de friccion u esta dada por u = mpSign(o) — k1 + mexo
con masa m = 1, con constante elastica k =2y p =6, ¢ = 0.75 . Entonces el sistema (2.1.3) al sustituir
la fuerza de friccién u estara dado por:

(2.1.8)

T = T2 x1 (0) = 219
% = —pSign(o)-cxo 2 (0) = w20

donde se realizara un diagrama fase con diferentes condiciones iniciales, asi como la representacion gréfica
de la soluciéon particular con condiciones iniciales de posicion y velocidad, 1 (0) = 2 y 22(0) = 0
respectivamente, finalmente la representacion grafica del control u encargado de llevar el bloque al reposo.

25

0.5
X, \
0

sk O=X+CX,=0 _

2t -

25 I I I I I I I I
-2.5 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25

Figura 2.1.4: Diagrama fase (z1, z2)

En figura (2.1.4) vemos la representacion grafica del diagrama fase (z1,22) con diferentes condiciones
iniciales, donde observamos que el campo vectorial (z1,22) se aproxima de forma asintotica al punto de
equilibrio (0,0), debido a que las soluciones asintéticas comienzan una vez que o = 0.

Todo esto da lugar a la siguiente definicion:

Definicion 1. Modos Deslizantes y Superficie Deslizante : al desplazamiento de las soluciones z1 y x5 que
se mueven o deslizan sobre o = 0, son los llamados modos deslizantes, y decimos que el modo deslizante
ocurre una vez que o = 0, y a la variable o que depende de las variables de estado del sistema se le llama
superficie deslizante.



05— =

Figura 2.1.5: Dindmicas x1, 25 del sistema (2.1.8) con condiciones iniciales 1 (0) = 2, 25 (0) =0

En figura (2.1.5) se tienen las graficas de las dindmicas x;1 y x2 donde puede observarse que el movimiento
comienza cuando el bloque tiene estirado inicialmente el resorte una distancia x; (0) = 2 a partir de la
posicion de equilibrio y con una velocidad inicial de x2 (0) = 0, donde se aprecia que el bloque regresa a
la posicién de equilibrio de forma asintotica.

ok
Control

4+

_12 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Time(s)

Figura 2.1.6: u = 6 Sign(o) — 221 + 0.75 x5

En figura (2.1.6) est4 la representacion del control u, que en este caso u se considera una fuerza de friccion
que se encargaré de frenar el bloque hasta llevarlo al reposo.



Péndulo simple sin fricciéon ni fuerzas externas:

El Péndulo simple representado en la figura (2.1.7) consiste de un hilo de longitud ! inextensible, donde en
su extremo estd atada una masa m, para encontrar la ecuacién de movimiento del péndulo, observemos
que tenemos tres fuerzas que actian en el péndulo, estas fuerzas son: la fuerza de gravedad, la fuerza
normal y la fuerza tangencial, las cuales estan representadas al lado izquierdo del dibujo del Péndulo.

=)

g = —mgZ
?n = —mgcos (0) 1 "

AN
?t = —mgsin (0) £ e

-

Figura 2.1.7: Péndulo Simple

Donde % es el vector normal unitario a la superficie terrestre, n y ¢ representan los vectores unitarios,
normal y tangencial respectivamente que corresponden al desplazamiento de la masa m. Tenemos entonces

que la fuerza tangencial F'; es la tnica fuerza que contribuye al movimiento del la masa m, entonces
podemos representar la fuerza tangencial como:

?t = ma,t = —mgsin (0) (2.1.9)
donde a; representa la aceleraciéon tangencial, pero recordemos que el desplazamiento de la masa m es

descrito por la longitud de arco , la cual estd dada por s = [0, y por consiguiente la magnitud de la
velocidad y aceleracion tangencial estan dadas por:

entonces tenemos que la aceleracion tangencial puede escribirse como:

a=5=10 (2.1.10)
y al sustituir (2.1.10) en ecuacion (2.1.9) tenemos que la ecuacion del péndulo esta dada por:

10 = —gsin (0)

o bien )
b= —% sin () (2.1.11)

Ademas tenemos que la ecuacion de movimiento del péndulo (2.1.11) es conservativa, es decir su energia
mecanica es constante, para ver esto recordemos que la energia es la suma de la energia potencial U con
la energia cinética K:

E=U+K

1
E =mgh + imv2

10



donde h = —lcos (0) y v* = §% = 126% entonces la energia total esta dada por

1 .
E = —mglcos (0) + imlzﬁz

ahora si derivamos la energia total respecto al tiempo se tiene
E = mglsin (0) 0 + mI>60 (2.1.12)

0
y tomando en cuenta de la ecuacion del péndulo que sin (f) = ——, entonces al sustituir en (2.1.12)
Y

tenemos que:

E = —mi2600 + ml266 = 0
= F = Constante

lo cual significa que si el péndulo se suelta desde el reposo comenzando a oscilar desde un angulo inicial
6 (0), este oscilara indefinidamente sin detenerse con un angulo maximo 0(0) a partir de la vertical, y si
el péndulo fuera impulsado con una velocidad angular inicial 6 (0) lo suficientemente grande como para
alcanzar a darle la vuelta, es decir que logre alcanzar un dngulo mayor a 7, entonces el péndulo daria
vueltas indefinidamente siempre regresando a su punto de partida con la misma velocidad en que inicié
su movimiento. Esto puede verse en un diagrama fase del péndulo simple que esta representado en la
figura (2.1.8). En este caso se considera que la longitud del hilo es I = 3, y la gravedad terrestre esta dada
por g = 9.81. Entonces la ecuacién (2.1.11) puede escribirse como un sistema de ecuaciones diferenciales
del tipo no lineal, donde se considera que la posiciéon angular es 8 = 6, y su velocidad angular 6; = 65 .
Entonces este sistema de ecuaciones diferenciales no lineal es representado como:

0, = 0, 61(0) = 010
(2.1.13)

ég = 7% SiIl (91) 02 (O) = 020

Figura 2.1.8: Diagrama fase (61, 63) para el péndulo simple

La descripciéon de la ecuaciéon de movimiento del péndulo simple es ideal, es decir en la vida real no es
comun tener sistemas conservativos, donde no exista perdida de energia mecanica, debido a que siempre
estamos propensos a fuerzas de friccién y perturbaciones externas, es entonces que si consideramos que en
el péndulo existe fuerza de friccion en donde se sujeta el hilo, y ademas que puede estar sujeto a fuerzas
externas f (6,t) del tipo desconocidas que no tiendan a crecer indefinidamente, es decir perturbaciones
consideradas acotadas |f (0,t)| < L, es entonces que la ecuacion del péndulo al considerar este tipo de
fuerzas se acercaria mas a la realidad de nuestro mundo fisico.

11



Péndulo sometido a friccion y fuerza externa

A continuacion supongamos que el péndulo esta sometido a una fuerza de friccion que afecta a la mag-
nitud de la velocidad, donde puede estimarse que la magnitud de la fuerza de friccion es directamente
proporcional a la magnitud de la velocidad. Puesto que solo afecta a la magnitud de la velocidad su
direccién es tangencial y su sentido opuesto a la velocidad 6. Es decir:

Fr= i, b>0.
y si ademés consideramos que el péndulo esté siendo afectado por una fuerza externa desconocida pero

acotada en direccion tangencial, entonces por fines de simulacién esta fuerza puede ser supuestd como
una sinusoidal la cual se propone como:

?emt = Fp cos (wt) i, FoeR

Entonces la fuerza tangencial total ?t estard dada por:

?t = mayt = (—mg sin (0) — bl + Fy cos (wt)) t

y acordandonos que a; = 19 se tiene que la ecuacion de movimiento del péndulo sometido a una friccion
proporcional a la velocidad 6 y a una fuerza externa desconocida pero acotada, que con fines de simulacién
fue propuesta como Fy cos (wt) , con Fy escalar y w una frecuencia de oscilacion, entonces se tendra que
la ecuacién de movimiento estara dada por:

.. g . b . Fy
0 =—=sin(f) — —0 + — cos (wt 2.1.14
9 5in (6) — — -0+ 2 cos (w) (21.14)
Donde (2.1.14) representa la ecuacién del péndulo simple con friccion y fuerza externa, si se considera
que 0 = 01, 61 = 65 entonces se puede escribir esta ecuaciéon como, un sistema de ecuaciones diferenciales

dado por:

b1 = 0, 01 (0) = 610

. b F

6y = —%sin (6:) = b2+ —cos(wt)  62(0) = o
si en (2.1.15) consideramos que no hay fuerza externa, solamente esté presente la fuerza de friccion que
afecta la magnitud de la velocidad 6, entonces puede mostrarse mediante un diagrama fase (61,6s) que la
fuerza de friccion terminara por frenar el péndulo llevandolo al reposo, esto puede verse en el diagrama
fase de la figura (2.1.9) donde se consideré que I =3, m=1,b=03y Fy =0.

(2.1.15)

1

1

Figura 2.1.9: Diagrama fase (61, 62) péndulo amortiguado
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Estabilizacién del Péndulo sometido a fricciéon y fuerza externa

Supongamos ahora que deseamos disenar una ley de control que nos provea la dinamica deseada para
(2.1.15) en presencia de (disturbios/incertidumbres), por lo que se disefiara un controlador robusto por
la técnica de los modos deslizantes. En esté ocasion se dirda de forma detallada como es que se disena
este tipo de control, donde anteriormente se menciondé que el primer paso es el diseno adecuado de la
nueva variable ¢ la cual es llamada superficie deslizante, y como segundo paso es el diseno del control
por modos deslizantes, al proponerse una funcién candidata de Lyapunov, pero nunca se menciond como
es esta propuesta y tampoco en que consiste el criterio de estabilidad de Lyapunov. Para dejar en claro
todo lo anterior se propondra un ejemplo de simulacién, y conforme se vaya avanzando se va ir aclarando
todos los pasos a seguir.

Ejemplo 3. Consideremos que deseamos que el Péndulo sometido a fricciéon y fuerza externa con ecuacion
de movimiento (2.1.15) tome las dinadmicas del péndulo simple (2.1.13), esto con el fin de tener dinamicas
del tipo conservativas, donde tengamos que el péndulo siempre alcance un angulo méximo de oscilacion.
Por tanto tomemos en cuenta que se desea controlar a (2.1.15) entonces esta ecuacion puede escribirse
como:

01 = 05 6, (0) = b1
b

. . 2
92 = —% Sin (91) - %02 + EOZ Cos (Wt) +u 92 (0) = 920

(2.1.16)

donde u es la variable de control que se encargara que (2.1.16) tome las dindmicas de un péndulo simple
es decir:

01, = o, 01 (0) =010
. ; (2.1.17)
B = -7 sin (01,) B2y (0) = b2y

donde 6;, y 03, son dindmicas que deseamos alcanzar es decir 61 — 61, y 62 — 605,.. Entonces como primer
paso para el diseno del control por modos deslizantes, es el disenio de la superficie deslizante o, donde una
forma adecuada que nos proporcionara estabilidad asintética una vez que o — 0 estarda dada por:

o= (92 - 92,,) + 0(91 — 91r>7 c>0 (2118)

de esta manera cuando el control u logre hacer que ¢ — 0 en un tiempo finito ¢, y posteriormente siga
manteniendo ¢ en cero para todo t > t, tendremos que 61 — 601, y 02 — 05, de forma asintética. es decir
lim 01 = 017« y lim 02 = 927«.

t—o0 t—o0

Ahora si derivamos a (2.1.18) respecto al tiempo tendremos que:

. : b F, _
o= f% sin (01) — m@g + Eol cos (wt) + %sm (014) + c(02 — O2;) +u, o(0) = oy. (2.1.19)

Para la dindmica de ¢ descrita en (2.1.19) una funciéon de Lyapunov candidata V (o) > 0 es introducida

tomando la forma L
V= 502 (2.1.20)

Donde el criterio de estabilidad de Lyapunov nos dice que si deseamos proveer de estabilidad asintética
global para (2.1.19) sobre el punto de equilibrio o = 0, las siguientes condiciones deben ser satisfechas:

(@) V <0 paraoc#0

() limV =00

|o|—00

La condicion (b) es obviamente satisfecha por V' en (2.1.20). Ademas en [67] para poder alcanzar con-
vergencia en tiempo finito (estabilidad global en tiempo finito), la condicién (a) puede ser modificada a
ser
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V<—aVl? a>0 (2.1.21)

En efecto, separando variables e integrando desigualdad (2.1.21) sobre el intervalo de tiempo 0 < 7 < ¢,
obtenemos

1
V2 (t) < —ot+ V1/2(0) (2.1.22)

Considerando que V (t) alcanza el cero en tiempo finito ¢,., entonces

0 1
V< —Sot + V1/2(0).

Por tanto tendremos que t, esta acotado por

212 (0
po< 2V 20O (2.1.23)
@
Observacion 1. Notemos que cuando se logre hacer que V = —aV1/2 | entonces el tiempo de convergencia

tomaré su maximo posible, es decir que el tiempo de convergencia estara dado por:
_2vi/2(0)
" e

Por lo tanto, un control u propuesto que satisfaga a (2.1.21), llevara la variable o a cero en tiempo finito
y la mantendra ahi para todo tiempo t > t,.

Entonces tomando en consideracion a (2.1.19) y derivando a V' tenemos que:

. . . b F :
V=o6=0 (—‘(Z sin (01) — %92 + ﬁol cos (wt) + %sm (01r) + (02 — 02,) + u) (2.1.24)

donde utilizando identidades trigonométricas tenemos que:

o . 29 917»"‘91 . 917'_927' b FO
V—O’O—O’(l cos( 5 )sm( 5 )—ml92+mlCOS(Wt)+C(92—92r)+U>

b
Asumiendo u = —c (03 — 0a,) + —192 + v y sustituyendo en (2.1.24) obtenemos
m

o 29 917" + 61 . 017" - 927‘ FO
V—J(lcos( 5 )sm( 5 )—i—mcos(wt)—&—v)

(2.1.25)
2 Orr + 61\ . (01— O i
=0 {lgcos( ! ;r 1) s1n< ! 5 2 ﬂ +o {molcos(wt)] +ov
Seleccionando v = —psign (o) donde
1 siz>0
: _ 2.1.26
sign (@) { -1 stx<0 ( )
sign (0) € -1, 1] (2.1.27)
con p > 0 y sustituyendo en (2.1.25) obtenemos
. 2 Fi 2 F
V<ol + 2ol = plol=—lo| (p— 2~ =2 (2.1.28)
l ml l ml
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Tomando en consideracion a (2.1.20) junto con la condicién modificada (2.1.21) la cual puede escribirse
como

V< —aVl/?=_ a>0 (2.1.29)

= o]
07
V2

y combinando las ecuaciones (2.1.28) y (2.1.29) obtenemos que

V< —|of <p _2 FO) 2o (2.1.30)

p=9 Lo, @ (2.1.31)

Consecuentemente se tiene que la ley de control u que lleva a la variable ¢ a cero en tiempo finito (2.1.23)
es

u=—c(fy —0a) + %92 — psign (o) (2.1.32)

Es obvio que en ¢ debe aparecer la variable de control u, esto es para poder disenar el controlador que
satisfaga la condicion modificada (2.1.21), ésta observacion debe ser tomada en cuenta mientras se disena
la superficie deslizante dada en (2.1.18).

2
El término ~2 de la ganancia del control dada en (2.1.31) es necesaria para compensar la no linealidad

2g (917- + 91
—COoS | ————

. 01— Oa, . K . . .
; 5 ) sin (17227> y el término —Ol es necesario para compensar el disturbio acotado o
m

F Fi
fuerza externa, que fue propuesta como F. ; = —(} cos (wt), donde |Feyt| < —Ol, mientras que la segunda
m m

@
componente \7@ es para lograr que la variable o se vaya a cero en tiempo finito ¢, dado por (2.1.23).

Ademas observemos que para valores grandes de o producird que ¢ tenga un tiempo de convergencia
mas corto.

También es importante notar que el control u solo servird para hacer que o = 0 en tiempo finito, pero
si el disefio de o no es el apropiado no garantizara que las variables de estado 6y, 65 del sistema (2.1.16)
convergen asintéticamente a 61, y 03, respectivamente. Por tal motivo cuando empezamos a tener sistemas
con una dimensién mayor a 2, el diseno de la superficie se empieza a complicar, pero una forma muy
util de disenar esta superficie es mediante el uso de la técnica de control 6ptimo, el cual serd visto més
adelante.

La condicién (2.1.21) es también equivalente a

06 < —% o] (2.1.33)

V2

donde a menudo (2.1.33) es llamada la condicion de alcance, y si conocemos que la condicion (2.1.33) se
cumple para un control u, entonces tendremos que (61 — 601,.) y (62 — 02,-) son llevadas hacia la superficie
deslizante (2.1.18) y permaneceran sobre ésta de ahi en adelante.

Definiciéon 2. El control u(f;,602) en (2.1.32) que lleva las variables (61 — 61,) y (62 — 62,) hacia la
superficie deslizante (2.1.18) en tiempo finito ¢, , y las mantiene sobre la superficie para todo ¢ > ¢,
en presencia del disturbio acotado Fi. (61,02,t) , es llamado control por modos deslizantes y un modo
deslizante ideal se dice estar tomando lugar para todo t > t,.
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Ejemplo 4. Los resultados de simulacion con una variable deslizante o = (02 — 03,)+¢ (61 — 01,), ¢ >0

y una ley de control por modos deslizantes u = —c (63 — 6a,.) + —l02 — psign (o) donde las condiciones
m

iniciales del péndulo perturbado (2.1.16) estan dadas por 6; (0) = g, 62 (0) = —%, y las condiciones

iniciales de las dinamicas deseadas correspondientes al péndulo simple (2.1.17) estan dadas por 64, (0) =

F
g y B2, (0) = 0. Ademéas un disturbio acotado Feyt (61,02,t) = E(} cos (wt) ( que representa la fuerza

externa propuesta para nuestro propoésito de simulacion ). Considerando que las constantes involucradas
en este ejemplo estan dadas por : Ffy =2, m = 1,1 =3,g = 981,b = 0.3, ¢ = 0.6, a = 0.5,

2 F
w=2yp= TQ + —Ol + \j%) Mostramos a continuacién los resultados de simulacién en las figuras
m
(2.1.10 — 2.1.14).
0, , 8, .

-2 2

3 L L L L L L L 3

Figura 2.1.10: Diagramas fase (01, 02,) y (61, 02)

En la parte izquierda de la figura (2.1.10) se muestra el diagrama fase (61, 62,) que corresponde al péndulo
simple, y en la parte derecha se muestra el diagrama fase (6, 02) correspondiente al péndulo sometido
a rozamiento y fuerza externa, donde se observa que estas dindmicas se aproximan de forma asintotica
a las dindmicas del péndulo simple, debido al buen diseno de la superficie deslizante o y al diseno del
control por modos deslizantes u, que es el encargado de hacer ¢ — 0 en tiempo finito ¢, y mantenerla en
cero para todo t > t,.

0.2

12 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Time(s)

Figura 2.1.11: Superficie deslizante o

En figura (2.1.11) observamos la convergencia de la superficie deslizante o a cero en tiempo finito
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Time(s)

Figura 2.1.12: Dinamicas 6, y 61,

En figura (2.1.12) tenemos la dinamica de la posicién angular 6; correspondiente al péndulo someti-
do a rozamiento y fuerza externa, convergiendo de forma asintética a la dinamica deseada 6y, la cual
corresponde a la posicién angular del péndulo simple.

_3 | | | | | | | | |

Time(s)

Figura 2.1.13: Dindmicas 05 y 05,

En figura (2.1.13) tenemos la dinamica de la velocidad angular 6, correspondiente al péndulo someti-
do a rozamiento y fuerza externa, convergiendo de forma asintética a la dinamica deseada 6o, la cual
corresponde a la velocidad angular del péndulo simple.
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| | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time(s)

b
Figura 2.1.14: u = —c (03 — 02,) + —lf)g — psign (o)
m

En figura (2.1.14) esta la representacion gréfica del control por modos deslizantes u encargado de hacer
que o — 0. en presencia de disturbios.

Observacion 2. figura (2.1.14) vemos que el control por modos deslizantes produce una frecuencia de
amplitud finita en forma de “zigzag” debido al efecto que produce el término sign (o) y a la naturaleza
del tiempo discreto por la simulaciéon en computadora. Este efecto es llamado chattering.

Grado Relativo

Definicion 3. Consideremos un sistema dinamico SISO con una salida y € R, el vector de estado
z € O C R”, y un control de entrada u € R. Si y(?) es independiente de v para todo i = 1,2,...,k — 1,
pero y*) es proporcional a u con el coeficiente de proporcionalidad diferente de cero en un dominio
razonable Q2 C @ C R”, entonces k es llamado el grado relativo, ver [67].

Por ejemplo supongamos que tenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales dado por:
&1 = Tg
Iy (0) = T10
iz :u+f(I1,SC27t) (2134)

T2 (0) = T20
Y=

Entonces tenemos que el sistema (2.1.34) las dinamicas de entrada y salida tienen grado relativo k = 2

donde

Observacion 3. El grado relativo del sistema en ecuacion (2.1.34) es igual al orden del sistema.

Diseno del Controlador por Modo Deslizante Integral

Introduccion:

En el control convencional por modos deslizantes, la robustez a variacién de parametros del sistema y
perturbaciones externas solo puede ser lograda después de la aparicion de los modos deslizantes. Dicho
de otro modo, la robustez no es garantizada durante la fase de alcance, es decir: antes de que la superficie
deslizante alcance el cero en algin tiempo finito ¢,.
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En consecuencia el control por modo deslizante integral busca eliminar la fase de alcance desde el co-
mienzo, logrando asi la compensacion de las perturbaciones de principio a fin.

Entonces el diseno de un controlador por modo deslizante integral para el seguimento de una senal de
salida y. para el sistema (2.1.34) es estudiado a continuacién. Asumiendo que conocemos las condiciones
iniciales de (2.1.34), y considerando que el seguimiento de la senal de salida y. sera de forma asintotica,
entonces una propuesta muy comun es definir una superficie deslizante ¢ dada por:

c=¢é+ce, ¢>0 (2.1.36)
donde e representa el error de seguimento dado por:

€=Y—Yc

por lo que al considerar el sistema (2.1.34) tenemos que o y & estan dadas por

o=9—Yc+c(y—ye) (2.1.37)

o=u+t f(yvyat) _yc+c(y _yc)
6 (y..0) (2.1.38)

c=u+é(y,9t), ¢y, 9,t)] <M

para lograr el objetivo de que y — y. cuando t — oo, es decir de forma asintotica, el control u sera
particionado en dos partes:

U= uy + us. (2.1.39)

Por lo que tendremos:

= El control u; seré el encargado de compensar la perturbacion acotada ¢ (y,y,t) de (2.1.38) desde
el comienzo, es decir V¢t > 0, eliminando de esta manera la fase de alcance para una superficie
deslizante auxiliar S, la cual sera definida més adelante.

= El control us llevara la superficie deslizante (2.1.36) a cero de forma asintotica, tomando en cuenta
que (2.1.38) ya no estara perturbada, esto debido a que u; compensé dicha perturbacion desde el
comienzo.

Diseno del control u;. La variable deslizante auxiliar estard disefiada como:

{ S=o-z (2.1.40)

ZZUQ

ademas u; es disenado como un control por modos deslizantes convencional, es decir al considerar:

SS < —als(0)],a= a>0

«

b
V2
En consecuencia:

S(6—2)=8(ur +us+ ¢ (y,9,t) — 1)

donde seleccionando
u; = —pSign(S), con p=M-+a. (2.1.41)

Se sabe que la variable deslizante auxiliar S alcanzara el cero en un tiempo finito ¢,, el cual esta dado
por:
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15 (0)]

t, = z (2.1.42)
lo que implica que S = S=0 para todo t > t,.. Entonces la condicién S=0 produce:
S =—pSign(8) +¢ (y,9,t) =0 Yt >t, (2.1.43)
T
Entonces
Ureq = —pSign(S) = =@ (y,4,t), Vt > 1, (2.1.44)

Donde u1.q dado en (2.1.44) es definido como el control equivalente, que solo puede ser aplicado una vez
que S = 0.

Entonces la compensacion de la perturbacion ¢ (y, 9, t) se lograra solo después de la fase de alcance.

A continuacion para eliminar la fase de alcance observemos que el tiempo ¢, en (2.1.42) depende de S (0),
si proponemos que S(0) = 0, tendremos que el tiempo de alcance ¢, = 0, y de esta manera se habra
eliminado la fase de alcance, logrando que S = S = 0 para todo ¢ > 0, de esta manera tendremos:

Uy = Uleq = —pSlgH(S) = _¢ (ya yvt)v Vt 2 0

Por lo que u; es capaz de compensar la perturbacion acotada ¢ (y, y,t) desde el comienzo. Pero para que
S(0) = 0 se cumpla es necesario que

S(0)=0(0)—2(0)=0 =2(0)=0(0) =

2(0) =9 (0) =ge (0) + ¢ (y (0) — yc (0)) (2.1.45)
—~—
12(0)
Entonces una vez que se considera u; = —p Sign(S) y z (0) como se expresa en (2.1.45) se puede decir

que el sistema (2.1.40) puede representarse como:

{ 777 conz(0) =2 (0) — g (0) + ¢ (y(0) — ye (0)) (2.1.46)

ZZUQ

y entonces al considerar (2.1.46) tenemos:

y seleccionando ug como:

ug = —Ko, con K >0 =

6 =—-Ko, 0(0) =09 (2.1.47)

Lo que producird que o — 0 de forma asintotica .
Por consiguiente el control por modo deslizante integral puede explicarse resumidamente como sigue:

Consideremos el sistema (2.1.38) y tomando en cuenta que u = uj + uy. tenemos:

& =—pSign(o — 2) + (~Ko) +6 (4,4, 1) (2.1.48)
—_———— ——

= Entonces u; en (2.1.48) compensa ¢ (y,y,t) desde el comienzo si y solo si z(0) = 0(0) = z2(0) —
¥e (0) + ¢ (y (0) — y. (0)), eliminando asi la fase de alcance.

= Al tener las perturbaciones compensadas desde el comienzo, el control us en (2.1.48) se encargara
de lograr que o — 0 de forma asintotica.
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Ejemplo 5. Los resultados de simulacion del sistema (2.1.34) con el Control por Modo Deslizante integral
(2.1.39), (2.1.41), (2.1.45), (2.1.47), con condiciones iniciales x1(0) = 1, 22 (0) = —2, 2(0) = a2 (0) —
¥e (0) + ¢ (y (0) —y. (0)), vy las ganancias de los controles p = 8, K = 6, el parametro ¢ = 1.5, una
referencia de salida y. = 2 cos(t) y un disturbio f(z1,z2,t) = sin(2t) (el cual es usado solo por propositos
de simulacion), donde a continuacion se discutiran las graficas de simulacion obtenidas.

0.5 T T T

05
/
-———— 0

I

I

|
254
|

I
-

-35
0 2 3 4 5

Figura 2.1.15: Variables deslizantes S 'y o

En la figura (2.1.15) vemos como la perturbacion f(x1,x2,t) = sin(2t) es completamente compensada
Vt > 0, donde también se observa que ¢ — 0 de manera asintética desde el comienzo de la simulacién

2.5 T T T T

Figura 2.1.16: Seguimiento de la salida y,

En la figura (2.1.16) se observa el seguimiento de la referencia deseada y. = 2cos (t), donde y — y. de

manera asintotica.
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Figura 2.1.17: Control por Modo Deslizante Integral

En figura (2.1.17) se puede observar el pestafieo de alta frecuencia “chattering”que produce el control por
modo deslizante integral para todo t > 0.

Algoritmo del Control Super-Twisting

El control super-twisting es de gran utilidad en controlar sistemas en los que pueden presentarse per-
turbaciones desconocidas, donde la ventaja principal al utilizar este tipo de control, es que combina la
metodologia de reduccién del chattering con la robustez de los modos deslizantes de alto orden. De tal
manera, que garantizara la convergencia de la superficie deslizante o y su derivada ¢ a cero en tiempo
finito, asegurando la robustez del sistema ante incertidumbres. La caracteristica de la disminuciéon del
efecto del chattering se debe a que el control super-twisting es considerado ser continuo, y la convergencia
0,0 — 0 en tiempo finito es porque el diseno del control-Super-Twisting se logra mediante la metodologia
de estabilidad de Lyapunov al considerar una funcién candidata de Lyapunov V(o).

A continuacion antes de dar la descripcion general del control super-twisting supongamos que tenemos
un sistema de ecuaciones diferenciales que no presenta disturbio:

(2.1.49)
¢2 =Uu ) (0) = T20

donde nuestra tarea es llevar las variables de estado x1 y x2 a cero de manera asintotica, entonces como
se vio anteriormente, un diseno adecuado de o es el siguiente:

o=x9+cx1,c>0

de tal manera que cuando el control disenado logre que o — 0 en tiempo finito ¢,., los modos deslizantes
T1 ¥ 2 que estan sobre o = 0 tendran soluciones asintoticamente estables a partir de este tiempo de
convergencia en adelante, es decir:

x1 = 21 (t,) exp (—ct)
Vit>t,
X9 = a1 = —cxy () exp (—ct)
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Ahora si derivamos a o con respecto al tiempo y nos basamos en (2.1.49) tendremos que & es dado por

6 =u+cry (2.1.50)
donde proponiendo a u = —cxs 4 v, tendremos:
o=
ahora si proponemos v = —k; |U|1/2 Sign(o) con k1 > 0, y lo sustituimos en (2.1.50) se tiene que:
& = —k |o|"/? Sign(o) (2.1.51)

donde puede mostrarse que o y ¢ convergen a cero en tiempo finito ¢,.. Para demostrar esto supongamos
una funcion de Lyapunov candidata V (o) > 0 dada por

V(o) =lo|

ademas de que se realizara el mismo supuesto para la derivada de V(o) dado en (2.1.21). Esto con el fin
de proveer estabilidad global en el punto de equilibrio ¢ = 0 en un tiempo finito ¢,., es decir:

VS—O[V!/2<O, a>0

Entonces tenemos que la derivada de V(o) con respecto al tiempo esta dada por:

V(o) = % < —alo|'/? (2.1.52)

y sustituyendo ¢ en (2.1.52) tenemos que la parte izquierda de la desigualdad de (2.1.52) es dada por:

o(—ki|o|' Sign(a)) _ o(—ki o' Sign(a)) _ w2
o] oSign(o) '

Entonces tenemos que

—ky o < —a|o| V2. (2.1.53)

Por tanto observemos que la parte izquierda de (2.1.53) es igual a la parte derecha de (2.1.53) si y sélo si
k1 = a, es decir basta con que la constante k; sea un escalar positivo para lograr que ¢ y ¢ converjan a
cero en tiempo finito ¢,.. El cual como se demostr6é anteriormente el tiempo de convergencia t, estéd dado
por:

_2vY/2(0)
=L A
a
y debido a que V(o) = |o|, entonces el tiempo de convergencia t, es

_ 2[o(0)*"?
«

2%
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Ejemplo 6. A continuacién se muestra un ejemplo de simulacién donde se considera que las condiciones
iniciales del sistema (2.1.49) estan dadas por x1(0) =4, 22 (0) = =5, con c =2, y k; = 1.5.

Figura 2.1.18: Variables z; y x2

En figura (2.1.18) se muestra las soluciones x1 y x5 convergiendo a cero asintoticamente.

(¢

| \/ |

o

t =2.3094
oL \ . : N

3 | | | | |
0 1 2 3 4 5 6

Time(s)

Figura 2.1.19: Superficies 0 y &

En figura (2.1.19) se muestra la superficie deslizante o y su derivada ¢ convergiendo a cero en un tiempo
finito ¢,
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Control 4

_1 I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

Time (s)

Figura 2.1.20: u = —czy — ky \o|1/2 Sign(o)

En la figura (2.1.20) se muestra que el control u no presenta el efecto de (chattering) a diferencia del
presentado en la figura (2.1.6) y (2.1.14)

Observacion 4. Notemos que el control u = —cxe — kg |0\1/2 Sign(o) esta compuesto de dos términos
—cxo vy —k1 |0|1/ 2 Sign(o) el primer término quita la parte lineal de ¢ mientras que el segundo término
v=—k; \U|1/2 Sign(o) es el encargado de hacer o, & — 0 en tiempo finito ¢,.

Definicion 4. Consideremos el siguiente sistema escalar no lineal dado por:
o= f(t,x,z)+v (2.1.54)
donde f(t,z, ) es una perturbacion desconocida que esta globalmente acotada por | f (¢, z,2)| < L. Enton-

ces el controlador por modos deslizantes Super-Twisting para compensar perturbaciones y disminucién
del chattering est4 dado por

v = —ki |o|* Sign(o)+w

(2.1.55)
w = —ko Sign (o)
A continuacion si sustituimos v de (2.1.54) en (2.1.55) obtenemos:
c=—k |0'|1/2 Sign(o)+w + f(t,z, &)
(2.1.56)

w = —ks Sign (o)

donde el término w dado en (2.1.56) llegara a ser igual al término -f (¢, z, %) en tiempo finito, posterior-
mente una vez que el término perturbativo sea compensado tenemos que (2.1.56) se convierte en:

& = —ky |o|"/? Sign(o)

. . P 1/2 o . . .
y como se vio anteriormente el término —k; |o| / Sign(o) se encargara de hacer o, ¢ — 0 en tiempo
finito.

25



Propiedades del control Super-Twisting

= El control super-twisting (2.1.55) es un control por modos deslizantes de sequndo orden, donde lleva
0,6 — 0 en tiempo finito.

= El control super-twisting (2.1.55) es continuo donde —k4 |a\1/2

son continuos.

Ejemplo 7. Enseguida se mostrara un ejemplo de simulacién donde se desea que la posicién x; alcance
una trayectoria deseada x,- esto se haré utilizando un controlador super-twisting, consideremos el siguiente
sistema perturbado dado por:

jfl = T2 .131(0) =7
(2.1.57)
i’g = f(t,xl) +u .’ﬂQ(O) =—4

donde el término perturbativo f(t,z1) = cos (exp(z1) — 1) +sin (1/23) exp(—1/(t*+1)) est4 acotado por

|cos (exp(z1) — 1) + sin (1/a7) exp(—1/(t* 4+ 1))| < |cos (exp(z1) — 1)| + [sin (1/27)| |exp(—=1/(t* +1))| < 2

de esta manera tenemos que la minima cota superior estd dada por L = 2,. A continuacion si deseamos
que z7 alcance una trayectoria z, = 2 cos (3t) , tenemos que (2.1.57) tiene que transformarse a un sistema
que éste en funcién de las dindmicas del error, esto es ey = x1 — &, €3 = €1 = Ty — T, g = Tg — Ty
entonces el sistema en funcién de las dinamicas del error esta dado por:

él = €2 61(0) =7
(2.1.58)
éa =g(t,e1) +u ex(0) =-10
donde la perturbacién en términos del error estd dada por g(t,e1) = f(t,e1) + 18sin(3t), entonces

tendremos que ¢(t,e1) < 20, y la perturbacion estara acotada por L = 20. donde g(t, e1) es dada por

g(t,e1) = cos(exp(er + x,) — 1) +sin (1/(e1 + z,.)*) exp (—1/(t* + 1)) + 18sin (3t)

Ahora lo que sigue es disenar la superficie deslizante 0 = e3 + ce; donde ¢ > 0, Entonces derivando a o
se tiene:

6 =ces+g(ter)+u (2.1.59)
donde u se propone como: u = —ceg + v
por tanto tendremos que (2.1.59) esta expresado como:
c=g(t,er)+v
donde v es el control super-twisting dado en (2.1.55) para este ejemplo de simulacién proponemos ¢ = 2.7;

con ganancias del control super-twisting dadas por k1 = 45y ko = 45, donde se muestran las graficas
correspondientes a este ejemplo de simulacion:
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Figura 2.1.21

25 45
Time(s)

: Superficie deslizante o

En figura (2.1.21) se muestra la superficie deslizante o convergiendo a cero.

Figura 2.1.22: Referencia del seguimiento de x, = 2sin(3t)

En figura (2.1.22) se muestra la dindmica z; siguiendo de forma asintotica a la referencia deseada z,.
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Figura 2.1.23: Errores e; y e2

En figura (2.1.23) se observa el colapso a cero de los erroes e; y es lo que garantiza, que x;
To — Tp.

40

20

-20
Control

~100 ! ! ! !
0

Time(s)

Figura 2.1.24: u = —cey — ki |o|"/? Sign(o)-ks [ Sign(o)dt
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En figura (2.1.24) se muestra la representacion grafica del control Super-Twisting, mostrando que el
efecto del Chattering ha disminuido considerablemente, a comparacién del control por modos deslizantes
tradicional.
Convergencia de las variables de estado a cero en tiempo finito
Consideremos el sistema perturbado dado por
{E. =X =
1= 21 (0) = 10 (2.1.60)
Zo =u+ f (71, 72,1) x2 (0) = 230

donde f(x1,x2,t) es una perturbacion desconocida pero considerada acotada, es decir |f (21, z2,t)| < L.
Entonces si deseamos que las variables de estado 1, x2 converjan a cero en tiempo finito ¢,., en presencia
de disturbios necesitamos disenar una superficie deslizante o la cual seré propuesta como:

o =1 +clri|"?Sign(z1), ¢>0 (2.1.61)

de tal manera que cuando o — 0 en tiempo finito ¢; mediante un controlador por modos deslizantes
tendremos que

iy (ty) = —clay (t)]"? Sign(a1 (t1)) (2.1.62)

y en particular la igualdad anterior debe satisfacerse para todo ¢ > t;. Donde ademaés (2.1.62) es continua
(ver figura (2.1.25))

25 T T T T T T T

25 1 1 1 1 1 1 1
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 2.1.25: Continuidad de 0 = x5 + ¢ |1:1\1/2 Sign(z1)=0

Ahora si deseamos conocer el tiempo de convergencia de las variables de estado z1 y 2, entonces se
procederé a integrar (2.1.62), teniendo de esta manera:

7 |z (7)) day (7) !
- = —c dr 2.1.63
/m) Sign(z: (7)) / (2.1.63)

|2y ()] 12

—————— correspondiente a la parte izquierda
Sign(z1 (7))

Para realizar la integral (2.1.63) notemos que el término

de la integral puede ser expresado como:
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oy ()72 (@1 () Sign(as (7))
Sign (a1 (7)) Sign (w1 (7))

=1 (T)*I/Q Slgn(xl (T)),g/g (2164)

—1/2

= (1 (1) [Sign (z1 (1))]?)

Pero observemos que:

1sizy(r)>0

[Sign (z1 (7))]>=Sign (71 (7)) = { i (1) <0 (2.1.65)

por lo que considerando (2.1.65) se tiene que (2.1.64) esta dada por

~1/2

(21 (7) [Sign (1 (1)]?) /" = (21 (1) Sign(zy (7)) % = |21 (7)] /2.

Entonces la integral (2.1.63) también puede ser escrita como:

z1(t) Lo t
/ g (7)| 72 dary () = —c/ dr (2.1.66)
Il(tl) t1

e integrando (2.1.66) de forma directa, entonces:
c
1 O] = o (4] = =5 (= 10). (2.1.67)

Ahora si deseamos identificar el tiempo ¢ = ¢, en el que z1 (¢.) = x2(t,) = 0, entonces en (2.1.67)
tendremos

0

Lokt = Jon (02 = =5 (6 — 1)

Por lo que encontramos que el tiempo %, estara dado por

_ 2a ()]
C

t, + 1. (2.1.68)

Por consiguiente tenemos que x1, zo — 0 en un tiempo finito dado por la expresion (2.1.68).

Entonces el controlador u encargado de llevar la superficie deslizante (2.1.61) a cero en un tiempo finito
t1, estara dado por

u = —pSign(o)=-pSign(zs + ¢ \J;1|1/2 Sign(z1)) (2.1.69)

donde la ganancia p es positiva y suficientemente grande. La ley de control (2.1.69) es llamado control
con ley de convergencia prescrita.

Definiciéon 5. El control u = u(zy,z2) en (2.1.69) con una superficie deslizante no lineal (2.1.61) que
lleva la variable de estado x1 y a su derivada 41 = x5 a cero en un tiempo finito ¢, y las mantiene ahi para
todo ¢ > t, en presencia de disturbios acotados f (z1,x2,t), es llamado control por modo deslizante
de segundo orden y un modo deslizante ideal de segundo orden se dice estar tomando lugar V¢ > ¢,.

Ejemplo 8. A continuacion se realizara un ejemplo de simulaciéon para el sistema (2.1.60) con condiciones
iniciales dadas por z1(0) = 4.5, 22(0) = —4.5 , y una perturbacion propuesta por f(z1,x2,t) = 2sin(3t),
una ganancia de control p = 5 y un parametro ¢ = 1.5. De esta manera se obtienen los siguientes
resultados de simulacion, mostrando las graficas de o y las variables de estado x7 y xo en la figura
(2.1.26), y finalmente en figura (2.1.27) la representacion grafica del control w.
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t, =0.2967

2.5
Time (S)
Figura 2.1.26: Variables de estado x1, &1 = 2 y superficie deslizante o = &1 + 1.5 |:vl|1/2 Sign(z1)

En figura (2.1.26) esta representado el comportamiento de las dindmicas 1 y x2 junto con la dindmica de
la superficie deslizante o = x9+1.5 |z |1/2 Sign(z1). En esta figura se observa que la superficie ¢ — 0 en un
tiempo finito 1 = 0.2967, que es precisamente el tiempo en el que x2 (t1)+1.5 |21 (t1)|1/2 Sign(z1 (t1)) = 0.
En particular z5 (t) = —1.5 |23 (t)|1/2 Sign(z; (t)) paratodot > t1, ademaés en la figura (2.1.26) se muestra
el colapso total de las dindmicas x1 y a2 a cero, el cual es llevado acabo en un tiempo finito ¢, = 2.7588.
Cabe mencionar que ¢ fue encontrado utilizando el programa Matlab, asi como z1(t1), pero el tiempo
finito ¢, del colapso total de las dindmicas x; y 22 a cero fue encontrado utilizando la férmula (2.1.68).

Control
7

Figura 2.1.27: u = —pSign(x2+1.5|:cl|1/QSign(x1))

En figura (2.1.27) se observa el comportamiento de la variable de control u, encargada de hacer que la
superficie deslizante o = x4 + 1.5 |:101|1/2 Sign(z1) converja a cero en un tiempo finito ¢; = 0.2967.
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2.2. CONTROL POR MoODOS DESLIZANTES DE ALTO ORDEN

El concepto de grado relativo de una superficie deslizante o, es fundamental para definir a los controladores
por modos deslizantes de alto orden, debido a que el orden de los controladores seré igual al grado relativo
de una superficie deslizante o, es decir el orden seréd igual al namero de veces que hay que derivar a o
para que la variable de control u aparezca por primera vez. Entonces el control u se denominara control
por modos deslizantes de alto orden debido al grado relativo de la superficie deslizante o, entonces si el
nimero de veces que derivamos a o es denotado por i, entonces el control por modos deslizantes de orden
i sera el encargado de hacer que o, &, &,...,0°"" = 0 en tiempo finito, donde estos controladores de alto
orden estan descritos en ([48]) donde son también son nombrados quasicontinuos de alto orden debido a
que estos controles no son continuos en o = 0.

Entonces el control quasicontinuo de alto orden ([48],[50]) para ¢ — 1,2,3,4 tienen la forma :

v = —OéSignO',
vy = —av (c'r + |cr|1/2 Sigmf) / (|fff| + ‘0‘1/2) )
—1/2
{&+2 (|¢| + |a|2/3) (f'f+ jo|*/? Sigm)]

1/2
(o142 (o1-+1a177) "]

V3 = —«&

b
va = —oup3,4/N3 4,

—1/3
psa=0+3 [&+ (\d\ +0.5 \0\3/4) (d +0.5|0]*/* Signo)]
1/2 (2.2.1)
3/4)2/3 /
« {|&|+ (161 + 0.5 } ,

50\ —2/3] 12
N3,4:\a|+3[&+(|d\+0.5|a|3/4) } , (2.2.2)

Ejemplo 9. para ver la funcionalidad de estos controladores se aplicara un ejemplo de simulacién a un
péndulo con longitud variable L (¢), donde se buscara que el angulo 6 siga una trayectoria deseada 6.

La ecuaciéon que describe el movimiento del péndulo esta dada por:

1
sin (0) + 75 % (2:2.3)

. L. 1
0=—-2—-0—g—

AR’
si en (2.2.3) se considera § = 6; y 0 = 0, = 05 , entonces (2.2.3) puede representarse como un sistema de
ecuaciones diferenciales que esté en términos de la velocidad y aceleracion angular, es decir:

0, = 0,

1 1
sin (01) + —su

: L
— _27 g
b2 Lo2 IT mL?

donde m =1y g = 9.81 es la constante gravitatoria. Y sean 0 < L,, < L < Ly, L, L, 6, y 6, funciones
acotadas, ademas debido a que deseamos que 6 siga una trayectoria deseada 6, es conveniente disenar
una superficie deslizante o como el error entre estas dos variables es decir 0 = 0 — 6, = 6; — 0, donde se
espera lograr que ¢ — 0 en un tiempo finito ¢, de esta manera tendremos 6; — 6, en tiempo finito.

A continuaciéon por propoésito de simulacion consideramos que las funciones L y 6, estan dadas por

L =0.8+0.1sin(8¢) + 0.3 cos (4t),
0, = 0.5sin (0.5t) + 0.5 cos (t)

observemos que la superficie deslizante o = 6; — 6,. tiene grado relativo igual a 2, lo cual significa que
derivando a o dos veces, la variable de control u aparecera por vez primera, de acuerdo a esto un control
por modos deslizantes de segundo orden es necesitado para lograr que o, ¢ — 0 en tiempo finito, por
tanto el control quasicontinuo de segundo orden a utilizar esta dado por:
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U= —a ((; + |o'|1/2 Sign (U)) / <|<'7| + |0|1/2)

donde tenemos que o, y ¢ estan dados por:

0:91 —HT
o =0,—0,
) L 1 1 ;
g = —2302 _gz Sln(el)—i—ﬁu_ar

Donde las condiciones iniciales a considerar estan dadas por 6;(0) = 0,6, (0) = 0, 6, (0) = 0.5, 6, (0) =
0.25, 0 (0) = —0.5, 6 (0) = —0.25, donde la ganancia del control quasicontinuo es de o = 10. Enseguida
se muestran las simulaciones referentes a la posicion angular 6, y a la velocidad angular 6

I AN I

O
N

Figura 2.2.1: Péndulo con longitud variable L(t)

0.8 b

0.6 o

206 -05 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1
Time(s)

Figura 2.2.2: Diagrama fase 0 y &

En figura (2.2.2) puede apreciarse la convergencia a cero de 0 =6 — 0, y 6 = 6 — 6, en tiempo finito, lo
que producira que tanto la posicion angular 6 asi como la velocidad angular 6 converjan en tiempo finito
a las referencias deseadas de posiciéon angular 6, y velocidad angular 6, respectivamente.
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0.6

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Figura 2.2.3: Posicion angular 6 y posicion angular de referencia 6,

En figura (2.2.3) observamos la dindmica de la posicion angular 6 la cual al pasar el tiempo se va
aproximando cada vez mas a la dindmica de la posicion angular deseada 6,..

Figura 2.2.4: Velocidad angular 0, y velocidad angular de referencia 0,

En figura (2.2.4) observamos la dindmica de la velocidad angular 0 la cual al pasar el tiempo se va
aproximando cada vez mas a la dinamica de la velocidad angular deseada 6,..
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Control L

4+

Figura 2.2.5: Control quasicontinuo de segundo orden v = —10 (c'f + |0|1/2 Sign (O’)) / <|d| + |O’|1/2)

En figura (2.2.5) vemos el comportamiento del control quasicontinuo de segundo orden, donde puede
apreciarse que una vez que la variable de control u ha logrado colapsar a cero las dindmicas de oy &, es
cuando comienza apreciarse un incremento considerable en el chattering de la variable de control .

2.3. CoNTROL OPTIMO

El desarrollo de la teoria del control éptimo se elastica en la década de los cincuenta gracias al esfuerzo
de cientificos rusos y norteamericanos por explorar el sistema solar. El problema a resolver era el de
llevar un vehiculo espacial de algin punto en la tierra a algtin otro en el espacio en tiempo minimo y
consumiendo la menor cantidad de combustible posible. Es decir, de lo que se trataba era de encontrar
trayectorias 6ptimas en espacios tridimensionales. Como se puede ver, la solucién de dicho problema no
podia encontrarse aplicando las técnicas de optimizacion tradicionales que solo nos dan valores de la
variable independiente para los que una funciéon dada alcanza un punto méximo o minimo, ya sea local

o global.

En teoria de control de sistemas cuando se habla de la solucién 6ptima intuitivamente se piensa que esta
es la “ mejor solucion” es decir “insuperable” pero para calificar la bondad de un control (en particular
para decir que es 6ptimo ) es necesario asociarlo a un funcional de costo. Donde en términos de control
decimos que un control es 6ptimo si minimiza un funcional de costo en el que se manifiesta un compromiso
entre distintas especificaciones y restricciones. A este funcional también llamado indice de ejecucién esta
indicado por J. Asi que en términos de control se dice que un control wu(.) es 6ptimo si minimiza el
funcional de costo

T
J(zg,u) := / g (t,z(t),u(t)) dt + h(z(T)) (2.3.1)
0
donde la variable de estado z(t) satisface la ecuacion diferencial:

#(t) = f (£, 2(t),u(t)), 2(0) = zo. (2.3.2)

Aqui z(.) € R", u(.) € R™ y x es un vector en R™ de condiciones iniciales para la dindmica de x(t) la
cual comienza en t = 0 y termina en un tiempo terminal fijo 7" > 0.
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2.4. TECNICAS DE OPTIMIZACION

La Ecuaciéon de Euler-Lagrange

A continuacién se derivaran las condiciones necesarias de primer orden para el problema basico de opti-
mizacion dindmica para encontrar un control u(.) que minimice a (2.3.1), donde los supuestos para las
funciones f, g y h estan dados por.

» f(t,z,u) y g(t,z,u) son funciones continuas en R1*"+™ por otra parte, para ambas f y g todas
sus derivadas parciales en = y u existen y son continuas.

= h(z) € Ch.

= Ademés asumimos que el conjunto de controles admisibles U, consiste del conjunto de funciones
que son continuas en [0,7T].

Basados por la teoria de optimizacion estatica introducimos para cada ¢ en el intervalo [0, T] la cantidad
A () [f(t,x(t),u(t) — &(t)], donde el multiplicador de Lagrange A (¢) (también llamado la variable de co-
estado) es un vector renglén escogido arbitrariamente que debe ser diferenciable, donde f(¢, z(¢), u(t)) —

x(t) = 0 para cada t, en particular

T
/O A [F(t (), u(t)) — &(t)] dt = 0. (2.4.1)

podemos anexar esta cantidad (2.4.1) a la funcién de costo (2.3.1) para obtener una funcién de costo .J
la cual coincide con la funcién de costo J si la restriccion dindmica de la ecuacion (2.3.2) es satisfecha,
esto es,

Tim [ o)+ A0) ft2,0) = A 400} de+ ia(),

Introduciendo la funciéon Hamiltoniana H como

H (t,x,u,\) := g (t,x,u) + A(t) f(t, z,u), (2.4.2)

por lo que podemos escribir a J como

J::/O (H (t,2,u,\) — A (£) &(8)} dt + h(z(T)). (2.4.3)

La integraciéon por partes nos muestra que

T T
—/ /\(t)j:(t):—/\(T)a:(T)+)\(0)xo+/ Atz (t) dt
0 0

y sustituyendo este resultado dentro de (2.4.3) puede escribirse como

J = /T {H (t,z,u, \) + A (t)x (t)} dt+h(z(T)) = A(T)z(T)+ X (0) zo . (2.4.4)
0 - —
=Jg =J3
::jl

Donde esta expresion de J tiene tres términos aditivos .J; , J> y Js el primer término J; esté referido a
todo el periodo [0,T7], el término Jo se refiere exclusivamente con el tiempo final, y el tercer término Js,
depende solo del tiempo inicial.
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Una vez mas, subrayamos que la eleccién de A(t) no afectara el valor de .J , mientras la variable de estado
x(t) satisface la ecuacion diferencial & (t) = f(¢, x(¢), u(t)), dicho de otra forma,

z(t) = %—I){ para todo t € [0,T]. (2.4.5)

Para librarnos de otras preocupaciones sobre el efecto de A(t) sobre .J, simplemente imponemos la ecuacion
(2.4.5) como una condicién necesaria para la maximizacién o minimizaciéon de J.

A continuacion se asume que u* (t) € U es un control 6ptimo que genera el valor minimo de J y 2*(t) es
la correspondiente trayectoria 6ptima. Si perturbamos este control 6ptimo u* (¢) con una perturbacion
continua p(t), podemos generar 'vecindades’ de trayectorias de control

u(t) = u* (t) + ep(t) (2.4.6)

donde € es un escalar pequeno. Se sabe que para € lo suficientemente pequeno, cada vecindad de control
correspondiente induce una correspondiente vecindad de trayectorias de estado z(t, €) la cual es también
definida sobre todo el intervalo [0,7]. Ahora el costo inducido por esta funciéon de control se convierte
también en una funcion dependiente del escalar e. De la ecuacion (2.3.4) tenemos que

T
T = [ {H et @+ a0+ A0t en
0 (2.4.7)
+ h(z(T,e,p)) — XN(T) z (T, ¢€,p) + N0)xo

Por suposicién J (€) tiene un minimo en € = 0. Notemos que debido a la suposiciéon de diferenciabilidad
de f, gy h, J(€) es una funcién diferenciable con respecto a €. Asi la primer condiciéon de primer orden

dJ (e)
de

implica que =0 en e = 0. Evaluando la derivada de J (¢) tenemos que

T
Oh(x(T)) dx (L, €, p) dz (t,€,p)
+ ox de —MT) de

si agrupamos los términos en comun de tendremos que

Oh(z(T)) dz (t,€,p)
* ( or A (T)) de

dJ (¢)
de

(2.4.8)

dJ
Notemos que A(t) hasta ahora es arbitraria. Por consiguiente la igualdad d(e) = 0 en € = 0 deberia en
particular mantenerse si A(t) se escoge como una solucion del siguiente problema de valor de frontera
OH (t,z*,u*, A . Oh(z*(T
—(J:’u’ )+)\:O,con (z"( ))—)\(T):O
Ox ox

y ademas para mantener la igualdad

dJ
dJ (e) =0 en € = 0 también en (2.4.8) es necesario que
€

/T OH (t,x*,u*,\)
0

7 p(t)dt =0.
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esta igualdad debe de mantenerse para cualquier funciéon continua p (t) sobre [0, T]. Escogiendo p(t) =
OHT (t,x*,u*, \)
ou

muestra que otra condicién necesaria es que

OH (t,x*,u*, \)

u =0.

De esta manera presentamos el siguiente teorema

Teorema 1. (EULER-LAGRANGE)

Considera el problema de optimizacion dado por la ecuacion (2.3.1) y (2.3.2). Sea H (t,x,u, \) = g (t,x,u)+
M (t,z,u). Asume que las funciones f,g y h satisface los supuestos estdblecidos anteriormente. Si
u* (t) €U es un control que mantiene un minimo local para la funcional (2.3.1), y x* (t) y A\* (t) son los
correspondientes estados y co-estddos, entonces es necesario que

OH (t,x*,u*, \*)

& (t) = f(t, 2% u") = o , 2*(0) = zo;
" (t’”;;“*’m; N (T) = w

y para todo t € [0,T],

OH (t,x*,u*, \*)

0 =0.

Principio Maximo de Pontryagin

Asumiendo que existe un subconjunto U C R™ tal que para todo t € [0,T], u(t) € U. El conjunto de
funciones de controles admisibles U consiste de funciones medibles desde [0, 7] en U, ademads para que la
ecuacion diferencial (2.3.2) tenga solucion unica sobre [0, 7] y el funcional de costo (2.3.1) exista, se debe
cumplir:

= f y g deben ser funciones continuas en u, f, (t,z) := f(t,z,u(t)) v gu(t,x) := g(t,z,u(t)) son
también funciones medibles. Como consecuencia la funcion de costo (2.3.1) existe si y sblo si se
asume que U es acotado.

= [ debe satisfacer la desigualdad

|f(t,z,u)| < L|z|+ N, t€[0,T], x € R", ue U,

Para algunas constantes positivas L y N, la ecuacion diferencial (2.3.2) tiene una tnica solucién para
todas las funciones medibles u, ver por ejemplo ([42]).

Entonces tenemos la siguiente generalizaciéon del teorema 1 de Euler-Lagrange, el tan mencionado principio
de Pontryagin.

Teorema 2. (PONTRYAGIN)

Considera el problema de optimizacion dado por las ecuaciones (2.3.1) y (2.3.2). Asume que las funciones
fs g y h satisfacen los Supuestos Bdsicos e introducimos H = g + Af. sea u* (t) € U ser un control que
produce un minimo local para la funcional de costo (2.3.1), y sea x*(t) la correspondiente trayectoria de
estado . Entonces existe una funcion de co-estddo [\*]" : [0,T] — R™ que satisface

OH (t,z*,u*, \*)

i) = £ (0% ut) = ZEETAD) e ) = (2.4.9)
iy = -2 (t’“g;“*”\*); A (T) = 73h(2;(T)) (2.4.10)
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y, para todo t € (0,T) en el cual u* es continua,

H(t,x*, u*, \) = minH (t, x*, u, \*), (2.4.11)

uelU

esto es

w*(t) = argminH (t, 2", u, \*)
uelU

2.5. PROBLEMAS DE CONTROL OPTIMO SINGULAR

Tomando en cuenta que el principio del médximo de Pontryagin se quiere encontrar un control u que es
considerado acotado, y que se encargue de minimizar el funcional de costo

T
J (o) = / o (t,2(t), u(t)) dt + h(x(T))

el cual esta sujeto al sistema de ecuaciones diferenciales dado por

T = f(t’ x(t>7 u(t))
Entonces algunas veces pueden presentarse problemas al momento de querer encontrar dicho control
u. En Control Optimo existen problemas que son dificiles de resolver porque una aplicacion directa
del Principio del Maximo de Pontryagin falla para dar una solucién completa. Este tipo de problemas
son llamados de control singular . Pocos son los problemas que se han resuelto, de estos se pueden
mencionar en la economia financiera el problema de la cartera de Merton, y en el sector aerondutico

la optimizaciéon de una trayectoria. En seguida se dard una explicacion mas detallada de este tipo
de problemas:

Tenemos que la dificultad més comun al aplicar el principio del maximo de Pontryagin es cuando el
Hamiltoniano depende linealmente del control u, es decir H = ¢(x, A\, t)u y el control u se limita a estar
entre un limite inferior a y un limite superior b : a < u(t) < b . Entonces para minimizar el hamiltoniano
H(t,z,u,\) primeramente se toma el caso cuando ¢(z, A, t) < 0 entonces tendremos que:

bo(z, A, t) < oz, A\, t)u(t) < ap(z, A, t)
bp(x, A\, t) < H(t,x, A\, u) < ap(x, A1)
H(t,z, A\, u) = bp(z, A\, t)
= ¢(x, A\, t)u(t) = bo(z, A, t)
= u(t) =b si ¢(z,\1t) <0
Ahora tomando el caso cuando ¢(z, A,t) > 0 tendremos
ag(z, A, t) < oz, N, t)u(t) < bp(z, A, t)
ap(x, A\, 1) < H(t,z, A\, u) < bp(x, A, t)
H(t,z, A\, u) = ap(z, A\, t)
= ¢(x, A\, t)u(t) = ap(z, A, t)
= u(t) =a si p(x, A\, t) >0
Y ademaés la condicion de minimizacion 0H (¢, z, A, u)/0u = 0 nos da como resultado
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¢(x, A\, t) =0

en este caso no se tiene ninguna condicion de como tomar el control u(t), por lo que u(t) es indefinida.
de acuerdo a los resultados anteriores se tiene:

b si p(a,\t) <0
u(t) = { indefinida si ¢(x, A\, t) =0
a si ¢p(x, A\ t) >0
por lo que este control es de conmutacion es decir cambia tomando los valores a, b y cero instantaneamente,

Esto dependiendo del signo que tome ¢(z, A\, u). A este tipo de control se le llama Control bang-bang.

El caso cuando ¢ permanece en cero durante un periodo de tiempo finito t; < t < ¢ se llama el
caso de control singular. Entre t; y f5 la minimizaciéon del hamiltoniano con respecto a u no nos
da ninguna informacion atil y la solucién en ese intervalo de tiempo se va a tener que obtener tomando
otras consideraciones. (Un enfoque consistiria en diferenciar repetidamente 9 H/Ou con respecto al tiempo
hasta que el control u vuelva aparecer de forma explicita, Entonces se puede establecer una la expresion
igualada a cero y resolver para u. Esto equivale a decir que entre ¢ y t5 el control u esta determinado por
el requisito de que la condicién de singularidad se siga manteniendo. El llamado arco singular resultante
sera 6ptimo si se satisface la condicion de Kelley, ver ([9])

0 d\*

k

— — — > =
(-1) B l(dt) Hu] >0, k=0,1,

El término control-bang singular se refiere a un control que tiene una porciéon bang-bang, asi como una
parte singular.

A continuacién consideremos el siguiente problema de un control escalar: minimizar

1 T
sz/ r2dt
2 Jo

sujeto a

donde |u| < 1.

Entonces tendremos que la funciéon hamiltoniana esta dada por

1
H(z,u,\) = ix% + Az + Aau

OH
/\1 = 787561 = —I1
: OH
Ag=———=-)\
2 a$2 1

A continuacién tenemos que para minimizar el funcional aplicamos el principio del méximo de Pontryagin
haciendo H,, = 0, por lo que para el intervalo de tiempo 0 <t < T se tiene que

H, =X =0. (2.5.1)



Observemos que en (2.5.1) no aparece la variable de control u, por lo que de manera inmediata no se tiene
informacién precisa de quien debe ser u 6ptimo, para dar una soluciéon completa al problema de mini-
mizacion. Por tanto este es un problema de control singular. Ahora si derivamos a H,, consecutivamente
con respecto al tiempo, para obtener informacién 1til para resolver este problema tenemos:

d ‘ d?

7H = = — = —_— =7 = =
dt u >\2 /\1 0 dtSHu I1 Zo 0
d? ‘ d* )
ﬁHu:—/\llezO @Hu:m:uzo

por consiguiente se concluye que 1 = 0 y de manera idéntica el control u = 0, por lo que este es un
problema de control singular resuelto

Ademas observemos que la condiciéon de Kelley es satisfecha, ya que:

P g\ 2
p— ki —_— = =
(-1 e [(dt) Hu] 1>0, conk=2

En la siguiente seccién se mostraréd la conexion existente de control singular 6ptimo, con el control por
modos deslizantes.
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2.5.1. Control Optimo Singular en Sistemas Lineales mimo

Consideremos el costo cuadratico dado por

1

T
J= 5/0 (2"Quz) dt (2.5.2)

Donde (2.5.2) esta sujeto al siguiente sistema lineal de ecuaciones diferenciales

T = Az + Bu

AeR™™ BeR™™ ueR™
Entonces el Hamiltoniano puede escribirse como
L T
H(z, A\ u) = 2% Qx + \' (Az + Bu)
Entonces para encontrar el control 6ptimo aplicamos la condicién Ty = 0 y se obtiene que
U
MB=0

Por consiguiente éste es un caso de control singular debido a que H,, = 0 no proporciona informaciéon util
para dar una solucion completa para minimizar a (2.5.2)

A continuacion propondremos una transformacion 7" no singular tal que z = Tx dada por

Hn—m,><n—m *BIBQ_I Bl
T = ,yB= (2.5.3)
Omxn—m 32_1 BQ

donde B; € R(»=m)*xm By ¢ R™MX™ ademas para que T exista, notemos que la inversa de By debe de
existir.

De esta forma tendremos que 7! esta dada por:

Hn—mxn—m Bl
7' = : (2.5.4)
Omxnfm B2

Entonces el nuevo sistema de ecuaciones diferenciales en variables de z es dado por:

2 =TAT '2+TBu

donde se obtiene que

A1 Aro 0
TAT ! = .y TB =
Agl A22 mem

Ahora por haber aplicado la transformacion T al sistema original, el nuevo sistema en variables de z
puede ser escrito como:

zZ1 = Az + A2z
(2.5.5)

Zo = Ao1Z1 + AxeZa +u
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donde se esta considerando que la nueva variable z es particionada de tal manera que z = (21, Z2)7 con
Z1 ER"™™y Z € R™

Puesto que T es no singular entonces * = T~z y sustituyendo en (2.5.2) entonces el funcional transfor-

mado es de la forma
SETE R e
2 /o %2 Q21 Q2 Z2 o
Qi1 Q12 \ _ e\ T 1
< Qa1 Q2 > N (T ) QT

por lo que desarrollando a (2.5.6) y simplificando tenemos

1T, _ _
J = 3 / (21 Qu17z1 + 22] Q1222 + 23 Q20 22) dt (2.5.7)
0

introducimos la variable v = Z; + Lz, o bien Zo = v — Lz; en (2.5.7) . Entonces se tiene

1T - _ . _ _ .
J = 5 / {z] (Qu1 —2Q12L+ L"QaoL) 21 + 2z (2Q12 — 2L Q22L) v 4+ v Qoov} dt
0

con el fin de eliminar términos cruzados L es seleccionado como L = Qg QT, de esta forma el funcional
queda como

R -
J = 5/ (Z?Qlfl + UTQQQ’U) dt
0 (2.5.8)
Q1= Qu1 — Q12(Q22) Q1
donde (2.5.8) esta sujeto al sistema de ecuaciones diferenciales reducido
z1 = (A1 — A1Qy Q) 71 + Arov. (2.5.9)

En este caso observemos que la variable v toma el papel de variable de control virtual. Por consiguiente
la minimizacion de (2.5.8) sujeto a (2.5.9) ya no constituye un problema de control singular debido a que
la funcién hamiltoniana H; (Z1, A1, v) estara dada por

Hy(21,A1,0) = = (2] Q121 + 0" Q22v) + AT {(A11 — A12Q5, Q15) 21 + Arav}

N | =

Y tenemos que

o 8H1 (217)\1,1})

Z1 ONT = (A11 — A12Q521Q?2) Z1 + Aigv
i
. OHy (Z1, A\1,v = A—17
AT = _% =—z7Q, - AT (All _ A12Q221Q1T2) con \ (T)=0

donde el sistema anterior se puede escribir en representacién matricial como:

Z (All - A12Q2_21Q1T2) 0 Z1 A1z
. i o + v (25.10)
A1 —-Q1 - (AH - A12Q2_21Q1T2) A1 0

y junto con la condicién de minimizacién para el funcional tenemos que:

8H1 (21,)\1,1})

ov =0
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lo cual implica que la condicién de Optimalidad esta dada por:

v Qoo + AT A1g = 015,

realizando la transpuesta en la expresion de Optimalidad anterior tenemos:

Q220 + ATHA1 = Oy (2.5.11)

Puesto que Qa9 es invertible y ademas definida positiva tenemos que v de (2.5.11) esta dada por:

v=—0Q (A12)" M (2.5.12)

donde v dado en (2.5.12) representa el control virtual 6ptimo. Ademés si se sustituye este control en
(2.5.10) tendremos como resultado un Sistema de Ecuaciones Diferenciales Optimo (2.5.13), debido a
que las soluciones Optimas \; y Z; estaran definidas al momento de resolver este sistema de ecuaciones
diferenciales resultante, el cual es presentado a continuacion:

Z (A1 — A12Q5%, Q) —A12 Q3 AT, Z
)= i (2.5.13)
A1 -1 — (A1 — 41205, Q%) A1

A continuacion del control virtual éptimo v dado en (2.5.12) se puede disefiar un vector S € R™ el
cual estard compuesto por m superficies deslizantes S; i = 1,2,...,m, es decir S = (51, 5q,..., Sm)T.
Entonces el diseno de S estara dado por:

S=v+Qp (A2)" M

Notemos que el vector S alcanza su 6ptimo una vez que S = 0.

Ademés debido a que v =25 + Q;;QlTQ,El tenemos que S también puede escribirse como

S=7%+ Q3% Q1% + Q' (AIQ)T A1

Pero para poder decir que el vector S = 0 es 6ptimo, necesitamos encontrar A\; 6ptimo. Para hacer esto,
proponemos A;(t) = P(t)z1(t) con P(t) = P(t)T , P(t) > 0 donde al sustituir la propuesta de \; en
(2.5.13) tendremos que el sistema de ecuaciones diferenciales 6ptimo estéa dado por

ZLl = —A12 Q2_21A{2P(t)§1 + (All — A12Q2—21Q{2) 21 (2514)
P(t)z + P(t)5 = — (A — 412052 Q5)" P(t)z — Qv (2.5.15)

entonces multiplicando a (2.5.14) por la izquierda con - P(¢) y sumando con la ecuacion (2.5.15) obtenemos:

P(t)z = — (A1 — A12Q2_21Qf2)TP(t)51 — Q121 + P()A12Q5 AT P(t) 2, — P(t) (A1 — A12Q5,' Q1) 1

entonces agrupando términos y factorizando por la derecha con Z; tenemos

<—P(t) — (A — A12Q2_21Q1T2)T P(t) — P(t) (A1 — A12Q55 Q1) + P(t)A12Q55 AT, P(t) — Q1) zZ1=0

Pero sabemos que z; no es cero para todo intervalo de tiempo por consiguiente:

—P(t) — (A — A12Q521Q1T2)T P(t) — P(t) (A1 — A12Q3 Q1s) + P(t)A12Q55 AL, P(t) — Q1 =0
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Por tanto tenemos que:

—P(t) = P(t) (A11 — A12Q Q) + (A11 — A12Q5) 7{2)T P(t) — P(t)A12Q55 AT, P(t) + Q1 (2.5.16)

y se tiene que (2.5.16) es la conocida Ecuacién Diferencial de Riccati vista en la siguiente seccion.
Ademés si consideramos que P (t) = 0. Entonces P(t) = P = constante V¢ y tendremos

= = T _ _
P (A11 — A12Q221Q?2) + (A11 — A12Q221 {2) P — PA12Q221A’{2P + Ql =0 (2517)

Donde (2.5.17) corresponde a la Ecuacién Matricial de Riccati muy conocida en la literatura de
Control Automatico, donde encontrar la solucién de la matriz simétrica P que satisfaga (2.5.17) es
equivalente a resolver el problema de regulacién lineal cuadratico, es decir se busca tener soluciones
estables para el vector de estados Z1, y que a su vez minimicen el costo cuadratico (2.5.8).

Para ver esto recordemos que A\ (t) = P(t)z; (t), ademéas tenemos que la condicién de frontera de A\;
esta dada por A;(7T") = 0, ahora supongamos que 7" — oo. Entonces la condicion de frontera se sigue
manteniendo, es decir A;(co0) = 0. Por tanto A;(c0) = P(00)z; (00) = 0, pero P(t) = constante # 0 V ¢.

Entonces tendremos que las soluciones z;(¢) — 0 cuando ¢t — oo que corresponden a soluciones asintoti-
camente estables.

Entonces en consecuencia a lo visto previamente tenemos que la minimizacién del funcional

J = %/O (5?@121 + UTQQQ’U) dt
Q1:=Qu — Q12(Q22)71 7?2

se encuentra sujeto a un sistema de ecuaciones reducido
- N—1AT\ 5
Z1 = (Ann — A12Q5, Q15) 71 + Arov
Donde el control virtual 6ptimo estd dado por
v = _Q_521A{2P 21

O bien debido a que se consider6 que v = Z + Q2_21 Q7T, %1, el control virtual 6ptimo puede escribirse como

= A—1AT = A—1 4T D5
Zy + Qgp QiaZ1 = —Qgp Ao P Z1.

Donde P es solucién de la ecuacién matricial de Riccati

P (An - A12Q2_21Q1T2) + (Au — A12Q55 71T2)TP — PARQy ALP+Q1 =0

por tanto puede disefiarse un vector S € R™ con m superficies deslizantes dado por

S =z + Q5 Qlaz1 + Q Al Pz

O en forma simplificada como

S =2+ Qs (Q?Q + A?QP) z1
En consecuencia una vez que la matriz P es encontrada con la finalidad de garantizar la minimizacién
del funcional, tenemos que cuando S = 0 se habra logrado obtener las soluciones 6ptimas, que a su
vez como se demostré anteriormente estas soluciones seran asintoticamente estables. Hasta ahora solo se
ha mencionado cuando S = 0, sin embargo no se ha dicho como pensamos lograr esto, la respuesta se
encuentra en derivar a S con respecto al tiempo y sustituir z; y 2o de (2.5.5) en S, Entonces tenemos que

S=A157 + Asg 32 +u (2.5.18)
Donde AlS = (A21 + MAll) 5 AQS = (A22 + MAlg) con M = Q2_21 (_r{z + A?zp)

Y por consiguiente notemos que para resolver problemas de estabilizacion, el control vectorial u debe
ser capaz de lograr que S y S converjan a cero, y que puedan seguir manteniéndose en cero al paso del
tiempo.
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Diseno del control vectorial u para resolver problemas de estabilizacion singu-
lar optima en sistemas mimo

A continuacion se propone un control vectorial tal como se describe en el libro de ([73]), luego en breve
se dara una descripcion y sus consecuencias, seguido de un ejemplo de simulacion.

Si se propone a u = —A;g 21 — Agg Zo — K S y sustituyendo en (2.5.18) tendremos

S=—-KS

cuya solucion esta dada por

S =exp(—Kt)S(0)

donde se tiene que K € R™*"™ debe ser una matriz definida positiva, de esta manera tendremos que las
m superficies deslizantes de S convergeran asintéticamente a cero.

El problema de utilizar este tipo de control vectorial radica en el hecho de que no es eficiente compensando
perturbaciones desconocidas, que en un momento determinado puedan llegar afectar las dindmicas del
sistema a controlar. Por lo que no es recomendable utilizarlo en sistemas que puedan ser afectados por
disturbios. Enseguida se mostraran dos ejemplos que apoyaran este hecho. Primeramente se realizara un
ejemplo de simulacién para un sistema que no presenta perturbacién, y posteriormente cuando éste si
las presenta. Con el fin de apreciar las diferencias del comportamiento de las soluciones respecto a cada
ejemplo de simulacion.

Ejemplo 10. A continuacion se muestra un ejemplo de simulacién donde se quiere estabilizar el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales dado por

i‘l 4 6 1 8 X1 2 -3 1 u

i | |2 -1 7 -3 Ty 5 4 3 !

s | T2 8 —9 4 s | T =4 5 7 " (2.5.19)
Iy 9 3 2 —6 T3 5 6 -1 3

.. o T T
con condiciones iniciales 2(0) = (5, 3, —3, —5)7, donde tenemos que u = (u1,u2,u3)” y x = (1,22, T3, 74) ,

5 4 3
y teniendo en cuenta que By = (2,—-3,1), By = -4 5 7 con B, invertible, entonces utilizare-
5 6 -1

mos la transformacion T'y T—! expresadas en (2.5.3) y (2.5.4) respectivamente, con el fin de trasformar
el sistema original (2.5.19) a un nuevo sistema en variables de z.

Por tanto la matriz de transformacién T y su inversa T ! estan dadas por:

, o u8 47 104
129 129 129 1 2 -3 1
o Aooo_u 13
253 129 258 ) 0 5 4 3
T = STl = (2.5.20)
o st 1o 47 0o 4 5 7T
258 129 258
o b 5 4 0 5 6 -1
258 129 258
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y por consiguiente el nuevo sistema de ecuaciones diferenciales 2 = TAT 'z + T Bu estara expresado
como:

1310 6306 3530 428

Z1

129 43 129 43 21 0o 0 0
_ 258 86 129 86 N " (2.5.21)
4 4011043 1022 205 | o 0 1 0
258 86 129 86 us
5 251 317 1037 177 24 0 0 1

258 86 129 86

370 136 194 161\"
y con condiciones iniciales z(0) = Tz(0) = (—129, 99° 199’ 129) .

Por consiguiente (2.5.21) se puede descomponer como:

Z1 = A1z + A2z
Zo = Ag1Z1 + A2eZa +u

_ _ T T
Donde z; = 21, Zo = (29, 23, 24)" , u = (u1, us, ug)  donde:

11 =

1310 ( 6306 3530 428 )
A = —

129 “\ 13 1297 43

ML 376 985
8 129 86
B 67 401 251 \© | 1043 1022 205
A21 - T ore’ 9rQ’  orq ) A22 - —_— _——_ ——
258" 258 258 86 129 36
87 108717
86 129 86
A continuacion para estabilizar a (2.5.21) recurriremos a la minimizacion de un funcional cuadratico en
términos de las variables originales x. Es decir

1 o0
J= §/ (2" Q) dt (2.5.22)
0
con @ = QT > 0 dado por

4 12 -8 5
|12 46 31 3
@=1 % 31 30 -1
5 3 —11 45

Entonces al aplicar la transformacion 7y T~ de (2.5.20) al funcional (2.5.22), tendremos que el nuevo
funcional en variables de z estara expresado por

J = %/0 (z"Qz2)at (2.5.23)
A Qll le -n\T -
Q_<Q21 Q22>_(T 1) QTl
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4 125 26 —21
~ 125 5069 1231 —1412
Q= 26 1231 1158  —265
—21 1412 -265 717

Qi1 =4, Q12 = (125, 26, —21)
B ) 5060 1231 —1412
Qo1 = (125, 26, —21)7, Qg0 = [ 1231 1158 —265
—1412 —265 717

Por lo que sustituyendo @ en (2.5.23) y desarrollando tenemos

1

J = 5 / (2{ (t) Qllel (t) + 22? (t) QlQZ? + Z;@)QQWEQ (t)) dt (2524)

Y como se mencion6 anteriormente sustituyendo z» de la variable v = 22+Q;21 QT,z1 en (2.5.24) tendremos
que se han eliminado términos cruzados obteniendo de esta manera

1 [ ~ ~
J = 5/ (27 Q121 + v" Qaov) dt
0

Q1=Qu — Q12(Q22)71 71T2

Q1 = 0.4126

y donde la minimizacién del funcional estéa sujeto al sistema reducido

21 = (A1 — A12Q5, Q1,) 21 + Arov
del control virtual 6ptimo esta dado por
v = —Q2_21A,{2P 21
Donde P es solucién de la ecuacion matricial de Riccati
1= = T ~ _
P (All - A12Q221Q?2) + (All — A12Q55 1T2) P —PApQymALP+Q1 =0

por tanto tomando en cuenta que Z; = v— Q55 Q7,21 puede disefiarse un vector S € R? con tres superficies
deslizantes dadas por

S=%+ Q5 (Qf, + ALLP) (2.5.25)

y al derivar con respecto al tiempo a S se tiene que

S = AlS’ z1 + AQS Zo +u (2526)

Aig = (A21 =+ MAH), Agg = (AQQ + MAlg) con M = Q;; (7?2 =+ AT2P)

utilizando Matlab calculamos que:

0.1258 1.0179 2.1597  6.3575 9.6198
M=\ —-0.0351 |, Aijs=| 1.1983 |, Ass = 6.9869 —8.8818 —2.0348
0.1857 0.9129 23.5467 13.1202  0.2098
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con el fin de que las superficies tiendan asintéticamente a cero se propone un control vectorial v dado por

u=—A15z1 — Aagza — KS (2527)

por lo que tendremos que al sustituir u en (2.5.26) obtenemos
S=-KS
y sus soluciones estaran dadas por
S = exp(—Kt)S(0)

con la matriz K € R3*3 definida positiva, por simplicidad de simulacién seleccionamos a K como:

K 0 0 2 00
K = 0 Koo 0 0 3 0
0 0 K33 0 0 4

Enseguida se muestran los resultados de simulacion de las dinamicas del sistema transformado z = Tz, las
tres superficies deslizantes componentes del vector S = (57, Sa, S3)T , v los tres controles que componen
au = (u1,uz,u3)’ . Donde estas figuras estén representadas en (2.5.1), (2.5.2) y (2.5.3) respectivamente.

Figura 2.5.1: Dinamicas z =Tz

En figura (2.5.1) se muestran las soluciones del sistema transformado convergiendo a cero de forma
asintotica.
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0.5
/ S

Figura 2.5.2: Superficies deslizantes S = zo + M z;

En figura (2.5.2) vemos que las dindmicas de las superficies deslizantes Sq,S2 y S35 convergen a cero de
forma asintotica.

-2

-4

6 i

8t i

Figura 2.5.3: Control vectorial u = —A15z; — Aagzo — KS

En figura (2.5.3) se muestra a los controles uy,us y ug que decaen de forma exponencial a cero debido a
que estan siendo retroalimentados con las variables de z
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Ejemplo 11. A continuacion se realizara un ejemplo de simulacién considerando el mismo sistema dado
en el ejemplo (10) pero en esta ocasion este sistema presentaréd algtn disturbio desconocido, que puede
considerarse como alguna fuerza interna o externa al sistema, pero por fines de simulacién consideraremos
que conocemos tales fuerzas las cuales son denotadas por &;, que seran las componentes de un vector de
perturbacién .

Consideremos que el sistema (2.5.19) esté siendo perturbado por el vector £ . Entonces el sistema estara
ahora representado por

1 4 6 1 8 a1 2 -3 1 . c
w2 | _ |2 -1 T =3 s 5 4 3 L 1
g | 2 8 -9 4 e | T 24 5 7 Zz + 22 (2.5.28)
jf4 9 3 2 —6 T3 5 6 -1 3 3

Con condiciones iniciales z(0) = (5, 3, —3, —5) | y un vector de perturbacién ¢ dado por

& cos(1 + exp(—2x1t))
& | = 2 cos(3x1 + x2)
&3 sin (2t)

y con la transformacion T y T~ utilizadas anteriormente obtenemos que 3 = TAT 'z + T Bu esta dado
por:

B 1310 6306 3530 428
' 129 43 129 43 21 0 0
4 67 1401 376 935 . 0 “ &
[ — [ — —_— —_— 22
2 12
58 86 9 86 n w |+ &
5 401 1043 1022 205 2 0 0
258 86 129 86 us &
o) | amowsroam J\a) o !
258 86 129 86
T
1 194 161
donde las condiciones iniciales en variables de z estan dadas por z(0) = Tz(0) = (—?;g, 1%2, —%9, 129) .

Si aplicamos el control vectorial lineal u = —A1g 7z — Asg Zo — K S tenemos que las soluciones de z no
son asintéticamente estables, esto es visible en los resultados de simulacion de las dindmicas de z, el cual
se muestra en la figura (2.5.4).
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Figura 2.5.4: dinamicas de z

Ademaés notemos que el resultado anterior se debe principalmente a que el control lineal u es incapaz de
lograr que las tres superficies deslizantes S1,52 y S3 que componen al vector S converjan a cero, esto
es porque el control vectorial © no puede compensar las perturbaciones. Este hecho es apreciable en la
figura (2.5.5)

Figura 2.5.5: Superficies deslizantes
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por tal motivo este tipo de control vectorial lineal v no es recomendable para aplicarse a un sistema que
pueda presentar disturbios que afecten las dinamicas del sistema. En lo que sigue se disenara un tipo de
control vectorial u que si sea efectivo compensando perturbaciones, es decir este controlador a disenarse
serd robusto ante perturbaciones e incertidumbres desconocidas que en un momento determinado puedan
llegar a presentarse.

Diseno de un control vectorial u robusto mediante estabilidad de Lyapunov.

A continuacién se procedera a diseniar un controlador basado en la teoria de los modos deslizantes, que
sea capaz de compensar cualquier perturbacién a presentarse en alguna aplicacién de tiempo real, con la
tnica condiciéon de que podamos estimar la cota de cada disturbio o incertidumbre. Queriendo decir con
esto que tales disturbios desconocidos no tiendan a crecer indefinidamente.

Para ver como se puede disenar un tipo de control vectorial u, comencemos por describir un sistema lineal
perturbado el cual esta expresado por

t=Azx+ B(u+¢§)

AeR"™" BeR"™™ yecR™ £€R™

con u = (uy,us,. .. ,um)T , &= (&,&,... ,§m)T donde de cada perturbacion &; solo se le pueda estimar
su cota, es decir : |§;| < L; parai=1,2...,m, por tanto al aplicar la transformacion T dada en (2.5.3)
tendremos que el nuevo sistema 2 = TAT 'z + TB (u + £) en variables de z puede escribirse como:

Z1 = Anz + Az
Zy = Ao1Z1 + AgeZo + £+ u
donde la variable z esta siendo particionada en dos variables vectoriales z; € R"™™ y zZo € R™ | es decir
N
z=(z1, 22)

Donde utilizando el enfoque de optimizacion a un funcional cuadratico dado por

1 o0
J = 5/0 (xTQx) dt

y al aplicar la transformacion T descrita en (2.5.3) obtenemos préacticamente los mismos resultados
descritos con anterioridad, cuya tnica diferencia a mencionar es que tendremos que la derivada del vector
S € R™ con respecto al tiempo esta expresada por

S = A5z + AgsZa +E+u (2.5.29)

donde el vector perturbativo £ esta presente en (2.5.29) , debido a que el sistema original esta siendo
afectado por perturbaciones.

A continuacién procederemos a disefiar un control vectorial u que se encargue de compensar cualquier
perturbacion &; que afecte a nuestro sistema, ademas de que se encargue de hacer que S converja a cero,
obteniendo asi las condiciones de optimizacion para el funcional, asi como las soluciones Optimas z; y Z»
que minimicen dicho funcional.

Para hacer esto tomemos nuevamente el enfoque del diseno del control por modos deslizante, visto en la
seccion pasada, esto es tomemos en consideracion una funcion escalar de Lyapunov V(S) > 0 candidata
dada por

1 1
V($) =3 1517 = 5sTs (2.5.30)

donde S = (S1,89,...,5n,)T y recordemos que para poder proveer de estabilidad asintética global a
(2.5.29) sobre el punto de equilibrio S = 0, las siguientes condiciones deben ser satisfechas:
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(@) V <0paraS#0

) lim V=c0

ISl —o0

Por consiguiente es claro que la condiciéon b) es obviamente satisfecha por V en (2.5.30), ahora solo falta
lograr que V'(S) < 0, Entonces tenemos que

V(S)=s5Ts

y la propuesta clave para lograr que V < 0 es la siguiente:
Consideremos que

V(S)=8TS < —a) [8]<0

P (2.5.31)
con a >0
Entonces tenemos que sustituyendo S = A15Z1 + AogZa + £ + w en (2.5.31) tendremos
V(S) = ST(A1s71 + AgsZ + £ +u) < —a) _[8;] <0
i=1
Ahora solo falta encontrar el control vectorial u que satisfaga ST S = —az |Si]
i=1
para esto proponemos que:
u = _Al,S'Zl — Aggzg + U
por tanto tendremos que
m
ST(E+a) < —a) || <0
i=1
STe+ 8T < —ay |8 <0 (2.5.32)
i=1
Donde propondremos que @ = (—p1.5ign(S1), —p2Sign (Sz2), ..., —pmSign(Sm))T. Ahora notemos que
(2.5.32) puede escribirse de manera equivalente como:
& —p18Sign(St)
& —p2Sign (S2) Ui
(51,82,...,5n) _ +(81,55,...,5n) , <—a) |5 <0
: : i=1
gm _pmSign (Sm>
Desarrollando y simplificando tenemos que:
Siér+ Sa&a + -+ 4 S — p1 [S1| = p2 [Sa| =+ = pn [ S| < =D [Si] <0 (2.5.33)
i=1

puesto que lo tinico que sabemos es que las perturbaciones &; estan acotadas. Tenemos que:

Slfl"‘5252""""‘Smgm_pl|Sl|_/)2‘52|_"'_pm‘Sm|S
|S1] L1 4 |S2| Lo 4 - - + [Sim| L — p1 [S1| — p21S2] — -+ — pm [ S

Y agrupando términos en comun e igualando con la parte derecha de la desigualdad (2.5.33) tenemos:
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(Ll _p1)|Sl| + (L2 —02) |SZ| ++(Lm _pm) |Sm| = _a|51| —Oé|52| - —Oé|Sm|

Por consiguiente estas dos expresiones son iguales si y sélo si

p1=a+ 1l
p2 =a+ Lo

. (2.5.34)
pm =a+ Ly,

donde (2.5.34) representa los valores necesarios para que el control pueda compensar las perturbaciones.
Por todo lo anterior tenemos que el control u que logra que S — 0 y S — 0 en presencia de disturbios
estd dado por

u=—A1521 — AagZs + 1
con
(Oé + Ll) Slgn(Sl) a—+ 1Ly 0 cee 0 Sign (Sl)
~ (Oz + LQ) Sign (SQ) 0 a+Ly - 0 Sign (Sz)
i=— . =— . . . . .
(a+ L,y,) Sign (Sp) 0 0 .- a+ L, Sign (Spm)

Donde observemos que cada S; puede ser calculada facilmente haciendo

De esta manera al sustituir el control vectorial u = —A15%1 — AsgZa + @ en (2.5.29) se tiene que
a+ Ly 0 0 Sign (S1) 3
X 0 a+ Ly --- 0 Sign (SQ) fg
S=- . . ) . . + . (2.5.35)
0 0 - a+ L, Sign (Sp,) Em

. . . . T
O bien debido a que S = (Sl, So, ..., Sm> tenemos que (2.5.35) puede reescribirse como:

Sy o+ L 0 - 0 Sign (S1) &
S 0 a+Ly - 0 Sign (S2) §2
: - : : : : : + :
Som 0 0 .o a+ L, Sign (S,) Em

Entonces finalmente tendremos que:

S1 = —(a+ L) Sign (S1) + &
Sy = — (o + L) Sign (Ss) + &

S = — (@ + Lum) Sign (Soa) + &m

A continuacion consideremos el ejemplo (11), pero en esta ocasion se utilizara este tipo de control robusto
que se acaba de disenar con la ayuda de la funciéon candidata de Lyapunov dada en (2.5.30).
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Ejemplo 12. Sea el sistema de ecuaciones diferenciales del ejemplo (11) el cual es afectado por dinamicas
perturbativas. Entonces tenemos que

i 4 6 1 8 ) 2 -3 1 . ¢
ip | | 2 -1 7 -3 To 5 4 3 ! !
i |2 8 —9 4 vy | T -4 5 7 o g?
iy 9 3 2 -6 3 5 6 -1 3 3

Con condiciones iniciales z(0) = (5, 3, —3, —5)T, y un vector perturbativo ¢ dado por

51 COS(l + exp(—2x1t)) ‘€1| < 1
52 = 2COS(3I1 + IQ) ] ‘€2| S 2 (2536)
53 sin (Qt) ‘€3| S 1

Ademas tomando en consideracion las transformaciones 7'y 7! dadas en (2.5.20) tenemos que 2 =
TAT 12+ TB (u+ &) es dado por:

2

22

Z3

Z4

1310 6306 3530
129 43 129
67 1401 376
258 86 129
401 1043 1022
258 86 129
251 317 1037
258 86 129

428
43
935
86
205
86
177
86

z1 0 0

Z92 1 0
+

z3 0 1

zZ4 O 0

370 136

U1

U2

L%

194

&1

€3

T
161
donde las condiciones iniciales en variables de z es z(0) = Tz(0) = <129, 129’ 199’ 129) .

A continuacion se procederd a mostrar las simulaciones correspondientes al caso perturbativo.

Puesto que anteriormente en ejemplo (10) ya tenemos todas las ganancias tanto del funcional J a minimi-
zar, asf como la forma y las ganancias del vector S € R? dado en (2.5.25), entonces tenemos que cuando
el sistema (2.5.19) es afectado por perturbaciones, la tnica diferencia a considerar es que en S aparecera
el vector de perturbacién £ € R3, esto es:

S =AisZ + AssZa +E+u

Entonces solo hace falta escribir el disenio del vector w.

1
Pero como se demostr6 anteriormente utilizando la funcion candidata de Lyapunov V(S) = 3 15]17

podemos disenar un control vectorial u que proveera de estabilidad a S y S alrededor del punto de
equilibrio S = 0.

Donde el control a disenarse esta dado por:

u = —A1521 — AQSEQ + U.

Donde las matrices A1s y Asg calculadas anteriormente estan dadas por

1.0179 2.1597  6.3575 9.6198
Ajg = 11983 |, Aqs = 6.9869 —8.8818 —2.0348
0.9129 23.5467 13.1202  0.2098
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con % dado por

(a+L1)Sign (Sl) a+ Ly 0 0 Sign (Sl)
~ (Oz + LQ) Sign (SQ) 0 a+ Ly - 0 Sign (SQ)
U= — . = - . . . . .

(o + Ly,) Sign (Sp) 0 0 v a+ L, Sign (Sp,)

Entonces para este ejemplo en particular tenemos que tanto la dimension de @ y la de £ es 3, ademés
tenemos que las cotas de cada componente §; del vector £ dado en (2.5.36) son L1 =1, Ly =2, L3 =1,
y proponiendo o = 0.15 llegamos a que u es dado por

115 0 0 Sign (51)
a=—[ 0o 215 o0 Sign (S)
0 0 1.15 Sign (53)

con S1 = (1,0,0)S, Sy =(0,1,0)S y S5 = (0,0,1) S.

Enseguida mostramos los resultados de simulacién al proponer el control vectorial u previamente disenado,
al haber considerado el criterio de estabilidad de Lyapunov. Donde cada una de las graficas de simulacion
seran comentadas.

_3 I I I I I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Figura 2.5.6: Dinamicas z =Tz

En la figura (2.5.6) vemos que las dindmicas de z convergen a cero, en forma asintotica.
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Figura 2.5.7: Vector de superficies deslizantes S = Zo + M z;

En la figura (2.5.7) se muestra cada una de las superficies deslizantes S7, S2 y S35 convergiendo a cero.

Figura 2.5.8: Perturbaciones &1, &2, &3
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En figura (2.5.8) se muestran las perturbaciones propuestas para esta simulacion, aunque cabe mencionar
que su naturaleza no es importante ya que el diseno del controlador vectorial u por estabilidad de Lya-
punov solo considera el conocimiento estimado de la amplitud méxima que pueda llegar alcanzar cada
una de las perturbaciones, por lo que el conocimiento preciso de cada &; no es relevante en aplicaciones
de tiempo real.

o

-5t

Time(s) Time(s)

o N A OO ©

-2

-4

Figura 2.5.9: Controladores u1, us, us

En la figura (2.5.9) se muestran los controladores uq, ug y us encargados de compensar las perturbaciones
&1, & v &3 respectivamente.
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2.6. REGULADOR LINEAL CUADRATICO

En esta seccién trataremos el control 6ptimo de sistemas lineales tanto invariantes como variantes en tiem-
po v sujetos a un funcional de costo cuadratico. Donde para ambos sistemas se consideraran funcionales
con horizonte de tiempo finito e infinito respectivamente.

Enunciado del problema

Consideremos el sistema lineal invariante en tiempo:

& (t) = Az(t) + Bu(t), x(to) = zo, (2.6.1)

donde , z(t) € R™ representa el vector de variables de estado del sistema, x(ty) el estado inicial del
sistema, y u(.) € U es el vector de variables que pueden ser usadas para controlar el sistema. Un objetivo
podria ser encontrar una funciéon de control u(t) definida en [tg,T] la cual lleve el estado a cero en un
tiempo T'. Este es el tan mencionado Problema de Regulacion.

Control Optimo con Horizonte de Tiempo Finito

consideremos la minimizacion del funcional de costo

T
7= [ 4 0Qu(t) + T (1) Ru(®)} b + 7 (T)Qra() (2:6.2)
que esta sujeta a

i(t) = Az(t) + Bu(t), z(0) = xq, (2.6.3)

R es una matriz simétrica definida positiva y @ Y Q7 son matrices simétricas.

Este problema es conocido en la literatura como el problema de control lineal cuadratico. donde la
solucién de este problema esta relacionada a la existencia de una matriz simétrica que es soluciéon de la
Ecuacién Diferencial de Riccati (EDR)

P(t)=—-ATP(t) — P(t)A+ P(t)SP(t) — Q, P(T)=Qr, (2.6.4)

donde S := BR™!BT. el hecho de que se busque una solucién simétrica para P(t) es porque Qr es
simétrica. Pero esto implica que si P(.) es una soluciéon de la (EDR) entonces, al tomar la transpuesta de
ambos lados de la ecuacién , obviamente PT(.) satisface la (EDR) con la misma condicién de frontera.

Teorema 3. (PROBLEMA DE CONTROL LINEAL CUADRATICO)

El problema de control lineal cuadrdtico (2.6.2) y (2.6.3) tiene, para cada estado inicial xo , una solucion
sty solo si la ecuacion diferencial de Riccati (2.6.4) tiene una solucion simétrica P(.) sobre [0,T].

Si el problema de control lineal cuadrdtico tiene una solucion, entonces esta es unica y el control dptimo
en forma retroalimentada ( o lazo cerrado) es

u*(t) = —R7'BTP(t)x(t), (2.6.5)

y ademds, J(u*) = xf' P (0) xo.
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Horizonte de Tiempo Infinito
En esta sub-seccién no se tomara en cuenta la restriccion impuesta para el tiempo final T que debe

ser finito. Ahora consideramos encontrar el problema de encontrar una funciéon de control u(.) = Fz(.)
(donde F' es una matriz invariante en tiempo) para cada xg € R™ que minimice el funcional de costo

(0, u) = /0 T OQe(t) + T () Ru(t) )} dt, (2.6.6)

bajo la condicién inicial de que th’m 2(t) = 0. Aqui Q = QT,R > 0, y la variable de estado x es la soluciéon
—00
de

& (t) = Az(t) + Bu(t), z(to) = xo. (2.6.7)

en esta sub-seccion se asume que el par (A4, B) es estabilizable . Por otra parte , se introduce el conjunto
de matrices retroalimentadas invariantes en tiempo, estables y lineales esto es

F :={F| A+ BF es estable} .

Por conveniencia notacional S := BR~!BT es usado.

Teorema 4. (PROBLEMA DE CONTROL LINEAL CUADRATICO HORIZONTE DE TIEMPO INFINI-
TO)

Asumiendo que el par (A, B) es estabilizable yu = Fx, con F' € F. El problema de control lineal
cuadrdtico (2.6.6) y (2.6.7) tiene un minimo F € F para J(F) para cada xo si y sdlo si la ecuacion
algebraica de Riccati

Q+ATX + XA - XSX =0. (2.6.8)

tiene una solucion simétrica estable P. Si el problema de control lineal cuadrdtico tiene una solucion,
entonces la solucion es inica y dada por F = —R™YBTP y el control dptimo en forma retroalimentada
es

u*(t) = —R™' BT Px(t). (2.6.9)

Ademds , J (u*) = x Pxy.
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Capitulo 3

ESTABILIZACION SINGULAR OPTIMA POR
MOoDOS DESLIZANTES DE ALTO ORDEN
PARA SISTEMAS INVARIANTES EN EL
TIEMPO.

En este capitulo se explora la posibilidad de utilizar el tan llamado Control por Modo Deslizante In-
tegral de Alto Orden para resolver problemas de estabilizacién singular 6ptima (ESO) de orden
arbitrario para sistemas inciertos. Conectamos el orden de singularidad de (ESO) con la co-dimension
del conjunto de variedad singular optima. La SDIAO es disenada para permitir que los modos desli-
zantes alcancen la superficie deslizante 6ptima (SDO) en un momento de tiempo prescrito y asi
asegurar la (ESO). Ademaés, este controlador provee de robustez al sistema lineal ante incertidumbres y
perturbaciones acotadas.

3.1. INTRODUCCION

Control singular Lineal cuadratico es uno de los campos clasicos del control 6ptimo, el cual es utilizado
en aplicaciones tales como en aeronautica [20], [64], economia [9], el problema servo [33], etc.

los resultados principales de control singular cuadratico fueron recibidos en los afos 60 y 70 y podria ser
resumido como sigue:

El problema de control singular 6ptimo de alto orden nos permite la reducciéon de la dimensiéon de la
variedad singular optima (VSO) (ver [31], [9]);

para alcanzar la superficie singular 6ptima los controladores impulsivos son propuestos (ver, por ejemplo
31], 51]);

en el articulo [51], la combinacion de impulsos y controles por modos deslizantes de primer orden son
usados para alcanzar la superficie singular 6éptima de alto orden;

es sugerido el concepto de control de bajo costo (“cheap control”) , para convertir el problema de
estabilizacion singular 6ptima en un problema Lineal Cuadréatico singular perturbado para asegurar
la rapida convergencia de las soluciones en la Variedad Singular Optima, convirtiendolo en un
problema de estabilizacion singular 6ptima (PESO) (ver por ejemplo [17], [43], [65]).

La principal desventaja de las soluciones del problema Lineal Cuadratico 6ptimo es que no son robustas
con respecto a perturbaciones y variacion de pardmetros (ver por ejemplo [36], [11],[62]).

Por otra parte control singular cuadratico es usado para el convensional diseno de la superficie deslizante
de prmer orden (ver por ejemplo 73| capitulo 9, [18] capitulo 4).
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El trabajo que esta descrito en el libro de Sliding Modes in Control and Optimization. de 73] referente
a la parte de control singular cuadratico puede resumirse como:

» el desefio de la superficie deslizante basada en la Variedad Deslizante Optima;

= el controlador convencional por modos deslizantes es disenado para mantener las soluciones en la
VSO disenada. sin embargo, algunas consideraciones no fueron cubiertas por el convencional modo
deslizante de primer orden en [73]:

1. el caso de los problemas de control singular 6ptimo de alto orden [31];

2. el tiempo de inici6 de la VSO no esta especificado;

3. la robustez de la solucién propuesta con respecto a perturbaciones.

Contribuciones

En este capitulo se propone usar el enfoque de Modos Deslizantes Integrales de Alto Orden
(MDIAO) descrito en [49] para resolver problemas de estabilizacion “Regulador Lineal Cuadrético Singu-
lar” de orden arbitrario para sistemas inciertos.

Las principales contribuciones que se presentaran en este capitulo son:

= una nociéon de orden de singularidad en problemas Lineales Cuadraticos es introducida;

= basandose en el orden de singularidad se disefiara la superficie deslizante de alto orden (SDAO)
donde su diseno esta formado a partir de la superficie deslizante 6éptima de alto orden

= posteriormente se introduce una nueva variable deslizante auxiliar, llamada superficie deslizante
integral de alto orden (SDIAO) y en conjuncion con la implementacion de los controladores quasi-
continuos de alto orden descritos en [48], nos permitira obtener los siguientes resultados:
- la (SDAO) convergera a la superficie deslizante 6ptima de alto orden en un tiempo finito t; deseado

- y para todo t > t; las soluciones seran mantenidas en la superficie deslizante 6ptima de alto orden

- asegurara la insensibilidad de las trayectorias del sistema con respecto a las incertidumbres acopladas
y acotadas.

Ejemplo 13. A continuacion presentaremos ejemplos ilustrativos de la conexion natural del orden de
singularidad de un problema de control lineal cuadratico y el orden del controlador por modos deslizantes.

Considere el siguiente sistema nominal

Z1 0 1 0 z1 0
Zo | = 0 0 1 2|l +10]u (3.1 .1)
23 —Q —Q1 —Q2 z3 1

la condicion inicial z (tg) = 2z y el funcional de costo libre de control

Ji = —/ [21 (t) + 25 () + 23 (t)] dt (3.1.2)

El instante de tiempo ¢; serd especificado posteriormente. El diseno del control por modo deslizante
convencional considera la ultima variable del indice de desempefio (3.1.2) como una variable de con-
trol virtual, por lo tanto la minimizacién del problema esté sujeta al siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales reducido
21y _(0 1 21 0
(2.2)_(0 0)<>+<1> (3.1.3)
—— N——

Aq By
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con indice de desempeno

1

D=3 /:O {[21 ()22 ()] Q1 [21 (), 22 (1)) + 25 () Ry (t) | dt (3.1.4)

donde Q1 = ( é (1) ) ; R1 = 1. La solucién a este problema es encontrada por aplicacién directa del Regu-

lador Lineal Cuadratico (LQR). El control virtual 6ptimo esta dado como z5 = — (Ry) ™" BlT Py [z, ZQ]T,
donde P; es la solucion definida positiva de la siguiente ecuacion matricial de Riccati (ver [60]): Py Ay +
ATP, + Q) — P.B; (Ry)” ' BI P, = 0.

Sea la siguiente superficie deslizante como la VSO de la forma siguiente:
—1 T T
S1 (Z) = 23+ (Rl) Bl P, [2:1, 22] . (315)

Nota que si S1 (z) =0 es alcanzado en algtin tiempo ¢; y mantenida en cero para t > t; tendremos que
las variables de estado pertenecientes a (3.1.5), tomaran soluciones estables que lograran que el indice
(3.1.2) alcance su valor minimo para todo ¢ € [t1,00) (ver [9]). La derivada de S; (z) tiene la forma
S (t) = u— apz1 — a122 — agzs + (Rl)f1 BlTPl [22, 23] , es decir. el grado relativo de S; es 1. Lo que
implica que un conrol por modos deslizantes convencional, de primer orden puede mantener las variables
del sistema en la VSO S; = 0 [74], [48].

Considera ahora el problema de estabilizacion singular 6ptima (PESO) con el funcional de costo:

oo

Jy = 5/ (21 (t) + 23 (t)] dt (3.1.6)

ty

sujeta a las dinamicas lineales (3.1.1). La variable z2 es tomada como la nueva variable de control virtual
para 21 en (3.1.6), asi como z3 fue la variable de control virtual para las variables z; y zo.Por lo tanto,
el problema de minimizacion para zo como la variable de control es para minimizar (3.1.6) sujeta a la
dindmica 21 = AQZl + BQZQ; A2 = 0, BQ =1.

Nuevamente este problema puede ser formulado como un problema de regulacion lineal cuadratico con
las correspondientes matrices Ay, Ba, Q2 = 1y Ry = 1. El control virtual 6ptimo es obtenido como
Z9 = —R; 1B2T P5z1, donde P; es la solucion definida positiva de la siguiente ecuacion algebraica escalar
de Riccati PyAs + ATPy + Qo — PyBs (R2>71 BJI P, = 0. Permitamos definir la superficie deslizante como
So (2) = 20+ R;BQTszl7 y sus derivadas So (z) = 23 + R;lB;PQZQ y S (2) = u— gz — a1zs — anzs +
Ry 132 Psz3. Esto significa que Sy tiene grado relativo 2, por lo que tenemos que Sz es una superficie
deslizante de segundo orden. Y para mantener la solucion de (3.1.1) en la VSO Sy = S5 = 0 se necesitara
un control por modos deslizantes de segundo orden [48].

o0
Considere el dltimo problema de optimizacion J3 = = [ 2% () dt. La variedad singular optima para este

ty
problema, es solo el origen, y esta es requerida para mantener las trayectorias del sistema en el origen . En

este caso el grado relativo es tres y se necesita un modo deslizante de tercer orden ([48]) para mantener
el sistema en el origen . es claro que el orden del modo deslizante esta relacionado con las propiedades
del funcional de costo.

Generalmente, las condiciones iniciales no pertenencen a la VSO. Entonces, es necesario el diseno de
controladores que lleven las trayectorias del sistema a la VSO . algunos enfoques para alcanzar la VSO
son:

= Control impulsivo es usado para asegurar que las trayectorias salten a la VSO en el tiempo inicial
to (ver, por ejemplo, [31], [9]).

» Combinacioén de control impulsivo y un controlador convencional por modos deslizantes ([51]).

= El concepto de control de bajo costo, es usado para asegurar la rapida convergencia asintotica de
las soluciones a la VSO el cual en este caso es una variedad de dinamicas lentas ([17], [43], [65]).

64



La realizacion de controles sin penalizacion requieren de energia infinita , asi estd depende de las limita-
ciones del actuador.

La meta de este capitulo es disenar una trayectoria que se denominaré la trayectoria transitoria para
lograr que el modo deslizante previamente disenado logre alcanzar la VSO en un tiempo prescrito, y
asegurar que la soluciones del sistema lineal comiencen a tomar soluciones asintéticamente estables una
vez que la VSO ha sido alcanzada.

3.2. ENUNCIADO DEL PROBLEMA
Considera el Sistema Lineal Invariante en el Tiempo perturbado de la forma

(1) = Az(t) + B(u(t) + f(t,2)); x(to) = o, (3.2.1)

donde A € R™*"™ es la matriz del sistema, B € R™ es la matriz del control, x (t) € R™ es el vector de
estados, u (t) € R es un control escalar de entrada, |f (t,z)] < F € R" es una perturbacion de entrada
Lebesgue - medible acoplada con cota conocida que puede representar disturbios externos desconocidos
y dindmicas acotadas desconcoidas del sistema. Suponga que el par (A, B) es controlable, rank(B) = 1.
Aqui y siempre las soluciones de (3.2.1) son unicas en el sentido de Filippov ([21]).

El problema de estabilizacion singular 6ptima para las dindmicas (3.2.1) podria estar mal planteado
porque el sistema (3.2.1) es incierto. Entonces, junto con el sistema (3.2.1), considera el problema Lineal
Cuadratico singular nominal con dinamicas:

(1) = A () + Bu 1), (o) = a0 (3.2.2)
Tz (t) = % / [+ ()7 Qu (1) dt. (3.2.3)

t1

donde Q € R™™" es simétrica y semi-definida positiva, t1 > to, con ty tiempo inicial. El criterio (3.2.3) es
singular con respecto a la entrada de control escalar w (¢) y éste es un costo libre de control. La soluciéon
del (PESO) nominal (3.2.2), (3.2.3) se encuentra en la VSO.

Es claro que la condicion inicial mostrada en (3.2.1) no puede pertenecer a la VSO para el PESO
(3.2.2), (3.2.3). Eso es porque disenaremos una trayectoria o superficie de deslizamiento para (3.2.2)
que comience en las condiciones iniciales dadas en (3.2.1) y que llegue a la VSO en un momento de
tiempo prescrito ¢;.

Los objetivos de este capitulo son (a) disenar la superficie del (MDAO) basado en la VSO, (b) disefio
de la trayectoria para la fase de alcance y (c) asegurar la insensibilidad de la solucién propuesta para el
PESO nominal (3.2.2), (3.2.3) con respecto a incertidumbres en las dinamicas (3.2.1). Con esta ayuda,
una conexién entre el orden de singularidad del PESO y el orden del modo deslizante es establecido y el
MDIAOQ es disenado para asegurar la insensibilidad ante las incertidubres.

Entonces, para poder resolver este PESO, una transformacion de (3.2.2) a la Forma Candnica Controlable
(seccion 3.3) es necesaria para tener un nuevo sistema en variables de z que debido a su forma sera de
utilidad para resolver este tipo de problemas. Después de esto, el criterio (3.2.3) necesita ser transformado
para poder mantener los pesos originales de los estados. Posteriormente, en seccién 3.4 describimos
la conexion entre el Orden de Singularidad del Indice de Desempefio del PESO y el orden del modo
deslizante el cual debera ser disenado. Entonces, en seccién V disenamos la superficie deslizante del orden
correspondiente como una solucion del PESO y el disefio de la trayectoria transitoria para alcanzar la
VSO. En secciéon VI, disenamos un CMDIAQO para garantizar que en un tiempo prescrito la superficie
deslizante propuesta converja a cero. En seccién VII, un ejemplo numérico es presentado para ilustrar los
resultados obtenidos.

3.3. TRANSFORMACION DEL SISTEMA E INDICE DE SINGULARIDAD

Transformacion a la Forma Candnica Controlable. Si el par (A, B) es controlable entonces existe una
transformacion no-singular 7', tal que el nuevo sistema de ecuaciones diferenciales en variables de z esta
dado por
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2= Az+ Bu; z(to) = 20, (3.3.1)

estd en la Forma Candnica Controlable. Aqui, z = Tz, A=TAT ', B=TB,y A€ R"™", B € R"*!.
La matriz A tiene la Forma de Brunovsky

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
A=+ ¢ 0 1| B=

0 0 0 1 0

—ap —o —Qy ot —Qpod 1

donde {ay, ..., a,—1} son los coeficientes del polinomio caracteristico.

Transformacion del Indice de Desempeno. El peso de la matriz @) necesita ser transformado a fin de
mantener su significado original para el sistema transformado (3.3.1)

Q = (T_l)TQT_l = ( g; g;z ) ) C~211 S R(n_l)x(n_l), sz eR (3.3.2)

En el disefio del modo deslizante convencional, el sistema (3.3.1) es particionado con las misma dimensio-
nes como @ en (3.3.2), el vector de estado es también dividido en dos conjuntos z = [, EQ]T, la variable
Zo es tomada como un control virtual para estabilizar el subsistema Zz;. El bloque de matrices Qu >0
and Q22 > 0 son usadas para asignar los pesos a z; y al control virtual Z,, respectivamente, la cual
nos permite una solucién regular para una Ecuacion Algebraica de Riccati. Entonces un control virtual
estabilizante zo = —KZ; es disenado, y el modo deslizante es seleccionado como ¢ = Zzs + KZz; con el
grado relativo r = 1.

El Modo Deslizante Convencional no considera el caso cuando Qqp = 0 y surge una nueva situaciéon
porque la solucion del PESO no tendra grado relativo 1.

3.4. ORDEN DE SINGULARIDAD DEL PESO

Proposicion 1. Si Qgg =0 en (3.3.2), debido a la simetria y semi-positividad de Q , todos los elementos
de Q12 y Q21 son cero.

Esto significa que en general @ puede solo tener la forma

Qu Qi 0 -~ 0

Q21 Q22 0o --- 0

i 0 0 0 - 0
o-| . . ... (3.41)

0 0 o --- 0

n—k columnas k—columnas cero

con Q1 € R—k=1x(n=k=1) yna matriz semi-definida positiva simétrica, Q22 > 0, Q22 € R, y conse-
cuentemente el indice de ejecucion tiene la forma

_ 1 7 B ~ B
t1
Definicion 6. :El Orden de Singularidad es el nimero i = k£ + 1, donde k es el nimero de columnas-

cero sobre la matriz de pesos Q tal que Qa2 > 0.

Observacion 5. El orden de singularidad puede tomar cualquier valor desde 1 a n. Este corresponde a
todos los posibles problemas de control singular de alto orden para el indice (3.3.2), hasta el punto de
reducir un funcional dependiendo solamente de la primer coordenada. Para eliminar los términos cruzados
en (3.4.2) un cambio de variables es introducido v; = 2z + (Q22) " 1Q%57;.
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Finalmente el Indice de Ejecucion llega a ser

J = % / T () (@11 — Gra(Gaz) Q%) 2 (8) + 07 () Qa vy (£))dt (3.4.3)
~—~

ty

=0 —R

Nota que después de la transformacion T y el cambio de variable v;, el indice de ejecucion (3.2.3) el cual
fue singular con respecto a u, se ha convertido en no singular, ahora con v; como control virtual y con

matrices de peso Q = Qll — QlQ(Q22)71Q?2 y R = QQQ.

3.5. MDAO DISENO DE LA SUPERFICIE

Particion del Sistema. después de la transformacion del indice, es necesario ejecutar la misma particion

. - . 7 -1 T
al sistema (3.3.1). El vector de estado es particionado en tres subconjuntos como z = [2{ zJ z3 | donde
71 es la dindmica del modo deslizante reducido , Zo un control virtual y zs el resto de las variables de
estado.

Z1 =z ani]T§ Z2 = Zn—iy1; 23 = [Zn—iy2- "Zn]T (3.5.1)
Con las particiones, el siguiente subsistema es obtenido
5 = Anz + Ay Ay € R0 41, e RV, (3.5.2)

Nota que Q1; tiene la misma dimension como A;; € R(—9)x(n—0)

Debido a la Forma de Brunovsky de A, las particiones A;; y Ajs tienen la forma Canénica Controlable

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

A = 0 00 0 ; A = 0 n — 1 elementos
0 0 0 1

n—i columnas

Finalmente, después del cambio de variable v; = z + (Qa22) "'Q75%1; el sub-sistema (3.5.2) se convierte
en

Z1 = (A1 — A12(Qa2) 'QT) 21 + Ass v (3.5.3)
A B
A = All — Alg(Q22)71 7,{2; B = Alg (354)

Solucion Regular de la Ecuacion Algebraica de Riccati. Los Sistemas (3.2.2) y el Indice de Desempeiio
(3.2.3) han sido transformados de un Problema de Control Optimo Singular a un sub-sistema (3.5.3),
optimizado con respecto a un criterio no-singular (3.4.3), el cual es usualmente resuelto por la Ecuacion
Algebraica de Riccati (EAR)

PA+ATP4+Q-P )y'BTP =0 (3.5.5)

y donde P es la tinica solucién definida positiva de la ecuacion matricial de Riccati si el par (A,D) es
observable con D como cualquier matriz de tal manera que DTD = @ [2].

Diserio del Control Virtual y la Superficie. Podemos construir un control virtual 6ptimo estabilizante (bajo
la controlabilidad de (A, B) y condiciones de observabilidad (A, D) [60] ) con la matriz P, la solucion de
EAR, y un cambio de variable v;,

ZH=-Kzn=—(R)'(B"P+Qf)zn = —(Qn) '(ALP+ Q). (3.5.6)
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Esto produce estabilidad de lazo cerrado al sub-sistema (3.5.3). Entonces, la Superficie de Modos Desli-
zantes de grado relativo r > 1 es

0 =% + (Q22) " (ALP + Qfy)n (3.5.7)

Puede ser visto que el Orden de Singularidad i del Indice de Ejecucion es igual al grado relativo de la
superficie por modos deslizantes disenada

Lema 1. : si Qa9 >0, con un Orden de Singularidad i, el par (A, B) es controlable, y el par (A,D) es
observable, donde DT D = @), entonces el vector dptimo que actia como control virtual minimizante en
(8.5.2) es (3.5.6), donde P, es la tnica solucion definida positiva de la FEcuacion matricial de Riccati
(8.5.5).

Observacion 6. Observabilidad del par (4, D) (con DT D = Q) no garantiza observabilidad de particiones
(A, D), donde DTD = Q.

puede mostrarse facilmente por este contra ejemplo

0 1 0 0 0 O 0
:‘c:[o 0 1]m;Q:DTD:[OOO]:[O][001] (3.5.8)
Yo Y2 8 0 0 1 1
0 0 1
El par (A, D) es observable, es decir. rank(Q) = rank [ " Y2 Vs ] = 3. El par de
Vs A Y+

Particiones A1 = y Qi = [ 8 8 } son claramente no observables. Entonces , la condicién de

0 1
0 0
observabilidad del lema (1) es hecha a través de particiones.

Diseno de la trayectroria Transitoria para alcanzar la VSO.
En general, la solucion de (3.2.2) no comienza en la VSO vy, por lo tanto, la especificacion del punto de
inici6 de la VSO es requerido.

Suponga que, con condiciones iniciales (3.3.1), al menos para algin 0 < j <i—1, az(j )(zo) # 0. Entonces
queremos que las trayectorias del sistema alcancen el i — esimo orden del modo deslizante o;(2(¢1)) =
oi(z(t))=...= 05271)(,2@1)) = 0 en el tiempo de alcance t;.

Definiendo la trayectoria transitoria p; (¢) para la soluciéon del sistema (3.2.2) durante el intervalo de
tiempo tg < t < t; como una funcién polinomial

j2z3 (t) = (t — tl)i (CO + 1 (t — to) + ... +ci—1 (t - to)i71> (359)
satisfaciendo las condiciones iniciales

i (to) =i (20) , f1i (to) =63 (20) , ot~ (o) = 01"V (20). (3.5.10)

En el tiempo de llegada t; sobre la VSO, la trayectoria transitoria cumple que u; (t1) = f; (t1) = ... =

,ugifl) (t1) =0y Vit > t;. Los parametros ¢; podrian ser tnicamente definidos de (3.5.10).

Definiendo la funcién ¢t; — tg como una funcién definida positiva de las condiciones iniciales como

tl — t() = Ti (Ui (Zo) 5 0"1‘ (Zo) g ey O'l(iil) (2’0)) (3.5.11)

Para cualquier A, p> 0 la funcion T; podria ser Gnicamente definida como [49]

. . P P l/p
Ti:)\(|ai(zo)|p/l+|di(zo)|p/(l_1)+...+ o (z0) ) . (3.5.12)

La funcion p; (t) es tnicamente determinada por (3.5.9), (3.5.10) y (3.5.11).
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3.6. DISENO DEL CONTROL

El control Nominal Equivalente. La expresion de la ¢ — esima derivada de o; puede ser generalmente
escrita como Ul@ = [121 + Pozo + ...+ Bnzs +u, y entonces

—Uegn
Uegn = — [ﬁlzl + 522:2 + ...+ ann] . (361)
Aplicando la ley de control © = ueq, + v;, y la expresion del sistema (3.3.1) en unas nuevas variables de
. T
estado 2{70%(%&%.“7051—1)} ,
21 = (A1) — A K)z + Aoy K = (Qa) ' [AL P + QT
z = (A 12K)z; 12053 (Q22) 124 + 12

Z. A2t _ 3.6.2
UE):UmLf; |f(t,z1,0:)| < F. ( )

El control por Modos Deslizantes es disenado para restringir las trayectorias del sistema a la variedad
(3.5.7), donde las dinamicas son descritas por el orden reducido del modelo

Z1 = (A1 — A2 (Q) 7' [AT,P + Q1y)) 2.

K

Diseno del Modo Deslizante Integral de Alto Orden (MDIAO)

Ahora de [49] podemos concluir el siguiente teorema.

Teorema 5. Fl controlador

0= W1 (0, By, BT, (3.6.3)

K2

wo,i =2%i; Noi=1%i; Vo,i=o0,i/Nos:=sign¥; ;¢1; = Ez(-l) + ﬁiNl(iil’lZ?/(iiHl)\Ijl—l,i

Ny = ’251) + 51Nl(i_1f2/(i_l+1); U1 = @1/ Nii,
. Jooi()—pi(t), to<t<t
> (t, z){ e Sy (3.6.4)

para ®; > | ﬂ +’ Ngi) establece la convergencia del modo deslizante de orden ¢ y la de sus derivadas

a cero, esto es og; (2(t)) = &; (2(t)) = ... = 05171) (2(t)) = 0 para t > t;. Tenemos que la igualdad
oi(z(t)) = p; (t), es satisfecha en ¢y y si ademéas deseamos especificar el tiempo ¢; en el que o;(z(t))
converge a cero es necesario que la igualdad o;(z(t)) = u; (t), sea mantenida durante ¢, < t < t;. con
t. > to , donde ¢, es el tiempo de convergencia en el que ¥; se hace cero.

El control quasi-continuo de alto orden ([48], [49]) para i = 1,2,3 toma la forma:

V1 = 7¢1Sign217
Vo = 7(1)2 (22 + |22‘1/2 SlgnZZ) / (‘22’ + |22‘1/2) )

. . 71/2 .
[23 o ([ ) (8 P Signzs)}
.. . 1/2
[5a] 2 ([5] + imaP?) ]

Para ajustar los parametros de los controladores seguimos [49]. La i — esima derivada de ¥; (¢, z) con
respecto al tiempo toma la forma Egi) (t,z) = 01@ - ul@ (t) = v + f — ,uz(.i) (t), , asi, para alcanzar
Y (t,z) = 0, la ganancia del CMDIAO wv; debe satisfacer ®; > ’f‘ + ‘ul(-i) (t)‘ Esto significa que la
capacidad del actuador debera ser méas que las perturbaciones més el modulo de la i — esima derivada
con respecto del tiempo del polinomio.

Vg = —
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Observacion 7. : Notemos que la superficie auxiliar (3.6.4) es propuesta para acelerar la convergencia a
cero de la superficie deslizante o; mediante un seguimiento a una trayectoria u; que estd compuesta por
dos tramos. El primer tramo es continua para tg <t < t; y el segundo tramo es cero para t > t;

Observacion 8. :También notemos que solo podemos concluir que o; colapsa a la superficie deslizante
6ptima o; = 0 en el mismo tiempo que lo hace p;, si y sélo si el controlador quasicontinuo de alto orden v;
logra hacer que %; (t, z) converja a cero antes que y,; se colapse a cero para t > t; , por lo que ganancias
®,; elevadas lograran este propoésito, pero en consecuencia esto producira un incremento del chattering.

Descripcion del algoritmo

PASO 1: La transformacion del sistema (3.2.1) a la forma canénica controlable (3.3.1).

PASO 2: Transformacion del funcional (3.2.3) a la forma (3.4.3).

PASO 3: Disenar la superficie ¢; resolviendo la correspondiente ecuacion matricial de Riccati (3.5.5).

PASO 4: Calcular el control equivalente nominal (3.6.1) para compensar la parte conocida del sistema .

PASO 5: Disefar el polinomio (3.5.9) correspondiente a la fase de alcance.

PASO 6: Disenar el correspondiente control quasi-continuo integral por modos deslizantes de alto orden
(3.6.3).

Ejemplo 14. Considera el sistema perturbado (3.2.1) y la funcion de costo asociada (3.2.3), con matrices

1 0 -1 5 3 1
4 1 8 T 2 2

A=| -8 1 -1 3 4 |,B=| -3 |,zeR®
3 1 2 5 3 0
-2 0 1 6 5 5

0.0108 —0.0009 —0.0041 —0.0040 —0.0043
—0.0009  0.0001 0.0004  0.0003 0.0004
Q=1 —-0.0041 0.0004 0.0016 0.0015 0.0017
—0.0040  0.0003 0.0015 0.0015 0.0016
—0.0043 0.0004  0.0017  0.0016 0.0017

ro=[3 -3 4 —4 1]

f =2cos (2t) +cos(xy + 22 + 23+ x4 +a5) + 1.5, |f| <45,y Q=QT >0.

PASO 1: La transformaciéon del sistema. La matriz T que transforma el sistema a la forma canénica
controlable (3.3.1) es
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—0.0034 0.0004 0.0006 0.0020 0.0012
—0.0063 0.0022 0.0049 —0.0009 0.0033
T=1] -0.0460 0.0062 0.0204 0.0140 0.0190 (3.6.5)
—0.1807 0.0407 0.1221 0.0586  0.0931
—1.0052 0.2213 0.5942 0.5991 0.6690

En las nuevas coordenadas el sistema toma la forma (3.3.1) con

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
A=TAT ! 0 0 0 1 0 |;B=TB=| 0
0 0 0 0 1 0
597 —36 —286 26 11 1

PASO 2: Transformacion del funcional. Aplicando la relacion (3.3.2) y de acuerdo a (3.4.1)

26 —5 10 0 0
) . -5 5 -2 00
Q=T" Qr'=| 10 -2 4 00 (3.6.6)
0 0 0 00
0 0 0 00
N——,
k=2

tenemos k = 2 vectores columna cero en (3.6.6), por lo que el orden de singularidad esta dado por
i = k 4+ 1 = 3. Donde obtenemos las siguientes sub-matrices:

el indice de ejecucion en las nuevas variables es:

00
1

J=3 (57 (1) Q21 (1) + ] Qaaes ) (3.6.7)

t1=2.2075

PASO 3: Disefo de o3 . Resolviendo la correspondiente ecuacion de Riceati (3.5.5), P = ( 106’18948407 géi?g )

vy K = (Q22) ' [ALP+QT,] =1 25495 1.1615 ]. La Superficie Deslizante es dada por:

g3 = 23 —+ 2549521 —+ 1161522

donde las condiciones iniciales transformadas zg = Tz z[ —0.0134 0.0012 —-0.1120 —-0.3171 —3.0303 ]T.
Con 03(0) = —0.1449, 65(0) = —0.4442 y 53(0) = —7.3583.

PASO 4: Disenar el control nominal equivalente

03 = 24 + 2.549529 + 1.161523; 63 = 25 + 2.549523 + 1.161524
03 = 59721 — 3629 — 28623 + 28.549524 + 12.161525 +u (368)

—Uegn

asi el control nominal equivalente es ueqn = — (59721 — 3622 — 28623 + 28.549524 + 12.161525), y final-
mente tenemos que el sistema en las variables (z1, 03,03, 53) toma la forma:

z1 = (A — ApK) z1 + Aipos; 65 =vs+ f(2,1)
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PASO 5: Disefio de ) ,. Para disefiar la superficie deslizante auxiliar » ,(t,2) = o3(z) — ps(t), el
polinomio p3(¢) debe satisfacer

ps(to) = a3(z0), fi3(to) = d3(20), fiz(to) = F3(20), 3 = 0 Vt > ¢4, (3.6.9)

Permitamonos tomar to = 0 y t; = 2.2075 como en (3.6.7), y de la férmula (3.5.12)

1/6
Ty =2 (|os O)F +165 O)F +... 4155 (0)°) *5 A= 03

aplicando (3.5.11), obtenemos t; = T3, el cual es el tiempo de alcance. El correspondiente polinomio tiene
la forma:

Mg(t) = (t — T3)3 (CQ +cit + CQtQ) (3610)

Para encontrar las constantes cg, ¢1 y ¢z aplicamos la condicion (3.6.9). Primero para calcular ¢g, usamos
13(0) = o3(0). Entonces tenemos que:

(0—1T3) (co + c1(0) + c2(0)?) = 03(0)

= co=—03(0)/T3

para encontrar ¢y, la condicion 1iz(0) = 63(0) debe mantenerse, entonces:

3(0 —T3)% (co + c1(0) + ¢2(0)%) + (0 — T3)* (c1 + 2¢2(0)) = &3(0)

= C1 = (3T32(30 — 0'3(0)) /12;3

Finalmente para obtener cg, usamos jiz(0) = 63(0). Ahora tenemos que:

6(0 — T3) (co + c1(0) + c2(0)%) 4+ 6 (0 — T3)* (c1 + 2¢2(0)) + 2¢2(0 — T3)* = &3(0)

= ¢y = (6T§cl — 6T5¢c0 — 53(0)) /2T§"

Por lo que las constantes resultantes estan dadas por ¢y = 0.0135, ¢; = 0.0596, co = 0.4147.

PASO 6: Diseno del CMDIAO. EI controlador de tercer orden puede ser disenado como

42 (‘23

oy >/ (5 + IS, sign @9)]

(3.6.11)
1/2
n |23|2/3) ]

+2 <’23

[

Para calcular la ganancia ®j3, se considera 4.5 >

5
2cos (2t) + cos(Y_x;) + 1.5‘ (ver [49]), v la ter-
i=1

cer derivada con respecto al tiempo de >, (t,2) es Z:(;’) (t,2) = v3 + f — uég)(t) donde ‘N?)‘ >
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‘6 (CO + et + cztz) + 18 (t — T3) (c1 + 2¢at) + 18¢o (t — T3)2 = 38.8250. Asi la ganancia del CMDIAO

(3.6.11) es @3 = 45 > |f| + ‘,ué‘o’)’ = 43.3250. La superficie deslizante estara dada por o3 = z3+2.549521 +

1.161527, también tenemos que o3 (0) = —0.1449, &3 (0) = —0.4442, 55(0) = —7.3583. Las siguientes
figuras representan los resultados de simulacion para este algoritmo. Figura (la) y (1b) muestran las
trayectorias del sistema y el desarrollo de la superficie o3(t) y el polinomio p3(t), respectivamente. En
la altima podemos ver como la superficie deslizante o3 se intersecta en cero con el polinomio p3 en el
tiempo t; = 2.2075 que corresponde al tiempo de alcance de o3 hacia la seccién polinomial que esta
comprendida de [0, ¢1] y donde o3 = 0 Vt > t;. En Figura (1c) se muestra la convergencia a cero de o3 ,
&3y J3 con respecto al tiempo, y en Figura (1d) la sefial de control, la cual elimina la parte lineal y que
trabaja en conjuncion con el CMDIAO v3 . En donde puede verse que, aunque ®3 esté fija, el cambio en
la amplitud de la sefial del control (1d) es debida a los términos Y, 3, y ., en la expresion (3.6.11)
que es la encargada de compensar la perturbacion.

5 06 ;
z, |
041 |
Z2 :
% 02 |
24 |
N
25 ;
-0.2 :
|
I
04 |
oer t, =2.2075 :
-0.8[ :
l
Il Il Il Il Il Il Il ! Il
0 2 4 6 8 10 12 7‘0 0.5 1 1.5 2 25
Time(s) Time(s)
(a) estados del sistema en variables de z (b) Tiempo de Alcance t; = 2.2075
4 T T T T T T 500
%:
7037
7037
: 6 s 0 2 o 2 ; 6 s 0 2
Time(s) Time(s)
(c) o3, 03y T3 (d) Senal de Control u

Figura 3.6.1: Ejemplo de Simulacion
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3.7. CONCLUSION

Este capitulo muestra una conexién natural entre el orden de singularidad del problema de Regulador
Lineal Cuadratico Singular y el orden de los modos deslizantes. La VSO es considerada como la variedad
deslizante para el MDAO del orden corrrespondiente.

El control quasicontinuo de alto orden en conjuncién con los modos deslizantes integrales de alto orden
aseguran:

= que las trayectorias de las variables de estado lleguen a la VSO en un tiempo prescrito ¢1, asegurando
tener soluciones asintéticamente estables a partir del tiempo ¢; en adelante.

= que las variables de estado permanescan en la VSO para todo tiempo ¢ > t;.

= la insensibilidad de las trayectorias del sistema con respecto a incertidumbres acopladas y acotadas.
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Capitulo 4

OPTIMIZACION SINGULAR POR MODOS
DESLIZANTES DE ALTO ORDEN PARA
SISTEMAS VARIANTES EN TIEMPO

4.1. INTRODUCCION

Este capitulo consiste en aplicar el enfoque de optimizacién de costos singulares con horizonte de tiempo
finito para resolver problemas de optimizacién singular, donde los sistemas lineales considerados a estabi-
lizar son Variantes en el Tiempo los cuales son afectados por incertidumbres desconocidas que no crecen
indefinidamente, es decir son consideradas acotadas . Ademés tomando en cuenta la conexion natural
existente entre el orden de singularidad de un costo cuadratico variante en tiempo con el orden de la
superficie deslizante, es que podemos hacer una representacion muy general de superficies deslizantes de
alto orden , y con la finalidad de obtener superficies de alto orden estébilizantes se recurre a resolver
el problema del Regulador Lineal Cuadratico al minimizar un costo cuadratico singular de alto orden
mediante la solucién de la ecuacion diferencial matricial de Riccati. Y con el propésito de que la super-
ficie deslizante de alto orden alcance la correspondiente variedad singular 6ptima de alto orden en un
tiempo prescrito, es que se introduce una superficie deslizante auxiliar cuyo propoésito principal seréa, el
de establecer el tiempo en que la superficie deslizante de alto orden alcance su variedad singular 6ptima
de alto orden .También La transformaciéon del Sistema Lineal Variante en Tiempo a la forma canénica
controlable variante en tiempo es el paso clave para resolver este tipo de problemas, ademas con la im-
plementacion de los controladores quasi-continuos de alto orden descritos en [48] dotaran a las soluciones
del sistema, insensibilidad ante perturbaciones acotadas y acopladas.

Control Optimo Singular (COS) es un campo de conocimiento (ver [9], [31], [17]) el cual puede ser utilizado
en una gran diversidad de problemas en situaciones practicas que van desde economia a la aeronautica
([20], [64] y [33]). En este tltimo campo particularmente los ingenieros de control hacen frente a problemas
con parametros que cambian en el tiempo como la masa de los cohetes , sondas y tanques. Por lo tanto
estos problemas son mejor modelados con coeficientes variantes en el tiempo. El resultado principal en
COS fue concebido durante los anos 60 y 70. En ese tiempo, uno de los enfoques més comunes para
resolver problemas de COS, implica una transformacion de los estados y de las variables de control a
partir del cual se obtiene un sistema de dimensiéon reducida y el problema original de control singular
es transformado a un problema de control habitual (no-singular) en las nuevas variables, Si esto no se
sostiene, entonces se necesitara realizar una transformaciéon a un espacio de estados de dimensiéon méas
pequeiia (ver [37], [31] y [9]). otros enfoques incluyen el uso de control impulsivo junto con los controles
por modos deslizantes de primer orden para alcanzar, la variedad singular 6ptima de alto orden VSO,
ésta es la superficie en la cual el costo cuadratico singular alcanza su minimo. Se sugiere el concepto de
control sin penalizacién para convertir el problema de estabilizacién singular éptima en un problema de
Regulacion Lineal Cuadratico singular perturbado para asegurar la rapida convergencia de las soluciones
en la Variedad Singular Optima (ver por ejemplo [17], [43], [65]). cabe mencionar que en la mayoria de
estos efoques, se han estudiado los sistemas invariantes en el tiempo.

En este capitulo estudiamos el problema de control singular de alto orden, esto es, problemas con di-
mension arbitraria reducida del sistema asociado para una planta lineal con parametros variantes en
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tiempo. En el libro ( [73] capitulo 6), este problema fue primeramente estudiado y una superficie desli-
zante variante en el tiempo basada en una VSO variante en el tiempo (VSOVT) fue disenada, entonces
un modo deslizante de primer orden es aplicado para resolver el problema. Sin embargo algunos aspectos
importantes no fueron mencionados, tal como: problemas para sistemas singulares con dimensién mas
pequetia o problemas de alto orden, ademas el tiempo de convergencia a la VSOVT no fue especificado
y la robustez de la solucion con respecto a perturbaciones acotadas no fue mencionada.

Contribucién

En este capitulo proponemos una Superficie Deslizante Integral de Alto Orden (SDIAO) descrito en ([49])
para resolver problemas de estabilizacién singular éptima para sistemas lineales inciertos variantes en el
tiempo: Las principales contribuciones son las siguientes:

= una nociéon del orden de singularidad del problema lineal cuadratico variante en tiempo es introdu-
cido;

= la conexién natural entre el orden de singularidad y el orden del modo deslizante es introducido;
= basado en el orden de singularidad, se describe en detalle un algoritmo para el disefio de la SDIAO
el cual tiene como consecuencias :

- alcanzar la Variedad Singular Optima Variante en Tiempo (VSOVT) en un instante de tiempo
deseado;

- mantener las soluciones del sistema sobre la VSOVT;
- asegurar la insensibilidad de las trayectorias del sistema con respecto a incertidumbres acopladas

y acotadas.

Ejemplo 15. Permitamos presentar un ejemplo simple. Considere el sistema nominal variante en tiempo

U1 0 1 0 Y1 0
Y2 = 0 0 1 Y2 + 0 u

(4.1.1)
Y3 Bi(t) PB2(t) PBs(t) Y3 1

con ¥y (to) = yo

donde G; (t) (i =1,2,3) son pardmetros variantes en tiempo. el problema de control es minimizar el
siguiente funcional de costo:

ty
1

Si=3 / (a1 (8) 97 + qu2 () 93 + a1 (t) y3) dt (4.1.2)

t1
La funcion de costo (4.1.2) con coeficientes variantes en tiempo ¢i; (i = 1,2,3) no contiene la variable
de control, por lo tanto, el problema lineal cuadratico (4.1.1) - (4.1.2) es singular. El tiempo inicial
de optimizacién t; sera especificado posteriormente . La variable y3 serd tomada como una variable de
control virtual (4.1.2) (ver [37], [31]). Por lo tanto el problema para ys como la variable de control es el
de minimizar (4.1.2) que esta sujeta a las dinamicas reducidas

91 = A191 + Biys
donde §1:= (11 w2 )T
Yy

0 1 0
(o) = ()

donde ¥; y y3 representan las nuevas variables de estado.

Para dar solucién a este problema es nesesario encontrar la solucién del regulador lineal cuadréatico , por
lo que el control virtual 6ptimo es dado por
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ys = —Ry'BI Py (t) i (4.1.3)

donde P; (t) € R?*2 es solucion de la siguiente ecuacion diferencial de Riccati con condicién de frontera :

“Py(t) = Pi () AL+ ATPL (t) — Py (t) BuR;Y (£) BEPL () + Q (t)

a1 (t) 0 (4.1.4)
Q)= i Pi(ty) =0; Ri:=qs
0 qi2 (t)
Definiendo la siguiente superficie deslizante:
Sl(y3t):y3+M1(t)~1 (415)
M () == Ry (t) BY Py (¢) o

Notemos que se obtiene una Variedad Singular Optima Variante en Tiempo (VSOVT) cuando en (4.1.5)
S1(y,t) = 0 es alcanzada en un tiempo finito ¢; y permanece en cero para todo t; < t < ty , entonces
el indice (4.1.2) toma su valor minimo para las soluciones de Si(y,t) = 0 que van desde ¢; a un tiempo
final ¢; (ver [73]). Tomando la derivada con respecto al tiempo de S (y,t) se tiene:

S1(y.1) = B1 () y1 + B2 () y2 + B (1) s
+My () G+ My (£) G, + u

observamos que la variable de control u aparece en la primer derivada de S; (y,t). Esto implica que
un modo deslizante de primer orden puede mantener las variables del sistema en Sy (y,t) = 0, (ver [73]
capitulo 9, [18]). A continuacion Consideremos el siguiente problema de optimizacion:

ty
1

Jy = 3 / (210 (1) Y7 + qo2 (1) y3) dt (4.1.6)

t1

este problema de optimizaciéon es singular con respecto a la variable y3 y u. Tomando y, como nuevo
control virtual, el problema ahora es minimizar (4.1.6) sujeto a las dindmicas ¢; = Asy; + Baya, con
A; =0y By =1 . Entonces el control virtual 6ptimo es dado por:

donde P, (t) € R es la solucion de la ecuacion diferencial de Riccati:

“Py(t) = Py (t) Ay + AT Py (t) — Py (t) BaRy " (t) BY Py () + o1

(4.1.8)
P, (tf) = 0; Rz := g2 (1)
definiendo la superficie S3 como
So (y,t) = y2 + Mz (t) 11
_ 4.1.9
My (1) == Ry (8) P (1) (4.1.9)
Ahora
Sa (y,t) = ys + Ma () yo + Mz (£) y1 =
- (4.1.10)

Sa (y,t) = (51 (t) + My (t)) Y1+ (52 (t) + 2M> (t)) Y2
+ (B3 (t) + M2 () ys +u
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Esto significa que S5 (y, t) tiene grado relativo 2. Para mantener la soluciéon de (4.1.1) en la superficie
Sa (y,t) = Sa(y,t) = 0 el controlador por modos deslizantes de segundo orden es requerido ([48]).
Considera el ultimo problema de optimizacién

123

1

J3 = 5/(131 (t) yi(t)dt. (4.1.11)

t1

La superficie para este problema es solo un punto en el origen . En este caso el grado relativo es 3 y un
control por modos deslizantes de tercer orden ([48]) es necesitado para mantener el sistema en el origen.
Claramente las variables juegan en la funcional de costo directamente una relacion con el orden del modo
deslizante (ver [23]).

4.2. CASO GENERAL

Considera el siguiente sistema lineal perturbado variante en tiempo.

t=A{)x+B(#) (u+ ),

2 (o) = o, (4.2.1)

donde x (t) € R™, u (t) € R es el control de entrada , yA (t) € R"*", B (t) € R"*! son matrices variantes
en tiempo y la perturbacion satisface

|¢(t,z)] < L, L >0, (4.2.2)

es acotado y Lebesgue- medible sobre t. Por otra parte, de aqui en adelante vamos a suponer que la
solucion del sistema (4.2.1)-(4.2.2) es tnica en el sentido de Filippov ([21]) para todo t > ty. y Asumimos
que el sistema es uniformemente controlable (ver [13]). El problema de optimizacion para las dinamicas
de (4.2.1) podria no estar bien planteado porque el sistema(4.2.1) es incierto.

Esto es porque el sistema (4.2.1) considera el problema lineal cuadratico singular nominal con coeficientes
temporales:

t=A{t)x+ B(@{t)u, z(to) = zo, (4.2.3)
Consideramos una cuadratica en los estados y un costo libre de control cuando el peso de la matriz es
también variante en tiempo. es decir

ty
1

J=3 / 2T () Q (1) x (t) dt (4.2.4)

ty

donde Q (t) = QT () > 0, es una matriz semi-definida positiva V¢ > to y t1 > to, to es el estado de tiempo
inicial. La funcién de costo no depende de control esto es porqué este problema conduce a la solucién del
problema de control éptimo singular.

La solucion del tiempo finito en el problema singular (4.2.3) - (4.2.4) se encuentra en la variedad singular
optima variable en el tiempo.

4.3. OPTIMIZACION SINGULAR DE ALTO ORDEN PARA SISTEMAS
LINEALES VARIANTES EN TIEMPO.

TRANSFORMACION A LA FORMA CANONICA DE FASE VARIABLE

Permitamonos considerar que el sistema (4.2.3) como controlable de manera uniforme [32]. La siguiente
transformacioén es basada en el procedimiento dado en ([63]), considerando la transformacion no lineal
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y(t)=T(t)x(t), (4.3.1)

derivando a (4.3.1) y tomando en consideracién a (4.2.3) obtenemos
Y= <T (t) A(t) +T> TW 'y+TE)Bt)u (4.3.2)

dondeT (¢) es la matriz tal que A. = (T ) A®)+ T(t)> T () "'y B.=T(t) B(t) las cuales estan dadas
por:

0 1 0 0
0
0 0 1 0 0
Ac = : : ; ; , Be= . (4.3.3)
0 0 0 1 1
Bi(t) B2(t) Ba(t) B (t)
la cual transforma a (4.2.3) a la forma canonica controlable:
J = A (t)y + B (43.4)

a su vez la funcion de costo (4.2.4) es transformada como

/ yTQ (1) y (1) dt (4.3.5)

donde Q (t) = (T*I)T Q (t) T~ por lo que Q (t) toma la siguiente estructura por bloques :

Qu (t) C:?m & 0 - 0
Q21 (t) Qoa(t) 0 -+ 0 - -
~ 0 0 0 - 0 Q22 (t) >0, Q21 (1) >0
Q)= : : S (4.3.6)
. . : . : vt >t
0 0 0O --- 0
n—k columnas k—columnas

las matrices de bloques involucradas tienen dimension Qa2 (t) € R, Q11 () € RF=Dx(n=k=1) "0, (1) =
QI () € R(—k=1x1 F] ejemplo previo en el que la variable de control puede aparecer en derivadas
sucesivas de la Variedad Singular Variante en Tiempo motiva a la siguiente definicion.

Definiciéon 7. Para un problema de control singular dado, el Orden de Singularidad puede ser visto

como i = k+ 1, y k es el namero de columnas cero en (4.3.6). Para el proposito de claridad, definimos
_ T L . .

los vectores §1 = (y1,¥2, -, Yn—k—1) que representan las dinamicas reducidas de variables de estado que

aparecen en el modo deslizante, y §» = y,,_; una variable de control virtual..

Observacion 9. El orden de singularidad puede tomar cualquier valor desde 1 a n, Este corresponde a
todos los posibles problemas de control de alto orden para el indice (4.3.5), hasta el punto de minimizar
un funcional que depende solo de la primer coordenada.
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Procedimiento para encontrar la transformacion T (t)

Asumimos que las entradas de las matrices A(t) y B (¢) son funciones infinitamente diferenciables. En
esta seccion se omite la notacién dependiente del tiempo en algunos lugares en los que es evidente su
dependencia temporal.

Como es mostrado en([63]) la condicion necesaria y suficiente para la existencia unica de la matriz de
transformacion T'(¢) es la controlabilidad uniforme del sistema (4.2.3) (ver [63]). En lo que sigue se describe
el procedimiento para encontrar T. Sean los componentes del vector y (t) en (4.3.4) representados como:

y1 (t) = Thxy + Tiowg + - 4 Thipw, = Thax
Ys (t) = Tonwy + Tooma + -+ + Tonwy = Tox

(4.3.7)
Yn (t) = Tnlxl + Tn2x2 + -+ Tnnxn = Tnx
donde z (¢) es el vector de estados (4.2.3), y T;; (¢), (4,5 = 1,2,--- ,n) son los componentes de los renglones
variantes en tiempo de T (t), esto es
Ti (t) = (E17E27 .. 7%”)
tomando la derivada temporal de(4.3.1) obtenemos
() = (T + TA) x (t) + TBu (t) (4.3.8)
el sistema (4.2.3) en variables canonicas (4.3.2) hace los renglones de (4.3.8) iguales a:
Y2 :yl = T1+T1A x—i—TlBu (t)
yg :yg = T2+T2A QS+TQBU (t)
(4.3.9)
Yn = yn—l = (Tn—l + Tn—lA) T+ Tn_lBU (t)
haciendo T'B =T2B = ... =T,_1B = 0, las componentes de T (t) x (t) llegan a ser
Tox = T1 +T1A )z
T3.73 = TQ + TQA x
(4.3.10)
Thx = (Tn_1 + Tn_1A> T
Por lo tanto para poder encontrar T (t) los renglones deben satisfacer:
T = (Tkl + Tk1A> para k =2,...,n (4.3.11)
junto con las igualdades Ty B = To,B = ... = T;,_1 B = 0. También porque de (4.3.4) TB = B, obtenemos
1B 0
T»B 0
B, = =| : (4.3.12)
T,-1B 0
T, B 1
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usando (4.3.11) y (4.3.12) se cumple que:

T'B=Tiq: =0,

TyB = (T1 4 TlA) B=-Tig=0

T3B = (Tg + T2A> B =T =0 (4.3.13)

T.B = (Tnl + TnlA) B = Tiqn (—1)“71 =1

donde ¢;, (i = 1,...,n) son las columnas de la matriz de controlabilidad C de (4.2.3), donde se ha usado
el hecho de que d(TyB) /dt = T'\B +T1\B = 0, d(Tiq2) /dt = Tiqgz + Tiqgz = 0,..., d(Tiqn_1) /dt =

T1qn-1+ Tign_1 - Por lo que la ecuacion (4.3.12) puede ser escrita como:

TlB qul 0
TQB T1Q2 0
B, = : = : = : (4.3.14)
T,-1B T1qn—1 0
T,B Tygn (-1)" 7" 1
o bien
Tl [q17q27 aqn] = (_1>n_1 [0a07 a07 1]
finalmente obtenemos que
T,.C = (-1)"""[0,0,...,0,1]
donde C es dada por
C=lq1,92 -] (4.3.15)

Si C' es una matriz no singular entonces el renglon 7 existe de forma tinica, entonces:

Ty = (-1)""'0,0,...,0,1]C*

Una vez que T7 ha sido encontrado el resto de los renglones pueden ser calculados usando la recursiéon
(4.3.11) desde k = 2,...,n. La matriz de controlabilidad C' (4.3.15) puede ser encontrada teniendo en

cuenta que cada uno de sus vectores columna ¢; desde i = 1,2,...,n. esta dado por:
q=2B

q2 = Q1 —Aq
dn = i]n—l — Agn_1

Transformacion del funcional

La funcién de costo (4.3.5) involucra términos cruzados en las variables de estado, con el fin de obtener
un problema mas sencillo se define una nueva variable auxiliar v; ([73]):

W =dt L i L= (Qn®) QLW (4.3.16)

81



usando la definicion para los estados y las variables de control (g1,v;), la funcion de costo (4.3.5) es
transformada a:

J:;/@mwn@@@+gw@xmﬂmw

t (4.3.17)
donde la matriz

A ~ ~ ~ -1 .
Qu (1) = Qu () = Gr2 (1) (Q22 (1) QL (1)

Diseno de la variedad singular variante en tiempo:

Para cada problema de optimizacion singular de alto orden para sistemas lineales en tiempo se tiene el
siguiente resultado . Para cada orden de singularidad 4, minimizar el indice de ejecucion (4.3.5), sujeta a las
dindmicas (4.3.4). Nota que en el sistema dado por variables canonicas (4.3.4) solo la dltima coordenada
es dependiente del tiempo, no obstante la variedad singular ( para cada problema singular) sigue siendo
variante en tiempo debido a las matrices asociadas de la funcion de costo . Para conocer las condiciones de
Optimalidad para cada indice, tomamos de nuevo la ultima coordenada como variable de control virtual
y minimizamos (4.3.17), sujeta a las dinamicas parciales:

G, = (Ai _ B (Q22 (t)>_1 a1, (t)) g1+ By (1) (4.3.18)

donde A; y B; son matrices constantes de la forma::

010 0 0
0 0 1 0 0
A= 0 0 0 - 0 ] R=Dx(n=9). B — 0 n — i renglones .
S (4.3.19)
o0 o0 --- 0 1

con fji € R™, C~222 (t) € R, Q12 (t) € R™?

la dimensién de las matrices son bien definidas. El siguiente teorema es una extension de alto orden de los
resultados concernientes a el problema de la Variedad Singular Optima de primer orden visto en ([73]).

Teorema 6. El valor dptimo que actia como variable de control virtual que minimiza en (4.3.5) es

~ -1 ~
U2 = — (Q22 (75)) (BiTPi + QIQ) (0 (4.3.20)
donde P;, es la solucién de la ecuacién matricial diferencial de Riccati

—P;(t) =P (t) A; (t) + AT (£) P, (t) + Q11 (t) — P; (t) B; (Q22 (t)) ' BTP; (t) (4.3.21)

con condiciones de frontera P; (ty) =0, donde:

A = A B (@2 (1) QL():

Qu (1) = Qu (1) = Gr2 (1) (Q2 (1) QL (1)
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Diseno de la trayectoria Transitoria para Alcanzar la VSO
En el caso general la funcional de costo (4.3.5) no esta optimizada desde el principio del proceso (4.3.4),

la condicién inicial no pertenece a la VSO, Por tanto el tiempo inicial ¢; deberia ser especificado. Consi-
deramos a la VSO como

Si (y,t) = G2 + M; () 1 = 0 (4.3.22)

- -1 . :
donde M; (t) = <Q22 (t)) (Bl-TPi + Qb). Asumimos que para j tenemos Sl(j) (yo,t0) # 0. Nos gustaria

que las trayectorias del sistema alcancen el conjunto de modos deslizantes de ¢ —esimo orden S;(y (t1)) =

Si(y(t1))=...= Slgifl)(y (t1)) = 0 en tiempo finito t;.

Permitamos definir una trayectoria de transicion p; (t) definida para tg < ¢ < t; como un polinomio de
la forma.:

1% (t) = (t — tl)i (Co +c (t — to) + ...+ ci—1 (t — to)i_l) (4323)

que satisface las condiciones iniciales

i (to) =Si (yo) , Mig((io—)l;(z;gy()) - ugifl) (to) (4.3.24)

En el tiempo de llegada sobre la VSO ¢; tenemos
) = i (t) = .= D) =0
pi(tr) = fui(tr) = . = py 7 (t)

y ui (t) = 0 Vt > t;. Los parametros ¢; pueden ser unicamente definidos de (4.3.24). se define la funcion
t1 — to como una funcién definida positiva de condiciones iniciales como

t—to =T (S (50) » Si (y0) - 55 (0)) (4.3.25)
Para cualquier A, p =constante > 0 la funcién T; podria ser tnicamente definida como [49] :

p/(i—1)

Si (yo)

+...+

) . p\ /P
7, = A (1S o)+ 560 o)) (4.3.26)

La funcion p; (t) es tnicamente determinada por (4.3.24), (4.3.23) y (4.3.25).

Definimos una superficie auxiliar como ). (y)= S; (y) — p (t), de tal mamnera que cuando el controla-
dor quasicontinuo de orden i logre hacer que ), (y) sea cero en algin tiempo finito ¢,, se tendra que
Si (y (tr)) = i (¢-), v ademéas recordemos que p; (t > ¢1) = 0, y si ademés se cumple que t; > ¢, ,
entonces el tiempo de convergencia a cero de S; sera el mismo en el cual u; se hace cero por primera vez.
es decir t.
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Diseno del Algoritmo del Modo Deslizante Integral de Alto Orden

Ahora de ([50]). concluimos el siguiente teorema:

Teorema 7. FEl control

Vi = @i\I/i_l,i(Ei, Ei, ceey E§i71>); tpoﬂ' = Ei; N()ﬂ; = |El| 5 (4327)
Wo,i = @o,i/No,i = sign¥i; @i, = ZZ(-Z) + /BiN(i_l)/(i_l+1>‘1/l—1,i

-1,

Ny = ‘EEU‘ + BiNfiIff/("_l“); Vi1, =¢1,i/Nia,

. Cf Siy) —pi(t), to<t<t
Ez(t’y){ Si (y), t>1t

establece el modo deslizante optimo de orden i en el que se satisface S;(yo) = S; (y(t)) = ... =
Si(z_l) (y(t)) =0 para t > t;.

Observacion 10. La igualdad S; (y(t)) = p; () , es mantenida durante el proceso de transicion ¢, <t < #;.
donde ¢, es el tiempo en el que >, (¢,y) converge a cero.
El control quasicontinuo de alto orden ([48],[50]) para ¢ —1,2,3,4 toma la forma :

v = —Py1sign¥y,

vy = —<I)2 (22 =+ |22|1/2 signEg) / (‘22’ + ‘Z2|1/2) )
.. . a3\ V2 (¢ 2/3
23+2(‘23‘ + 1% (23+|23\ szgnzs)

2 =) ]

)

Vg = —¢'4903,4/N3,4,

.. . ) —1/3 /.
psa=S,+3 {E4+ (‘24‘ 0.5 |24|3/4) (24 05|54/ sz’gn24)}

4.3.29)
. 2/371/2 (
[l e sosmeny ]

DA

.. . 5/4) ~2/3 1/2
N3,4:|24|+3{24+(24 +0.5[5*) ] , (4.3.30)

4.4. DESCRIPCION DEL ALGORITMO

Para resumir el procedimiento del diseno, tenemos el siguiente algoritmo:

PASO 1: Transformacion del sistema (4.2.1) a la forma canonica de fase variable (4.3.4).

PASO 2: Transformacion de la funcional (4.2.4) a la forma transformada(4.3.5).

PASO 3: Disefar la superficie deslizante variante en el tiempo S;(y,t) mediante la soluciéon analitica o
numérica de la correspondiente ecuacion diferencial de Riccati (4.3.21)
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PASO 4: Disenar la Superficie auxiliar ), (y,t) = S; (y)—u, (t) para encontrar los coeficientes co, ¢1,...,¢—1
del polinomio p; (t), usando las condiciones(4.3.24).

PASO 5: Disenar un tiempo de convergencia deseado ¢; con una condicién inicial dada ¢ty y un valor
propuesto A , considerando (4.3.25) y (4.3.26).

PASO 6: Disenar el correspondiente Control Quasicontinuo Integral de Alto Orden.

4.5. EJEMPLO NUMERICO

Considera el siguiente SLVT

r=At)z+B({t)(u+§&), R ueR,

z(0) = xo
y la funcién de costo asociada como:
tf
1
J= 5/:cTQ(t):r,(t)cht
t1
donde:
-1 et ¢t et
A= 1 -3 0 |; B= 0
0o 1 ¢ 0
x € R3 &€ =2cos(2t) + cos (z1 + 22 + 23) + 1.5
y
0 0
Q)= 0 4e? de t2 + 1
0 4e® (12 41) 4de* (t2 +1) + et
Y podemos ver que la perturbacion es acotada || < 4.5y Q (¢) > 0.

PASO 1 : La transformacion del sistema. La matriz T' que transforma el sistema original a la forma
canodnica de fase variable es

0 0 et
Tt =1 0 et (2 +1) € (4.5.1)
el (2—1)et (t*+262+2t+1)€

En las nuevas coordenadas el sistema toma la formas:

Y1 0 n
Y2 | = 0 0 1 yo |+ 0 |u (4.5.2)
U3 B (t) B2 (t) Bs(t) Y3 1

donde los coeficientes 53; (¢) (¢ = 1,2, 3) son dados por

Br(t) =5t —et —t2e t+2
Bo(t) =4t +e b +2t2 +2
Ba(t)=t*—1
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PASO 2: Transformacion del funcional. Aplicando la matriz T'(¢) dada en (4.5.1)

Entonces la matriz de costo transformada Q (t) es dada por
_\T 1

QW) =(T"") Q)T

0 0

4 0

0 0

y el funcional de costo tomaré la forma:

ty

1
J= 5/ (yi + 4y3) dt (4.5.3)

ty

sujeta a las dinamicas

Y1 = Asyr + Boyo
Ay =0,By = 1

el control virtual 6ptimo yo es:
y2=—3P () n (4.5.4)
donde P» (t) € R es la solucion de la ecuacion diferencial de Riccati:
—Py(t) =Py ()2 /4 +1 (4.5.5)
con P, (tf) = 0. si tomamos ty = 10,

PASO 3: Diseno de la superficie deslizante S3. Tenemos que la soluciéon analitica de la ecuacion diferencial
de Riccati dada en (4.5.5) necesaria para el disenio de Sy es dada por

Py(t)=2(1—et19) /(=19 4+ 1) | P, (10) =0

por consiguiente la superficie deslizante variante en tiempo es

Sa =ya + My (t) 11
My (t)=1P ().

PASO 4: Disefio de la superficie auxiliar ), (y,t).

De acuerdo a que el orden de singularidad es i = 2 entonces tendremos que la superficie auxiliar es dada
por:

Yoo (y) = S2(y) — p2 (1) (4.5.6)

por tanto el polinomio (4.3.23) toma la forma:

pia (t) = (t —t1)% (co + 1 (t — to))

donde ty = 0, es el tiempo inicial de las variables de estado x, por tanto tenemos que

p2 (t) = (t—t1)" (co + e1t) . (4.5.7)

Para poder disefiar la superficie auxiliar ), (y) de forma completa solo falta encontrar los coeficientes
del polinomio ps (t) los cuales estaran dados por:

co = S5 (0) /1]
c1 = S2(0) /2 + 20 /t1.
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PASO 5: Disenar un tiempo de convergencia deseado t.

Tenemos que la condicién inicial t) = 0 y un con un valor propuesto A, y con las consideraciones dadas
en (4.3.25) y (4.3.26) tenemos que el tiempo de alcance es:
6) 1/6

para la condicion inicial y; (0) = 3, y2 (0) = —4, y3(0) = 5,con P> (10) = 0, y k11 = 50; k12 = 50,

S5 (0) = —2.5001, S (0) = 3.0003 se encuentra que cg = —4.4125, ¢; = —6.4286 y tomando A = 0.25;
obtenemos t; = 75 = 0.7527. Finalmente solo falta disenar el correspondiente control quasi-continuo
integral de alto orden.

t1 =15 (Sz (0), 5> (0))

T) =\ <|s2 (0)]* + |52 (0)

PASO 6: Diseno del control quasi-continuo integral de alto orden.

Puesto que el orden de singularidad es ¢ = 2 , entonces se utilizara un control quasicontinuo integral de
segundo orden, el cual esta expresado por:

|35 + 51"/ Sign (32,)]
(|22, + 132a12]

u:—<I>1 Yy

con una ganancia variable dada por:

®1 (y) = 50v/93 +y3 + 3 + 50

en lo que sigue se muestran las siguientes figuras de simulacion:

Time

Figura 4.5.1: estados del Sistema.
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En figura (4.5.1) vemos como las dinamicas y; y y2 estan tendiendo a cero conforme el tiempo transcurre,
sin embargo las soluciones que se consideran Optimas son aquellas para las que ¢t > t; , esto es porque t;
es el tiempo en que la superficie deslizante S; converge a la superficie deslizante 6ptima Sy = 0, y a partir
de este instante de tiempo y en adelante se puede decir que las soluciones son las Optimas y necesarias
para minimizar a (4.5.3) para todo t; <t < Tj.

0.5

A=0.25

T2= 0.7527

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time

Figura 4.5.2: Tiempo de alcance ¢t; = 0.7527.

En figura (4.5.2) vemos que el tiempo de convergencia de la superficie deslizante Sy estd dado por t1 =
T = 0.7527, el cual concuerda con el tiempo calculado con anteriorioridad, donde estamos conciderando
que A = 0.25.
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Figura 4.5.3: Superficies Deslizantes

En figura (4.5.3) vemos que la superficie deslizante Sy y su derivada Sy convergen a cero en un tiempo
ty = 0.7527.

0.5

Time

Figura 4.5.4: Solucion de Riccati Pq

En figura (4.5.4) tenemos que la solucion de la ecuacion de Riccati satisface la condiciéon de frontera
P, (10) = 0.
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Figura 4.5.5: Control Quasicontinuo de Segundo Orden

En la figura (4.5.5) vemos que el control quasi-continuo de sugundo orden esta actuando desde el principio
es decir en ty = 0, esto porque trata de matener la superficie deslizante S5 lo mas junto con el polinomio
w2 desde el comienzo, esto para asegurar que el tiempo de convergenca a cero de Sy sea el mismo que el
tiempo en el que polinomio 9 converge a cero, es decir en t; = 0.7527.

Donde ahora el funcional de costo (4.5.3) puede escribirse como:

ty =10

[ (3 +493)dt
t1=0.7527

J =

N|—=

Simplificacion del funcional de costo cuadrdtico singular con horizonte de
tiempo finito

ty -
Con la finalidad de que en el funcional de costo cuadratico singular transformado J = % f y7'Q (t) ydt
t1

no aparezcan términos cruzados al momento de realizar su desarrollo algebraico se propone una estructura
para Q (t) = (T*I)T Q (t) T~ que corresponde a un caso particular a la mostrada en (4.3.6). El proposito
de hacer esto sera respondido en esta seccién pero antes de esto es necesario dar una breve discusion a lo
descrito en las subsecciones pasadas del capitulo 4.

tr
Recordando que al aplicar la matriz de transformacién T'(t) al funcional de costo original J = 1 [ 27Q (t) zdt

ty
tenemos que:

J=;Afowyﬁ
tf ) ) ) (4.5.8)
=3 / (371T () Quu ()7 (t) + 241 (t) Qua(t)dz + 73 (£)Q22(t) 72 (t)) dt

t1

donde los términos cruzados que aparecen en (4.5.8) se deben a la estructura por bloques que tiene Q (t)
mostrada en (4.3.6). Por tal razén, para eliminar los términos cruzados del funcional usamos la sustitucién

de utkin [73] dada por v (t) = yo + L; (t) §1; L, (t) :== (Q22 (t)) - X () -
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Entonces tendremos:

J= % / (0@ ) 51(1) + V] (@2 () vi(1) ) .

t1 (4. 5.9)
donde la matriz

Qi1 (t) = Qu1 (t) — Q2 (1) (@22 (t))i1 QL (t).

Y donde la minimizaciéon de J esté sujeta al sistema reducido

i= (4= B (G ) QL @) i+ B0,

Donde v(t) = — (QQQ (t)) BT P, es la variable que actiia como control virtual éptimo, o bien en

~ -1 .
consideracion de que v (t) = g2 + (Q22 (t)) QT (t) 71 entonces la variable de control virtual 6ptimo
también puede expresarse por:

io=— (@) (BIP+QL) 0.

por lo que a partir de este control virtual 6ptimo se puede disenar una superficie deslizante dada por

Si =92 + (QQQ (?5))71 (BZ‘TPi + Qb) Y1

Donde P; es solucion de la ecuacion diferencial de Riccati dada en (4.3.21) por lo que encontrar la solucion
analitica de P;(t) supone un reto bastante complicado, mas atn considerando que en el funcional de costo
(4.5.9) aparecen matrices variantes en tiempo Q11(t) € R("=9x(n=) v Q,.(t) € R, por tal motivo la
manera mas razonable de obtener la solucién de P; es por métodos numeéricos de ecuaciones diferenciales
, pero aun asi esto se vuelve muy laborioso si se tienen expresiones demasiado grandes con parametros
variantes en el tiempo, y por si fuera poco considerando que el control quasicontinuo de orden i es
dependiente de S;, SZ-, .. .,Sfl donde S; y sus derivadas posteriores son dependientes de parametros
variantes en el tiempo, por lo que escribir cada una de estas expresiones en computadora se complica
gradualmente conforme se deriva a .S; .

Por todo lo anterior con el propésito de evitar que el computo de la solucién numérica P; de la ecuaciéon
diferencial de Riccati dada en (4.3.21) se complique por tener expresiones variantes en tiempo muy
extensas, se propondra una estructura correspondiente a un caso particular a la mostrada en (4.3.6) esta
estructura esta dada por:

Qu) 0 0 -~ 0 Ou () Onrrxs  On ko ixk
0 Qa2 (1) 0O --- 0
- 0 0 0O --- 0 0 300 (1 0
Q) = : : S _ Ixn—k-1 Q22 (t) 1xk
0 0 0 -~ 0 Okxn—k—1  Okx1 Ok xk (4.5.10)
n—k columnas k—columnas n—k columnas k—columnas

Q11(t) >0 Q2o (t) > 0, Q21 (t) = O1xn—k—1
Yt >ty

donde las matrices por bloques Q11 () y Qa2(t) estan expresadas como :

q11 (%) 0 0 0
0 qo2ft) 0 . 0
Qui(t) = O 0 Q33.(t) 0 5 Qa(t) = qn-kn—k(t)
6 0 0 - Qn—k—1 7;71{71 (t)
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donde ¢;;(t) > 0 para cada i = 1,2,...,n — k. Por consiguiente con esta consideracion se tendra que el
funcional transformado tomara la forma:

ty

J=1 / Q) it = / (57 (1) Q1 (051 () + 7 (D Q2 ()52 (1) dt (4.5.11)

t1

donde la minimizacion de (4.5.11) esta sujeta al sistema reducido

U1 = Aith + B; 92

con la particion dada por §1 = (y1,92,-- -, Yn—k—1) ¥ J2 = Yn—k- con A; € R*"7X"~1 y B, € R"~* como
se muestran en (4.3.19), donde ademaés el control virtual 6ptimo esta dado por

G2 = —(Qa2(t)) "' BT P ij1.

Por tanto se puede diseniar una superficie deslizante dada por

S; = 92 + (Q2a(t))BI P, 1

donde la expresion de la superficie deslizante no es tan laboriosa de introducir en computadora, asi
como sus derivadas consecuentes, ademéas notemos que no fue necesario aplicar la sustituciéon de utkin
para eliminar términos cruzados, debido a la estructura de Q(t) la cual es presentada como una matriz
diagonal con parametros variantes en el tiempo y positivos . Notemos que si cada componente g;;(t) de la
matriz Q(t) son supuestos constantes y positivos, entonces encontrar la solucién numérica de la ecuacion
diferencial de Riccati se vuelve menos complicada.

A continuacion se aplicara esta metodologia para resolver un ejemplo de simulacién, tal ejemplo esté
basado en controlar el descenso de un cohete espacial sobre la superficie lunar.

4.6. CONTROLABILIDAD DEL DESCENSO DE UN COHETE ESPACIAL
SOBRE LA SUPERFICIE LUNAR

esta seccion estd dedicada a aplicar la teoria de optimizacion en funcionales cuadraticos singulares con
horizonte de tiempo finito y combinarla con la teoria de los modos deslizantes de alto orden con el
proposito de estabilizar las soluciones deseadas del alunizaje de un cohete espacial.

Teniendo en cuenta que el sistema no-lineal que describe el alunizaje del cohete es presentado por

Tl = T2

do = —gi+ u (4.6.1)
z3

.’tg = —U

donde x; describe la altura sobre la superficie lunar, x5 la velocidad del cohete y x3 describe la masa
del cohete, ademaés se tiene que las constantes g; y u son la gravedad lunar y la velocidad de expulsién
respectivamente.

Ademés se tiene que las condiciones iniciales del cohete estan dadas por:

1‘1(0) =H
Z’Q(O) =-V
3?3(0) =M



Con el proposito de controlar cada una de estas variables de estado se comenzard por obtener una
representacion del sistema no-lineal, a un sistema linealizado alrededor de una trayectoria con parametros
variantes en tiempo, esto con el fin de obtener un sistema lineal variante en el tiempo.

Para obtener la linealizacion alrededor de una trayectoria se define la siguiente diferencia

b = x(t) — 2%°U(t), du=u(t) —u®(t), Vt>D0.

donde z%°!(t) y u*°!(t) corresponden a las soluciones que deseamos que x(t) y u(t) se aproximen

y una expansion en serie de Taylor alrededor de estas trayectorias puede escribirse como:

. 0 sol sol o sol sol
5o = A gﬁ @%m%f@(&“(mm+owmﬁ+mwwﬂ

donde los términos de orden superior se han despreciado dejando la expansion hasta términos cuadréticos,
pero con el fin de expresar un sistema totalmente lineal se propone que O(||6z]|*) = 0y O(||0u/|*) ~ 0. De
esta forma obtendremos una linealizacién local de (4.6.1) alrededor de una trayectoria (x5°!(t), u*°(t)),
donde el sistema linealizado corresponde a un sistema lineal variante en el tiempo dado por:

Of (7! (8), w'(t) o OF @ (1), u' (1)) (4.6.2)

0w = or ou

también (4.6.2) puede representarse como:

bz = A(t)dz + B(t)du

donde A(t) y B(t) son las matrices jacobianas.

A continuaciéon comencemos por obtener la linealizacion de (4.6.1) alrededor de una trayectoria (2! (t), u*°(t))
para esto tomemos en cuenta que

1 = fi(xr, 22, 23,u) = 9

- p
&y = fo (x1,22,23,u) = —g; + P
3

i3 = fa(w1,22,23,u) = —u
donde las trayectorias que deseamos alcanzar estan dadas por
%l (t) = (0, 0, M — m,t)T

MWﬂ:%Mﬁwmﬂ

donde M es la masa total de combustible del cohete, y mg es una constante de proporcionalidad que nos
indica la tasa con que la masa total M disminuye

por lo tanto las variables de estado del sistema linealizado del cohete estaran dadas por :
(5:1:1 =X (t)
5:1?2 = T2 (t)

dzs = x3(t) — (M — myt)
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y donde la expresion de las matrices jacobianas para el sistema linealizado (4.6.2) estan expresadas por:

Of1(z,u) Of1(z,u) Of1(x,u)

8$1 8$2 8.1'3
_ Ofa (x,u) Ofa(z,u) Ofa(z,u)
Alr) = 0, Oz O
Ofs(x,u) Ofs(x,u) Ofs(x,u)
8:r1 (91'2 81‘3
(Z‘SOZ (t), USOl(t))
Af1(z,u)
ou
B(t) — ané‘za 'LL)
Ofs(xz,u)
au (xsol (t), usol (t))

por tanto tendremos que A(t) y B(t) estan dadas por

0 1 0 0
gi M

A =10 0 s BO= [ g
0 0 0 -1

y el Sistema Lineal Variante en Tiempo que se obtiene, esta representado por:

S 0 1 0 . 0
: g 1
Ges| =0 0 i | 8o |+ | 3 | o (4.6.3)
w3 0 0 0 03 _1

con condiciones iniciales dadas por (6x1(0),dz2(0),dz3(0))T = (H, -V, 0)7.

Con el propésito de transformar el sistema lineal variante en el tiempo (4.6.3) a un sistema en la forma
canonica de fase variable que este dado por

7 0 1 0 Y1 0
Y2 | = 0 0 1 ya | + [ 0] ou

U3 Bu(t) Ba(t) B3(t)) \ws 1

Se necesita encontrar la transformacion T'(t) no- singular tal que el nuevo sistema y(t) = T'(t)dx, don-
de se tiene que la derivada de y esta dada por ¢ (t) = (T + TA) T~ly+TB(t)éu(t) . Por lo que la

transformacion T'(t) es tal que:

0 1 0 0
<T+TA) Ti=1| o 0 1 |, B = |0
Bi(t) Ba(t) Bs(t) 1

Por tanto T'(t) es encontrada siguiendo el procedimiento descrito en [63], de esta manera la transformacion
T(t) para (4.6.3) esta dada por
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T(t) = | T2(t)
T5(t)
donde
T\ = (T11, Th2, T1s)
Ty = (M —mot)(umo — Mgy + gimot)
g1(2pmo — Mg; + gimot)
Tig — p(M — mot)?
g1(2umo — Mg; + gimot)
Tys — p* (M —mot)
g1(2pmo — Mg; + gimot)
Ty = (To1, Taa, Tos)
T mo(M2g; — 2mg2mot — AMgipmo + gZm2t? 4 dg um?2t + 24>m?2)
21 = —
91(2umoe — Mgy + gimot)?
T (M — mot)(M?g? — 2Mg}mot — 2M g pmo + gim2t? + 2g;pum2t — 2u?m2)
52 =
91(2pmo — Mgy + gimot)?
Ty — p(M?g? — 2Mg2mot — 2Mgipmo + g2m2t? + 2g;pm2t — 2p%m2)
gi1(2umo — Mgy + gimot)?
T3 = (T31, T2, T33)
4u?m?
T51 = — 3
g1(2pmo — Mg; + gimot)
T 2mo(M — mot)(M2g? — 2pugimot — 6 Mg pume + g2m2t% + 6g umot + 10u2m2)
32 =
91(2pmo — Mgp + gymot)?
T (M3g2 — 3M2gdmot — AM? g2 pmo + 3Mgim2t? + 8M g2 pm?2t — gdm3t3 — 4g2um3t? + 123m3)
53 =

g1(2ume — Mg + gimot)3

Ahora con esta matriz de transformacion T(t) encontramos que A.(t) = (I'+ TA)T~' y B, = TB estan
dados por

AC (t) = O O 1 , B(, _ 0
Br(t) B2(t) Bs(t) 1
donde
L[ M9l 3MPgimot £+ OMP g} pmo — 3Mgpmit® — 18M g pmit
amy
Bi(t) = — —18Mgi*m? + gim3t® + 9gtpum3? + 18guu*m’t + 12" m}

(M - mot)3 (2,umo - Mg+ glmot)3

Bo(t) = AmZ(M?gP — 2Mgimot — 6Mgym, + gimat? + 6giumat 4 6u*m?)
(M - mot)Q (Q:Umo - Mg+ glmot)2

2mo(3ume — Mg + gimiot)

Bs(D) = = G o) @pmy — Mg + gimad)
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también observemos que el sistema (4.6.3) tiene asociado un funcional de costo dado por

ty
1

J = 3 / (Bz(t)T Q (t) 6z (t) dt (4.6.4)

ty

y con la transformacion T'(t) se tendra que el funcional de costo (4.6.4) sera transformado y tomara la
forma

t
J= ;/tf yT'Q (t) ydt (4.6.5)

donde Q (t) = (T‘l)T Q (t)T~1, y la estructura que se considerara para Q(t) es la que esté representada
en (4.5.10), dicho esto se propone que:

i 3.0 0
Quy=(0 10 (4.6.6)
00 0

donde claramente la matriz simétrica Q(t) semidefinida positiva existe, debido a que Q(t) es diagonal con
valores propios positivos e iguales a los presentes en la diagonal principal, ademéas de que la matriz de
transformacion T'(t) es no singular . Como comentario se tuvo que al calcular Q(t) en la computadora la
matriz Q(t) tiene términos demasiado extensos que no fue posible escribirla.

A continuacién con la propuesta de Q(t) dada en (4.6.6) el funcional transformado toma la forma:
t

1
J:§/(3y%+y§)dt

t1

el cual esta sujeta a las dinamicas

Y1 = Asyr + Boyo
Ay =0,By =1

donde el control virtual 6ptimo esté dado por:

Y2 =—Poyr (4.6.7)
donde P; es solucién de la ecuacion diferencial de Riccati dada por

P,=P} -3

con P, (ty) = 0. donde se tomara que ¢ty = 18, donde la solucion de la ecuacion diferencial de Riccati se
resolverd por métodos numéricos de ecuaciones diferenciales.

A continuacion tomando en cuenta el control virtual 6ptimo dado en (4.6.7) se procede a disenar la
superficie deslizante, asi como su derivada. Por tanto tenemos:

So=y2+ Pyr

Sy =ys+ (P§—3)y1 + Pao
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Diseniando una superficie auxiliar dada por

Y = Sa(t) — pa(t).

y teniendo en cuenta que el orden del modo deslizante es dos , el polinomio (4.3.23) toma la forma:

pa () = (t—11)* (co + e (t — to))
donde tg = 0, es el tiempo inicial de las variables de estado. Por lo que tendremos:
pa (t) = (t—t1)% (co + c1t) -

Entonces los coeficientes de polinomio s (¢) estan dados por:

Co — 52 (0) /t%
c1 = 85 (0) /2 + 2co /1

ahora considerando que con la condicién inicial ¢ty = 0 y para un valor propuesto A, tenemos que el tiempo
de alcance esta dado por :
6) 1/6

Ademaés tenemos que la condicion inicial del sistema linealizado estd dado por dz1(0) = M = 3000,

5%2(0) =-V = 74, 51’3(0) = 0 con P2 (18) = 0, y kll = 100, klg = 100, SQ (0) = 1.870e + 05 S2 (0) =
—2.1844e + 04, también se encuentra que ¢y = 3.8163¢e + 05, ¢; = 664.5720 y tomando \ = 3.2045e — 04;
obtenemos t; = 75 = 7. Ademés tenemos que m, = 107.1429, y finalmente debido a que el orden del
modo deslizante es dos se implementara el control quasicontinuo de segundo orden dado por

=T (52 0), S5 (0))

T, =\ (|52 ) + |85 (0)

|32+ 5a1"/? Sign (32,)]
[[22:] + 11

u:—(ﬁl Yy

con una ganancia variable dada por:

@1 (y) = 100/y? + y2 + y2 + 100

A continuacién, de acuerdo a lo anterior mostramos los resultados simulaciéon correspondientes a la
controlabilidad del descenso de un cohete espacial sobre la superficie lunar
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Figura 4.6.1: altura y velocidad de cohete

En figura (4.6.1) se muestra el descenso z1 y la velocidad z2 de un cohete que se encuentra alunizando,
donde observemos que inicialmente el cohete se encuentra a una altura inicial x1(0) = 60mts sobre el
suelo lunar, y a una velocidad inicial x5 (0) = —4mts/s indicativo de que el cohete esta en descenso.
Finalmente observemos que el cohete aluniza alcanzando una altura de cero respecto al suelo, y también
como es de esperarse su velocidad final es cero., alcanzando asi su reposo.
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En figura (4.6.2) se muestra el consumo del combustible del cohete, donde se

3500
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0
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Figura 4.6.2: disminucién de la masa en forma lineal

disminucion de combustible m(t) decae de forma lineal.

x 10

observa que la quema o

18

16

14

12

10
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A = 3.2045e-04

1

Figura 4.6.3: tiempo de convergencia de Sy

En figura (4.6.3) observamos que la superficie deslizante Sy y po convergen a cero en un tiempo ¢, =

T5 =17 seg.
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Figura 4.6.4: Sy y S5

En figura (4.6.4) se observa que la superficie deslizante Sy y su derivada So convergen a cero en un tiempo
de t1 =T, = 7 seg.
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Figura 4.6.5: Solucion de Riccati P

En la figura (4.6.5) se observa la solucion de la ecuacion diferencial de Riccati P (t) con la condicion de
frontera P, (18) = 0.
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Figura 4.6.6: Control Quasicontinuo de segundo orden

En figura (4.6.6) tenemos el control u que representa la rapidez con que se va quemando el combustible.

Y se tiene entonces que el funcional de costo transformado puede ahora escribirse como:

ty=18

t

1=7

4.7. CONCLUSION

Este capitulo muestra la conexién natural entre el orden de singularidad del problema lineal cuadratico
singular y el orden de los modos deslizantes. La Variedad Deslizante Optima Variante en el Tiempo es
considerada como la variedad deslizante para el MDAO del orden correspondiente.

El algoritmo para encontrar la Variedad Deslizante de Alto Orden Variante en Tiempo es sugerido para
asegurar:
= que las trayectorias solucion del sistema lleguen a la Variedad Deslizante Optima de Alto Orden

Variante en Tiempo

= que para todo t; <t las trayectorias solucién del sistema se mantengan en la Variedad Deslizante
Optima de Alto Orden Variante en Tiempo

= la insensibilidad de las trayectorias solucién del sistema con respecto a incertidumbres acopladas y
acotadas.
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Capitulo 5

UN ALGORITMO DE CONTROL POR
MODOS DESLIZANTES DE ALTO ORDEN
PARA ESTABILIZAR EL VEHICULO
CUADRICOPTERO CON VALIDACION
EXPERIMENTAL

5.1. RESUMEN

En este capitulo una técnica de Control por Modos Deslizantes de Alto Orden es presentada para estabili-
zar el vehiculo cuadricoptero. Las ecuaciones no lineales son simplificadas para desarrollar los algoritmos
de control. El sistema de lazo cerrado que utiliza esta metodologia del modo deslizante es robusto incluso
en presencia de perturbaciones desconocidas e incertidumbres parametricas en el modelo. El esquema
de control se validado en simulacién y algunos experimentos son desarrollados para demostrar la viabi-
lidad experimental de la estrategia de control. Simulacién y resultado experimental demuestra la buena
ejecucion de los algoritmos propuestos.

5.2. INTRODUCCION

El uso de vehiculos aéreos no tripulados para operaciones de vigilancia y combate es probable que aumente
rapidamente en los préoximos 10 a 20 anos ya que los requisitos de desempeno de los aviones militares
van mas alla de las capacidades de los pilotos humanos y los costos de los vuelos tripulados se vuelven
prohibitivos. Los vehiculos aéreos no tripulados ayudan a eliminar estos cuellos de botella permitiendo
que el piloto permanezca en el suelo (o en otra aeronave), controlando el vehiculo aéreo no tripulado
remotamente. Este enfoque representa un enorme desafio a la teoria de control, ya que muchas de las
funciones de los pilotos ahora tendran que ser asumidas por los sistemas de control . La nueva generacion
de vehiculos aéreos no tripulados probablemente sufrirdn cambios de configuracion y de misiéon frecuentes.
se requeriré la capacidad de disenar rdpidamente, redisenar e implementar las leyes de control de bucle
interno. Sin embargo, la mayoria de las técnicas actuales de diseno, especialmente para los sistemas
no lineales, no estan para estas tareas. Por lo tanto, los investigadores deben desarrollar herramientas
automatizadas de disenio para facilitar el uso de recientes y nuevas técnicas de diseno de control.

En las operaciones practicas, los Vehiculos no tripulados de ala fija han sido ampliamente utilizados du-
rante anos en misiones de vigilancia. El despegue vertical y la capacidad de vuelo estacionario de aterrizaje
(VTOL) especialmente en estos vehiculos se hace posible una gran cantidad de aplicaciones en las que el
vehiculo no tripulado tiene a menudo que ser capaz de mantener los vuelos cuasi-estacionarias. Dentro
de la familia de los VTOL UAVs, el vehiculo cuadricoptero es uno de los mas populares, principalmente
debido a su gran maneovrabilidad y capacidad de fuego en condiciones de combate para alcanzar las
misiones especificadas
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En este trabajo, estamos interesados en proponer algoritmos de control no lineales usando la metodologia
de los Modos Deslizantes para estabilizar el vehiculo cuadricoptero. La idea principal del CMD esta basada
en la adecuada construccion de una funcién llamada variable deslizante o superficie deslizante, tan rapido
como la variable deslizante es igual a cero, las soluciones del sistema tomaran soluciones estables, si y
soOlo si el diseno de la superficie deslizante fue la adecuada, y ademés es posible hacer que esta superficie
deslizante converja a cero mediante un control de alta frecuencia de conmutacion. La idea del CMD es
mantener las soluciones del sistema sobre la variedad deslizante, cuando esta es igual a cero y mantenerlas
de ahi en adelante, esto mediante el CMD Utkin [73]. Dentro de las técnicas de los modos deslizantes, es
bien conocido que los modos deslizantes de alto orden (MDAQ) es una poderosa técnica, que puede ser
usada para sistemas con grado relativo mayor a 1: Levant [44], [48] y Levant [45]. Ademaés estas superficies
de alto orden nos conducen a la implementacion de controladores de alto orden, que como puede verse en
Levant [45] son robustos en sistemas que estan perturbados por disturbios e incertidumbres acopladas.

Una variedad exitosa de aplicaciones de control esta basada en el tradicional (Grado relativo 1), asi como
los algoritmos de los modos deslizantes de alto orden que han sido reportados a través de la literatura, estas
aplicaciones van desde la direccién guiada de un misil, en vehiculos acuaticos, robots manipuladores para
gria puente, véase por ejemplo [58]-Bartolini and Pisano [6]. Como podemos ver en estas publicaciones
el enfoque del modo deslizante proporciona diferentes técnicas para permitir el diseno de control basado
en la salida Freguela et al. [22] y [3], diferenciadores [47], observadores, rechazo de perturbaciones y la
estimacion, etc A pesar de la gran cantidad de referencias utilizando las técnicas de los modos deslizantes
que se pueden encontrar en la literatura, sélo unos pocos han sido probados en los vehiculos aéreos no
tripulados en tiempo real. En este trabajo, principalmente se estudia y controla la dinamica lateral y
longitudinal de este vehiculo..

El indice de esta parte del trabajo de tesis consiste en lo siguiente: en secciéon 5.3 se presentan las ecuaciones
no lineales que representan la dinamica del vehiculo aéreo. La secciéon 5.4 esta dedicada a desarrollar la
estrategia de control y a dar los argumentos de su convergencia. Los principales resultados de simulacion
son introducidos en la seccién 5.5 y algunas graficas que representan los resultados experimentales se
muestran en seccién 5.6. Finalmente, la discucién sobre este trabajo y perspectivas son descritas en
seccion 5.7.

5.3. ENUNCIADO DEL PROBLEMA

El cuadricoptero es un vehiculo aéreo bien conocido que tiene cuatro rotores. es un sistema mecénico
sobre actuado donde este tiene cuatro entradas y seis grados de libertad, ver figura (5.3.1). Los motores
delanteros y traseros giran hacia la izquierda, mientras que los otros dos motores giran hacia la derecha,
por lo que los efectos giroscopicos y momentos aerodinamicos tienden a cancelarse en cada motor, donde
M, produce una fuerza igual a, fi, y un torque 7. y a el par del motor se le opone una resistencia
aerodindmica.

Figura 5.3.1: EL vuelo del vehiculo cuadricéptero.
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Las ecuaciones matematicas simplificadas del vehiculo cuadricoptero asumiendo dngulos pequenios y per-
turbados por viento externo pueden ser escritas como

& = —usin(f) + wy (5.3.1a)
i = ucos() sin(¢) + wa (5.3.1b)
% = wcos(f) cos(¢) — g + w3 (5.3.1¢)
0 =19+ wy (5.3.1d)
¢ =14+ ws (5.3.1e)
W =7y + we (5.3.1f)

donde z,y, y z denotan la posicién del helicoptero , 1,0, y ¢ son los angulos yaw, pitch y roll respec-
tivamente , la masa (m) y la matriz constante de inercia son normalizadas por propodsitos de control,
g introduce la aceleracion gravitacional , u = Y fix, 7o = (fo — fo)l, 79 = (f3 — f1)l, 7y = >_ 7% son
las entradas de control , I es la distancia entre los rotores y el centro de masa del vehiculo y wy es el
disturbio debido al viento . Para este trabajo consideramos que wy, Vk : 1 : 6 estd acotado y no crece
indefinidamente .

Este estudio se enfoca principalmente sobre el control de la dinamica lateral y longitudinal del vehiculo
aéreo. De esta manera el control para estabilizar la altitud del vehiculo (5.3.1c) sera simple y propuesto
de la siguiente manera

_ (=satg(ka2) — saty(kp(z — 24)) + g)
“= cos(6) cos(¢) (5:32)

donde sat; define la funcién de saturacion , k; es una ganancia constante y positiva zges la altitud deseada
. esto ha sido probado en Munoz et al. [55] que el anterior control estabiliza (5.3.1¢) incluso en presencia
de perturbaciones externas, entonces esto implica que z2 — 0y z — zq4.

Introduciendo el controlador previo en (5.3.1) y linealizando el sistema resultante , este podria ser reescrito
como

o'V x —7p 4+ w, (5.3.3a)
yV x Ty wy (5.3.3b)
P =Ty + wg (5.3.3¢)

donde w, y wy son las perturbaciones externas y las incertidumbres en el modelo, para la dindmica lateral
y longitudinal.

5.4. ESQUEMA DEL CONTROL

Observemos que en la seccion previa la dinamica del angulo yaw esta desacoplada del resto de las ecua-
ciones. Asi, un controlador para la ecuacion (5.3.3c) serd propuesta de la siguiente forma:

Control para el 4ngulo Yaw

La ecuacion en (5.3.3c) puede reescribirse como

To = Ty T We
donde x = [z1 =9 x9 = 1/)]T Ademas , wg necesita satisfacer

lwe(t, )| < L, L > 0. (5.4.6)
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la cual representa dindmicas no modeladas asi como perturbaciones desconocidas pero acotadas .

El objetivo de control es llevar las variables de estado a un conjunto de puntos, esto es x1 — dy y 2 — ds.
Entonces, se definen las siguientes senales de error

€1 . T, — d1
( o ) _ ( o ) (5.4.7)
Para simplificar atin mas el anéalisis do = 0 y considerando d; ser un valor constate. Tomando asi la
derivada del error (5.4.7) con respecto al tiempo tenemos

é1 = €2
ey = Ty + We
con condiciones iniciales
el (0) = X (0) — d1 (0)
e2(0) = z2(0)

Para ilustracion y propositos de simulacion consideremos la senal perturbada como wg = § sin (y¢). Ahora
definase la siguiente superficie deslizante dada por

o =é1 +cey (5.4.8)

tomando la derivada temporal tenemos

0 = Ty + we + cez (5.4.9)

Notemos que la senal de control aparece en la primer derivada temporal, de esto puede sugerirse la
implementacion del controlador Stper Twisting el cual puede ser aplicado para alcanzar o = 0. Usando
esta metodologia para que la superficie converja a cero en tiempo finito. Entonces, el control stper twisting
toma la forma

Ty = —rlo|3sign(o) — cea — f; k>0 (5.4.10)
f = asign(o) (5.4.11)
entonces
c+ kK |0’|1/2 sign(o)+ f = ws (5.4.12)
f = asign(o) (5.4.13)

donde x es una ganancia constante. El término f es igual a wg en tiempo finito. Por tanto la dinamica
que gobierna estara dada por

. 1/2 .
o =—klo| /% sign (o)
integrando la ecuacién anterior obtenemos

K
|0|1/2 _ —§t—|— |00|1/2

. K
Por tanto, el tiempo en el cual 0 =0 es t., = 5 |00\1/2 )
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Estabilizacién para las dindmicas y — ¢

Notemos que las dinamicas laterales y longitudinales tienen una estructura similar (5.3.3a) y (5.3.3b).
Este hecho es normal debido a la configuracion del cuadricoptero . Presentamos en los siguientes pasos
el procedimiento para estabilizar la dinamica lateral, el mismo procedimiento puede ser usado para esta-
bilizar las dindmica longitudinal.

Recuerdese que la dindmica lateral esta representada como:

gy = ¢
¢ = Tptwyp
y puede ser escrita como
3)1 = Y2 (5414&)
Y2 = Y3 (5.4.14b)
yg = Y4 (5414C)
Ya = T¢ + Wy (5414d)

Similarmente w;, es una perturbaciéon acotada que satisface (5.4.6). El objetivo es que el vehiculo aéreo
vaya a la coordenada y deseada. Para esto, el conjunto de puntos deseados para la variables roll , y; = d;
para el desplazamiento, para la velocidad deseada ds = 0, para la velocidad angular y posicién los valores
deseados : d3 = 0, y dy = 0 respectivamente. Asi las ecuaciones de error estan dadas por

€1 y1 —dy

2= y2 (5.4.15)
€3 Ys

€4 Ya

basados en (5.4.14), las dinamicas del error estan dadas por

€2 = es3;

€3 = ey;

ey = T+ wy
e1(0) = 41 (0)—di(0)
e2(0) = y2(0)
e3(0) = y3(0)
es(0) = a4 (0)

Para poder disenar un modo deslizante de alto orden para asegurar que las dinamicas del error vayan
a cero, esto es para asegurar que las dindmicas del error sean asintéticamente estables, consideramos el
siguiente problema de optimizacion lineal cuadratica

o0
1
J = 5 /(qef + red)dt (5.4.16)
ty
sujeta a la ecuacién dinamica
€1 = e;

donde ¢ y 7 son dos parametros de peso. Tomando la senal e; como una variable de control virtual ,
obtenemos un problema estandar de optimizacion lineal cuadrética. Por lo tanto el control virtual éptimo
que minimiza (5.4.16), es dado por

ea = —1r 'pe; (5.4.17)
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donde p es la solucion de la siguiente ecuacion algebraica de Riccati

qg—r'p*=0 (5.4.18)

Ahora definiendo la siguiente superficie deslizante
o =¢é1 + cey (5.4.19)

con ¢ := r~1p. Observe que cuando la superficie deslizante o sea cero en un tiempo #; (5.4.19) la funcional
de costo (5.4.16), encontrara su minimo para todo ¢ > t;, entonces por definicion esto definira dinamicas
estables del error.

El siguiente paso es disenar un algoritmo de control para llevar las variables del error a la superficie
optima y posteriormente mantenerla ahi. El grado relativo de la superficie deslizante con respecto a la
variable de control es 3. Por lo tanto un control por modos deslizantes de alto orden es requerido. Y en
particular debido al grado relativo 3, consideramos un control quasicontinuo de tercer orden.

. : -1/2 /.
[0+2 <a+ |0|2/3> (0—1— |o|*/? sign (0))]
7y = —y (5.4.20)

U(;\ 2 (|o] + WB)W]

con ®3 siendo una constante y siendo seleccionada de acuerdo a [50]. Este algoritmo de control garantiza
que t §,0,0 — 0 en tiempo finito.

5.5. RESULTADOS DE SIMULACION

Para validar la ejecucion de los algoritmos de control varias simulaciones fueron llevadas acabo, las
siguientes graficas fueron escogidas y representan los resultados principales. El control para la altitud se
ha estudiado mucho, y por tal razoén en esta seccion solo los resultados para el angulo yaw y dindmicas
laterales son introducidas.

El controlador (5.4.10) que esta conformado con (5.4.11) es usado para estabilizar el angulo yaw, donde
los parametros escogidos para la simulacion fueron escogidos como:

d1 = 4, d2 = O,
c = 4 a=1 k=T,
wg = sin(2t)

En la Figura 5.5.1 se muestran las respuestas de los estados (1/),1[)), donde aplicando el algoritmo de
control stuper twisting tendremos que tanto la posicién angular como la velocidad convergen a los valores
deseados asintoticamente, esto debido al diseno de la superficie deslizante o.
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3t \ d1 3
v
Vo) 25F Wy v
(deg) ,| , (deg/s) ’ /

Time (s) Time (s)

Figura 5.5.1: respuestas de posicion x; = ¢ y velocidad zo = w .

Time (s)

Figura 5.5.2: superficies deslizantes

Por otro lado, en la figura (5.5.2) podemos observar la convergencia de las superficies deslizantes a cero
en tiempo finito, esto significa que los errores van a la superficie deslizante o = 0 y son mantenidas ahi.
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En figura (5.5.3) se muestra la respuesta de control.

Time (s)

Figura 5.5.3: 7y respuesta de entrada de control.

La dindmica lateral (similarmente la dinamica longitudinal ) pueden ser estabilizadas usando (5.4.20).
estas dindamicas son importantes porque definen el desplazamiento del vehiculo aéreo sobre el plano
horizontal y al mismo tiempo los 4ngulos que son responsables de que el cuadricéptero permanezca en
vuelo. Para obtener los parametros usados en el algoritmo de control primero la ecuacién de Riccati
(5.4.18) necesita resolverse. Asi, usando r = 2y ¢ = 72 en (5.4.16) la solucion de (5.4.18) es p = 12 por
lo tanto la ganancia para la superficie deslizante es ¢ = 6 . El resultado de simulacién para las dinamicas
laterales estan representadas en las siguientes graficas. Las condiciones iniciales fueron y; (0) = 2, yo (0) =
1,y3(0) = 2 y y4(0) = 0.5, y di = 4 como una referencia deseada, y por propdésito de simulacion, la
perturbacion es tomada como wy, = sin(2t).

En las figura (5.5.4) las respuestas de los errores cuando se usa el controlador (5.4.20) son presentadas.
Notemos en esta figura que todos los errores convergen a cero. Lo cual implica también que las superficies
deslizantes también convergen a cero.

errors

Time ('s)
Figura 5.5.4: Respuesta de los errores
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En figura (5.5.5), se representan las respuestas de los estados (y, 9, ¢, q5) Notemos también que en esta
figura la velocidad de traslacion g, la velocidad angular gZ) y el dngulo roll ¢ van a cero, y similarmente la
posicion en el eje y converge a la posicion deseada dy = 4. Recuerde que aunque el control se obtuvo para
un sistema lineal, el controlador es robusto con respecto a perturbaciones desconocidas e incertidumbres
en el modelo wy. En figura (5.5.6) se presenta la entrada del esfuerzo de control, donde en esta figura
puede apreciarse que cuando las superficies deslizantes estan convergiendo a cero las oscilaciones en el
esfuerzo de control son apreciables, esta es una caracteristica clasica de este tipo de controladores (cuando
se usa la técnica de los modos deslizantes ). Sin embargo, esta caracteristica puede ser reducida anadiendo
funciones de saturaciéon o alguna otra técnica bien conocida de la literatura. Por otra parte, a partir de
nuestra experiencia préctica este parpadeo o chattering es presentado en las simulaciones, pero no es
visible o significativo en el sistema de pruebas de vuelo.

4.5 T T 2
4 15
3.5 - 1
y y
3 0.5
2.5 0
2 -0.5
0 5 10 15 5 10 15
Time (s) Time (s)
3 4

Time (s) Time (s)

Figura 5.5.5: Respuesta de los estados en las dinamicas laterales

Time (s)

Figura 5.5.6: Esfuerzo de control
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5.6. VALIDACION EXPERIMENTAL

La metodologia de los modos deslizantes se utiliza cominmente para estabilizar los vehiculos aéreos no
tripulados, sin embargo, solo unos pocos han sido probados en tiempo real. Nuestro enfoque se validé en
un vehiculo cuadricoptero para estabilizar la dindmica del dngulo yaw y para mostrar la viabilidad del
esquema de control propuesto. Los principales resultados se presentan en las graficas en tiempo real.

Prototipo

Nuestro prototipo consiste en un prototipo cuadricoptero, un sistema de navegaciéon incorporado y una
estacion terrestre. El vehiculo estd basado en una estructura Mikrokopter y tiene cuatro motores sin
escobillas controlados por controladores i2c BlCtrl. La masa total del prototipo se 1100G . La electrénica
a bordo esté equipado con un tablero IGEPv2 con un procesador ARM CortexA8 corriendo a 720 Mhz
y un procesador de senal digital (DSP) C64x + funcionando a 520Mhz. Ademas, el cuadricoptero esta
equipado con una unidad de medicién inercial (IMU) 3DMGX3-25, un telémetro ultrasonico y una cdmara
PS3Eye.

Toda la informacion recogida por el microprocesador es enviado a una estacion de tierra mediante una
conexion Wi-Fi gratuita. Su objetivo es representar graficamente los estados para supervisar las respuestas
del sistema, ajustar los parametros de control y de redefinir las tareas o misiones, todo ello en tiempo
real. Para las fases del manual de vuelo se utiliza una palanca de mando de Playstation 3. La estacion
de tierra y de la palanca de mando se conectan mediante comunicaciéon Bluetooth, mas detalles sobre la
plataforma ver Sanahuja [66].

Resultados angulo Yaw

Con el fin de validar en las pruebas en tiempo real del sistema propuesto, se realizaron algunos experi-
mentos. El objetivo era practico para estabilizar el 4&ngulo yaw en una posicién deseada y posteriormente
cambiar a otro valor deseado. El procedimiento anterior se realizdé cuando el vehiculo aéreo no estaba en
vuelo estacionario. Los pardmetros de ganancia estdban sintonizados en la siguiente forma; primero se
utilizaron los valores obtenidos en la simulacién. Después analizado el rendimiento con estos valores, los
parametros fueron reajustados para mejorar el comportamiento. Se observé un buen comportamiento en
la respuesta de los estados en el experimento, véase la figura (5.6.1). Los valores deseados se cambiaron en
linea, se aprecia en esta figura la suave respuesta de los estados. Observe también que no hay oscilaciones
mayores para alcanzar los valores deseados, de la figura (5.6.2) podemos observar que incluso si la entrada
de control presenta oscilaciones, éstas no se presentan en las respuestas de los estados.

60

60

401 B

20+ ,

v (deg)
dy /dt (deg/s)

. . . . . ! . .
5 10 15 20 25 30 35 20 5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Time (s) Time (s)

Figura 5.6.1: Respuesta de los estados
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Figura 5.6.2: Esfuerzo de Control

5.7. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Un controlador no lineal basado en la técnica de los modos deslizantes de alto orden fue presentada para
estabilizar la dinamica lateral (y longitudinal) asi como la dindmica del 4ngulo yaw de un vehiculo aéreo
cuadricoptero. Para proponer el controlador se tomo en cuenta un modelo lineal obtenido a partir de las
ecuaciones no lineales simplificadas del vehiculo cuadricoptero. El controlador propuesto es robusto con
respecto a perturbaciones desconocidas e incertidumbres externas en el modelo. El esquema de control
propuesto fue validado en la simulacion y pruebas experimentales que se llevaron a cabo para estabilizar
el angulo yaw del vehiculo. Los resultados de la simulaciéon y practicos nos motivan para ampliar los
resultados de esta manera.

El trabajo futuro incluye la validacion en tiempo real del controlador propuesto para estabilizar la dina-

mica longitudinal y lateral. Ademas, algoritmos de seguimiento de trayectoria se prevén para aplicarles
el uso de esta metodologia de control.
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Capitulo 6

CONTROL DEL HOVERCRAFT

6.1. INTRODUCCION

El hovercraft es un sistema sobre actuado que se desplaza sobre la superficie del agua. Este posee 3 grados
de libertad y solo 2 entradas de control, estd compuesto por dos ventiladores que producen una cierta
fuerza y un torque

6.2. ENUNCIADO DEL PROBLEMA

Ley de newton

Consideramos la clase de vehiculos sobre actuados descritos por el siguiente modelo general

M + C(v)v + D(v)v + g(n) = { 0 } (6.2.1)

n=J(nv (6.2.2)

donde n € R", v € R , 7 € R™ , m < n. Las matrices M y J son no singulares y M = 0, esta clase
de sistemas incluye superficies de vessel sobre actuadas, vehiculos acuéticos, aeroplanos y aeronaves, el
vector v denota la velocidad lineal y angular en un marco inercial fijo, y 7 denota las fuerzas de control
y torcas descompuestas en el marco inercial fijo. M es la matriz de inercia C'(v) contiene la matriz de
Coriolis y centripeta, D(v) es la matriz de amortiguamiento y ¢g(n) es el vector de fuerza gravitacional o
posiblemente fuerzas boyantes y torcaz. las ecuaciones 6.2.1 y 6.2.2 representan la dinamica y la cinematica
respectivamente.

Usando el modelo previo (6.2.1) y (6.2.2) una superficie veseel que tiene principalmente dos hélices es
descrito por el siguiente modelo.

mi; O 0 U 0 0 —f(v,r) u
0 Mmoo Ma3 v + 0 0 mi1u v
0  mog mas3 7 flv,m) miu 0 r
(6.2.3)
X, 0 0 U
+| 0 v, -V, v | = { 0 }
0 —-N, —N, T
T cosy —siny 0 U
gy | =| sinp cosyp O v (6.2.4)
z 0 0 1 T
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donde f(v,r) = magr + magv las matrices M, C'(v),D y J(n) de acuerdo a (6.2.1) - (6.2.2). M y D son
ambas constantes, matrices definidas positivas. El vector v = [u,v,7]T, denota las velocidades lineales en
aumento , balanceo y la velocidad angular del angulo yaw respectivamente . n = [z, y,1%]” es la posicion
y el vector de orientacion y 7 = [1,,0,7.]7 denota las fuerzas de control del oleaje y el torque de control
en el angulo yaw respectivamente.

El modelo no lineal para un hovercraft sobre actuado es obtenido mediante la simplificacion del modelo
de la superficie de vessel presentado arriba. Hemos despreciado el amortiguamiento, considerando que
la forma del hovercraft es un disco y que las hélices estan localizadas en el centro de masa. Para poder
obtener un modelo simple capturamos las no linealidades mas esenciales del hovercraft, asumimos que
la matriz de inercial M es diagonal y ser idénticamente igual a la matriz identidad. por otra parte,
cancelamos el amortiguamiento hidrodinamico, el cual no es esencial en el control del sistema. Entonces
las ecuaciones dindmicas son dadas por

0= —ur (6.2.5)

donde 7, es la fuerza de control del oleaje y 7, es el torque de control en yaw. En la segunda ecuaciéon
del sistema 6.2.5 el término derecho representa fuerzas de Coriolis y centripetas.

usando los mismos supuestos como en la seccion anterior, la funciéon Lagrangiana para el sistema descrito
en la figura 1 estda dada por:

Ecuacion de Euler Lagrange

1 1 1.
L =232+ 292+ =¢? 2.
2x +2y +2¢ (6.2.6)

Las ecuaciones correspondientes de movimiento son derivadas usando ecuaciones de Euler Lagrange

d (0L oL
g DN ) — == 7) = 6.2.7
dt(aq (qnz)) 94 (d)=r1 (6.2.7)
donde ¢ = [z,y,Y]" y 7 = [r,cos ¥, 7, sin¥,7,.]T. De las ecuaciones de Euler Lagrange tenemos por

tanto que:
T =T1,cos¥
Y =T, sin¥
Z="1
Permitamonos renombrar la cinematica de (6.2.4) como sigue:
T =wucosV¥U —uvsin¥
y=usin¥ +vcos¥ (6.2.8)
=y
Diferenciando las ecuaciones anteriores tenemos:
= —ursin¥ +dcos¥ —vrcos ¥ — osin ¥ (6.2.9)
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j=wurcosV¥+usin¥ — vrsin ¥ + v cos ¥ (6.2.10)
U=, (6.2.11)

Multiplicando (6.2.9) por cos ¥ y (6.2.10) por sin ¥ y sumando estas dos ecuaciones se tiene
u==xcosV + gsin¥ + vr

U="Ty+or (6.2.12)

Multiplicando (6.2.9) por sin ¥ y (6.2.10) por cos U y sumando estas dos ecuaciones se tiene
v =14cosV — EsinW¥ + ur

v = —ur (6.2.13)
Finalmente obtenemos las ecuaciones dindmicas (6.2.5)
U=vr+ Ty
v = —ur
r="T,
En lo siguiente consideraremos el problema de controlar la posicién, no el angulo yaw ¢ y asi rechazar

la ultima ecuacion en (6.2.8). Con el fin de obtener ecuaciones polindmicas mas simples y eliminar ¢,
usamos la siguiente transformacion de coordenadas, el cual es un difeomorfismo global

z1 =xcosV¥ 4+ ysin ¥
2o = —xsinV¥ + ycos ¥ (6.2.14)
23 =W

Diferenciando la ecuacion anterior y usando (6.2.8), obtenemos

21 =u—+1rz

(6.2.15)
Za=v—12
El modelo resultante, incluyendo las cinemaéticas y las dindmicas, esta finalmente dado por
U= V" + Ty
U= —ur
T =T, (6.2.16)

21 =u+7r2
Z9 =V —T2

Tenemos entonces que las expresiones utiles que fueron utilizadas para obtener el sistema no lineal de
ecuaciones (6.2.16) estan dadas por
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= —ursinV+ucosW¥ —vrcos¥ — ¥sin ¥ T =ucos\W —vsin ¥ z1 =xcos¥ 4 ysin ¥
g=wurcosV+usin¥ —vrsin¥ + v cos ¥ gy =usin¥ + vcos ¥ 2zo = —xsin ¥ + ycos ¥

=7 U =r 23 =W

Primeramente dado que el torque de control 7, del angulo yaw W sera la encargada de dar estabilidad a
la solucién de ¢ hacia alguna referencia deseada W, nos enfocaremos primero en controlar el angulo ¥,
para hacer esto supondremos una superficie deslizante es de la forma

g1 ZeXp(\If— \I/d) -1
(6.2.17)
donde ¥4 = a; cos (w1t)

Observacion 11. notemos que cuando w; = 0 la referencia w; = a1 = constante, y cuando wy; # 0 la
referencia W, oscilard y tendrda una amplitud méxima de a;. la meta es ahora hacer que el torque de
control 7, haga que o en (6.2.17) converja a cero, entonces se tendra que ¥ — W,. Lo anterior es facil
de mostrar ya que si

tlgroloal = tll)rgo (exp (¥ —Ty)—1) = 75ll)rgoexp(\ll —Uy)—1=0

Entonces ¥ — ¥, cuando t — 0o ya que exp(0) —1=1—-1=0

y de la misma manera ocurrird si o, converge a cero en tiempo finito ¢, pero en estd ocasion ¥ — W,
para algin t = ¢, .

Dicho todo lo anterior comenzaremos a encontrar 7,- entonces tenemos que
01 zexp(\Il— \Ifd) -1
01 =02 = (‘I/ + aiws sin (wlt)) exp (U — ¥y) = (r + aqws sin (wit)) (o1 + 1)
(6.2.18)
o2 = (1 + a1wi cos (wit)) (o1 + 1) + (r + a1ws sin (wit)? (o1 + 1)
62 = [(7r + @17 cos (wit)) + (r + aws sin (wlt))Q] (o1+1)

y por consiguiente podemos reescribir a (6.2.18) como un sistema de ecuaciones diferenciales dado por:

01 = 02

Gy = |:(TT + a1w? cos (wlt)) + (r + ajwy sin (wlt))2 (o1 +1)

A continuacién mediante un problema de minimizaciéon cuadratica donde el funcional de costo este dado
por

J= §/ (qo7 +ro3) dt (6.2.19)
to

donde (6.2.19) esté sujeta a

(5’1 :001 + 09

A=0,B=1,¢>0,r>0

se puede decir que o5 es un control virtual de tal manera que esta dado por
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o9 = —1r 1Py
donde P es solucion de la ecuaciéon escalar:
Pr~t—q¢g=0

y para minimizar (6.2.19) P es definida positiva la cual esta dada por P = ,/qr > 0.

Por consiguiente tenemos que la superficie 6ptima esta dada por:

oo+ Koy =0, con K =+/q/r

Donde bastard que K > 0.

Entonces ahora supongamos una superficie auxiliar S dada por

S =09+ Koy (6220)
derivando a (6.2.20) y basdndonos en (6.2.18) tenemos que:
S = |:(TT + ajw? cos (wlt)) + (r + awy sin (wlt))ﬂ (c1+1)+ Koy (6.2.21)

por consiguiente puedo proponer que:

(77 + a1wi cos (w1t)) + (r + aqws sin (wit))? = — {Cl |S’\1/2 Sign(S) + Koy

o1 +1

Por tanto

1
= {01 |S|1/2 Sign(S) + Kag] — (7 + a1w? cos (wit)) + (r + ayws sin (wlt))2
1

y observemos que 7, estd bien definida ya que o1+1 =exp (¥ — ¥y), y el exponencial nunca es cero, por
lo que no puede haber singularidades. Ahora sustituyendo 7. en (6.2.21) tendremos que:

S =—C1|S|"? Sign(S)

y se puede mostrar mediante una funcién de Lyapunov V' = |S| que S = 0 en un tiempo finito dado por
_ 1/2
b =215 (0)? /Cy.

Notemos que una vez que S converge a cero tenemos que o7 = g3 — 0 pero en forma asintética.

Por tanto

U — U, cuando t — oo.

A continuaciéon encontremos el control 7, que lleve a u hacia una referencia deseada ugy. Entonces pro-
pondremos la siguiente superficie deslizante dada por:

o3 =exp(u—ug)—1

Uq = az cos (wat)

si derivamos a o3 con respecto al tiempo tenemos que:
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&3 = (U + agws sin (wat)) exp (u — ug)
(6.2.22)
o3 = (vr + 7, + agws sin (wat)) (o3 + 1)

puedo proponer en (6.2.22) que el término que multiplica a o3 + 1 estd dado por:

C
vr 4 Ty, + agws sin (wat) = — 2 <|03|1/2 sign (03))
g3 + 1
y entonces se tendra que
C
Tu = —Ur — agws sin (wat) — —— (|a3|1/2 sign (03))
o3+ 1

donde T, esta bien definida ya que o3+ 1 nunca es cero, y por consiguiente no puede haber singularidades.

sustituyendo a 7, en (6.2.22) tenemos

O"3 = —02 |0’3|1/2 Sign (03)

y puede mostrarse que con una funcién de Lyapunov dada por V = |o3| que o3 — 0 en tiempo finito
_ 1/2
Tr—2‘0'3 (0)‘ /02

A continuacién se mostrara las simulaciones de W, u, v y el desplazamiento dado por el hovercraft es
decir (z1,22)T asi como los controladores 7, y 7, donde (6.2.16) tendra condiciones iniciales dadas por
u(0) = 0, v(0) = 0, 7(0) = 0, 21(0) = 0, 22(0) = 0 con referencias propuestas como ¥4 = 3cos(0.1¢t)
,uqg = 0.45cos(0.1t), y las ganancias para el controlador 7, son C; =4 , K = 10, y para 7, la ganancia
esta dada por Cy = 4.

UATR"

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Time (s)

Figura 6.2.1: ¥ y ¥,
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VATR"S

35

Figura 6.2.2: zoom de ¥ y Uy,

En figura (6.2.1) se muestra la dinamica del angulo yaw ¥ alcanzando su referencia deseada ¥4, y en
figura (6.2.2) se muestra la misma grafica con zoom del angulo ¥ alcanzando su referencia ¥, donde se
aprecia la convergencia a la referencia deseada ¥, de forma asintotica.

0.5
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20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Time (s)

Figura 6.2.3: v y uq
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Figura 6.2.5: v
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Figura 6.2.6: Posicién del Hovercraft

En figura (6.2.6) observamos la posicion del hovercraft, donde inicialmente parte del reposo desde el
origen y empieza a describir un movimiento hacia afuera en forma de tipo espiral.

250

200 - b

Figura 6.2.7: 7,.

En figura (6.2.7) se muestra el torque de control en yaw ¥
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Figura 6.2.8: 7,

En figura (6.2.8) se muestra la fuerza de control del oleaje
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Capitulo 7

CONCLUSION Y TRABAJO FUTURO

7.1. CONCLUSION

En la teoria y practica la implementaciéon de la teoria de los modos deslizantes es bien recibida por los
ingenieros, debido a que los controladores con lado derecho discontinuo, han resultado ser de gran utilidad
para brindar estabilidad a sistemas lineales donde se pudiera presentar algtin tipo de perturbacién o fuerza
desconocida, con el tnico conocimiento de que estas incertidumbres estén acotadas, donde la robustez
se debe principalmente a que el disenio de estos controladores esta basado al considerar una funcién de
Lyapunov, candidata y adecuada que nos proporcione las condiciones de estabilidad ante perturbaciones
acotadas que pueden presentarse en alguna implementacion de tiempo real. Ademés puede decirse que
esta tesis proporciona metodologias de control robusto, gracias a que la combinacién de los controladores
quasicontinuos de alto orden y al enfoque de optimizacién es que se logré extender el diseno de superficies
deslizantes de primer orden a las denominadas superficies de alto orden, necesariamnete requeridas si se
desea proveer de estabilidad a los sistemas lineales que se desean controlar.

7.2. TRABAJO FUTURO

Se plantea dar soluciéon a problemas de estabilizacion singular éptima para sistemas no lineales de la
forma & = f(x) + b(x)u considerando el enfoque de optimizacion, ademas también se piensa resolver
problemas de estabilizacion para sistemas MIMO con la utilizacion de la teoria de los modos deslizantes
en conjunciéon con el enfoque de optimizacion, resolviendo el problema del regulador lineal cuadratico en
costos cuadraticos singulares de orden alto.
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