UNIVERSIDAD AUTONOMA DE NUEVO LEON

FACULTAD DE CIENCIAS FiSICO MATEMATICAS

“Anadlisis De Estabilidad Y Seguimiento De
Trayectorias de Sistemas Dinamicos
Complejos
Y Con Retardo En El Tiempo Usando Redes
Neuronales Adaptables”

Por
SANTIAGO ARROYO GARZA

Como requisito parcial para obtener el grado
de Doctor en Ciencias con Orientacidon en
Matematicas

Junio 2015



UNIVERSIDAD AUTONOMA DE NUEVO LEON
FACULTAD DE CIENCIAS FiSICO MATEMATICAS
DOCTORADO EN CIENCIAS CON ORIENTACION EN MATEMATICAS

Los miembros del comité de tesis recomendamos que la tesis

“Andlisis de Estabilidad y Seguimiento de Trayectorias de Sistemas Dinamicos
Complejos y con retardo en el tiempo usando Redes Neuronales Adaptables”

Realizada por el estudiante Santiago Arroyo Garza sea aceptada para su defensa
como opcién al grado de Doctor en Ciencias con Orientacion en Matematicas.

El Comité de Tesis

Dr. José Paz Pérez Padron

Director/Asesor

Dr. Joel Pérez Padrén Dra. Lilia Lopez Vera
Co-asesor Revisor
Dr. Francisco Rodriguez Ramirez Dr. Juan Pablo Salinas Estevané
Revisor Revisor
Vo. Bo.

Dr. Romeo de Jesus Selvas Aguilar

Divisién de Estudios de Posgrado

San Nicolas de los Garza, Nuevo Ledn Junio del 2015



RESUMEN

Santiago Arroyo Garza Fecha de graduacién: Junio 2015

Titulo del estudio: “Andlisis De Estabilidad Y Seguimiento De Trayectorias De
Sistemas Dinamicos Complejos Y Con Retardo En El Tiempo Usando Redes
Neuronales Adaptables”

Propodsito y método de estudio

En esta tesis doctoral se estudia el problema de seguimiento de
trayectoria de sistemas no lineales complejos basado en la teoria de
estabilidad de Lyapunov. Por medio de esta teoria se obtiene una ley de control
que garantiza la estabilidad global asintética del error de seguimiento entre un
sistema dindmico complejo modelado por una red neuronal dinamica y una
senal de referencia retardada que el sistema debe de seguir. Basados en la
teoria de Lyapunov-Krasovskii, se propone una ley de control PID que
garantiza la estabilidad asintéticamente global del error de seguimiento entre
una red neuronal recurrente y una red dinamica compleja.

El campo de aplicacidén de las redes neuronales recurrentes con retardo,
mediante la estabilizacién, identificacién y seguimiento de trayectorias, va
desde los robots en el sector industrial en el transporte, maquinado y manejo
de cargas en medios ambientes dificiles u hostiles, en el sector agropecuario
mediante tractores y cosechadoras auténomas, en el sector militar mediante los
llamados “drones” en actividades de exploracién y vigilancia, con propositos de
entretenimiento, en el campo de la salud, mediante las operaciones asistidas
por robots y/o brazos mecanicos y en la investigacion y desarrollo de cualquier
tipo de robot que pueda resolver cualquier tipo de problema.

Con el fin de ilustrar los resultados analiticos, se presentan al final de
este escrito simulaciones de seguimiento de trayectoria de una red dinamica
compleja interconectada en el que un nodo es un sistema dinamico de Lorentz
y tres nodos mas interconectados representados por el sistema dinamico de
Chen.

Este trabajo es el resultado de la investigacion realizada durante el
periodo Enero 2012 a Diciembre 2014 dentro del programa “Doctorado en
Ciencias con Orientacion en Matematicas” y se presenta como una tesis para
obtener el grado de Doctor en Ciencias con Orientacion en Matematicas. Los
resultados han sido publicados y presentados en los siguientes congresos:
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ORGANIZACION DE TESIS

Esta tesis se organiza de la siguiente manera:
En el Capitulo 1, se da la Introduccion.

En el Capitulo 2, se exponen los conceptos basicos con los cuales
trabajaremos a lo largo de la tesis. Se describe lo que es una planta, los
sistemas dinamicos, estado de equilibrio, funciones de Lyapunov y el concepto
de V-estabilidad.

En el Capitulo 3, se describe los fundamentos de las redes neuronales,
cémo funcionan las neuronas en cuanto a procesamiento de informacion, las
operaciones matematicas que realizan, las unidades neuronales y sus
funciones de activacién.

En el Capitulo 4, en este capitulo se describen los conceptos propios de
las redes neuronales recurrentes, la descripcion matematica de las mismas asi
como el andlisis de estabilidad del error de seguimiento.

En el Capitulo 5, se establece una ley de control por el método inverso
por seguimiento de trayectoria usando redes neuronales recurrentes con
retardo. Se obtienen simulaciones para este caso.

En el Capitulo 6, se establece una ley de control PID por seguimiento
de trayectoria usando redes neuronales recurrentes con retardo. Se obtienen
simulaciones de esta ley de control.

En el Capitulo 7, se declara que la principal metodologia esta basada
en las redes neurales recurrentes, funciones de Lyapunov y control
Proporcional-Integral (Pl). El nuevo esquema de control es aplicado a la
sincronizacion del caos y los resultados son ilustrados por medio de una
simulacion con un software apropiado.

Finalmente, en el Capitulo 8 se presentan las conclusiones y trabajo a
futuro.



CAPITULO 1

INTRODUCCION

Demanda social e institucional

La Responsabilidad Social ha adquirido gran relevancia a nivel
internacional, desarrollando normativas acerca de los factores que determinan
la mejora social, econémica y medioambiental, asi como la vinculacion entre
las organizaciones y la sociedad, con la finalidad de generar intervenciones
responsables, sustentables y sostenibles que evidencien resultados, efectos e
impactos en las personas y en las comunidades. Por el alto impacto de las
Universidades en sus comunidades, la reflexion de la Responsabilidad Social
se ha trasladado al mundo académico y universitario, como un componente
ético en la formacion de sus egresados, a través de la Responsabilidad Social
Universitaria.

La UANL ha definido la Visién 2020 “La Universidad Autonoma de Nuevo
Ledn es reconocida en el aino 2020 como una institucidn socialmente
responsable y de clase mundial por su calidad, relevancia y contribuciones al
desarrollo cientifico y tecnolégico, a la innovacién, la construccion de escuelas
de pensamiento y al desarrollo humano de la sociedad nuevoleonesa y del
Pais”. El presente estudio impacta a la Dimension 2 del Modelo de
Responsabilidad Social de la UANL, en la que se demanda el desarrollo de
Investigaciones socialmente pertinentes, que contribuyan a la solucién de
problemas sociales.

Antecedentes y avances en la solucion de la problematica

Los problemas de control automatico que surgen en una amplia variedad
de campos de la ingenieria, son caracterizados esencialmente por medios
ambientes inciertos y por ser no lineales. La aplicacion de redes neuronales a
control automéatico es principalmente para construir un modelo de la planta (es
un sistema no lineal el cual queremos controlar), y con base en este modelo se
disefan leyes o acciones de control con el propdsito de lograr un
comportamiento especifico. Las redes neuronales que se usaran en esta tesis
son redes neuronales dinamicas descritas por ecuaciones diferenciales.

Resultados recientes [1], [2], [3], [4] muestran que las redes neuronales
son una herramienta muy efectiva, para aproximar e identificar una amplia
clase de sistemas no lineales complejos cuando la informacion del modelo
matematico es incompleta; por lo tanto, desde su aparicion las redes



neuronales presentan un creciente interés debido a su capacidad, al menos
tedrica, de aproximacion de funciones no lineales.

Un problema fundamental en control automético de sistemas no lineales es el
seguimiento de trayectorias. Muchas de estas estructuras usan redes estaticas
(lamadas también pre-alimentadas) [5], [6]. Recientemente el uso de redes
recurrentes se ha incrementado [7]. Las primeras aplicaciones de redes
neuronales en sistemas de control realimentado no incluian analisis rigurosos o
métodos de disefio. Actualmente, el control neuronal es una técnica bien
establecida, basada en analisis bien fundamentados, como se ejemplifica en
[5], para redes estaticas, y en [8], [9] para las recurrentes. Recientemente, una
tendencia notable en control neuronal es integrar redes neuronales recurrentes,
con técnicas efectivas de control no lineal.

Hay una gran cantidad de sistemas con retardo en el tiempo en los
procesos industriales, para los cuales es dificil disefiar controladores debido
precisamente a esta propiedad de retardo, ya que estos sistemas en general
tiene una mayor sobrecarga, un tiempo de ajuste mas largo y nos son estables.

En esta tesis doctoral se presenta un nuevo campo de aplicacién de las
redes neuronales dinamicas con retardo; se presentan los resultados del
disefio de una ley de control PID que garantiza la estabilidad del error de
seguimiento entre planta y senal de referencia, asi como el de una ley de
control obtenida por el método de Lyapunov la cual también garantiza la
estabilidad del error de seguimiento entre la planta y la referencia, estas dos
metodologias pueden considerarse inversas una de la otra. Se desarrolla un
analisis sistematico para estabilizacidn, identificacibn y seguimiento de
trayectorias de plantas no lineales modeladas por medio de redes neuronales
recurrentes en el tiempo y con retardo para el caso deterministico. Para esto se
obtienen leyes de control y leyes de adaptacion de pesos en la red neuronal,
las cuales garantizan en conjunto que la planta siga dicha sefal de referencia.
La herramienta principal utilizada para este analisis esta basada en la
metodologia de analisis de estabilidad de Lyapunov.

El programa de Doctorado en Ciencias con Orientacion en Matematicas,
ha consolidado grupos de investigacibn en Matematica Aplicada, que han
permitido generar y aplicar conocimiento matematico. El “Analisis de
Estabilidad y Seguimiento de Trayectorias de Sistemas Dinamicos Complejos y
con retardo en el tiempo usando Redes Neuronales Adaptables”, se presenta
como un producto cientifico de relevancia social, que enfoca el desarrollo
humano sostenible de impacto para el sector salud, militar, industrial,
comercial, etc.



CAPITULO 2

CONCEPTOS ESENCIALES Y FUNDAMENTOS MATEMATICOS

En este capitulo se presentan los conceptos esenciales asi como los
fundamentos matematicos utilizados en el presente trabajo. Se hace una breve
descripcion de los sistemas dinamicos, a través de los cuales podemos
modelar sistemas dinamicos complejos (plantas).

2.1 Definiciones

Variable controlada y variable manipulada. La variable controlada es la
cantidad o condicién que se mide o se controla. La variable manipulada es la
cantidad o condicidon que el controlador modifica para afectar el valor de la
variable controlada. Por lo comun la variable controlada es la salida (resultado)
del sistema. Controlar significa medir el valor de la variable controlada del
sistema y aplicar la variable manipulada al sistema para corregir o limitar una
desviacion del valor medido a partir del valor deseado.

Plantas. Una planta puede ser una parte de un equipo, tal vez un conjunto de
las partes de una maquina que funcionan juntas, el propdsito de la cual es
ejecutar una operacién particular. En este trabajo, llamaremos planta a
cualquier objeto fisico que se va a controlar (esto puede ser cualquier brazo
mecanico, un helicéptero, un reactor quimico, una nave espacial, etc.)

Proceso. En este trabajo entenderemos por proceso cualquier operacion que
se va a controlar.

Sistemas. Un sistema es una combinacién de componentes que actian juntos
y realizan un objetivo determinado.

Perturbaciones. Es una sefnal que tiende a afectar negativamente el valor de
la salida de un sistema. Si la perturbacion se genera dentro del sistema se
denomina interna, en tanto que una perturbacién externa se produce fuera del
sistema y es una entrada.

Controlador PID. Es un mecanismo de control por realimentacion ampliamente
usado en sistemas de control industrial. Este calcula la desviacién o error entre
un valor medido y un valor deseado. El algoritmo del control PID consiste de
tres parametros distintos: el proporcional, el integral, y el derivativo.


http://es.wikipedia.org/wiki/Realimentaci%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/wiki/Algoritmo

2.2 Sistemas Dinamicos

Los sistemas dinamicos son sistemas cuyos parametros internos (variables de
estado) siguen una serie de reglas temporales. Se le llama sistemas porque
estan descritos por un conjunto de ecuaciones (sistema) y dinamicos porque
sus parametros varian con respecto a alguna variable que generalmente es el
tiempo. Un sistema dinamico da una descripcion funcional de la solucion de un
problema fisico o del modelo matematico que describe el problema fisico.

Matematicamente hablando, un sistema dinamico es una funcion ¢(t,x)
definida para todate®R y x € E c R"™ , el cual describe como los puntos
x € E se mueven con respecto al tiempo.

Las siguientes definiciones son tomadas de [10], [11], [12], [13] y [14]

Definicion 1 Un sistema dinamico en E es una funcion ¢ : Rx E — E de clase
C! donde E es un subconjunto abierto de R™ y si ¢.(x) = ¢(t,x) entonces ¢,
satisface.

i) ¢o(x) = x,paratodax € E
ii) ¢:0 Ps(x) = ppis(x)paratodas,t € Ryx € E.

En ii) de la definicidn anterior, el operador “0” significa el operador composicion,
esto es

drops(x) = ¢t(¢s(x)) = P45 ().
En este capitulo, definiremos el flujo ¢,, de un sistema no lineal

x=f(x) (2.1)

En la siguiente definicion, denotaremos el maximo intervalo de existencia (a, )
de la solucién ¢(t, x,) del problema de valor inicial

x = f(x)

2(0) = 5. (2.2)

Por I(x,), puesto que los extremos a y B del intervalo maximo, dependen por lo
general de la condicién inicial x,,.

Definicion 2 Sea E un subconjunto abierto de R™ y sea f € C'(E). Para
x, € E sea ¢(t,x,) la solucion del problema de valor inicial (2.2) definida en su
maximo intervalo de existencia I(x,). Entonces, parat € I(x,), el conjunto de
mapeos ¢., definida por

$e(x0) = (¢, %0) (2.3)



Es llamado el flujo de la ecuacion diferencial (2.1) o el flujo definido por la
ecuacion (2.1); ¢, es también referido como el flujo del campo vectorial f (x).

Si consideramos que el punto inicial x, esta fijo y establecemos | = 1(xo),
entonces el mapeo de ¢(,x,):1 — E define una curva de solucién o trayectoria
de solucién del sistema (2.1) a través del punto xo € E. Como es usual, el
mapeo ¢ (-, x,) es identificado con su grafica en | x E y una trayectoria es
visualizada como un movimiento a lo largo de la curva I' a través del punto Xo
en el subconjunto E del espacio de fase R" como se ve en la figura 2.1 . Por
otro lado, si pensamos en el punto xo como variante a través del de K cE
entonces el flujo de la ecuacién diferencial (2.1), ¢,: K = E puede ser vista
como el movimiento de todos los puntos en el conjunto K, como en la figura
2.2

Figura 2.1 Una trayectoria I del Figura 2.2 El flujo ¢, del
sistema (2.1) sistema (2.1)

2.3 Teorema de existencia y unicidad
En algunas de estas definiciones consideraremos sistemas auténomos de
ecuaciones diferenciales ordinarias

x=f)
en oposicion a los sistemas no auténomos

%= f(xt) (2.4)



Donde la funcién f puede depender de la variable t; sin embargo cualquier
sistema no auténomo (2.3) con x € R" puede ser escrita como un sistema
auténomo (2.1) con x € R™*! simplemente por establecer xn,1=t Yy Xn.1=1.

Las teorias fundamentales para 2.1 y 2.3 no difieren significativamente por lo
que es posible obtener la existencia y unicidad de soluciones de 2.3 por
hipbétesis mas débiles de f como funcién de t.

Definicidon 3 Suponga que f€ C(E) donde E es un subconjunto abierto de R™.
Entonces x(t) es una solucién de la ecuacion diferencial 2.1 en un intervalo I si
x(t) es diferenciable en I y si paratodote I, x(t) e Ey

X () = f(x(®) (2.5)
Y dado x, € E, x(t) es una soluciéon del problema de valor inicial

% = f(x)
x(0) = x,

En un intervalo I'si t, €1, x(t,) =x,y x(t) es una solucién de la ecuacion
diferencial 2.1 en el intervalo 1.

Con el fin de aplicar el método de aproximaciones sucesivas para establecer la
existencia de la solucién de 2.1, tenemos que definir el concepto de una
condicién de Lipschitz 'y mostrar como las funciones C! son localmente
Lipschitz.

Definicion 4 Sea E un subconjunto abierto de R™. Una funcion f de E — R™ se
dice que satisface una condicidén Lipschitz en E si hay una constante positiva K
tal que paratodaslas x,y € E

If () = FO = K(x = ). (2.6)

La funcién f se dice que es localmente Lipschitz en E si para cada punto x, € E
hay una € —vecindad de x, , Ne¢ (x,) € E y una constante K, > 0 tal que para
todaslasx,y € Ne(x,)

If () = fO] = Ko (x = ). (2.7)

Por una e —vecindad de un punto x, € R™, lo cual significa una bola abierta de
radio positivo € ; 0 sea

Ne(x,) ={x € R"||lx —x,| < €} (2.8)

Lema 1 Sea E un subconjunto abierto de R"y sea f: E — R™. Entonces si,
f € CY(E),f eslocalmente Lipschitzen E.



2.4 Estado de un sistema

El estado de un sistema dinamico se refiere al conjunto mas pequefio de
variables (las cuales se denominan variables de estado) de modo que el
conocimiento de estas variables en conjunto con el conocimiento de la entrada
para un tiempot > t, determina por completo el comportamiento del sistema
para cualesquier tiempo t > t,.

A lo largo de esta tesis se hablara indistintamente de estado de equilibrio o
punto de equilibrio del sistema. Sin pérdida de generalidad supondremos que el
estado de equilibrio de (2.1) es x = 0, puesto que, si dicho sistema tiene un
estado de equilibrio x* # 0, esto es f(x*,t) = 0,Vt = 0, entonces el siguiente
cambio de coordenadas y = x — x* hace que el sistema (2.1) en las nuevas
coordenadas tenga a y = 0 como estado de equilibrio.

2.5 Estado de Equilibrio

Un buen lugar para empezar a analizar sistemas no-lineales es determinar los
estados de equilibrio de (2.1) y describir el comportamiento de (2.1) cerca de
sus estados de equilibrio. Asi mismo el comportamiento de un sistema no
lineal como (2.1) cerca de un punto de equilibrio hiperbdlico x, es
cualitativamente determinado por el comportamiento del sistema lineal

%= Ax (2.9)

Con la matriz A=Df(x,), cerca del origen. La funcién lineal Ax = Df(x,)x es
llamada la parte lineal de f en x,.

Definicion 5 Un punto x, € R™ es llamado un punto de equilibrio o punto
critico de (2.1) si f(xy) =0. Un punto de equilibrio x, es llamado un punto de
equilibrio hiperbdlico de (2.1) si ninguno de los eingenvalores de la matriz
Df(x,) tiene parte real cero. El sistema lineal (2.9) con la matriz A=Df(x,) es
llamada la linealizacion de (2.1) en x,.

La estabilidad de puntos de equilibrio no hiperbdlico es tipicamente mas dificil
de determinar. Un método debido a Lyapunov, el cual es muy util para decidir la
estabilidad de puntos de equilibrio no hiperbdlicos se presenta enseguida:

2.6 Estabilidad segun Lyapunov

El método de Lyapunov puede ser utilizado para determinar la estabilidad de
puntos fijos cuando la informacién de linealizacion es inconclusa. La estabilidad
de puntos de equilibrio generalmente se caracteriza en el sentido de Lyapunov,
el cual nos dice que un punto de equilibrio se dice estable si todas las
soluciones que se inician en las cercanias del punto de equilibrio permanecen
en las cercanias del punto de equilibrio; de otro modo el punto de equilibrio es
inestable. Un punto de equilibrio se dice asintéticamente estable si todas las



soluciones que se inicien en las cercanias del punto de equilibrio, no solo
permanecen en las cercanias del punto de equilibrio, sino que ademas tienden
hacia el equilibrio a medida que el tiempo se aproxima al infinito. Los teoremas
de Lyapunov dan condiciones suficientes para estabilidad de puntos de
equilibrio. Vamos a definir estabilidad del origen como una propiedad uniforme
con respecto al instante inicial

Definicion 6 E/ estado de equilibrio x =0 de (2.1) es llamado un estado de
equilibrio:

o Estable si, paratodot, = 0y e > 0 existe §(t,, €) tal que

lIx0ll < &(t, &) = llx(Ol <&, VE=1t, (2.10)

Uniformemente estable, si para cada € >0 existe un 6§ =6(e) >0
independientemente de ¢, tal que (2.10) se satisface.

e [nestable, si no es estable.

e Asintoticamente estable, si es estable y existe c =c(t,) tal que
x(t) = 0 cuando t —» o para todo ||x(ty)ll< c.

e Uniformemente asintoticamente estable, si es uniformemente estable y
existe ¢ > 0 independientemente de t, tal que para todo ||x(ty)ll< c,
x(t) —» 0 cuando t — oo, uniformemente en t,; es decir para cada € > 0
Existe T = T(¢) tal que

x|l <& VE=t, +T(e) Vlx(t)ll < ¢ (2.11)

e Globalmente uniformemente  asintéticamente  estable, si es
uniformemente estable y para cada par de numeros positivos ey c ,
existe T'(g, c¢) tal que

x|l <& Vt=ty+T(g,c) Vx| < ¢ (2.12)

Se pueden caracterizar las propiedades introducidas en la definicidon anterior,
en términos de un tipo especial de funciones escalares, conocidas como
funciones clase Ky clase KL.

Definicion 7 (Funcion Clase K) Una funcién continua a : R* - R* se dice
que pertenece a la clase K, si es estrictamente creciente y a(0) = 0. Ademas,
se dice que pertenece a la clase K., sia € K y a(r) — oo cuandor — oo.

Definicion 8 (Funcion clase K L) Una funcion continua B :R* x R* - R*
se dice que pertenece a la clase KL, si para cada s fijo el mapeo



B(r,s) pertenece a la clase k., con respecto ar y para cadar fijo el mapeo
B(r,s) es decreciente con respecto as y f(r,s) — 0 cuando s — oo,

Usando las definiciones anteriores, podemos dar definiciones equivalentes para
estabilidad uniformemente estable y la estabilidad uniformemente
asintéticamente estable que caracterizan los estados de equilibrio de (2.1)
como:

Definicion 9 E/ estado de equilibrio de (2.1) es:

e Uniformemente estable, si existe una funcion « () clase K, tal que

x| < a(lx(to)), VE=t, =0, Vx(t,) €R (2.13)

e Uniformemente asintdticamente estable, si existe una funcion  B(-)
clase KL tal que

lx(®)] < B(x(t), t —ty), Vt=t, =0, Vx(t,) €R" (2.14)

e Globalmente  uniformemente asintoticamente estable si (2.14) se
satisface para cualquier estado inicial x(t,)

Un caso especial de estabilidad asintética uniforme ocurre cuando la funcion g
en (2.14) tiene laforma f(r,s) = kreV*

Definicion 10 (Estabilidad exponencial); El estado de equilibrio de (2.1) es
exponencialmente estable si la desigualdad (2.14) se satisface con

B(r,s)=kre S, k>0, y>0. (2.15)

Y es globalmente exponencialmente estable si esta condicidén se satisface para
cualquier estado inicial.

2.7 Vector de estado

Si se tiene la necesidad de n variables de estado para poder describir de
manera completa el comportamiento de un sistema determinado, éstas n
variables de estado se consideran los n componentes de un vector x. A tal
vector se le denomina vector de estado. Por lo tanto un vector de estado es
todo aquel que logra determinar de manera Unica el estado del sistema x(t)
para cualquier tiempo t > t, ,una vez que se logra obtener el estado en el
tiempo t =t, y se especifica la entrada para una vez que se logra obtener el
estado en el tiempo y se especifica la entrada u(t) parat > t,.
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Definicion 11 Un campo vectorial f en un subconjunto abierto U de R™es una
funcion que asigna a cada x € U un vector columna f(x) € R™, lo cual
denotaremos como f : U - R"™, U c R"

Definicion 12 Dado un campo vectorial f € C* (infinitamente diferenciable) en
R™ y un campo escalarh € C* enR", se define la derivada de Lie de h con
respecto f como

Leh 2 (dh, f) (2.16)

Donde (-, ) denota el producto interno de dh y f, esto es:

= 9k
(dh, f) = Zﬁfi (2.17)
i=1

2.8 Funcion de Lyapunov

Para contestar la cuestiéon de si un punto de equilibrio no hiperbdlico es estable,
asintéticamente estable o inestable, el método de Lyapunov nos da respuesta a
esta cuestion.

Definicion 13 Si f € CY(E), Ve CY(E) and ¢, es el flujo de la ecuacion
diferencial (2.1), entonces para x € E la derivada de la funcién V(x) a lo largo de
la solucién ¢, (x)

i d

Ve =2V (9,9)| _ =DVCoseo (2.18)
Esta ultima igualdad sigue la regla de la cadena. Si V(x) es negativa en E
Entonces V(x) decrece a lo largo de la solucidén ¢.(x,) parax, € E ent = 0.
Ademas en,R?, si V(x) <0, con la igualdad solo en x = 0, entonces para
nuameros pequenos positivos €, la familia de curvas V(x) = C constituye una
familia de curvas cerradas, encerrando el origen y las trayectorias de (2.1) a
través de estas curvas desde su exterior hasta su interior conforme se
incrementa el tiempo t. Es decir es asintéticamente estable. Una funcién
V:R" - R satisface la hipbtesis del siguiente teorema que es llamado funcién
de Lyapunov

Teorema 1 Sea E un subconjunto abierto de R"™ conteniendo x, . Suponga
que f € CY(E) y que f(x,) =0. Suponga ademas que existe una funcion
valuada real V € C*(E) que satisface V(x,) =0y V(x) > 0 six # x,. Entonces
(a) siV(x) <0 para toda x €E , x, es estable; (b) si V(x) <0 para todo
x € E ~{x, }, es asintéticamente estable; (c) siV(x) > 0 para todo x € E ~{x, } ,
X, €s inestable.
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2.9 Funcion de control-Lyapunov

En teoria de control, una funciéon de control-Lyapunov es una funcién
de Lyapunov V(x) para un sistema con entradas de control. Como ya vimos, la
funcion ordinaria de Lyapunov se utiliza para probar si un sistema dinamico es
estable (mas restrictivamente, asintéticamente estable).Es decir si el sistema
empezando en un estado x # 0 en algun dominio D puede permanecer en D 0
para estabilidad asintética pueda eventualmente retornar a x = 0 . La funcién
de control-Lyapunov se utiliza para comprobar si un sistema es estabilizable
por retroalimentacién, es decir si para cualquier estado x existe un control
u(x,t) tal que el sistema pueda ser llevado al estado cero mediante la
aplicacién del control u.

x=f(x)+gx)u (2.19)

Consideremos la derivada en el tiempo de una funcion candidata de Lyapunov
V(x) para el sistema (2.9):

. v av N
V= af(x) + ag(x)u 2 LV + LgVu (2.20)

L¢V + LyV son las derivadas de Lie usuales de V con respecto a fy g
respectivamente.

El objetivo es encontrar una ley de control u = a(x) que haga de V una
funcion definida negativa en x; lo anterior llevé a los autores [13] a enunciar la
siguiente definicién:

Definicion 14 Una funcion suave definida positiva y radialmente no acotada
V(x) es llamada una funcion Lyapunov de control (clf, por sus siglas en inglés)
[13] si:

infuesm{LsV + LyVu} < 0,Vx # 0
(2.21)

El siguiente Lema es de ayuda para encontrar la ley de control u = a(x) que
haga de V una funcion definida negativa.

Lema 2 Una funcién suave definida positiva y radialmente no acotada V(x)
esunaclfsi LV =0 = LV <0,vx # 0 [13].

Definicion 12 Una clf V(x) se dice satisfacer la propiedad del control pequerio
(scp, por sus siglas en inglés) si existe una ley u = a.(x) continua en R™ tal
que LV(x) +LyV(x)a.(x) <0, Vx#0

Teorema 2 (Sontag) El sistema (2.9) es estabilizable por un control de
retroalimentacion continuo en el origen y suave fuera de él, si y sélo si existe clf
con la propiedad del control pequerfio [28].
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2.10 Sistema Estable Entrada Estado (ISS)
Considere el sistema no lineal

x=flx,t)+g.(x,t)d (2.22)
donde x € R™ es el estado, d € R" es una perturbacion, f(0,t) = 0.

Definicion 13 Decimos que el sistema (2.22) es entrada estado estable (ISS)
si existen funciones BEKL y y €K tales que, para cada condicion inicial
x(ty) dada y para cada entrada d(-) continua en [0, ), la solucion existe para
cadat = 0 y satisface:

lx(®)| < B(|x(toy|. t = to) + ¥ SUDyrse d(T) (2.23)

Paratodo t,yt talque 0 <t, <t.

Considere el sistema, el que ademas de la perturbacién d tiene la accion de
control u:

X =f(x)+9:1(0)d + g, ()u (2.24)

Donde ue®R"* y f(0)=0

Definicion 14 Se dice que el sistema (2.24) es entrada estado estabilizable, si
existe una ley de control u = a(x) continua enR"™, con «(0) = 0, y tal que el
sistema en lazo cerrado es ISS con respecto a d.

Definicion 15 Una funcién suave definida positiva y radialmente no acotada
V:R"x R > RY  es llamada una funcién Lyapunov de control-ISS (iss-clf)
para (2.24) si existe una funcion p clase K., tal que la siguiente implicacion es
satisfecha para toda x + 0 y toda d € R" [28]:

x| = p(d) = supyeqn{LsV + Ly1Vd + LyVu} < 0 (2.25)

2.11 Concepto de V-estabilidad
Descripcion del problema

Considere una red que consiste de n nodos acoplados difusos y
linealmente, en donde cada nodo es un sistema dinamico descrito por
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X; = fl(xl) + Z?Ll Cl-jaijF (x] - xi) , 1= 1,2,3 N (226)

Jj#i
Donde x; = (xj1,%i2, - - .,xin)T € R™ son los vectores de estado del nodo
[, fi: R* > R" representa la auto-dinamica del nodo i, las constantes c;;son

las fuerzas de acoplamiento entre el nodo iy el nodo j, j=1,2,3..N. En este
modelo la matriz constante T € R™" describe la forma de vincular los

componentes en cada par de vectores nodos conectados (xj - xi), mientras
que la matriz de acoplamiento A = (a;;) € RV*M denota la configuracion de

acoplamiento de la red entera: si hay una conexion entre el nodo iy el nodo j ,
entonces a;; = a; = 1; de otro modo a;; = a; = 0. Se define el grado k; del
nodo i como el nimero de conecciones al nodo i, satisfaciendo

N N

qt JE!
Ademas, establezcamos que los elementos de la diagonal sean a;; = —k;,
i=12,...,N locualsignifica que el acoplamiento es difusivo y define

i = _(1/k)21 1CijQij

];tl

para la normalizacion. Entonces, la red (2.26) puede ser reescrita en forma
compacta como

X = fi(x) + XNy cjayT x;, i=123,..,N (2.27)

Asumiendo que los nodos de la red tienen un estado de equilibrio comun
X € R", satisfaciendo

fix)=0 i=123..N. (2.28)
Entonces, el estado estacionario homogéneo

X1= Xp =...=Xy= X (2.29)

Es un punto de equilibrio trivial de la red completa (2.27), denotada por
X=xTxT . ,xTH)T € RV . El objetivo es entonces investigar el problema

de estabilidad de la red alrededor de Xx .
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Para definir el concepto de V-estabilidad se requiere la siguiente Asuncion
donde

N
D; ={x;:|lx; —x;|| < a}, >0, D:UDi

=1

Asuncion 1 Existe una funcién de Lyapunov continuamente diferenciable
V(x):D € R™ - Rt que satisface V(x) =0 con x € D , tal que para cada
funcion de nodo f;(x;), hay un escalar 6; que garantiza

vV (x; _
S (f(r) — 6 T(E—x)) <0 (2.30)
inEDi xl¢fl=1,2,,N

En lo subsiguiente 8; sera llamado grado pasivo. Es importante notar que
desde que 6; no es en general Unico, el grado pasivo tedrico es definido a ser
el mas grande. Sin embargo, dado que esta cantidad solo es usado para
deducir suficientes condiciones de estabilidad en asociacién con la funcién
comun de Lyapunov V, cualquiera de tales valores de 6; puede ser tomado
como el grado de pasividad en la practica.

El significado fisico de la Asuncion, es que existe una funcion V (como la
energia) para todos los nodos de la red, tal que la energia de V es decreciente
a lo largo de la evolucion de la dinamica del nodo, con el grado de pasividad 6;
siendo positivo cuando sus nodos conectados se ven forzados a evolucionar al
punto de equilibrio. Intuitivamente, 8; < 0 significa que el iésimo nodo necesita
energia del exterior para ser estable, mientras que 6; > 0 significa que el
iésimo nodo por si mismo ya es estable, por o que podria proveer algo de su
energia extra para estabilizar otros nodos en las redes.

Ahora, sin pérdida de generalidad, asumimos que X = 0 y se considera
la siguiente funcion de Lyapunov para la red completa (2.17):

Ve = ZLiV(n), X=&1,. . . X)" (2.31)

Su derivada en el tiempo, a lo largo de la trayectoria X esta dada por
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n

n N
. v (x; v (x,
T (x) = Z agf) fi (k) + z agf) Zci,-aijr(xj—xi) (232)
l l ]=1

i=i =1

j#i
Es facil ver que Vy(x) =0y Vy(x¥) = 0. También la asuncion 1 implica que,
para X # X =0, se tiene que

n n

N
VN(X) < - z ax. Bini + z aXi jZlcijaijF (x] - xi) (233)

— i —
i=i =i
JE

Reescribiendo la desigualdad (2.23) como
Vy(x) < M(X)

Donde

i=i J
Jj#i

. GV(xi ( N \‘
M(X) = Z . —Hl-l"xi + z Cijaijl" (x] - xi) . (234)
— /
Se puede verificar el siguiente resultado, donde
D=D; x D, x...XxDy € R™N |
Lema 3

(i) La red (2.17) es localmente asintéticamente estable alrededor de su punto
de equilibrio si M(x) < 0 paratodo x € D \{0}.

(ii) La red (2.17) es localmente exponencialmente estable alrededor de su
punto de equilibrio si M(x) < wy |IXII% plIxI> < V(x) < psllx||* para algunas
constantes pq, u,, 3 > 0 paratodo x € D.

Mas aun la regidn de atraccién es dada por:

Q= {X: Vy(x) <r} (2.35)

Con r = infyespVn(x). En caso de que x € D = R™, la estabilidad anterior
viene a ser global.

Aqui debemos hacer las siguientes 3 observaciones:
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Primero, las funciones nodo f;(i = 1,2,3, ..., N) no aparecen en la formula (2.34)
en la cual ellas son reemplazadas por el correspondiente grado de pasividad 6;,
respectivamente. Asi el impacto de la auto-dinamica del nodo en la estabilidad
de la red es transferido al grado de pasividad 6,.

Segundo, si (dV(x;)/0x;) Tx; > 0, entonces de esto puede ser concluido que
el iésimo nodo teniendo un grado de pasividad positivo puede ser disipado
cuando este aislado.

Tercero, todas las deducciones de arriba, estan basadas en la asuncién 1, es
decir que existe una funcién comun de Lyapunov V(x), la cual es usualmente
indeterminada y no-unica. Por lo tanto, el método propuesto anteriormente de
convertir el problema original de estabilidad al estudio de la propiedad de
negatividad de la funcién M(x) depende fuertemente de la selecciéon de V(x) (y
de 6;,). Por esta razon, la estabilidad asi deducida es llamada la V —
estabilidad.

Funcion cuadratica para V(x)

Primero, consideremos el caso, donde la funcién comun de Lyapunov V(x) es
seleccionada a ser una monomial cuadrdtica. A saber, hay una matriz Q

simétrica y definida positiva tal que V(x) = xTQx.

Teorema Suponga que existe una funcion V(x) = xTQx, con Q siendo una
matriz simétrica y definida positiva, que satisface la asuncién 1 con valor de
grado de pasividad 9, , tal que la siguiente desigualdad se cumple:

Qr + Ir’Q > o. (2.36)

Entonces la red (2.17) es V — estable si la siguiente desigualdad se
satisface:

—04+G <0 (2.37)

Donde G) = dlag(el, 92, - 'JHN) € ERNxN y G = (gU) = Cijaij € iRNxN .
Mas adn, siD = R™, entonces la estabilidad anterior es global.

Corolario Suponga que hay una funcién V(x) = xTQx con Q siendo una
matriz definida simétrica y positiva, que satisface la desigualdad asuncién 1 con
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valores de grados de pasividad positivo 8; > 0. Entonces la red (2.17) es
V — estable.

Funciones generales para V(x)

En la mayoria de los casos generalmente la funcién de Lyapunov, no es una
monomial cuadratica.

Teorema. Suponga que hay una funciéon no-lineal V(x), que satisface la
asuncion 1, con valores de grados de pasividad 8;, y que hay dos constantes
positivas d; y d, tal que las siguientes desigualdades se cumplen.

v (x;)
Oxi

[x; < dy llxll%, (2.38)

(X — x5) 2 ; — 2 2.
9%, o, ) (xi— x5) = dpllxg— x|l (2.39)

Ademas, definimos la matriz diagonal ®; = diag{¢;} € R"™ con ¢; =

—0;d, si 6; <0 o bien ¢p; = —60;d,. Si la siguiente desigualdad se
cumple:
dicb +G <0 (2.40)

Entonces la red (2.37) es V — estable . Mas aun, siD = R™, entonces la
estabilidad anterior es global.

Corolario. Si hay una funcién no lineal V(x) que cumple las dos
desigualdades (2.38) y (2.39) y la asuncion 1 con valores de grados de
pasividad 6; > 0, entonces lared (2.27) es V — estable.

En vista de los principales resultados deducidos en este capitulo, el problema
de estabilidad de una red dinamica compleja, se puede convertir, en el sentido
simplificado, en determinar si la suma de dos matrices es negativa definida. Es
decir el esquema de V — estabilidad propuesto en las desigualdades (2.36)
a (2.40), las cuales por lo tanto son llamadas las matrices caracteristicas de la
red. El significado fisico de la condicion deducida es claro: la primera matriz
muestra el impacto de la auto-dinamica de los nodos y la segunda matriz indica
la influencia de la topologia de la red en la estabilidad de la red.
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En el desarrollo de esta tesis se empleara la siguiente desigualdad matricial

XTY +YTX < XTAX +YTA Y

La cual se satisface para todas las matrices X,Y € Rk y A € R |
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CAPITULO 3

FUNDAMENTOS DE LAS REDES NEURONALES

Las redes neuronales no son una idea nueva, datan de la década de los
anos 40, cuando se empezaron a publicar los primeros conceptos. Sin
embargo, nunca tuvieron un gran éxito, mas que nada porque se necesita una
cantidad importante de recursos de un ordenador para entrenar y ejecutar una
red neuronal con buenos resultados.

En este capitulo se presenta los fundamentos de las redes neuronales
que en el desarrollo del presente trabajo seran consideradas como un sistema
con estados en valor continuos y ecuaciones de movimiento expresados por
ecuaciones diferenciales. Las fuentes consultadas principalmente son [14], [15],
[16], [17]1[18], [19], [20], [21] y [22].

3.1 Procesamiento De Informacion Neuronal

Tipicamente, las neuronas son 5 o 6 6rdenes de magnitud mas lentas
gue una compuerta de silicio, los eventos en un chip de silicio toman alrededor
de nanosegundos (10° s) mientras que en una neurona, este tiempo es del
orden de los milisegundos (107 s). Sin embargo el cerebro compensa en forma
excepcional la lentitud relativa en el funcionamiento neuronal con un namero
inmenso de neuronas con interconexiones masivas entre ellas. Se estima que
el nimero de neuronas en el cerebro es del orden de 10" y que el nimero de
conexiones sinapticas es 6 x 10'. La red resultante que es el cerebro es una
estructura sumamente eficiente. Especificamente, la eficiencia energética del
cerebro es aproximadamente de 1078 J/(operaciones x s) lo cual es del orden
de 10" veces mayor que la de las mejores computadoras actualmente.

Algunos elementos a destacar de su estructura histolégica son:

Las dendritas, que son la via de entrada de las sefales que se combinan en el
cuerpo de la neurona. De alguna manera la neurona elabora una sefal de
salida a partir de ellas.

El axon, que es el camino de salida de la sefal generada por la neurona.

Las sinapsis, que son las unidades funcionales y estructurales elementales
que median entre las interacciones de las neuronas.
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Figura 3.1 Neurona

En las terminaciones de las sinapsis se encuentran unas vesiculas que
contienen unas sustancias quimicas llamadas neurotransmisores, que
ayudan a la propagacion de las sefiales electroquimicas de una neurona a otra.
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Vesicula sindptic Neurotransmisores terminal

Bomba recaptadora
de neurotransmisor

. Receptores de
Densidad postsindptic . Espacio
% neurotransmisor sindptico
Botdn
dendritico

Figura 3.2 Esquema general de la Sinapsis Quimica
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Un modelo neuronal simple es presentado en la figura 3.3. En términos

de procesamiento de informacién, una neurona individual con dendritas como
terminales de entrada multiple y un axén como una sola terminal de salida
podria ser considerada como un sistema multiple-entrada/unica salida (MISO).
Las funciones de procesamiento de este sistema neuronal pueden ser divididas
en las siguientes cuatro categorias:

1.

Dendritas. Consisten en un arbol de fibras sumamente ramificado, y
actuan como puntos de entrada para el cuerpo principal de la neurona.
En promedio, hay de 10%a 10* dendritas por neurona, que forman una
superficie receptiva las sefiales de entrada a las neuronas.

Sinapsis. Es un area de almacenamiento de la experiencia pasada (base
del conocimiento). Proporciona la memoria a largo plazo a la experiencia
acumulada pasada. Recibe informacion a partir de sensores y otras
neuronas, y proporciona las salidas a través de los axones.

Soma: es el cuerpo celular de la neurona. Es grande y redondo. Recibe
la informacién sindptica y realiza un procesamiento mas de la
informacion. Casi todas las funciones légicas de la neurona se llevan a
cabo en el soma.

Axon. La linea de salida neuronal es llamada axén. La salida aparece en
la forma de un potencial de accidon que es transmitida a otras neuronas
para otro procesamiento.

Dendritas

. — yity € R'
x®) € R {_..
—»

Procesador
Meuronal

Vector de Axon
Entrada Neurcnal oalida Neuronal

Campo de entrada Campo de salida
Meuronal Meuronal

Figura 3.3 Un modelo neuronal simple como un procesador con multiples entradas
(dendritas) y una sola salida (axdn).

Cada neurona actua como un procesador en paralelo debido a que
recibe potenciales de accion en paralelo a partir de sus neuronas
vecinas y transmite pulsos en paralelo a otras sinapsis vecinas. En
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términos de procesamiento de informacion, la sinapsis también realiza
un cambio en la frecuencia y voltaje de un impulso.

3.2 Operaciones Matematicas Neuronales

Una neurona contiene un umbral de sensibilidad, amplificacion o
atenuacién de sefal ajustable en cada sinapsis, y una estructura interna que
permite que las sefnales nerviosas entrantes sean integradas a espacio y
tiempo. Desde un punto de vista matematico, se puede concluir que el
procesamiento de informacidn dentro de una neurona implica las siguientes dos
operaciones matematicas distintas:

1. Operacion Singptica. La fuerza (peso) de la sinapsis es una
representacion de almacenamiento de conocimiento y por consecuencia
de la memoria para el conocimiento previo. La operacion sinaptica
asigna un peso relativo (significativo) a cada sefial entrante de acuerdo
con la experiencia pasada (conocimiento) almacenada en la sinapsis.

2. Operacidon somatica. La operacion somatica proporciona varias
operaciones matematicas tales como la agregaciéon, umbralizacién,
activacién no lineal, y procesamiento dindmico a las entradas sinapticas.
Si la agregacion ponderada de las entradas neuronales excede un cierto
umbral, la soma producira una senal de salida a su axoén.

Una representaciéon simplificada de las operaciones neuronales arriba
mencionadas para una neurona se muestra en la figura 3.4.

yit) € R'

Salida
Neuronal

Entradas

Neuraona- Sinapsis
les witi € R
xith e R"

Figura 3.4 Operaciones sinapticas y somaticas en un modelo simple de una neurona

Observaciones experimentales y de analisis matematico han indicado que las
células neuronales pueden transmitir informacién fiable si son suficientemente
sobrantes en numero. Sin embargo, en general una neurona biolégica es un
mecanismo imprevisible para el procesamiento de la informacién. Por
consiguiente se postula que la actividad colectiva generada por un gran numero
de neuronas localmente sobrante es mas significante que la actividad generada
por una sola neurona.
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3.3 Caracteristicas Dinamicas

Los procesos neuronales dinamicos forman la base que dan lugar a las
propiedades de alto orden de los sistemas neuronales. A continuaciéon se
describen brevemente algunas de las caracteristicas mas importantes de los
procesos de informacidén neuronales dinamicos.

1.

Proceso distribuido y Paralelo. La informacion neuronal accedida a
traves de varios sensores biologicos se distribuye a través de neuronas
multiples. Mas aun, los procesos de informacién neuronal parecen incluir
la activacion de neuronas multiples que no solo reciben y transmiten
informacion en paralelo sino que también incorporan paralelismo y
mecanismos de actualizacién distribuida con una capacidad adaptativa
para aprender, reconocer, generalizar y diferenciar. De hecho, hay dos
sistemas de distribucién sensoriales en el cerebro; uno es el sistema
especifico sensorial talamo-cortical, y el otro es un sistema no especifico
usado para la concentracion y el impulso. Estas estructuras verifican la
importancia y plausibilidad del conocimiento distribuido paralelo en el
cerebro.

Capacidad de Codificacion Temporal. La informacion de estimulo
recibido por las neuronas se codifica como los trenes de potenciales de
accion (spike trains). Un axén determinado tendra tipicamente una
amplitud de picos constante, pero su frecuencia de respuesta llevara el
contenido de la informacion. Por lo general, la informacién se codifica en
forma de modulacién de frecuencia y se almacena en el cerebro como
memoria a corto plazo o memoria de largo plazo.

La funcién de la Inhibicion Lateral. La inhibicion lateral introduce el
intercambio de informacién de neurona a neurona y afectando una al
momento de bloquear la accion de la otra. Este mecanismo de inhibicidén
existe comunmente, y puede ser generalizada en todo el sistema
nervioso. Sin embargo, la inhibicién lateral es un mecanismo de
interacciébn neuronal local, y da lugar a importantes propiedades
globales. Desde el punto de vista de la informacién, la inhibicién lateral
proporciona informacién sobre los cambios de la misma. Por lo tanto, la
inhibicién lateral puede ser vista simultdneamente como un principio
bioldégico y como una descripcion matematica de un sistema neuronal
bioldgico.

Procesamiento de Pre-alimentacion y Realimentacion. Parece que el
cerebro utiliza lazos circulares o de reverbero para procesar informacién.
Este lazo se produce cuando una parte del cerebro procesa una entrada
y pasa la informacién a otra area, donde se procesa y se pasa
directamente a tras de la ubicacién de origen, o través de otros lugares
intermedios para y una actualizacion adicional. Al final, la informacién se
devuelve a través del area del cerebro original para reverberar de nuevo
a través de las estructuras. Este proceso implica, obviamente lazos de
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Pre-alimentacién y de realimentacibn con alguna transformacion
dinamica. Este proceso dinamico causado por realimentacion
proporciona algunas caracteristicas robustas en el procesamiento de la
informacion.

3.4 Unidades Neuronales

La base de una red neuronal artificial es tener muchas unidades de
procesamiento interconectadas. Cada unidad en la red estd basada en el
concepto de una neurona idealizada. Se asume que una neurona ideal
responde Optimamente a las entradas aplicadas. Una red neuronal es un
conjunto combinado de tales unidades neuronales, conectadas por medio de
las conexiones sinapticas complejas caracterizadas por coeficientes de peso,
donde cada una hace su contribucién a las propiedades de célculo del sistema
entero.

Una red neuronal artificial tiene similitudes con el cerebro tales como:

1. Conocimiento adquirido a través de un proceso de aprendizaje.
2. Una conectividad interna de la unidad neuronal conocida como los pesos
sinapticos los cuales son usados para guardar el conocimiento.

El procedimiento para el proceso de aprendizaje es conocido como
algoritmo de aprendizaje. Su funcién es modificar los pesos sindpticos de
las redes para lograr un objetivo especifico. La modificacién de los pesos
proporciona un método tradicional para el disefio e implementacion de
redes neuronales.

La neurona o unidad neuronal es la unidad fundamental para el
funcionamiento de una red neuronal y consiste en tres elementos basicos:

1. Un conjunto de enlaces sinapticos, donde cada uno esta
caracterizado por su propio peso.

2. Una sumatoria para los componentes de las sefales de entrada,
multiplicadas por el peso sinaptico respectivo.

3. Una funcién de activacion no lineal que transforma la suma de salida
en la salida de la neurona.

Se aplica también un umbral externo para reducir la entrada de la
funcion de activacion.

En términos matematicos la i-ésima neurona puede ser descrita como:
n
Ui:ZWij Xj (31)
j=1

yi = o(v; —wyj) (3.2)
donde:
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x; esla j-ésimacomponente de la entrada,

w;; es el peso que conecta la j-ésima componente de la entrada a la neurona i,
v; es la salida de la sumatoria,

o(-) es lafuncion de activacion no lineal,

y; eslasalida de la neurona i.

La figura 3.5 muestra un esquema de la neurona i.

U,

=
Salida neuronal

.’4/

Funeidn de acuvacidn

X,

Fnitradas neuronales

Figura 3.5 Modelo no lineal de la neurona

En general una neurona individual realiza una suma de sus entradas
ponderadas y proporciona una salida a través de una funcién de activacién no
lineal con un umbral.

3.5 Funciones De Activacion

La funcién de activacidn neuronal no lineal o(-) en estructuras
neuronales adaptables mapea el estado neuronal x € R" a un espacio de
salida neuronal acotado, esto es, () € [—-1,1]. Para modelos neuronales de
tiempo continuo, la funcién de activacion neuronal no lineal o () puede elegirse
como una funcién sigmoide no lineal continua y diferenciable que satisface las
siguientes condiciones:

o(x) » +1 cuando x - +oo.

o(x) esta acotada por el limite superior 1 y el limite inferior -1.

o(x) = 0 en un unico punto, x = 0.

o' (x)>0y d'(x) » 0 cuando x » +o. (Mondétonamente creciente).
o'(x) tiene un valor maximo global

Un ejemplo tipico de la funcién a(x) es:

Lok~
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er_e—Cx

o(x) = tanh(cx) = s
pendiente de la funciéon o(x) que es la ganancia de activacién. La figura 3.4
muestra una funcion de activacion neuronal para distintos valores de c y la
figura 3.5 muestra su derivada.

donde ¢ > 0y es una constante que determina la
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Figura 3.6 o(x) = tanh(cx)
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Figura 3.7 o'(x) = csech?(cx)

3.6 Redes Neuronales Dinamicas En Tiempo Continuo

Una definicion universal de un modelo de red neuronal no existe. Para
propositos de analisis teorico, en este trabajo se limita a considerar las redes
neuronales como sistemas que tienen estados en valor continuo y ecuaciones
de movimiento que pueden ser expresadas por ecuaciones diferenciales.

Una red neuronal consiste de muchas unidades de procesamiento
simples interconectadas llamadas neuronas, las cuales forman configuraciones
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a capas. Una neurona individual agrega sus entradas ponderadas vy
proporciona una salida a través de una funcién de activaciéon no lineal con un
umbral. En una red neuronal artificial existen tres tipos diferentes de
conexiones: intralayer(dentro-capa), interlayer(entre-capa) y conexiones
recurrentes. Las conexiones dentro-capa, llamadas también conexiones
laterales o0 conexiones cruzadas, estdn unidas entre neuronas de una misma
capa de la red. Las conexiones entre-capa estan unidas entre neuronas de
diferentes capas. Las conexiones recurrentes proporcionan uniones de auto-
realimentacién. En las conexiones entre-capa, las sefales son transformadas
en pre-alimentacion o en realimentacién.

Considere la forma generalizada de una red neuronal dinamica en
tiempo continuo definida como:

x = f(x(t), u(t),w) (3.3)
y() = h(x(t), w)

Donde x € R™ representa el vector de estado, u € R™ es el vector de
entrada externa y w € R' es el vector de parametros neuronal, el cual
contiene los pesos de conexion sindpticos y los parametros operacionales
somaticos; f(-) es una funcién que representa la estructura de la red neuronal,
y h(-) es una funcién que representa la relacion entre el vector de estado x(t) y
el vector de salida y(t) € RP.

3.7 Forma General De Una Red Neuronal Dinamica De Hopfield
Un modelo en tiempo continuo de una red neuronal puede ser descrito
por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales:

n
xl(t) = —Q xl-(t) + Z Wi y](t) + u;, i=12,..,n (34)
j=1

yi®) =0 (x;(®), i=12,..,n (3.5)

Donde x; representa el estado de la i-ésima neurona, y; es la salida de la i-
ésima neurona, w;; es el peso de conexion sindptico que va desde la i-ésima
neurona a la j-ésima neurona, u; €s una entrada externa constante, «; es una
constante positiva y o; () es una funcién sigmoidal mondtona.

El modelo anterior es conocido como una red neuronal dindmica de
Hopfield y consiste en una Unica capa de neuronas que estan totalmente
interconectadas por medio de conexiones recurrentes y conexiones dentro-
capa. En la figura 3.8 se muestra la estructura descrita por las ecuaciones (3.4)

y (3.5).
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Figura 3.8 Estructura de una red neuronal dindmica

Cada neurona recibe tres tipos de entradas:
u;(t): una senal de entrada externa para su procesamiento dinamico,
x;(t): una auto-conexién, una senal de realimentacién de estado,

y;(t): conexiones dentro-capa, una sefial de salida proveniente de cada
neurona incluyendo la i-ésima neurona.

Los dos tipos de conexiones (recurrente y dentro de capa) presentes en
esta red, involucran las operaciones sinapticas. Notese que esta red neuronal
dinamica es un sistema dinamico no lineal deterministico continuo y en la figura
3.9 se muestra su diagrama de bloque.

Una forma vectorial del sistema dado por las ecuaciones (3.4) y (3.5) se
puede expresar como:

x(t) = —Ax(t) + Wo(x(t)) +u (3.6)
y(t) = o(x(t)) (3.7)
Donde x(t) = (xy,%,,..,x,)T es el vector de estado de la red, u(t) =

(uy, Uy, ..., u,)" es el vector de entrada, y = o(x) = (01(x1), 65 (x3), ..., 5, (x )T
es el vector de salida,A = diag(oy, ay, ..., )T, y
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es la matriz de peso sinaptica.

El diagrama de bloque del sistema neuronal de la ecuacién (3.6) y (3.7) se
muestra en la figura 3.7.
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Figura 3.9 Diagrama de bloque de una red neuronal dinamica de Hopfield
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Figura 3.10 Diagrama de bloque de una estructura de una red neuronal dindmica en tiempo
continuo
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3.8 Condiciones Para Los Puntos De Equilibrio De Una Red Neuronal
Dinamica

Considere la red neuronal dinamica descrita por la ecuacion (3.6)

x(t) =—Ax(t) + Wo(x(t)) +u (3.8)

Dado un conjunto de vectores diferentes de cero {x*,x?, ...,x™} = {x'}
que representan alguna informacion especifica, se estudia las condiciones para
las cuales los vectores {x'} son los puntos de equilibrio de la red neuronal
dinamica (3.8). Asuma la entrada u = 0y que {xl} son los puntos de equilibrio
del sistema (3.8). Entonces cada vector x‘ en los puntos de equilibrio, satisface
x' = 0 y entonces la siguiente igualdad se satisface.

0=—-Ax'+ Wo(x") (3.9)
Esto es
A(xt, 6%, ., x™) = W(o(xh), .., o(x™)) (3.10)
La cual se escribe como
AX =WX (3.11)

Donde X = (x%,x%,..,.x™) y ¥ = (o(xY), ..., o(x™)). Ademas asuma que m =n
y rank(o(x1), ..., o(x™)) = n, donde n es el nimero de neuronas.

Entonces (3.11) nos lleva

w=Aaxs"(zz")" (3.12)

Debido a que W es una matriz simétrica, la parte derecha de esta ecuacion es
igual a la traspuesta de si misma, esto es

AXST(z5T) 7 = (AXZT(ZZT)_I)T (3.13)
De donde obtenemos
3TAx 3T = 3xTA3ST (3.14)
La ecuacién anterior se satisface si
STAX =XTAY (3.15)
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Esto es

(o(xb), ..., O'(xm))T AL a2, x™) = (L« x™T A (o(xh), .., o(x™))(3.16)
O lo que es lo mismo
F(x)Axt= T (x)Ax), ij=12,..,m (3.17)

En consecuencia, (3.17) es una condicién suficiente para que el conjunto
de vectores diferentes de cero {x!,x2,...,x™} sean los puntos de equilibrio del
sistema (8.8) para la funcién vectorial no lineal o(>).

De hecho la condicién suficiente en (3.17) es también necesaria para
toda m.

Para verificar esto, usando (3.10) y (3.17), se obtiene

o (x))Axt = o (x') W xJ (3.18)
Luego la simetria de la matriz W nos lleva a
A (x) Wo( x') = o (x') Wo( x/) (3.19)
Por lo tanto
d(x)Axt= oI (x')Ax), i,j=12,..,m (3.20)

Estos resultados se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 4 Seau = 0 en el sistema descrito por (3.8) y sea {x',x?,..,x™} un
conjunto de vectores constantes diferentes de cero en R™. Entonces

1. La condicién dada por (3.10) es necesaria para que x*,x?,...,x™ sean
los puntos de equilibrio del sistema (3.8).

2. Sim=ny rank(o(x), .., o(x™)) =n, la condicién (3.10) es también
suficiente para que x', x?, ..., x™ sean los puntos de equilibrio del sistema
(3.8)

Demostraciéon: Se tiene que m =n y rank(o(x'),.., o(x™)) =n, entonces
debera existir una matriz simétrica W tal que x1,x?,...,x™ sean los puntos de
equilibrio del sistema (3.8). Sea

w ={(c(x?), ..., ox™) (o(x?), ..., a(xm))T}_l (o(x), ..., o(x™) (a1, ..., x™)T A

w=(22")"2x74 (3.21)
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Luego usando la condicién (3.12), es facil verificar que W es una matriz
simétrica. Multiplicando ambos lados de la igualdad anterior por X =
(o(x?), ..., o(x™)) se llega a las condiciones de equilibrio

Ws = (557) ' sXTAZ = (227) srTAX = AX (3:22)
Esto es

W (o(x?), ..., o(x™)) = A (x,x2, ..., x™) (3.23)

Asi entonces x1,x2, ..., x™ son los puntos de equilibrio de (3.8)
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CAPITULO 4

INTRODUCCION A LAS REDES NEURONALES
RECURRENTES

En este capitulo se estudia el problema de seguimiento de trayectorias,
por medio de una red neuronal recurrente a una red genética, descrita por un
modelo dindmico no lineal. En base a la teoria de Lyapunov se obtiene una ley
de control que logra la estabilidad asintética global del error de seguimiento.

4.1 Descripcion Matematica De Una Red Neuronal Recurrente

Se considera una red neuronal recurrente descrita por:

x=Ax+Wo(x)+u, x,u € R" AW e Rmm (4.1)

Donde x(t) = (xy, x5, ...,x,)T es el vector de estado, u es la entrada, A es una
matriz de nxn de la que sin pérdida de generalidad se puede considerar como
A =—A1, Aes una constante positiva, W es la matriz de peso y o(x) es una
funcion sigmoide.

4.2 Red Genética

En una red genética con perturbacioén real, las ecuaciones que describen
la regulacién dinamica del gen son siempre no lineales, ademas son descritas
por la siguiente ecuacién estocastica no lineal de Langevin [23], [24]:

dx, () = fr(x-(©) dt + h.(x,(£)) dw,.(t) (4.2)

Donde x.(t) = (x;1,%r2, .., Xmn)T  denota el vector de concentracién de n
genes, w,.(t) es un proceso de Wiener estandar o movimiento Browniano. El
primer término del lado derecho de (4.2) denota la interaccion no lineal nominal
de la red genética, mientras que el segundo término denota el efecto de las
fluctuaciones moleculares intrinsecas de la red genética, el cual es dependiente
del estado e influira la estabilidad de la red genética nominal. Como parte de
este trabajo se considerara h,.(x,.(t))=0. Entonces (4.2) se puede escribir
como:

5 = f(x®) x.f € R (4.3)
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4.3 Analisis De Estabilidad Del Error De Seguimiento
El error de seguimiento se define por:

e=XxX—X, (4.4)
Para que el sistema (4.1) siga al sistema (4.3), la siguiente suposicion es
necesaria (ver [13] para una explicacion detallada):

Suposicién 4.1 Existen funciones p(t) y a(t) tales que

p(t) =Apt) + Wa(p(t)) + a(t) (4.5)
p(t) = x,(t)
De (4.5) y (4.3) se tiene que:
Ax, + Wa(x,(£)) + a(t) (4.6)
= fr(t)
De (4.4) tenemos
é=x—3%

La cual se puede escribir como:
é = Ae + W(a(x(t)) — a(x-(1))) + (u — a(t)) (4.7)
Si se introducen las siguientes funciones:
0, = o(x(@®) — o(x, (D)
i=u—a() (4.8)
La ecuacién (4.7) se puede escribir como:
é= Ae+ W0, (t) + U (4.9)

De esta manera el problema de seguimiento se convierte en un problema de
estabilizacion del sistema (4.9). Consideremos la siguiente funcién de
Lyapunov para el andlisis del error

V(o) = 5 llell? *10
cuya derivada a lo largo de las trayectorias de (4.9) es
Vie) = —Allell> + e"TWo,(t) + eTii (4.11)
Dicha ecuacion satisface la siguiente desigualdad:
(4.12)

: 1
Vie)< —Allell* +3 llell* + 0", (OW W, (6) + €'
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De la ecuacion (4.8) tenemos que ||@,(t)|l < L,lle(t)ll, al aplicarlo al tercer
término del lado derecho de (4.12) se obtiene

T, (OWTWR,(t) < (L)? IWII? llell? (4.13)

Donde L, es la constante de Lipschitz de @, por lo que (4.12) se reduce a:

V@) s ~allel +5 el + L IWIR el +ema 19
De donde se propone la siguiente ley de control
a=—1+2(LH*IW|*)e (4.15)
Sustituyendo (4.15) en (4.14) se llega a:
(4.16)

. 1
V(e < —(4+5+ L IWIP) llell?

Claramente V(e) <0 para toda e # 0, esto significa que la ley de control
propuesta en (4.15) estabiliza global y asintéticamente al sistema (4.9),
asegurando asi el seguimiento de trayectorias (4.1) y (4.3).

Finalmente de (4.6), (4.8) y (4.15) obtenemos la siguiente accion de
control para la red neuronal.

u=—1+2(L)* IWII*) e+ fr(x,) = Axy =W a(x, (1)) (4.17)
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CAPITULO 5

SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE REDES DINAMICAS
COMPLEJAS USANDO REDES NEURONALES RECURRENTES
CON RETARDO.

5.1 Introduccién

Redes neuronales recurrentes han sido ampliamente usadas en los
campos de optimizacion, reconocimiento de patrones, procesamiento de
sefales y sistemas de control entre otros. Estas han sido disefiadas de un
modo tal que hay un punto de equilibrio que es globalmente asintéticamente
estable. En biologia y redes neuronales artificiales, los tiempos de retardo
surgen en el procesamiento de la informacién almacenada y en la trasmision de
la misma. Ademas es bien sabido que estos retardos pueden crear trayectorias
oscilatorias 0 incluso inestables. El seguimiento de la trayectoria es un
problema muy interesante en el campo de la teoria de los sistemas de control,
Esto permite la implementacién de importantes tareas de control automatico tal
como: reconocimiento y seguimiento de objetivos de alta velocidad, inspeccidn
visual en tiempo real y reconocimiento del contexto sensitivo y escenas de
movimiento entre otros. En este capitulo se presentan los resultados del disefio
de una ley de control que garantice el seguimiento de redes dinamicas
complejas en general.

MODELOS MATEMATICOS

5.2 Redes Dinamicas complejas Generales
Recordemos nuevamente una red que consiste de n nodos acoplados
difusos y linealmente, en donde cada nodo es un sistema dindmico descrito por

J'Ci = fl-(xl-) + leyzl Cl-jal-jF (XJ — .X'l'), i=1,2,3,...,N (5.1)
j#i

Donde x; = (xi1,%Xi2, - - .,xin)T € R™ son los vectores de estado del nodo
[, fi: R* > R™ representa la auto-dinamica del nodo i, las constantes c;;-0
son las fuerzas de acoplamiento entre el nodo i y el nodo j, coni,j=1,2,3 ... N.
En este modelo la matriz constante I' = (r;; € R™" describe la forma de
vincular los componentes en cada par de vectores nodos conectados (xj - x;),
mientras que la matriz de acoplamiento 4 = (a;;) € R¥*N denota la
configuracion de acoplamiento de la red entera: esto significa que si hay una
conexion entre el nodo i y el nodo j(i # j) , entonces a;; = a; = 1; de otro
modo a;; = a;; = 0.
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5.3 Redes Neuronales recurrentes con retardo.
Consideremos una red neuronal recurrente con retardo en la siguiente
forma:

Xp, = ApXn, + Wp,o (xni(t — T)) + Uy, +

N .
Xj=1 Cn;Ann, T (xnj — xni) i=1,2,...,N (5.2)
JE

Donde 7 es el tiempo fijado como tiempo de retardo, x, =

(Xn10 Xn;20 = - -« Xnyn ) T € ®" es el vector de estado de la red neuronal
[, u,, € R" es la entrada de la red neuronal i, A,, = —Ap,Inxn, i =1,2,3,...,N
es la matriz de retroalimentacién de estado con A, siendo una constante
positiva, W, € R™" es la matriz de conexion de peso coni=1.23,..,Ny
o() € ®R" es un vector funcién sigmoide Lipschitz tal que o(x,) = 0
unicamente en x, =0 con la constante Lipschitz L, , i=123,..,N Yy la
funcién de activacion neuronal o(:) = tanh(:),i =1,2,3,...,N.

5.4 Seguimiento de trayectoria

El objetivo es desarrollar una ley de control tal que la i-ésima red
neuronal (5.2) siga la trayectoria del i-ésimo sistema dinamico (5.1) Definimos
el seguimiento del error como e = x,, —x; para i = 1,2,3,...,N cuya derivada

con respecto al tiempo es:
€, = Xp, — X;,para i=1,2,....N (5.3)

Sustituyendo (1), (2) y (3), obtenemos

é = Apxp, + Wyo (xnl. (t — T)) + up, — fi(x) +

N N
Zj=1 Cninjaninjr (xnj - xni) - Zj:l Cijaijr ('x] - xi)
JE! j#i

i=1,2,...N (5.4)

Sumando y restando W, a(x;(t — 1)), a;(t), i =1,23,..,N alaecuacion (5.4)
donde a; sera determinada mas adelante y considerando que x,, =e; +x;
i =123, ..,N, entonces
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& = Wy, (a (xni (t — T)) — a(xl-(t — T))) + (uni —
ai(t)) + Ape; + Apx; + Wnia(xl-(t — T)) + a;(t) —

N N
filxi) + Xj=1cn,ann,T (xnj - xni) - Yi=1 cijagT (x5 — x;),
J#i j#i

i=1,2,...N (5.5)

En orden a garantizar que la i-ésima red neuronal (5.2) siga la trayectoria del i-
ésimo sistema dinamico (5.1) la siguiente suposicion debe cumplirse:

Supuesto 1: Existe una funcién p;(t) y a;(t), i = 1,2,3,..., N tal que

B = Agpi(©) + Wy (pi(D) + ai(0) 59
p;(t) = x;(t), i=12...N
Definamos:
ani = (uni - (t))
P, (t—1T)= 0o (xni(t — T)) — a(xi(t — T)) (5.7)

i=1,2,...,N
Considerando las ecuaciones (5.6) y (5.7), la ecuacion (5.5) se reduce a
N N
Zj=1 Cninjaninjr (xnj - xni) - Zj=1 Cijaijr (x] - xi)! (5.8)
J#i J#i
i=1,2,...,N

Escribiendo las sumatorias como

N N
Zj=1 Cninjaninjr (xnj _xni)=r Zj:l Cninjaninj xnj -
J#i J#i

N
xni Zj=1 Cninjaninj
J#i
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N N N
Yj=1cijayl (3 — x;) = T| Ejoa cijaix; — jzq cijay
J#i J#i J#i

i=1,2,...,N (5.9)

Y usando que Cnn; = Cij Y Gnm; = @i, €ntonces usando la ecuaciones
anteriores, la ecuacion (5.8) se convierte en,

e = Ane;+ Wy ot —T) + iy, +

N N
[\ Xj=1cijaije; — e Lj=1Cijaj
JE! J*i

& = Apei + Wpdpp(t — 1) + Ty, +

N .
Yi=1¢ija;l (ej — €) i=1,2,...N (5.10)
J#i

Esclaroque ¢; =0, i=123,..,N es un punto de equilibrio de la ecuacion
(5.10), cuando 1@, =0, i=123,..,N. De esta forma el problema del

seguimiento puede ser reestablecido como un problema de estabilizacidén
asintética global de (5.10)

5.4 Seguimiento de estabilizacion de error y disefio de control.

En orden a establecer la convergencia de (5.10) parae; =0, i = 1,2,3,...,N lo
cual asegura el seguimiento deseado, proponemos la siguiente funcion de
Lyapunov-Krasovskii.

Vy(e) = §V=1V(ei)=
Vool e 124 [ (05 IV Woy 6(s))  (5:11)

e=(el, ....eT
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La derivada en el tiempo de (5.11), a lo largo de las trayectorias de (5.10) es
e = T2 ¢ = ef IL, T2 ¢,
= XiL1 (@5 () Wi Wnio (1) —
bo (t = DWp,Whido(t — 1) +

eiT(Ani e; Wnips(t — 1) + Uy, +

Y= cijayT (e — e;))) (5.12)

JE
Reformulando (5.12) obtenemos

VN(e) = _Ani ” ei ”2+ elT W‘nl¢0'(t - T) + elT ﬁni +

Yiicijaiel T (e —e) + ¢L (WL Wiy (D) —

J#i

b (t — DWWy (t — T) (5.13)

A continuacién, vamos a considerar la siguiente desigualdad, probada en [9],
[10]

XTY + YIX < XTAX +YTA LY (5.14)
La cual se cumple para todas las matrices X ,Y € R™% y A ¢ RV
con A = AT > 0. Aplicando la ecuacion 5.14 con A = I,,.,, al término
e] Wyids(t — 1) =1,2,...,N obtenemos

eiT Wni¢0' (t - T)

T 1 T T
= e; e+ E(pa (t - T)WniWni(Pa(t - T)

DN =

1 1
2 ” €; ”2 + EQbZ: (t - T)WnT;Wnigba(t - T) (5.13)
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parai=1,2,...,N

Entonces, tenemos que

: 1

Vy(e) < X121 (A, |l e ||2+5 | e 11>+
Y, T T ~
Egba (t_T)WniWni(po-(t_T) T e Up, t+

Yicijaijel T (e —e) + dL (OWI Wiy (0)

J#EL
— ¢g (t = DWWy s (t — 7)) (5.16)

Simplificando (5.16), obtenemos

. 1

Vn(e) < Xhoy (A Il e 1245 11 e 117 —
17 T T ~
Egba (t— T)WniWni(.ba(t —17) + ¢ Up; +

Yiiicijaijel T (e — &) + oF (DWW s (1))

J#i
1
< X1 g Il e P45 11 e 117 + g () Wa Wi (2)

~ N T
+ el-T Up; + Zj=1 Cijaije; I (61 — el-)) (5.17)
JES!

Desde que ¢, es Lipschitz con Lipschitz constante qua, [7], entonces
i

o (Ol =
lo (20, ®) = o) < Ly, || (xa,®) = Crie)]|

=Ly, eI, (5.18)

i=1,2,...,N
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Aplicando (5.18) a pF (t)WnCWm-(bU (t) obtenemos
ng (t) WnT;Wniqba(t)

< ||pT (OWE Wi (8) ||

2 2 N
< (Lg,, ) IWall" el
l=1,2,....,N
Ahora (5.17) se reduce a
. 1
Vn(e) < Xho1 (2, |l e ||2+5 | e 11? +
2 2 2 T ~
(Loo, ) N W I llecli? + e in, +
N T
Yj=1¢ija;je; T (ej —e;))
J#i
(5.20)
= YWV T2 .- ZN a:: T (e; 1 +
- 1=1 €; ( n; €; j=1 Cl]al] (el)+ (2
J#i
2 2 N T 1 ~
L%i I Wy, 17) e; + Yj=1cijaiel Te; (E +1 e 17 + iy,)
JET
Ahora definimos U, = ﬁni(l) + ﬁni(z), i=1,2,...N y entonces la
ecuacion (5.20) se convierte en
. N
Vy(e) < YV_1 e (—An, e - Xjo1cijai; Tey
JET!
+(1+L2 | W, ||2)e- +il, M+
2 ¢O’i n; l n;
N ~ (2
Zj=1 Cijaij I ej +uni( ))

J#i
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Ahora, proponemos el uso de la siguiente ley de control:

= 15, W, e,

- Y icjaiTe;, i=12,...N (5.22)
J#i

Entonces, VN (e) < 0 para toda e # 0. Esto significa que la ley de control

propuesta (5.22) garantiza la estabilidad global y asintética del error de
seguimiento entre planta i-ésima y sefnal de referencia i-ésima asegurando asi
el seguimiento (5.1) por (5.2). Finalmente, la accién de control que se alimenta
a la red neuronal recurrente estd dada por:

uni = fl (xl) + Anixi - Wnio-(xi(t - T))
- GJ’ L?bai ||Wni||2) e; - Xj=1¢ija;; e,
JED

i=1,2,...N (5.23)
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5.5 Simulaciones

Para ilustrar la aplicabilidad de los resultados obtenidos, consideraremos una
red dinamica con solo un nodo, este nodo es representado por el sistema
cadtico de Lorentz y tres nodos interconectados idénticos representados por el
atractor caédtico de Chen. El sistema unico de Lorentz es descrito por

% 10x, — 10x4
X, |= [ X2~ x1x28+ 28x4 (5.24)
x3 xle - (5) X3

x;(0) = (10,0,10)7, i = 1

Y el oscilador de Chen es descrito por

Xi1
Xi2
Xi3

4
/ p1(xiz — x41) + Z Cijaij(le — xil) \
=1

JET!
4
_ | (p3 — p2)xi1 — Xp1xi3 + P3xip + Z Cijaij(sz - xiz)
j=1
J#EL

Xi1Xiz — DP2Xiz + Cijaij(xj3 - xi3)

\ i /

x;(0) = (=10,0,37)7, i = 1,2,3,4.

4
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(5.25)

Si los parametros del sistema son seleccionados como p; = 35,p, =

3 y p3; = 28, entonces los sistemas de Lorentz y de Chen se muestran en la
figura 1y 2, respectivamente. Con este conjunto de parametros del sistema, un

punto de equilibrio inestable del oscilador (5.25) es x= (7.9373,7.9373,21)7

Sub-state 1

30

Subestado1

Figura 5.1 Sub-estado del atractor de Lorentz con condicién inicial

X,(0) = (10,0,10)7
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Sub-state 2
Sub-state 3
Sub-state 4

— Sub-estado 2

=== Sub-estado 3

Sub-estado 4

Figura 5.2 Sub-estados del atractor de Chen con condiciones iniciales

X53,4(0) = (—10,0,37)7

Supongamos que cada par de osciladores de Lorentz y Chen estan vinculados
juntos a través de sus variables de sub-estado idénticas. Esto es, I' =
diag(1,1,1) vy las fuerzas de acoplamiento son ¢, = Cy; = T, Ci3 =
C31 = T,Cp3 = C33 = TM,C1q = C41 = 2T, Cp4 = C4p = 2T Y C34 =

C43 = 2T
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La figura 5.3 la podemos ver como una red dinamica compleja de sistemas
complejos dinamicos no-lineales donde cada nodo representa un sistema
dinamico complejo no-lineal por si mismo, interconectado con otros en su
entorno los cuales pueden ser brazos mecanicos, robots, etc.

Figura 5.3 Estructura de la red interconectada

La red neuronal es seleccionada como

-1 0 0 1 2 0
Ay, =0 -1 0 |, Wo,=(-3 4 0
0 0 -1 0 2 3

/ tanh (x4 (¢ — 7)) \
0 (xy,(t = 7)) = | tanh (xn2(t = 1)) | (5.26)
tanh (xni3 (t — T)) /
T = 10 segundos
Ly, = n=3

%, (0) = (20,20,—10)7, i=1,2,3, 4
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Teorema 1 Para un sistema no lineal desconocido modelado por (5.1), la ley de
aprendizaje en linea x,,, tr{W W} = —e"Wa(x)y la ley de control (5.23)
asegura el seguimiento de modelos de referencia no lineales (5.4).

Observacion 2 De la ecuacion (5.21) tenemos que
y N T N 1
Vy(e) < X1-1 € (_Ani e - ijlcijaijrei + 5"‘
J#i
2
2 ~ (1 N ~ (2
L%i || Wh, || )e; + uni( ) 4 Yj=16ija;j e +uni( )) <0, Ve #
J#i

0, VW, vy por esto V es decreciente y delimitada desde abajo por V(0). Desde
que

Vw(e) = Ty (5 Il & 112 + [ (T (IW,E Way by ())ds)

entonces concluimos que e,W € L, esto significa que los pesos
permanecen delimitados.

El experimento es ejecutado como sigue: Ambos sistemas, la red neuronal con
retardo (5.2) y las redes dinamicas (5.24) y (5.25) evolucionan
independientemente hasta t= 10 segundos; En ese instante, la ley de control
propuesta (5.23) es introducida. Los resultados de la simulacion se presentan
en las Fig. 4 — Fig. 6 para sub-estados del nodo 1. Como puede observarse, el
seguimiento es exitosamente alcanzado y el error es asintéticamente estable.
Se muestran también en las Fig. 7 — Fig. 9 los seguimientos para sub-estados
del nodo 4.
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Sub-state x1

Error X: Planta-Red Neuronal

25 C L L C U

— Sub-state 1
— Neural Network 1

1

20

1

15

i

10

-10 -

1

-15

_20 r r r r r
0 5 10 15 20 25

Time t

30

Fig. 5. 4 Evolucién en el tiempo para el sub-estado x1 con estado inicial

Xn1(0) = (10;0; 10)T

15~

A0 H

_20 L r r r r r r r

0 5 10 15 20 25 30 35
Tiempo Segundos

Fig. 5. 5 Error entre la planta y la red neuronal para
el sub-estado x1
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Sub-state y1

Error Y: Planta-Red Neuronal

30

20

10

-10

20¢

15

10

-10

-15

I

L T L C C

— Sub-state 1
Neural Network 1

I

I

L r L L L
5 10 15 20 25 30
Time t
Figura 5.6 Evolucidn en el tiempo para los sub-estados y1

con estado inicial X,,; (0) = (10;0; 10)T

L L L L L L L

L L L L L L L

5 10 15 20 25 30 35 40

Tiempo Segundos

Fig. 5. 7 Error entre la planta y la red neuronal para

el sub-estado y1
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Error Z: Planta-Red Neuronal

45

40

35

30

Sub-state z1

15

10

40¢

35

30

25

20

15

10

257

20

7

T

r T r C C

— Sub-state 1

Neural Network 1

1

r r r

5 10 15 20 25
Time t

Figura 5.8 Evolucién en el tiempo para el sub-estado z1

con estado inicial X,,; (0) = (10;0; 10)T

30

1

I

r r r r r

5 10 15 20 25 30 35
Tiempo Segundos

Fig. 5.9 Error entre la planta y la red neuronal para

el sub-estado z1
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Sub-state x4

Sub-state y4

25¢

r r r C C

— Sub-state 4
Neural Network

4 1

20+ i
_25 C L L L L L
0 5 10 15 20 25 30
Time t
Figura 5.10 Evolucidn en el tiempo para el sub-estado x4
con estado inicial X,,4(0) = (20,20, —10)7
30 C |8 |8 L L
— Sub-state 4
Neural Network 4
20~ .
10 UU .
0 T Tl
_10 H
20+ o
_30 r r r L L
0 5 10 15 20 25 30
Time t

Figura 5.11 Evolucidn en el tiempo para el sub-estado y4

con estado inicial X,,4(0) = (20,20, —10)7
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Sub-state z4

50

L 5 5
Sub-state 4
Neural Network 4
40 - B
30~ N
20
10+ R
0r i
_1 O r r r
0 10 20 25

Time t

Figura 5.12 Evolucion en el tiempo para el sub-estado z4

con estado inicial X,,4(0) = (20,20, —10)7
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CONCLUSIONES DEL CAPITULO

Se ha presentado el disefio de una ley de control (controlador) para
seguimiento de trayectorias determinado por una red dindmica compleja
general. Este marco de trabajo, esta basado en redes neuronales dinamicas
con retardo y la metodologia estda basada en la teoria de V-estabilidad y la
estabilidad de Lyapunov. El control propuesto es aplicado a una red dinamica
interconectada en donde un nodo es el sistema dinamico de Lorentz y el resto
de los nodos interconectados son representados por el atractor de Chen. La ley
de control propuesta garantiza la estabilidad del error de seguimiento entre
planta y sefales de referencia. Los resultados analiticos obtenidos que
predicen la estabilidad del error de seguimiento entre planta y sefnales de
referencia son satisfactorios, los cuales pueden verse via simulacion estos
muestran claramente el seguimiento deseado. Como trabajo futuros,
consideraremos el caso cuando el sistema dindamico es estocastico y este es
modelado por una red neuronal estocastica.
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CAPITULO 6

LEY DE CONTROL PID POR SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIA
DE SISTEMAS DINAMICOS COMPLEJOS VIA REDES
NEURONALES RECURRENTES CON RETARDO.

6.1 Introduccion

En este capitulo se analiza la trayectoria no para un sistema no-lineal
sino para una red de sistemas no-lineales acoplados con retardo, los cuales
son forzados a seguir una sefial de referencia generada por un sistema cadtico
no-lineal. La ley de control que garantiza el seguimiento de la trayectoria es
obtenida usando la metodologia de Lyapunoc-Krasovskii y la ley de control PID.

En analisis anteriores, se ha discutido ocasionalmente los controladores
basicos PID. Por ejemplo, se han presentado controladores PID electrénicos,
hidraulicos y neumaticos. También se han disefiado algunos sistemas de
control donde los controladores PID estuvieron involucrados. Es interesante
hacer notar que mas de la mitad de los controladores en la industria el dia de
hoy son controladores PID o controladores PID modificados.

La accién de control proporcional, tiende a estabilizar el sistema,
mientras que la accién de control integral tiende a eliminar o reducir el error de
estado estable en respuesta a las diversas entradas. La accién de control de la
derivada, cuando es agregada al controlador proporcional, provee un medio de
obtener un controlador con alta sensibilidad. Una ventaja de usar la accion de
control de la derivada es que ésta responde a la razén de cambio del error que
esta ocurriendo y puede producir una correccion significativa antes de que el
error que esta ocurriendo sea demasiado grande. El control derivativo asi, se
anticipa al error que esta ocurriendo, iniciando una accion correctiva temprana,
y tiende a incrementar la estabilidad del sistema.

La combinacién de la accién de control proporcional, la accién de control
integral y la accion de control de la derivada se denomina accion de control
proporcional mas integral mas derivada. Este tiene las ventajas de cada una de
las tres acciones de control individuales. La ecuacién de un controlador con
esta accion combinada es dada por:

: t |
Un, = Kp,e; + Ky 6 + Ky, [ ei(D)dt i=1,2,3,....n
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El analisis y control del comportamiento complejo en redes complejas, las
cuales consisten de nodos dinamicos, ha sido un punto de gran interés en
estudios recientes [25], [26], [27]. La complejidad en las redes viene de su
propia estructura y dinamica pero también de su topologia, la cual a veces
afecta sus funciones.

Las redes neuronales recurrentes han sido ampliamente usadas en los campos
de optimizacion, reconocimiento de patrones, procesamiento de senales vy
sistemas de control, entre otros. Estas redes, tienen que ser disefladas de tal
forma que hay un punto de equilibrio que es globalmente asintéticamente
estable. En biologia y redes neuronales artificiales, los tiempos de retardo
surgen en el procesamiento de la informacién almacenada y en la transmisién
de la misma. También es sabido que estos retardos pueden crear trayectorias
oscilatorias 0 aun mas trayectorias inestables [28]. El seguimiento de la
trayectoria es un problema muy interesante en el campo de la teoria de los
sistemas de control. Esto permite la implementacion de importantes tareas para
el control automatico tales como reconocimiento de un objetivo de alta
velocidad y su seguimiento, inspeccion visual en tiempo real, y reconocimiento
de la sensibilidad del contexto y las escenas de movimiento entre otros. En
este capitulo se presentan los resultados del disefio de una ley de control que
garantice el seguimiento de redes dinamicas complejas generales.se garantiza
el resultado del disefio de una ley de control. Recordemos los modelos
matematicos ya vistos en el capitulo anterior.

MODELO MATEMATICO

6.2 Redes Dinamicas complejas Generales
Recordemos nuevamente una red que consiste de n nodos acoplados
difusos y linealmente, en donde cada nodo es un sistema dindmico descrito por

. N )
Xi = fi(xi) + Zj=1 Cijaijr (Xj - Xi), i=1,2,...,N (6.1)
JE!
Donde x; = (xi1,%i2, - - .,xin)T € R™ son los vectores de estado del nodo

[, fi: R® > R™  representa la auto-dinamica del nodo i, las constantes c;;0
son las fuerzas de acoplamiento entre el nodo iy el nodo j, con i,j=1,2,3..N.
En este modelo la matriz constante T = (7;;) € R™" describe la forma de
vincular los componentes en cada par de vectores nodos conectados (xj - x;),
mientras que la matriz de acoplamiento 4 = (a;) € R¥*¥  denota la

configuracion de acoplamiento de la red entera: esto significa que si hay una
conexiéon entre el nodo iy el nodo j(i # j) , entonces a;; = a; =1; de otro

mOdO aij = aji = 0.
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6.3 Redes Neuronales recurrentes con retardo.
Consideremos una red neuronal recurrente con retardo en la siguiente
forma:

Xp, = ApXn, + Wp,o (xni(t — T)) + Uy, +

N ,
ijlcnianinjr (xnj — xni) i=1,2,...,N (6.2)
Jj#i
Donde 7 es el tiempo fijado como tiempo de retardo, x, =

(Xn10 Xn;20 = - -« Xnyn ) T € ®" es el vector de estado de la red neuronal
[, u,, € R" es la entrada de la red neuronal i, A,, = —Ap,Inxn, i =1,2,3,...,N
es la matriz de retroalimentacién de estado con A, siendo una constante
positiva, W, € R™" es la matriz de conexion de peso coni=1.23,..,Ny
o() € ®R" es un vector funcién sigmoide Lipschitz tal que o(x,) = 0
unicamente en x, =0 con la constante Lipschitz L, , i=123,..,N Yy la
funcion de activacion neuronal o(:) = tanh(®),i =1,2,3,...,N.

5.4 Seguimiento de trayectoria

El objetivo es desarrollar una ley de control tal que la i—ésima red
neuronal (6.2) siga la trayectoria del i-ésimo sistema dinamico (6.1) Definimos
el seguimiento del error como e = x,, —x; para i = 1,2,3,...,N cuya derivada

con respecto al tiempo es:

€, = Xp, —X;, parai=12,..,N (6.3)
Sustituyendo (1), (2) y (3), obtenemos
é = Apxp, + Wyo (xni (t — T)) + up, — fi(x) +
N N
2j=1 Cninjaninjr (xnj _ xni) - Zj=1 Cijaijr (x] _ xi)

JE! JE!

i=1,2,....N (6.4)
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Sumando y restando W, a(x;(t — 1)), a;(t) , i =1,23,..,N ala ecuacion (6.4)
donde a; sera determinada mas adelante y considerando que x,, =e; +x;
i=1,23,..,N, entonces

& = Wy, (a (xni (t — T)) - a(xl-(t - T))) + (uni -
C(l'(t)) + Aniei + Anixl- + WniO'(Xi(t — T)) + ai(t) —

N N
filxi) + Xj=1cnann,T (xnj - xni) - Y1 cijagT (% — x;)
JE! JE!

i=1,2,...N (6.5)

En orden a garantizar que la i-ésima red neuronal (6.2) siga la trayectoria del i-
ésimo sistema dinamico (6.1) la siguiente suposicion debe cumplirse:

Supuesto 1: Existe una funcién p;(t) vy a;(t), i = 1,2,3,..., N tal que

dp;(t
P8 — Aepi (D) + Woo(p(D) + a;(®) 6
pi(t) = x;(¢), i=1,2,....N
Definamos:
ﬁni = (uni - ai (t))
P,(t—T)= 0o (xni(t — ‘L')) — a(xi(t — T)) (6.7)
i=1,2,...,N
Considerando las ecuaciones (6.6) y (6.7), la ecuacion (6.5) se
reduce a

¢ = Ane;+ Wy ot —T) + Ty, +

N N
Zj=1 Cninjaninjr (xnj - xni) - Zj:]_ Cijaijr (.X] — xi)
JEL! j#i
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i=123,..,N (6.8)

Escribiendo las sumatorias como

N N
Z]=1 Cninj aninjr (xnj xni) = r Z]:l CTlile aninj xnj -
J#i j#i

N
xni Zj=1 Cnmjaninj y
J#i

N _ N N
2j=1Cij T (xj - xi) =T| Xj=1cijaix; — X Yj=1Cija;
JE! J#i Jj#i
i=12,...,N (6.9)
Y usando que Cnn; = Cij Y Gnm; = @i, €ntonces usando la ecuaciones

anteriores la ecuacion (5.8) se convierte en,

e = Ane;+ Wy ot —T) + Ty, +

N N
[\ Xj=1cijaije; — e Xj=1Cijaij
JE! JE

& = Apei + Wpdpp(t — 1) + Ty, +

N

z Cijal-jF (e] - ei)

Jj=1
J#i

i=123,..,N (6.10)

Es claroque ¢; =0, i =1,2,3,...,N es un punto de equilibrio de la ecuacién
(6.10), cuando 1@, =0, i=123,..,N. De esta forma el problema del

seguimiento puede ser reestablecido como un problema de estabilizacion
asintética global de (6.10)
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6.4 Seguimiento de estabilizacion de error y disefio de control.

En orden a establecer la convergencia de (6.10) parae; =0, i = 1,2,3,...,N lo
cual asegura el seguimiento deseado, proponemos la siguiente funcién de
Lyapunov-Krasovskii.

Vn(e) = 2?’:1 V(e) =
0L el WD e + [ (@ W Wy do(s)ds,  (6.11)
e=(el', ...,eD)T

La derivada en el tiempo de (6.11), a lo largo de las trayectorias de (6.10), y
agregando la derivada “D”

VN(e) = Z?]:l [eiTél + WiTWl + ¢>§ (t) anwnid)a (t) -
b (t — DWWy (t — T)] = (6.12)

l

N
[eiT (él + Kviél) + WLTWL + d)g (t) WnT;Wnid)a (t) -
=1

(pgj (t - T)Wn’lzwni(pa(t - T)]

{V=1 [eiT(l + Kvi)él + WLTWL + ¢Z (t) WnTZWnid)a(t) -

bo (t — DWWy (t — T)]

Sia=1+Kv)yw=K, fot e;(t)dr, entonces W, = K, e;(t)
VN(B) = ?I:l [an(Aniei + Whids(t — 1) + ani +

Yicijai; T (e —e)) + ¢F (DWIW,,(8) —

J#i

PF (¢ — TIWL Wi (t — ) + w{ K;e;(D)]
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Reformulando (6.12) obtenemos

N
V(@) = ) [=ady, Il e I? +ael W, () + ae] &, +

i=1

aYioqcijaizel T(ej—e) + @I (OWI Wy, (1) —

J#i

PF (t — TIWL Wi (t — 1)) + W] Kie; ()] (6.13)

A continuacién, vamos a considerar la siguiente desigualdad, probada en [9],
[10]

XTY + YTX < XTAX +YTA Y (6.14)

La cual se cumple para todas las matrices X ,Y € R™F y A e R
con A = AT > 0. Aplicando la ecuacion 6.14 con A = I, al término

e] Wyids(t — 1) =1,2,....N obtenemos

elT Wni¢0' (t - T)

1 T 1 T T
= 5 e e + E(pa (t - T)WniWni(Pa(t - T) +
1 1
2 ” €; ”2 + E(pgj (t - T)WnTZWniqba(t - T) (6.15)

parai=1,2,...,.N
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Entonces, tenemos que

Vn(e) < ZVy [(—akn, Il e 12 +5all e |12+
%cbc? (t = DOWiWniho (£ — ) + e iy, +
aZﬂL; cijaije] T (e —e) + ¢L (WL Wyidg(t) —
f
bg (t = DWW Wridg(t — 1) + wi Kie;(t) (6.16)
Simplificando (6.16), obtenemos
Vn(e) < Ay [—ady, Il e 12+ ll e 1 +

a ~
(E - 1)¢§ (t— T)WnTZWnigba(t —17) + aeiT Up; +

N T
CYZ]':]_ Cl-jal-jel-T I (e] — ei) + Wi Kiei(t)] +
J#i

bg (YW, Wyihe ()

a
< Yo (—ady, |l e ||2+; | e II? +w/K;e;(t) +
@ T T T ~
Eqba (t)WniWni¢a(t) + ae; Uy,

+a Z?Ll CijaijeiT I (ej — el-)) (6.17)
J#i
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Desde que ¢, es Lipschitz con Lipschitz constante L¢a_ [7], entonces
l

o (Ol =
lo (xn,0) = oG < L, || (2 () = Cai(e)]
=Lg,. lle; ()1l i=1,2,....N (6.18)

Aplicando (6.18) a p L (t) W,Z;Wniq.')a (t) obtenemos
bg (DWW (1)

< ||pT (OWE Wi (8) ||

2
S(Ld)"i) ”an”leeiIIz, i=12,..N (6.19)

Ahora (6.17) se reduce a
. (04
Vn(e) < Xoy (—adn Il e 112+ 1l e 117 +

a

2
2 (Lfl’ai) | Wa, ”2||€i||2 + e/ T, +

azy=1 Cijaijeér r (ej — ei) + WlTKiei(t) (6.20)
J#i

T N
1=1 € (—aldy, e - aYj-icija; T (e)+

J#EL

%(1 T L?Pai I Wa, ”2) e; + w; Kie;(t) +

N ~
C(ijl Cijaij I ej +0(unl.)
J#i
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o ~ _ ~ (1 ~ (2 y
Ahora definimos Uy, = uni( ) 4 uni( ) 4 Kpiei +w; — 5(1 +
2 2 t _
Ld’“i ” Wh, ” ), dondew; =K [ e(r)dr, i=12,.N yentonces la
ecuacién (6.20) se convierte en

. T N
Vy(e) < ZI1V=1 € (_“Aniei —a Zj=1 cija;jI'e;
J#i

L+ L, [ W [P e+ @ 4 aky +

N = (2 Y
aYj-1¢ija;;j e+, + aw; — aZ(1+
J#i

13, | Wa, %) + w] Kies(®))

Entonces

N

Vy(e) < Z[ —a(An,—Kp)ej e; —

1=1

2= +13, W ) eler + (a+K;)elwi—

N T N T T~ (1)
aYji-1cjaijlej e +aX—icja;l e e +ae; iy,
JE JE
Ty (2)
+ae; iy, (6.21)
De aqui, seleccionamos (a + Kii) =0,talque K, = — K;; — 1

Kvi = 0, entonces Kil- > —1 . Con esta seleccion de parametros (6.21) se
reduce a:
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N

V(@) < ) [—aCn—Kpel e -

1=1

a 2
S-D 1+ L%pc,i | Wa, | el er — aXfoicijai; Tele

Jj#i

N T T~ (1) T~ (2)
+aYj-q1cja;jle; e +ae;tiy,, ' + +ae; iy,
J#i

En esta parte,si 4,, — Kp, >0, a >0y y—1 > 0, entonces
Vy(e) <0,V e;,w;, Wy, # 0, el error de seguimiento es asintéticamente

estable y converge a cero para cada e; # 0, es decir la red neuronal puede
seqguir a la planta asintéticamente.

Nuevamente, proponemos la siguiente ley de control:
~ _ 1 2 2
iy, = - G+ Loy, | Wa ) e
N :
- Zj:l Cijaij Fej, i=12,...,N (6.22)
J#i

Entonces, VN (e) < 0 para toda e # 0. Esto significa que la ley de control
propuesta (6.22) puede globalmente y asintéticamente estabilizar el iésimo
error del sistema (6.10), asegurando asi el seguimiento de (6.1) por (6.2).
Finalmente, la accién de control que conduce a la red neuronal recurrente esta
dada por

Upn; = fi () + Anixi - Wnio-(xi(t - T))

T (%-I_ L?pai ”WnLHZ) €i Kpiei + Kviél + Kii fot ei(T)dT

- 2?’:1 CijQij [ €j i=12,...,N (6.23)
J#i
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6.5 Simulaciones

Para ilustrar la aplicacibn de los resultados obtenidos, nuevamente
consideraremos una red dindmica con solo un nodo de Lorentz y tres nodos
idénticos de Chen. El sistema unico de Lorentz es descrito por

X. 10x2 - 10x1

1

X.Z — _XZ - xle: 28x1 (624)
X3 X1Xp — (g) X3

x;(0) = (10,0,10)7, i =1
Y el oscilador de Chen es descrito por
X1

Xi3

4
( p1(xiz — x41) + Z Cijaij(le — xil) \
=

J#L

4
_ | (p3 —p2)xi1 — xi1xi3 + P3xjp + z Cijaij(sz — Xiz)
=]

]. .
J#F1
4
Xi1Xiz — P2Xi3 + z Cijaij(ij - xiB)
\ /
J#EL

x;(0) = (=10,0,37)7, i = 1,2,3,4.
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(6.25)

Si los parametros del sistema son seleccionados como p; = 35,p, =

3 y p3; = 28, entonces los sistemas de Lorentz y de Chen se muestran en la
figura 1y 2, respectivamente. Con este conjunto de parametros del sistema, un
punto de equilibrio inestable del oscilador (6.25) es X =
(7.9373,7.9373,21)T.

Supongamos que cada par de osciladores de Lorentz y Chen estan vinculados
juntos a través de sus variables de subestado idénticas. Esto es, I' =
diag(1,1,1) vy las fuerzas de acoplamiento son ¢, = Cy; = T, Ci3 =
C31 = TM,C3 = C33 = M,C14 = C41 = 2M,Cp4 = C4p = 2TMY C34 =

C43 = 2TL.

En la figura 5.3 visualiza esta red dinamica completa.

Substate 1
Meural Network 1

Figura 6.1 Sub-estado x1 y red neuronal del atractor de Lorentz con condicién inicial

X,(0) = (10,0,10)7

68



Sub-state 2
Sub-state 3
Sub-state 4

10 -

0-

\

N\
-10 - \
50

50 40 20 0
Y X

Figura 6.2 Sub-estados del atractor de Chen con condiciones iniciales

X234(0) = (—10, 0,37)"

Meural Network 2
Meural Metwork 3
Meural Metwork 4

Figura 6.3 Red neuronal del atractor de Chen con condiciones iniciales

X2'3'4(0) == (_10, 0,37)T
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Seleccionando nuevamente la red neuronal como

-1 0 0 1 2 0
Ani=<0 -1 O), Wni=<—3 4 0)
0 0 -1 0 2 3
/tanh (xnil(t — T)) \
o (xni(t — T)) = | tanh (xnl.z (t — T)) (5.26)
tanh (xnl.3 (t — T))

T = 10 segundos
Ld)ai 2 n=3
X, (0) = (20,20,-10)7, i=1,2,3,4

Teorema 1 Para un sistema no lineal desconocido modelado por (6.1), la ley de
aprendizaje en linea x,,, tr{W W} = —e"Wa(x)y la ley de control (6.23)
asegura el seguimiento de modelos de referencia no lineales (6.4).

Observacién 2 De la ecuacién (6.21) tenemos que Vy (&) <
N T a
1=1[ _a(/lni_Kpi)ei € —7 -1

2 N
(1 + L%po’i ” Wni ” ) el-Tel- - C(ijl CijQij I eiTel-
JES!

N T T~ (1) T~ (2)
+aYj-qcja;jle; e +ae;liy,, ' + +ae; iy,

JED!
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<0,Ve;,w; #0,V Wni» y por esto V es decreciente y delimitada desde
abajo por V(0). Desde que Vy(e) =X, G (ef,whH(e;, w)T +

ftt_T(qbg (YW, Wy qba(s))ds) entonces concluimos que e;, W, € L

esto significa que los pesos permanecen delimitados.

El experimento se ejecuta de la misma manera como fue planteado en el
capitulo 5: Ambos sistemas, la red neuronal con retardo (6.2) y las redes
dinamicas (6.24) y (6.25) evolucionan independientemente hasta t= 10
segundos; En ese instante, la ley de control propuesta (6.23) es introducida.
Los resultados de la simulacion se presentan en las Fig. 6.5 — Fig. 6.7 para
sub-estados del nodo 1. Como puede observarse, el seguimiento es
exitosamente alcanzado y el error es asintéticamente estable. También se
muestra en las Fig. 6.8 — Fig. 6.10 para los sub-estados del nodo 4.
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Sub-state x1

25. L L L T T

— Sub-state 1
Neural Network 1

]

20

1

15~

10

i

-10

-15

]

_20 L r r r r r

0 5 10 15 20 25
Time t

30

Fig. 6.4 Evolucién en el tiempo para el sub-estado x1 (PID) con estado inicial

Error X: Planta-Red Neuronal

X,1(0) = (10;0;10)7

20 L L T T T

15

1

I

10

-10

-15 1+

_20 r r L L L
0 5 10 15 20 25

Tiempo Segundos

Fig. 6. 5 Error entre la planta y la red neuronal para

el sub-estado x1 (PID)
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Error Y: Planta-Red Neuronal

Sub-state y1
o

30. L r L C T

— Sub-state 1
Neural Network 1

1

20

10

-10

1

r r r

&
S

5 10 15 20 25
Time t

Figura 6.6 Evolucidon en el tiempo para el sub-estado y1 (PID)

con estado inicial X,;; (0) = (10; 0; 10)T

30

20. L L L L L

15

T

I

10

-10

I

I

-15

_20 u r r r r r
0 5 10 15 20 25

Tiempo Segundos

Fig. 6. 7 Error entre la planta y la red neuronal para

el sub-estado y1 (PID)
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Error Z: Planta-Red Neuronal

Sub-state z1

40

35

30

25

20

15

10

45¢

T C

Tiempo Segundos

Fig. 6. 9 Error entre la planta y la red neuronal para

el sub-estado z1 (PID)
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25T i
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10~ 1
5r- i
ot : ' r '
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Time t
Figura 6.8 Evolucién en el tiempo para el sub-estado z1 (PID)
con estado inicial X,,; (0) = (10;0; 10)T
- - - - . -
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Sub-state x4

Sub-state y4

25¢

no
S
1

L U T C U

— Sub-state 4
Neural Network 4

r r r r r

30

5 10 15 20 25
Time t

Figura 6.10 Evolucidn en el tiempo para el sub-estado x4 (PID)

con estado inicial X,,,(0) = (20,20,—-10)7

30

20

1

10

7

-10 H

L T L C T

— Sub-state 4
Neural Network 4

=

r r r

5 10 15 20 25

Time t

Figura 6.11 Evolucion en el tiempo para el sub-estado y4 (PID)

con estado inicial X,,4(0) = (20,20, —10)7
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Sub-state z4

50 T T T T T

Sub-state 4

Neural Network 4
40 - -

30~ 1

20

_10 r r r r r
0 5 10 15 20 25 30
Time t

Figura 6.12 Evolucidn en el tiempo para el sub-estado z4(PID)

con estado inicial X,,,(0) = (20,20, —10)7
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CONCLUSIONES DEL CAPITULO

Se ha presentado el disefio de una ley de control tipo PID (controlador) para
seguimiento de trayectorias de sistemas dinamicos interconectados modelados
por redes neuronales dinamicas complejas. Este marco de trabajo, esta basado
en redes neuronales dinamicas con retardo y la metodologia esta basada en la
teoria de estabilidad-V y Lyapunov-Krasovskii. El control propuesto es aplicado
a una red dinamica interconectada en donde un nodo es el sistema dindmico
de Lorentz y el resto de los nodos interconectados son representados por el
atractor de Chen. La ley de control propuesta garantiza la estabilidad del error
de seguimiento entre planta y senales de referencia. Los resultados analiticos
obtenidos que predicen la estabilidad del error de seguimiento entre planta y
senales de referencia son satisfactorios, los cuales pueden verse via
simulacion, estos muestran claramente el seguimiento deseado. Como ya se
dijo en el capitulo anterior, en trabajo futuro, consideraremos el caso cuando el
sistema dinamico es estocastico y este es modelado por una red neuronal
estocastica.
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CAPITULO 7

METODOLOGIA

El presente trabajo esta basado tanto en la metodologia de las redes
neuronales recurrentes adaptables como en la metodologia de las funciones de
Lyapunov para sistemas no-lineales. La estructura del controlador propuesta
estd compuesta de un identificador neuronal y de ley de control usando el
enfoque de Lyapunov. El nuevo esquema de control propuesto es aplicado via
simulacion para el control de una planta. Los resultados experimentales parea
el seguimiento de trayectorias muestran la utilidad del enfoque propuesto. Para
verificar los resultados analiticos, un ejemplo de una red dinamica simulada y
un teorema es propuesto para asegurar el seguimiento de trayectorias en
sistemas no-lineales.
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CAPITULO 8

CONCLUSIONES Y TRABAJO A FUTURO

Una de las principales contribuciones de esta investigacion es el analisis
de estabilidad asintética del error de seguimiento entre sistemas no lineales
cuyo modelo matematico se desconoce y sefiales de referencia generadas por
ecuaciones diferenciales no lineales. Para garantizar el seguimiento de
trayectorias se propone una ley de control PID y se obtienen leyes de
adaptacién de pesos en la red neuronal, obtenidas mediante el analisis de
estabilidad de Lyapunov, el sistema no lineal es identificado por una red
neuronal recurrente de pesos variables.

El objetivo es que el sistema dinamico desconocido (planta) siga una
senal de referencia dada, este problema es muy importante en control
automatico, el cual se reduce a determinar una accion de control que garantice
la estabilizacion de la dinamica del error de seguimiento entre la planta y la
senal de referencia.

La estabilidad para el error de seguimiento es analizada con funciones
de control de Lyapunov y la ley de control PID. Los resultados analiticos
obtenidos son alentadores y son ilustrados via simulacién. Como puede verse,
se obtiene un seguimiento de trayectorias satisfactorio y la convergencia del
error de seguimiento es muy rapida.

Otro punto importante de este trabajo es que en otros enfoques de
control, dichos controles son indirectos, es decir primero la red neural identifica
la planta desconocida y cuando el error de identificacion es pequefo, se aplica
el control. En nuestro enfoque el control es directo, es decir, las leyes de
aprendizaje para las redes neuronales dependen explicitamente del error de
seguimiento, en lugar del error de identificacion, esto da como resultado una
respuesta mas rapida del sistema.

La investigacién en esta linea continua para que en un futuro se
implementen los algoritmos de control en tiempo real y con retardo en el
tiempo, en aplicaciones muy diversas como: medicas, militares, industriales,
comerciales, etc.

La presente investigacion responde a la Dimension 2 del Modelo de
Responsabilidad Social de la UANL, por constituirse en una “Investigacion
socialmente pertinente” en un Proyecto de investigacion que contribuye a la
solucion de problemas de seguimiento de trayectorias de sistemas no lineales
complejos. La investigacion y aplicacién del conocimiento matematico se
desarrollé desde el Cuerpo Académico en Consolidaciéon “Sistemas Dinamicos”
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cuya LGAC es Control de Sistemas Dindmicos, en la cual se investigan,
desarrollan y aplican Modelos Matematicos de Control de Sistemas Dinamicos
Complejos.
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ABSTRACT SIMULATIONS
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I this paper the problem of trajectory tracking is studied. Based on

vecurrent neural network and 3 complex dynamical network is obtained. Neural Network, Complex Dynamical Network, Lyapunow-Krasovskii
To illustrate the analytic results we present a tracking simulation of a Analysis

MATHEMATICAL MODELS

GENERAL COMPLEX DYNAMIC,

- (8/3)0

NETWORKS DELAYED RECURRENT NEUI

Consider a delayed recurre

NETWORKS

neural network in the following form.

Consider a netwark consisting of NV linearly and diffusively coupled nodes, =

(k2 = xa) + Dy 501 = x1)
with each node being an n-dimensiona! dynamical system, described by S = Ane, + Walxa (6= 1)) s, + #

(o2 - oo — xama + pav + Ky 5230 — x2) Fis: 5 i evotion for su stptes L wikh kil
o state X,1(0) = (10 0; 10)

“
%= h(x)+ ) Gal(g=x). i=12....N lz):,‘”‘”l"""’*'\ Xz = s + Ly ey (50 = xa)

where X = (x1,X2.....%in) T € R” are the state vectors of the node i, Aaionak 1
£ R” — R” represents the self-dynamics of the node i.the constants  where T s the fixed known time delay ([5],[6]) -10.0.30)7, i

&5 > 0 are the coupling strengths between node i and node j, with Yo, = (Xa1.Xn2.0+ . %) T € R7 is the state vector of the neural network

ij=12....N. (14) € R"*" is a constant internal matrix that i, ta € R is the input of the neural network 7, A, = | | ‘
describes the way of linking the components in each pair of connected i =1,2.....N, is the state feedback matrix, with A, being a positive 1 et B St e i 35, i 3y e 20 e I [ [| ‘ |
node vectors (x; — x,): this means that for some pairs (7, ) with constant, W, € R™"" is the connection weight matrix with the Lorenz's system and Chen's system are shown in Fig. 1and Fig.2 I & ﬁ l
1<, < nand Ty # 0 the two coupled nodes are finked through their i=1.2....,N. and 0(:) € R" is a Lipschitz sigmoid vector function Feipachivel I I “ Lk
ith and jth sub-state variables respectively, while the coupling matrix (17].[81), such that @(xs,) = 0 only at xy, =0, with Lipschitz constant Suppose that each pair of two connected Lorenz and Chen's oscillators are | i
A= (a) € R¥*V denotes the coupling configuration of the entire Lo, i=1.2..... N and neuron activation functions () = tanh(-) Tinked together thcigh their identical sub-atate variables, e |
network. this means that if there is a connection between node 7 and node 1 =1.2.....n. I = diag(1,1,1), and the coupling strengths are c13 = e = 7,

Ui #j), then s = a; = 1. otherwise a; =0 Q=g =T gy ==, a0 = a1 =27, o 27,

TRAJECTORY TRACKING 7. Fig. 3 visualizes this entire dynamical:nctwork 5 R

1 =12.....N, then is reduced to Fig. 6 Time evolution for sub-states 2 with initial
state X;1(0) = (10 0; 10)”

The objective is to develop a control law such that the ith neural network
tracks the trajectory of the ith dynamical system. We define the-tracking
<. N whose derivative with respect to
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time is
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u i =12.N Fig. 3 Structure of the network
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¥ and Chen's system )

Substituting, we obtain

= A, + W0 (t = T)) + b, = filx) +

1,2...., N is an equilibrium point of (10), when
- N In this way, the tracking problem can be restated —%

Itis clear that ¢
G, =0.i=12
N a5 a global asymptotic stabilization problem for the system.

 neural network is
Fhic pewrek Betwethsisticcted an Fig. 7 Time evolution for sub-states 4 with initial

state X,4(0) = (20, 20.-10)"

Adding and subtracting Wy, (x (t = 7)), (1),
will be determined below, and considering that x,

)
TRACKING ERROR STABILIZATION AND CONTROL DESIGN 0 =
In order to establish the convergence of & =0, i =1.2,..., N, which Then Vie(e) < 0 for all ¢ % 0. This means that the proposed control law | 120
ensures the desired tracking, first, we propose the following Lyapunov. can globally and asymptotically stabilize the ith eror system, therefore w, = [-240
function ensuring the tracking. Finally, the control action driving the recurrent 0 23
neural networks is given by tanh(xy1(¢ — 7))
olxa(t=1) = [tavh(male—7))]. (Eq 26)
) +Aox = Wo (e = 7))+ tanh(x, 3(¢ = 7))
T = 10seconds
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x(00 = (20,20,-10)", i=1234 Fig. 8 Time evolution for sub-states 4 with initial
state X,4(0) = (20, 20.-10)"
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The time derivative, along the trsjectories, and sdding the Derivative."D"

Vule) = OWI Wb (t) - ¢ - /
Fig. 4 Time evolution for sub-states 1 with inital %
ST(E=TIWI Wop, (e —T)] = Fig. 1 Sub-State and Neural Network of Lorentz's State X (0) = (10, 0; 10)7 =7

attractor with initial condition X1(0) = (10; 0; 10)”

Fig. 0 Time evolution for sub-states 4 with initial
state X,(0) = (20, 20.-10)"

>

PT(OWI Was(8) = 91 (= YWI Wy (£ —1)]

Simulation results are presented in Fig. 4 - Fig. 6 for sub-sates of node 1
As can be seen, tracking is successfully achieved and error is asymptotically
stable, as it is shown in Fig. 7 -Fig. 9 for sub-states of node 4.
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Fig. 2 Sub-States of Chen's attractor with initial
condition Xy 3,4(0) = (-10; 0; 37);

CONCLUSIONS

Vale) (A= Ky )eT e

a ¥
2 -D0+G,

cgaaTel e+
e We have presented the controller design for trajectory tracking determined  system, respectively, being able to also stabilize in asymptotic form the
Y] by a general complex dynamical network. This framework is based on tracking error between two systems. The results of the simulation shows
dynamic delayed neural networks and the methodology is based on clearly the desired tracking. In future work, we will consider the stochastic
Lyapunov-Krasovski theory. The proposed PID Control Law is applied to 3 case for the complex dynamical network
dynamical network with each node being a Lorenz and Chen’s dynamical

Tt + 2T

cgagTe e+ ae]

In this part, if Ay, — K, > 0,2 0 and 7= 1> 0, then V(<) <0, ¥ .
Wi, Wj, # 0, the error tracking is asymptotically stable and it converges to

zero for every & £ 0, ie. the Neural Network will follow the plont .

Soymptoricaly \

Now, we propose o use the following control law.

G T Fig. 2.1 Neural Network of Chen's attractor with initial
condition X34(0) = (-10, 0, 37)7
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