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A
rónimos

ASK: Amplitude-shift keying � Modula
ión por desplazamiento de amplitud.

AWGN: Additive white Gaussian noise � Ruido blan
o Gaussiano aditivo.

BER: Bit Error Rate � Tasa de error binario.

dB: De
ibel.

EbNo: Rela
ión energía por bit/Densidad espe
tral de poten
ia de ruido.

IF: Intermediate frequen
y � Fre
uen
ia intermedia.

ISI: Intersymbol interferen
e � Interferen
ia intersimbóli
a.

LO: Lo
al Os
ilator � Os
ilador lo
al.

LPF: Low pass �lter � Filtro pasa bajos.

PAM: Pulse Amplitude-Modulation � Modula
ión por amplitud de pulsos.

PSD: Power spe
tral density � Densidad espe
tral de poten
ia.

PSK: Phase Shift Keying � Modula
ión por desplazamiento de fase.

QAM: Quadrature Amplitude Modulation � Modula
ión de amplitud en 
uadratura.

RC �lter: Raised 
osine � Filtro de 
oseno levantado.

RRC �lter: Root raised 
osine � Filtro de raíz 
oseno levantado.

SEP: Sistemas elé
tri
os de poten
ia.

SNR: Signal to noise relation � Rela
ión señal a ruido.



Capítulo 1

Introdu

ión.

En los Sistemas de Comuni
a
ión existe la ne
esidad de realizar la medi
ión,

estima
ión y 
ontrol de la señal que se tiene en la entrada del sistema para protegerlo

de varia
iones no deseadas de fre
uen
ia. Es bien sabido que en los sistemas de


omuni
a
ión los valores de fre
uen
ia a la salida del transmisor no son los mismos que

los que se tienen en la entrada del re
eptor. La fre
uen
ia portadora sufre varia
iones

indeseables [14℄.

En todo sistema de 
omuni
a
ión, de manera ideal la fre
uen
ia a la 
ual se trans-

mitió la señal, debe ser la misma que se tiene en el demodulador en todo momento,

sin embargo 
omo se men
ionó antes, ningún sistema de 
omuni
a
ión está ex
ento

de �u
tua
iones, por lo tanto el re
eptor debe de a
oplarse a la fre
uen
ia de la señal

que está re
ibiendo.

3
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Cuando en el demodulador se tienen señales que no son ortogonales debido

a una varia
ión de fre
uen
ia, la estima
ión de la señal (grá�
amente representada

por su 
onstela
ión en 
oordenadas) se ve fallida debido al 
ambio angular de las


oordenadas de referen
ia [15℄.

En 
uanto a los Sistemas Elé
tri
os de Poten
ia (SEP), las varia
iones de fre-


uen
ia se pueden interpretar 
omo una adverten
ia de un posible 
olapso y se deben

de tomar a

iones en 
uanto el sistema 
omien
e a os
ilar para lograr que el mismo

regrese a su estado estable [1℄.

Los métodos que están basados en un modelo que supone una fre
uen
ia 
on-

stante, son afe
tados de manera signi�
ativa por sus varia
iones o �u
tua
iones.

Debido a esto, bajo 
ondi
iones de �u
tua
ión de fre
uen
ia, es muy importante

estimar 
on su�
iente pre
isión di
has varia
iones dinámi
as.

1.1 Planteamiento del problema.

La sin
roniza
ión se re�ere a la re
upera
ión de los parámetros de referen
ia

de la señal re
ibida y al uso de estos parámetros para lograr la demodula
ión y la

dete

ión de los datos de la señal. Como se sabe, en los sistemas de 
omuni
a
ión la

tarea �nal de los re
eptores es produ
ir una répli
a exa
ta de la se
uen
ia de símbolos

o señal que fue transmitida. Tanto en los sistemas de 
omuni
a
ión 
omo en los SEP,

la sin
roniza
ión es de suma importan
ia.
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Hablando de los sistemas de 
omuni
a
ión inal �mbri
a, en este 
aso Sistema

Global para las Comuni
a
iones Móviles o GSM (Global System for Mobile 
ommu-

ni
ations), el pro
eso de sin
roniza
ión de portadora que se lleva a 
abo en la Esta
ión

Móvil o MS (Mobile Station) es vital para asegurar un 
orre
to fun
ionamiento del

sistema. Se requiere un monitoreo 
onstante de las esta
iones base al rededor de

las esta
iones móviles, debido a esto se desea un sistema de sin
roniza
ión robusto y


on una baja 
omplejidad 
omputa
ional. Estos sistemas de 
omuni
a
ión in
orpo-

ran modula
iones 
omo 16QAM y 32QAM para mejorar su transferen
ia de datos.

Existe la ne
esidad trabajar 
on niveles de SNR a
eptables. El efe
to Doppler y

la inestabilidad en los os
iladores generan un desplazamiento en la fre
uen
ia de la

portadora. Antes que la MS pueda estable
er una rela
ión 
on la Esta
ión Base o

BTS (Base Station), el desplazamiento de fre
uen
ia ne
esita ser estimado de man-

era pre
isa para inmediatamente ajustar el os
ilador en la MS. En un sistema GSM,

periódi
amente se transmiten Ráfagas de Corre
ión de Fre
uen
ias o FB (Frequen
y

Corre
tion Bursts) las 
uales proveen la informa
ión ne
esaria para la son
roniza
ión,

las portadoras del 
anal de 
ontrol de difusión o BCCH (Broad
ast Control Channel)

propor
ionan la informa
ión ne
esaria para la sin
roniza
ión ya que es ahí donde las

FB son transmitidas. Cuando la MS se en
uentra operando, el BCCH es monitoreado

para dete
tar la FB (una senoidal 
ompleja 
uyo valor de fre
uen
ia está por en
ima

de la fre
uen
ia portadora). Para lograr la sin
roniza
ión de fre
uen
ia primero se

debe llevar a 
abo la dete

ión de FB y después la estima
ión de la fre
uen
ia de

portadora desplazada por medio de la senoidal 
ompleja de la FB. Después de la de-

te

ión exitosa y estima
ión de la desvia
ión, el os
ilador lo
al de la MS se sintoniza


on el �n de estable
er la sin
roniza
ión de fre
uen
ia.
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El monitoreo 
onstante de las Esta
iones Base o BTS (Base Station) al rededor de

la MS requiere la dete

ión FB o FBD (FB Dete
tion) y la estima
ión de desplaza-

miento de fre
uen
ia o FOE (Frequen
y O�set Estimation) durante la opera
ión del

sistema [39℄.

El párrafo anterior simpli�
a una apli
a
ión en donde existe la ne
esidad de

una rápida y pre
isa sin
roniza
ión, al igual que [40℄, todos los pro
esos se llevan a


abo en 
uestión de milisegundos y se hablan de desplazamientos de fre
uen
ia de

partes por millón. Es en este sentido en que el método de Prony propuesto se toma


omo una alternativa a los métodos 
omunes utilizados 
omo los Lazos de Engan
he

de Fase o PLL ( Phase Lo
ked Loop) los 
uales se toman un po
o mas de tiempo en

realizar la sin
roniza
ión debido a que la senñal entrante tiene que ser 
omparada,

�ltrada y �nalmente a través de un Os
ilador Controlado por Voltaje o VCO (Voltage

Controlled Os
ilator) ajustar la señal para que el error en la 
ompara
ión tienda a

minimzarse. Cabe desta
ar que el pro
eso antes des
rito se repite in�nidad de ve
es

hasta que el voltaje de 
ontrol, o sea la señal de error, haga que la fre
uen
ia del VCO

se estabili
e en un punto igual al promedio de la fre
uen
ia de la señal de entrada

al 
ir
uito. Si la fre
uen
ia de la señal de entrada es su�
ientemente 
er
ana a la

fre
uen
ia 
entral del PLL, el os
ilador lo
a quedará de 
ierta manera en
lavado en

fre
uen
ia 
on la señal de entrada, pero generalmente siempre existirá una pequeña

diferen
ia de fase entre ambas para mantener la tensión de error su�
iente y obligar

al os
ilador lo
al VCO a operar a esa fre
uen
ia.
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Debido a la varia
ión de fre
uen
ia se tiene la problemáti
a de que al realizar

el pro
eso de demodula
ión, esta �u
tua
ión de fre
uen
ia genera una obli
uidad en

las señales utilizadas para este pro
eso, este fenómeno de obli
uidad se tradu
e en

una realiza
ión in
orre
ta del pro
eso de demodula
ión.

Su solu
ión requiere una buena estima
ión de la fre
uen
ia real la 
ual nos

permite re
uperar la ortogonalidad requerida en la demodula
ión.

1.2 Ante
edentes.

Las os
ila
iones en un SEP involu
ran varia
iones de amplitud, fase y fre
uen-


ia, di
hos parámetros propor
ionan informa
ión relevante a
er
a de la 
ondi
ión de

opera
ión en la 
ual se en
uentra el sistema.

En los SEP, el uso del método de Prony de manera tradi
ional, propor
iona las

estima
iones de las amplitudes y fre
uen
ias de los modos de os
ila
ión ele
trome
áni-


as. Re
ientemente
se han realizado trabajos de investiga
ión en los 
uales el método

de Prony se utilizó 
omo estimador de fre
uen
ia y el �ltro de Fourier sin
ronizado se

utilizó para estimar la amplitud y la fase. El método de Prony presentó más ventajas

y mejor rendimiento en 
uando a los valores estimados de amplitud y fase [1].

Otros investigadores proponen algoritmos para la estima
ión de la fre
uen
ia

fundamental para señales de SEP, en los 
uales se emplean �ltros seno y 
oseno

además una ventana variable para la elimina
ión de armóni
as, las señales �ltradas

son elevadas al 
uadrado para mejorar el rendimiento de la estima
ión he
ha por el

método men
ionado [2, 6].
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En el área de la salud, la Tomografía a través de Impedan
ia Elé
tri
a 
on

Multifre
uen
ias o MFEIT (Multi-frequen
y Ele
tri
al Impedan
e Tomography) se

re�ere a una té
ni
a de obten
ión de imágenes re
ientemente desarrollada en la 
ual

existe la ne
esidad de llevar a 
abo un pro
eso de demodula
ión que 
umpla 
on

dos 
ara
terísti
as: rapidez y pre
isión. Este método obtiene la 
ondu
tividad y

permitividad de 
ierta área o tejido 
orporal midiendo las impedan
ias que existe

entre los ele
trodos 
olo
ados al rededor del área en 
uestión.

Es rápido, barato, portátil y sensible a los 
ambios �siológi
os que afe
tan a

las propiedades de impedan
ia elé
tri
a. Usualmente el método MFEIT es apli
ado

a tejidos biológi
os, en donde la 
alidad de la imagen se ve mejorada en fun
ión

de la 
antidad de informa
ión es obtenida 
on los ele
trodos. MFEIT requiere un

demodulador a partir del 
ual se puedan obtener la fases y amplitudes.

En el trabajo de investiga
ión [40℄ se utilizó un sistema MFEIT 
ontrolado

por un Arreglo de Compuertas Lógi
as Programables o FPGA (Field Programmable

Gate Array) el 
ual utiliza el método de Prony para llevar a 
abo el pro
eso de

demodula
ión. Se llevaron a 
abo 
ompara
iones entre el método de Prony y el

método de Cuadratura 
on las mismas señales de entrada y las mismas fre
uen
ias.

El método de Prony 
onverge de manera mas rápida que el método de 
uadratura

durante la demodula
ión de fase y amplitud utilizando po
os re
ursos del hardware en

el que fué implementado (FPGA). Cabe desta
ar que se sigue trabajando en mejoras

para la elimina
ión del ruido.
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En [41℄ se implementa el método de Estima
ion de Fre
uen
ia 
on Dedu

ión

de Fase o PDFE (Phase Dedu
tion Frequen
y Estimator), que al igual que el método

de Prony, ha
e uso de mínimos 
uadrados y la matriz pseudoinversa. Se realizó una


ompara
ión entre el método de Prony y el método PDFE a diferentes niveles de

SNR y bajo las mismas 
ondi
iones de fre
uen
ias de muestro y número de muestras.

A un nivel de SNR por arriba de los 13dB el método de estima
ión PDFE mostró

mejores resultados que el método de Prony, los resultados tendieron más ha
ia la 
ota

de Cramer-Rao.

1.3 Propuesta.

Utilizando los prin
ipios de 
omuni
a
iones y SEP, se propone el uso del método

de Prony apli
ado a un sistema de 
omuni
a
ión 
on un esquema de modula
ión por

Amplitud en Cuadratura o QAM (Quadrature Amplitude Modulation) para some-

terlo a 
riterios de evalua
ión que involu
ran la presen
ia de una varia
ión en la

fre
uen
ia y de Ruido Gaussiano Blan
o Aditivo o AWGN (Additive White Gaussian

Noise).

Dado que las �u
tua
iones de fre
uen
ia provo
an una pérdida en la ortogonal-

idad en las señales utilizadas para la demodula
ión, se presenta un problema de

obli
uidad en las señales a la entrada del demodulador. A través de la inversa de la

matriz de Gram se garantiza el par de bases biortogonales que mitigan el problema

de obli
uidad.
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Se tiene 
omo hipótesis que el método de Prony, bajo 
iertas 
ondi
iones de op-

era
ión, al utilizar los prin
ipios de la biortogonalidad, es 
apaz de realizar buenos

estimados de fre
uen
ia en 
asos en donde las señales presentes en el demodulador

pierden la propiedad de ortogonalidad debido a las �u
tua
iones de fre
uen
ia.

1.4 Objetivo.

El presente trabajo de investiga
ión tiene 
omo objetivo, primero evaluar el

método de Prony en 
ondi
iones ideales, esto es, en ausen
ia de varia
ión dinámi
a

de fre
uen
ia, en seguida 
on la presen
ia de ruido aditivo Gaussiano en la señal

transmitida, y �nalmente el peor de los 
asos donde existe una varia
ión de fre
uen
ia

en el os
ilador del transmisor además de un AWGN 
orrompiendo la señal.

En base a los resultados obtenidos, determinar qué tan robusto es el método

propuesto ante situa
iones de varia
ión dinámi
a de la fre
uen
ia y presen
ia de

ruido.

1.5 Metodología.

Para la realiza
ión de este trabajo, se siguió la siguiente metodología:

• Realizar una revisión bibliográ�
a referente a las 
omuni
a
iones digitales, pro-


eso de modula
ión/demodula
ión, modula
ión QAM y prin
ipales métodos de

estima
ión de fase y fre
uen
ia.
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• Evaluar el método de Prony apli
ado al área de las 
omuni
a
iones digitales y

SEP para la estima
ión de la fre
uen
ia del lado de la re
ep
ión.

• Correr simula
iones en Matlab para la evalua
ión del método de Prony 
omo

estimador de fre
uen
ia en es
enarios que involu
ren desplazamientos de fre-


uen
ias en la portadora y la in
lusón de AWGN y sus respe
tivos niveles de

BER

1.6 Justi�
a
ión.

Hoy en día los medios de 
omuni
a
ión inalámbri
os forman parte de la solu
ión a

las ne
esidades presentes en la vida diaria a tal punto que es 
asi imposible pres
indir

de ellos. A
tualmente la demanda de servi
ios, que no dejan de 
re
er, se han visto


ubiertos 
asi en su totalidad gra
ias a solu
iones las 
uales involu
ran pro
esos de


omuni
a
ión. Hemos llegado a tiempos en donde los entornos en donde vivimos


ada vez se vuelven más poblados, 
on más infraestru
tura 
re
iendo rápidamente

y 
onse
uentemente 
on niveles de ruido y 
ontamina
ión 
ada ves más altos. Las


omuni
a
iones se ven afe
tadas en gran medida por el ruido existente en el 
anal de


omuni
a
ión. Debido a esto se presenta la problemáti
a de que las fre
uen
ias a las

que trabajan los os
iladores ubi
ados en el sitio donde se genera y a partir del 
ual se

envia la informa
ión sufren 
ierto desplazamiento y los valores de di
has fre
uen
ias

que llegan al sitio donde se re
ibe di
ha infomra
ión no son los mismos, provo
ando un

error al momento de de
ifrar o de
odi�
ar la informa
ión. La te
nología empleada en

los diferentes dispositivos que utilizamos para solventar nuestras ne
esidades requiere

velo
idades de pro
esamiento 
ada vez más rápidas y 
on una mayor pre
isión.
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A
tualmente existen me
anismos empleados en el sitio re
eptor que ayudan a


ompensar ese desplazamiento que se genera en el sitio transmisor y así trabajar a

las mismas fre
uen
ias, esto es, la informa
ión obtenida en el sitio re
eptor o destino

se presenta 
on menos probabilidad de error, de esa manera podemos de
ir que la

informa
ión obtenida es más 
on�able.

Si el os
ilador lo
al en el re
eptor no está sin
ronizado a la fre
uen
ia de la señal

re
ibida, en este 
aso una señal 64 QAM 
on su respe
tiva 
onstela
ión, los datos no

pueden ser re
uperados 
orre
tamente a partir de la señal re
ibida.

Figura 1.1: Efe
to de desplazamiento en fase y fre
uen
ia de portadora.

La �gura (1.1) muestra el efe
to de desplazamiento de fase y de fre
uen
ia en el

os
ilador lo
al. La �gura (1.1a) muestra una 
onstela
ión QAM-64 que ha sido de-

modulada 
on un os
ilador lo
al que tiene ningun desplazamiento de fase o fre
uen
ia

es de
ir de manera ideal. La �gura (1.1b) muestra la misma 
onstela
ión, ex
epto

que el os
ilador lo
al tiene un desplazamiento de fase de diez grados. En este 
aso,

la 
onstela
ión gira diez grados los 
uales 
ausan errores de bit moviendo algunos de

los puntos de la 
onstela
ión a través de líneas de de
isión. La �gura (1.1
) muestra

la misma 
onstela
ión, ex
epto que el os
ilador lo
al tiene un desplazamiento en la
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fre
uen
ia. En este 
aso, los puntos de 
onstela
ión no permane
en en la misma

posi
ión ya que la fase está 
ambiando 
onstantemente. Por lo tanto, los puntos de


onstela
ión trazan un patrón 
ir
ular 
omo los 
ambios de fase 
on el tiempo.

En el presente trabajo se presenta al método de Prony 
omo una alternativa a los

Lazos de Engan
he de Fase o PLL (Phase Lo
ked Loop) que a
tualmente se utilizan


omo métodos para 
ompensar los desplazamientos. El prin
ipio de fun
ionamiento

de los PLLs es bási
amente la señal de entrada al PLL (que es la viene 
on 
ierto

desplazamiento) se 
ompara 
on una señal de referen
ia, se �ltra y en base al resultado

de esa 
ompara
ión y 
on la ayuda de otro 
ir
uito llamado Os
ilador Controlado por

Voltaje o VCO (Voltage Controlled Os
ilator) se ajusta esa señal de entrada para

minimzar el error generado en esa 
ompara
ión. Este pro
eso se repite gran 
antidad

de ve
es hasta que el valor del error se minimi
e al máximo. Es importante desta
ar

que el valor del error nun
a será nulo ya que el PLL siempre estará operando para

llevar a 
abo el ajuste.

El método de Prony toma un número de muestras de la señal que llega al re
eptor


on 
ierto desplazamiento, utilizando métodos matemáti
os (rai
es de polinomios,

mínimos 
uadrados, matriz pseudoinversa) se 
orrige (
ompensa) el desplazamiento

y se obtiene una señal sin
ronizada la 
ual presenta menos probabilidad de error al

momento de obtener la informa
ión (demodula
ión). Es importante men
ionar que

el método propuesto no está ex
ento de errores y es afe
tado por el ruido así 
omo

también existen 
iertas 
ondi
iones que debe 
umplir la señal de entrada para poder

apli
ar este método los 
uales se des
riben más a fondo en los próximos 
apítulos.



14

1.7 Estru
tura de la tesis.

La estru
tura de la presente tesis es 
omo sigue:

En el 
apítulo dos, se ha
e referen
ia a la modula
ión QAM, su representa
ión

matemáti
a, elementos bási
os de un modulador QAM. Se habla a
er
a de la Den-

sidad Espe
tral de Poten
ia o PSD (Power Spe
tral Density) para un sistema 16

QAM y la distribu
ión de di
ha poten
ia de la señal en el dominio de la fre
uen
ia.

Se toman en 
uenta 
on
eptos de �ltro de Raíz de Coseno Levantado o RRC (Root

Raised Cosine), ventana re
tangular y ventana de Tukey para el pro
eso de reves-

timiento e Interferen
ia Intersimbóli
a o ISI (Intersymbol Interferen
e), así 
omo la

deomodula
ión 
oherente.

En el 
apítulo tres, se ve de manera matemáti
a el método de Prony, utilizado

para la estima
ión de fre
uen
ia.

El 
apítulo 
uatro, se presentan grá�
as y resultados de las simula
iones realizadas

para un sistema de 
omuni
a
ión 16QAM 
on parámetros de SEP, de igual manera se

toman en 
uenta 
iertas 
ondi
iones para la apli
a
ión del método y diferentes valores

de ruido y varia
iones de la fre
uen
ia apli
ados a la señal de entrada al demodulador.

El 
apítulo 
in
o, se presentan las 
on
lusiones obtenidas del presente trabajo de

investiga
ión.

Los Apéndi
es 
ontienen herramientas matemáti
as más utilizadas para la real-

iza
ión de la investiga
ión y los valores numéri
os obtenidos en las simula
iones.



Capítulo 2

Modula
ión

2.1 Sistema de 
omuni
a
ión digital

En un sistema de 
omuni
a
ión digital, la se
uen
ia de datos binarios o se
uen-


ia de informa
ión, entra a un modulador digital, que 
onvierte di
ha se
uen
ia de

informa
ión en una se
uen
ia de formas de ondas elé
tri
as que se transmiten a través

del 
anal de 
omuni
a
ión. Cada forma de onda es elegida mediante el 
ódigo binario


orrespondiente a un 
onjunto �nito de señales.

En el lado de la re
ep
ión, el demodulador digital pro
esa 
ada señal re
ibida (la


ual ha sido afe
tada por algún tipo de ruido) redu
iéndola a un parámetro estimado

a partir del 
ual un de
odi�
ador re
onstruye la informa
ión binaria, la 
ual, si todo

se realizó 
orre
tamente, 
orresponde al 
ódigo generado por el 
odi�
ador.

La medida de 
on�abilidad en la opera
ión tanto del demodulador 
omo el de
od-

i�
ador es la fre
uen
ia 
on que o
urren errores en la de
odi�
a
ión de la se
uen
ia

de la informa
ión.

15
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Dependiendo de la naturaleza del 
anal de 
omuni
a
ión que se utilizará en el

pro
eso de 
omuni
a
ión, la informa
ión puede ser afe
tada por algún tipo de ruido,

atenua
ión, distorsión, et
., es por eso que es ne
esario generar un tipo de señal que

represente la se
uen
ia de datos que se requiere transmitir, pero además que sea


ompatible 
on las 
ara
terísti
as del 
anal de 
omuni
a
ión para que sea lo menos


orrompida por el mismo, es de
ir, que el an
ho de banda de la señal transmitida


oin
ida lo mejor posible 
on el an
ho de banda del 
anal de 
omuni
a
ión. Esto

se logra en el pro
eso de modula
ión donde la se
uen
ia de informa
ión es montada

sobre una señal de mayor fre
uen
ia (portadora) para su transmisión. Usualmente

la señal a la salida del modulador es de tipo pasabanda, la 
ual es ade
uada para la

transmisión ha
iendo uso del an
ho de banda del 
anal a utilizar.

En la �gura (2.1) se muestran los elementos bási
os de un sistema de 
omuni
a
ión

digital.

Figura 2.1: Elementos bási
os de un sistema de 
omuni
a
ión digital
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2.2 QAM.

La modula
ión QAM se puede ver 
omo una 
ombina
ión de una modula
ión

por Desplazamiento de Amplitud o ASK (Amplitude Shift Keying) junto 
on una

modula
ión por Desplazamiento de Fase o PSK (Phase Shift Keying), eso signi�
a

que la informa
ión digital se realiza tanto en la fase 
omo en amplitud de la señal

portadora. La representa
ión de banda base equivalente de las señales QAM um(t)

se puede expresar 
omo:

um(t) = (AI
m + jAQ

m)g(t) m = 1, 2, ...,M (2.2.1)

donde AI
m,A

Q
m ǫ

{

±1△,±3△, ...,±(
√
M − 1)△

}

(△ es una 
onstante 
uyo valor es

determinado por la poten
ia transmitida promedio) se re�eren a las amplitudes en

fase AI
m y en 
uadratura AQ

m, las 
uales 
orresponden a los M posibles símbolos en el

espa
io bidimensional generado por la fre
uen
ia portadora.

La fun
ión g(t) es un impulso de señal de valor real 
uya forma in�uye en el

espe
tro de la señal transmitida. Las señales um(t) de la e
ua
ión (2.2.1) pueden ser

expresadas en su forma polar 
omo:

um(t) = Ame
jθmg(t) m = 1, 2, ...,M (2.2.2)

donde Am y θm denotan la amplitud y la fase del mth
símbolo, y están dados por:

Am =

√

(AI
m)

2 + (AQ
m)2

θm = tan−1

(

AQ
m

AI
m

)

m = 1, 2, ...,M (2.2.3)

la señal banda base de la e
ua
ión (2.2.2) se transmite 
on una señal pasabanda sm(t)
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la 
ual es elegida de entre una de las M posibles formas de onda de señaliza
ión.

sm(t) = Re
{

um(t)e
j2πfct

}

= Amg(t)cos(2πfct+ θm) m = 1, 2, ...,M (2.2.4)

donde fc es la fre
uen
ia portadora.

De igual manera, la señal QAM pasabanda de la e
ua
ión (2.2.4) puede ser ex-

presada en términos equivalentes de sus 
omponentes en 
uadratura:

sm(t) = AI
mg(t)cos2πfct− AQ

mg(t)sin2πfct m = 1, 2, ...,M (2.2.5)

ésta representa
ión es la más utilizada en el diagrama a bloques de un modulador

QAM, 
omo el que se muestra en la �gura (2.2).

Figura 2.2: Elementos bási
os de un modulador QAM.
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Las 
omponentes I y Q son enton
es dire

ionadas ha
ia los �ltros pasa bajos o

LPF (Low Pass Filter) g(t) para limitar el an
ho de banda de la transmisión. Final-

mente las señales en 
uadratura modulan las portadoras I y Q para la transmisión.

La señal transmitida pasabanda s(t) la 
ual es la sumatoria de todos los símbolos

representados por las M posibles formas de onda QAM se puede representar 
omo

[35℄:

s(t) = Re

{(

∑

n

Ing(t− nT )

)

ej2πfct

}

(2.2.6)

donde la velo
idad de transmisión es R = 1/T símbolos/segundo e In representa la

se
uen
ia de símbolos de informa
ión dis
reta y es de tipo 
omplejo para QAM.

2.3 16-QAM.

16-QAM resulta 
uando M = 16 para M − ary QAM. QAM transmite K =

log2M bits de informa
ión durante 
ada periodo simbóli
o.

Para 16-QAM, existen 16 posibles símbolos 
ada uno 
onteniendo 4 bits, dos bits

para la 
omponente I y dos bits para la 
omponenteQ. El diagrama de la 
onstela
ión

re
tangular 
orrespondiente a una señal 16-QAM se muestra en la �gura (2.3).
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Figura 2.3: Constela
ión re
tangular señal 16-QAM

Los 16 símbolos ubi
ados en la 
onstela
ión están espa
iados de manera igual y


ada uno representa una úni
a 
ombina
ión de amplitud y fase.

2.4 Densidad espe
tral de poten
ia 16-QAM.

La transformada de Fourier existe para señales 
on energía �nita, para señales


on energía in�nita usualmente se utiliza la PSD para 
ara
terizar la distribu
ión de

la poten
ia de la señal en el dominio de la fre
uen
ia.

La transi
ión instantánea entre los puntos de la 
onstela
ión de la �gura (2.3) da


omo resultado una señal modulada 
on 
omponentes extendiéndose ha
ia el in�nito.

Como se muestra en la �gura (2.4).
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Figura 2.4: Densidad espe
tral de poten
ia 16-QAM 
uadrada y �ltrada 
on RRC

Para redu
ir la interferen
ia del 
anal adya
ente, la señal debe ser pre-�ltrada

antes de la transmisión para restringir el espa
io espe
tral o
upado por el lóbulo

prin
ipal, un tipo de �ltro que se utiliza para limitar el an
ho de banda en la trans-

misión es el �ltro Raíz de Coseno Levantado o RRC (Root Raised Cosine).

Lo que se muestra en la �gura (2.4) es el efe
to del �ltro RRC en el espe
tro de

una señal 16-QAM, el pre�ltrado remueve los lóbulos laterales de la señal, lo 
ual

redu
e la interferen
ia ha
ia 
anales adya
entes.
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2.5 Demodula
ión 
oherente.

Dado que la informa
ión es transportada en la fase y amplitud de la portadora

modulada por la señal de QAM, se supone que el re
eptor es 
apaz de generar una

portadora de referen
ia 
on fre
uen
ia y fase idénti
as a las de la portadora generada

en el transmisor. Cuando el re
eptor usa la fase 
ono
ida de la portadora para

dete
tar las señales se denomina demodula
ión/dete

ión 
oherente [36℄. En la �gura

(2.5) se oberva el diagrama de un demodulador 
oherente.

Figura 2.5: Demodulador 
oherente QAM

En el re
eptor, la señal de alta fre
uen
ia re
ibida es primero 
onvertida a una

Fre
uen
ia Intermedia o IF (Intermediate Frequen
y) inferior. El demodulador realiza

la mayoría de los pro
esos a una fre
uen
ia en banda base. El mez
lador en el

demodulador 
oherente 
onvierte la señal IF a una señal en banda base, multipli
ando

la señal de entrada IF 
on una referen
ia de portadora generada lo
almente y el

produ
to se pasa a través de un LPF. El �ltro elimina el ruido.
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Estos �ltros también a
túan 
omo �ltros adaptados 
uyas respuestas impulsionales


oin
iden 
on la señal transmitida para propor
ionar el máximo valor de Rela
ión

Señal a Ruido o SNR (Signal to Noise Relation) a su salida [35℄.

Asumiendo que el 
anal de 
omuni
a
ión sólo está siendo 
orrompido por ruido

Gaussiano, la señal re
ibida r(t) puede expresarse 
omo:

r(t) = s(t) + v(t) (2.5.1)

donde s(t) ha
e referen
ia a la señal transmitida y v(t) se re�ere al ruido aditivo.

Ignorando el ruido, r(t) se simpli�
a a:

r(t) = uI(t)cos(2πfct+ φc)− uQ(t)sin(2πfct + φc) (2.5.2)

donde uI(t) y uQ(t) representan las amplitudes I y Q de la señal, fc y φc son la

fre
uen
ia y la fase de la portadora respe
tivamente. Esta señal es demodulada por

dos portadoras de referen
ia

cI = cos(2πf0t+ φ0)

cQ = −sin(2πf0t + φ0) (2.5.3)

donde f0 y φ0 son la fre
uen
ia y la fase de la portadora generada lo
almente.

Multipli
ando r(t) 
on cI(t) seguido por la etapa de �ltrado, la 
omponente en I

queda:

yI(t) =
1

2
uI(t)cos [2π(fc − f0)t+ (φc − φ0)]−

1

2
uQ(t)sin [2π(fc − f0)t + (φc − φ0)]

(2.5.4)
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de manera similar para la 
omponente en Q:

yQ(t) =
1

2
uQ(t)cos [2π(fc − f0)t+ (φc − φ0)] +

1

2
uI(t)sin [2π(fc − f0)t+ (φc − φ0)]

(2.5.5)

Se puede observar que en las e
ua
iones (2.5.4) y (2.5.5) si fc = f0 y φc = φ0,

la señal de salida del demodulador QAM es la misma que la señal en banda base

transmitida uI(t) y uQ(t).

Bajo 
ondi
iones ideales de opera
ión, el Os
ilador Lo
al o LO (Lo
al Os
ilator)

que genera la señal portadora para la demodula
ión en el re
eptror es idénti
o al

que se se en
uentra en el transmisor en fase y fre
uen
ia. Pero el os
ilador lo
al en

el re
eptor generalmente no está sin
ronizado en fase 
on el que se en
uentra en el

transmisor, por otra parte, el error de fase 2π(fc − f0)t + (φc − φ0) redu
irá el nivel

de voltaje de señal por el fa
tor cos [2π(fc − f0)t+ (φc − φ0)] y en poten
ia por el

fa
tor cos2 [2π(fc − f0)t+ (φc − φ0)], debido a que los niveles promedio de poten
ia

de uI(t) y uQ(t) son similares, un pequeño error de fase 
ausa una gran degrada
ión

en su 
omportamiento, así, la pre
isión en la fase signi�
a un alto requerimiento para

los sistemas QAM.

2.6 Filtrado e Interferen
ia Intersimbóli
a.

El pre�ltrado permite redu
ir el an
ho de banda de la señal transmitida sin

perder el 
ontenido de la señal, esto mejora la e�
ien
ia espe
tral de la señal 
omo

se men
ionó anteriormente.
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Por otra parte el pro
eso de �ltrado 
onlleva la dispersión de los símbolos en el

tiempo, esta dispersión en el tiempo 
ausa que parte de la energía del símbolo se

solape 
on los símbolos ve
inos dando paso a la ISI. El fenómeno de ISI puede 
ausar

errores en la dete

ión del símbolo 
orre
to, aumentando el valor del parámetro de

la Tasa de Error Binario o BER (Bit Error Rate).

Para 
onseguir un mínimo o 
ero ISI, la fun
ión de transferen
ia del �ltro del sis-

tema debe ser una respuesta de fre
uen
ia de tipo "Nyquist", para este tipo de �ltro,

el tiempo de respuesta 
ruza por 
ero 
on un periodo que 
orresponde a la separa
ión

del símbolo, mediante el muestreo de la se
uen
ia de símbolos en el momento pre
iso

del símbolo, la energía dispersa de símbolos adya
entes no afe
ta el valor del símbolo

a
tual, una representa
ión de este tipo de �ltro es el �ltro de Coseno Levantado o

RC (Raised Cosine).

La respuesta impulsional del �ltro RC hRC(t) y respuesta fre
uen
ial HRC(f)

puede ser expresada 
omo [37℄:

hRC(t) = sinc (πt/T )
cos(πrt/T )

1− (2rt/T )2
(2.6.1)

HRC(f) =























T |f | ≤ 1− r

2T
T

2

[

1 + cos

(

πT

r

(

|f | − 1− r

2T

))]

1− r

2T
< |f | ≤ 1 + r

2T

0
1 + r

2T
< |f |

(2.6.2)

donde r es llamado rollo� fa
tor el 
ual determina en an
ho de banda del �ltro y

toma valores en el rango de 0 ≤ r ≤ 1, estos valores representan 
ierto balan
e entre

el límite de transi
ión del �ltro y la magnitud de la respuesta impulsional del �ltro.
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T representa el periodo simbóli
o y es propor
ional al inverso de la velo
idad de

símbolo R, esto es T = 1/R.

A 
ontinua
ión se ilustran las respuestas impulsional y fre
uen
ial del �ltro RC

para valores de r = 0, 0.5, 1.

Figura 2.6: Respuestas impulsional y fre
uen
ial �ltro RC

Usualmente la opera
ión de �ltrado se redu
e 
on la apli
a
ión de un par de �ltros

RRC, situando un �ltro en el transmisor para mantener el an
ho de banda 
onstante

y el otro �ltro situado en el re
eptor para realizar la dete

ión a
oplada (mat
h �lter)

optimizando el valor de SNR.

El �ltro RRC tiene una fun
ión de transferen
ia que es igual a la raíz 
uadrada

de la fun
ión de transferen
ia del �ltro RC, sus respuestas impulsional hRRC(t) y

fre
uen
ial HRRC(f) quedan [37℄:

hRRC(t) =
4r

π
√
T

cos [(1 + r)πt/T ] +
1

4rt/T
sin [(1− r)πt/T ]

1− (4rt/T )2
(2.6.3)
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HRRC(f) =































√
T |f | ≤ 1− r

2T
√

T

2

[

1 + cos

(

πT

r

(

|f | − 1− r

2T

))]

1− r

2T
< |f | ≤ 1 + r

2T

0
1 + r

2T
< |f |

(2.6.4)

En las �guras (2.7) y (2.8) se ilustran las respuestas del �ltro RRC utilizados en

un sistema de 
omuni
a
ión 
on un esquema de modula
ión 16-QAM así 
omo la


onstela
ión que se obtiene a partir de la señal re
ibida, �gura (2.9).

Se observa que utilizando los �ltros RRC tanto del lado del transmisor 
omo

en el re
eptor, se obtiene una 
orre
ta demodula
ión de la señal.
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Capítulo 3

Método propuesto.

3.1 Prony.

El método de Prony tuvo sus orígenes en 1975 en la É
ole Polyte
hnique, donde

le Baron de Prony realizaba estudios a
er
a de los efe
tos de la presión del vapor

de al
ohol.En 1990 este método fue introdu
ido en el área de los SEP y se usa para

analizar señales os
ilatorias en los sistemas de poten
ia.

El método de Prony además de estimar los parámetros de amplitud, fase y fre-


uen
ia de una señal, también estima el 
oe�
iente de amortiguamiento en señales

amortiguadas exponen
ialmente. Este método está diseñado para estimar dire
ta-

mente los parámetros de los términos exponen
iales ajustando la fun
ión [38℄:

ŷ(t) =

n
∑

i=1

Aie
σitcos(ωit+ φi) (3.1.1)

para una medi
ión observada para y(t), donde y(t) 
onsiste en N muestras.

y(tk) = y(k), k = 0, 1, ..., N − 1 (3.1.2)

29
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que están uniformemente espa
iadas por un intervalo de tiempo △t.

El método de Prony puede ser resumido 
omo:

• Construir un modelo de predi

ión lineal dis
reto a partir de la señal medida.

• En
ontrar las raí
es del polinomio 
ara
terísti
o del modelo.

• Usar de las raí
es 
omo las fre
uen
ias modales 
omplejas para la señal, deter-

minar la amplitud y fase para 
ada modo.

La e
ua
ión (3.1.1) puede ser es
rita en forma exponen
ial 
ompleja 
omo:

ŷ(t) =
n
∑

i=1

Bie
λit

(3.1.3)

esta expresión puede ser trasladada a:

ŷ(k) =

n
∑

i=1

Biz
k
i (3.1.4)

donde:

zi = eλi△t
(3.1.5)

k ha
e referen
ia a los modos 
ontenidos en el modelo de señal, λi representa los

eigenvalores, Bi es una matriz 
uya rela
ión se des
ribe en (3.1.9) la 
ual produ
e

la igualdad ŷ(k) = y(k) para todo k. △t es el intervalo de tiempo al 
ual están

espa
iadas las N muestras.

Los eigenvalores λ del sistema pueden ser en
ontrados a partir de los modos

dis
retos por:

λi =
ln(zi)

△t
(3.1.6)
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zi son las raí
es del polinomio de n orden

zn − (a1z
n−1 + a2z

n−2 + ...+ anz
0) = 0 (3.1.7)

donde los 
oe�
ientes ai son des
ono
idos y deben ser 
al
ulados a partir del

ve
tor medido 
omo:

















y(n− 1) y(n− 2) ... y(0)
y(n− 0) y(n− 1) ... y(1)
. . . .
. . . .
. . . .

y(N − 2) y(N − 3) ... y(N − n− 1)

































a1
a2
.
.
.
an

















=

















y(n+ 0)
y(n+ 1)

.

.

.
y(N − 1)

















(3.1.8)

La e
ua
ión (3.1.8) es un sistema de N e
ua
iones 
on n in
ógnitas y se tiene

una solu
ión a través del método de mínimos 
uadrados para en
ontrar el mejor

ajuste.

Una vez que zi ha sido en
ontrada 
on las raí
es de la e
ua
ión (3.1.7), los

eigenvalores λi pueden ser 
al
ulados a partir de la e
ua
ión (3.1.6).

El siguiente paso es en
ontrar Bi que produ
e ŷ(k) = y(k) para todo k a

través de la siguiente rela
ión:

















z01 z02 ... z0n
z11 z12 ... z1n
. . . .
. . . .
. . . .

zN−1
1 zN−1

2 ... zN−1
n

































B1

B2

.

.

.
Bn

















=

















y(0)
y(1)
.
.
.

y(N − 1)

















(3.1.9)

la 
ual puede ser simpli�
ada a:

ZB = Y (3.1.10)

La matriz B es de dimensión nxN , para ello la e
ua
ión (3.1.10) tiene que ser

resuelta de igual manera a través del método de mínimos 
uadrados.
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La señal estimada ŷ(t) es 
al
ulada a partir de la e
ua
ión (3.1.3). La e
ua
ión

resultante ŷ(t) no será una répli
a exa
ta de y(t).

Los parámetros del modelo de Prony se determinan de las rela
iones [31℄ :

Ai = |Bi| σi = ln
|zi|
△t

φi = tan−1

( I[Bi]

R[Bi]

)

fi = tan−1

(

1

2π △ t

I[zi]
R[zi]

)

(3.1.11)

donde Ai es la amplitud, φi la fase, σi el 
oe�
iente de amortiguamiento y fi la

fre
uen
ia. △t representa los intervalos de tiempo entre muestras.

Debido a su naturaleza adaptativa, el método de Prony se 
omporta 
omo un

buen estimador bajo 
ondi
iones de os
ila
ión.

Prony, junto 
on su estimador de fase, propor
iona estimados instantáneos de

amortiguamiento y fre
uen
ia que son muy útiles para evaluar la estabilidad del

sistema de poten
ia.

En análisis de os
ila
iones de poten
ia, el método de Prony se usa para analizar

grandes segmentos de os
ila
ión. Pero este mismo modelo de señal se puede apli
ar

a un segmento se señal de un 
i
lo.

En una primera etapa de adapta
ión, este método estima el mejor amortiguamiento

y fre
uen
ia para el modelo de señal y en una segunda etapa, el mejor fasor sobre la

ventana de tiempo 
onsiderada.

En lo que sigue, se expli
a 
ómo se implementó el método de Prony para segmentos
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ortos de señal, este método está basado en el siguiente modelo de señal [1℄:

s(t) =

K
∑

k=1

Ake
σktcos(2πfkt+ ϕk) (3.1.12)

el 
ual, en términos de fun
iones exponen
iales 
omplejas, se 
onvierte

s(t) =
K
∑

k=1

Re
{

Ake
jϕke(σk+j2πfk)t

}

(3.1.13)

donde Rk = Ake
jϕk

son los residuos y pk = σk + jωk son los valores propios. Es
ribi-

endo el kth 
omponente de la siguiente manera

ak(t) = Ake
σkt

(3.1.14)

ϕk(t) = ej[2π(f
nom

k
+△fk)t+ϕk]

(3.1.15)

donde fnom
k es la fre
uen
ia nominal que interesa y △fk es su 
orrespondiente de-

splazamiento.

El modelo de señal de Prony está determinado por fasores dinámi
os, 
on am-

plitudes exponen
iales y fase lineal, si la señal es muestreada en instantes tn = nTs,

donde Ts es el tiempo de muestreo, enton
es el modelo de señal digital de Prony está

dado por

s(n) =

K
∑

k=1

Re
{

Rk

(

rke
jθk
)n}

=

K
∑

k=1

Re {Rkz
n
k } (3.1.16)

donde Rk son los residuos de la e
ua
ión (3.1.13) y zk = rke
jθk

la señal 
on eigenvalores

en el plano z, 
on rk = eσkTs
y θk = 2πfkTs.

En la e
ua
ión (3.1.16) se puede observar la solu
ión homogénea de la e
ua
ión

en diferen
ias.

s(n) = −
2K
∑

k=1

aks(n− k) (3.1.17)
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on el polinomio 
ara
terísti
o

z2K + a1z
2K−1 + a2z

2K−2 + ...+ a2K−1z + a2K = 0 (3.1.18)

Dada una señal s(n), el método de Prony estima los 
oe�
ientes de predi

ión

âk que se aproximan de una mejor manera a la 
ombina
ión lineal en la e
ua
ión

(3.1.17) a través de mínimos 
uadrados. Usando esos estimados, los eigenvalores ẑk

son obtenidos en
ontrando las raí
es de la e
ua
ión 
ara
terísti
a (3.1.18) 
on âk

y �nalmente los residuos estimados son obtenidos utilizando nuevamente mínimos


uadrados para aproximar el modelo de señal en (3.1.16) dada la señal s(n).

El modelo lineal de señal puede ser es
rito 
omo

Ŝn =
[

Sn−1 Sn−2 ... Sn−2K

]

















â1
â2
.
.
.

â2K

















=
∑

â (3.1.19)

donde 
ada ve
tor Sn−k de longitudN en la matriz

∑


ontiene las muestras negativas

de la se
uen
ia de la señal retrazada por k

Sn−k = −[s(n− k) s(n− k + 1) ... s(n− k +N − 1)]T (3.1.20)

Los estimados de los 
oe�
ientes son dados por las e
ua
iones normales

â =
(

∑

T
∑

)−1∑
T sn (3.1.21)

donde

∑

es la matriz que 
ontiene las señales retrazadas de la e
ua
ión (3.1.19) y

s(n) es la señal dada. Una vez que los eigenvalores ẑk son en
ontrados en las raí
es
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de la e
ua
ión (3.1.18), el segundo modelo de señal puede ser es
rito 
omo

ˆ̂
Sn =

1

2

[

ẑ1 ẑ∗1 ... ẑk ẑ∗k
]























R̂1

R̂∗
1

.

.

.

R̂k

R̂∗
k























(3.1.22)

donde el ve
tor

ẑk =
[

z0k z1k ... zN−1
k

]T
(3.1.23)


ontiene las series del kth eigenvalor y ẑ∗k es su 
omplejo 
onjugado.

Finalmente, los residuos estimados los 
uales 
orresponden al fasor en 
ada fre-


uen
ia, son dados por la e
ua
ión normal

R̂ =
(

ZHZ
)−1

ZHsn (3.1.24)

donde H es el operador Hermitiano de la matriz 
ompleja Z.

Los sistemas lineales responden 
on un valor propio a la poten
ia n, λn
, donde este

valor propio puede ser 
omplejo, de la forma λ ǫC. En el presente trabajo, el método

de Prony se toma 
omo un estimador de fre
uen
ia de una señal que proviene de un

sistema lineal, donde su 
omponente predominante es de la forma λ = rejθ, donde r

ha
e referen
ia al fa
tor de de
aimiento y el ángulo θ al fa
tor de la fre
uen
ia. Se sabe

que la señal 
asi siempre llegará muy 
er
a del plano de la fre
uen
ia fundamental

mas no en el plano de la misma.
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En el modelo de señal de Prony los eigenvalores son la solu
ión de una e
ua
ión

en diferen
ias del sistema lineal, 
omo sólo se ne
esitan dos rai
es 
omplejas, una


onjugada 
ompleja de la otra, la e
ua
ión en diferen
ias será de orden número dos.

Enton
es la e
ua
ión en diferen
ias será de la forma:

y(n) =
∑

αkyn−k + xn (3.1.25)

donde αk ǫ R ya que una raíz es el 
onjugado 
omplejo de la otra.

Y el modelo de señal será:

y(n) = α1y(n− 1) + α2y(n− 2) + xn (3.1.26)

Partiendo del he
ho de que la señal re
ibida es y(n), se realiza una matriz B

la 
ual está formada por dos 
olumnas o ve
tores 
uya longitud es igual al número

de muestras tomadas por 
ada 
i
lo de estima
ión, los 
uales 
ontienen los valores

desplazados de la señal de entrada. El modelo queda:













.

.
y(n)
.
.













=













. .

. .
y(n− 1) y(n− 2)
. .
. .













[

α1

α2

]

(3.1.27)

Para saber el valor de los estimados

[

α̂1

α̂2

]

= B

†y(n) (3.1.28)

donde la pseudoinversa B

†
de la matriz B es : B

† =
(

B

H
B

)−1
B

H
.

Los estimados α̂1 y α̂2 serán los 
oe�
ientes de una e
ua
ión 
uadráti
a que va a

ser de la forma

z2 − α1z − α2 = 0 (3.1.29)
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De la e
ua
ión (3.1.29) se obtienen las raí
es 
omplejas, las 
uales 
ontienen los

valores de r̂ y θ̂ para 
ada instante de estima
ión. En este 
aso, sólo se utiliza el

valor del parámetro θ̂ que representa la fre
uen
ia, el 
ual se toma en 
uenta para

la genera
ión de las señales utilizadas para la demodula
ión. La apli
a
ión de la

biortogonalidad radi
a en que se bus
a evitar el problema de obli
uidad al momento

de 
al
ular los estimados o 
oe�
ientes.

En la �gura (3.1) se observa que las fre
uen
ias estimadas 
on el método de Prony

utilizado en un sistema de 
omuni
a
ión 16-QAM, bajo 
ondi
iones de ausen
ia de

ruido, no distan mu
ho de las fre
uen
ias originales, sin embargo también se observa

que no es un estimador perfe
to, ya que existe 
ierto error en la estima
ión.
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Capítulo 4

Resultados.

4.1 Introdu

ión.

En este 
apítulo se presentan los resultados obtenidos para los 
asos de análisis

de un sistema de 
omuni
a
ión digital 16-QAM.

En primera instan
ia se realizó un sistema de 
omuni
a
ión 
on ausen
ia de


ualquier estimador, sólo se 
on�rmó que la señal transmitida y la señal re
ibida

fueran iguales, esto es, no se hizo variar en lo absoluto la fre
uen
ia y en el demodu-

lador, la fre
uen
ia de modula
ión se asumió 
omo 
ono
ida. Esto 
on el �n de tomar

este esquema de modula
ión 
omo base para los siguientes análisis.

Se hizo un análisis del uso del �ltro RRC, Ventana Re
tangular y de Tukey.

Analizados los resultados obtenidos 
on el uso de las tres op
iones antes men
ionadas

para el revestimiento de la señal, se pro
edió a introdu
ir ruido y a analizar los

resultados, todo lo anterior 
on la fre
uen
ia aún invariante.

39
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Posteriormente se pro
edió a introdu
ir 
ierto desplazamiento fre
uen
ial a la

señal portadora y de la misma manera las señales fueron analizadas 
on el método

de Prony para estimar la fre
uen
ia.

4.2 Ventana Re
tangular, RRC y Ventana de Tukey

Las 
onstela
iones de las señales transmitida y re
ibida sin presen
ia de ruido se

muestra a 
ontinua
ión.
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Figura 4.1: Señal transmitida y re
ibida sistema de 
omuni
a
ión digital 16QAM

El método de estima
ión de fre
uen
ia de Prony tiene 
iertas 
ondi
iones que

deben 
umplirse para su 
orre
to fun
ionamiento:

• La señal debe provenir de un sistema lineal.
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• Durante el intervalo de estima
ión, se debe de tener un valor de amplitud y fase


onstante para que éste no inter�era 
on la estima
ión de fre
uen
ia, tal 
omo

en un sistema lineal.

Como se men
ionó en el 
apítulo dos, el uso del �ltro de raíz de 
oseno levantado

es de gran utilidad al momento de restringir el an
ho espe
tral de la señal. Tomando

en 
uenta esta idea, se 
onsideró el uso del �ltro RRC en el sistema de 
omuni
a
ión

para revestir la señal. Si bien en el dominio de la fre
uen
ia es el óptimo debido a

que el espe
tro generado por la señal revestida 
on este tipo de �ltro es muy angosto,

los estimados de la fre
uen
ia portadora que fueron obtenidos utilizando el método

de Prony junto 
on un �ltro RRC no fueron exitosos.
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Figura 4.2: RRC y FFT de señal modulada
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Figura 4.3: Estimados de fre
uen
ia método de Prony 
on RRC

En las �guras (4.2) y (4.3) se observan el domino fre
uen
ial de la señal modulada

la 
ual es la óptima por poseer un espe
tro angosto, y los estimados de la fre
uen
ia los


uales no son buenos a razón de que distan mu
ho de la fre
uen
ia de la portadora,

para este 
aso 60Hz, esto es, debido a que dentro de 
ada segmento del RRC se

presenta una superposi
ión de símbolos, enton
es 
uando se analiza un segmento, lo

que se está tomando en 
uenta es la suma de esos símbolos.
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Teniendo en 
uenta los resultados obtenidos 
on el uso del �ltro RRC, se realizó

un enventaneado 
on una re
tangular. Usando la ventana re
tangular se obtuvieron

buenos estimados de la fre
uen
ia de la señal portadora porque 
omo se puede ob-

servar en las �guras (4.4) y (4.5) los valores de la señal estimada se mantienen muy


er
anos a los valores de la señal portadora, en este 
aso 60 Hz.
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ia ventana Re
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Figura 4.5: FFT modulada y estimados de fre
. método de Prony 
on ventana Re
t-

angular



44

Sin embargo, debido a que 
on el uso de la ventana re
tangular se realiza la 
on-

volu
ión de los pulsos 
on el espe
tro de la respuesta en fre
uen
ia de la ventana

re
tangular lo 
ual genera un seno 
ardinal, se obtuvo una señal 
on un an
ho es-

pe
tral muy amplio en 
ompara
ion 
on la señal obtenida 
uando se utilizó el �ltro

RRC.

Hasta este punto el uso de la ventana re
tangular representó la mejor op
ión

para ser utilizada en el sistema de 
omuni
a
ión 16QAM propuesto, sin embargo aun

estaba presente el detalle del an
ho espe
tro.

Existe una solu
ión intermedia entre el �ltro RRC y la ventana re
tangular, es

de
ir, entre aquel 
uyo espe
tro generado es muy angosto (sin embargo los resultados

de la estima
ión no fueron exitosos por razones expli
adas en párrafos anteriores) y

aquel 
uyo espe
tro generado es muy amplio (
on buenos resultados de estima
ión por

razones que de igual manera fueron expli
adas en párramos anteriores en la misma

se

ión), la ventana de Tukey.

Como se observa en la �gura (4.6), en 
ompara
ión 
on la ventana re
tangular,

los lóbulos laterales y se
undarios generados por la ventana de Tukey vistos desde el

dominio de la fre
uen
ia son signi�
ativamente mas pequeños 
omparados 
on los de

la venana re
tangular, sin embargo, la an
hura del lóbulo prin
ipal de la ventana de

Tukey es mas grande en 
ompara
ión 
on el de la ventana re
tangular por la suavidad

de la ventana. Si bien existen rangos donde se dan varia
iones de amplitud y fase,

sólo se utiliza en los intervalos donde no existen tales transi
iones.
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Figura 4.6: Dominio temporal y en fre
uen
ia Ventana Tukey y Re
tangular.

Bajo este prin
ipio, la �gura (4.7) muestra que los resultados fueron satisfa
-

torios, el estimador de Prony mantiene la fre
uen
ia estimada muy 
er
a al valor

original, además de que en el aspe
to fre
uen
ial se tiene una mejora 
on respe
to a

los resultados obtenidos 
uando se utiliza la ventana re
tangular.
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Figura 4.7: FFT modulada y estimados de fre
. método de Prony 
on ventana Tukey
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4.3 Estimador de Prony 
on fre
uen
ia de portadora


onstante y variable.

Utilizando una ventana de Tukey 
on fre
uen
ia 
onstante, no existe dis
repan
ia

en los valores de la fre
uen
ia estimada de Prony. Como resultado se obtuvo una


orre
ta demodula
ión, �gura (4.8).
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Frequency+Variation

Prony Estimated Frequencies

Figura 4.8: Fre
uen
ia sin desplazamiento y fre
uen
ia estimada de Prony

Para fre
uen
ias 
onstantes, el estimador fre
uen
ial de Prony opera satisfa
to-

riamente, es de
ir, no existe alguna desvia
ión o diferen
ia entre la fre
uen
ia de la

portadora y los estimados.
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Cuando existe 
ierta varia
ión de fre
uen
ia en el os
ilador lo
al del transmisor,

la fre
uen
ia de portadora se ve afe
tada en medida de di
ha varia
ión. Tomando en


uenta esto, la varia
ión de fre
uen
ia genera una rampa formada por varios valores

los 
uales estan presentes en todo el intervalo de muestras utilizado para la estima
ión,

esta rampa se sustituye por una señal 
onstante, es de
ir, al �nal se tiene una señal

es
alonada, en este 
aso se tomó un promedio de di
hos valores de las muestras que

forman la rampa para asegurar un valor 
onstante y 
umplir 
on la 
ondi
ión del

método de Prony de intervalos de amplitud y fase 
onstantes.
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Figura 4.9: Intervalos 
onstantes de fre
uen
ia

En la �gura (4.9) se muestra un ejemplo de 
ómo se tomó la varia
ión de fre
uen
ia

en el os
ilador del transmisor 
uando se utiliza el método de Prony, en vez de tener

una rampa de valores en un intervalo de estima
ión, se sustituyó por un promedio

de di
hos valores dando lugar a un valor 
onstante para todo el intervalo, amplitud

y fase 
onstante.
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En las siguientes �guras se obseva que el método de Prony opera de manera exitosa

en 
ondi
iones en las 
uales existe 
ierto desplazamiento en la fre
uen
ia.
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Figura 4.10: Fre
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ia+Varia
ión de 0.5 Hz vs Estimados de Prony.
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Los valores de las fre
uen
ias estimadas 
on el método de Prony en diferentes

instantes, no distan mu
ho de los valores de la fre
uen
ia de la portadora adquiridos


on la presen
ia de varia
ión de fre
uen
ia, grá�
amente se puede per
ibir que di
has

fre
uen
ias se en
uentran en planos muy 
er
anos.

En lo referente a las 
onstela
iones que representan los puntos de la señal re
ibida,

existe un fenómeno de "giro" o "rota
ión" en las mismas debido a la varia
ion fre-


uen
ial en el os
ilador, este fenómeno se presenta en mayor magnitud 
onforme la

varia
ión dinámi
a de fre
uen
ia va 
re
iendo y afe
tando a la fre
uen
ia de la porta-

dora debido a que, para la obten
ión de los estimados, se está realizando el produ
to

punto a fre
uen
ias diferentes y lo que se proye
ta o se gra�
a en la 
onstela
ión es

la diferen
ia o error fre
uen
ial.
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4.4 Estimador de Prony 
on fre
uen
ia de portadora


onstante y variable 
on presen
ia de AWGN.

En un sistema de 
omuni
a
ión, el ruido representa un problema de estima
ión a

razón de que la señal que llega al demodulador no viene dentro del subespa
io donde

se realiza la demodula
ión. Esto es, en la medida en que el ruido 
re
e, la señal

re
ibida se aleja del plano donde se realiza la demodula
ión, 
reando así un error en

la estima
ión. Los resultados anteriores se ubi
an en un es
enario en el 
ual el ruido

estuvo ausente. En esta etapa, la señal transmitida fue afe
tada por un AWGN, de

igual manera se tomaron en 
uenta las situa
iones en las que la fre
uen
ia se mantiene


onstante y en las que se tiene un desplazamiento de fre
uen
ia.

El 
aso más sen
illo, 
uando no existe varia
ión dinámi
a de fre
uen
ia en el

os
ilador lo
al del transmisor, fue simulado ahora 
on presen
ia de AWGN.
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Figura 4.13: Fre
uen
ia vs Estimados de Prony. Ruido EbNo:10dB

Debido a la presen
ia de ruido en el sistema, se puede observar que para valores

de EbNo mayores o iguales a de 30dB, los valores de las fre
uen
ias estimadas 
on el

método de Prony, si bien no se ubi
aron muy 
er
a del plano donde se en
uentran los

valores de las fre
uen
ia tampo
o se alejaron tanto (ver �gura 4.12). Los resultados

obtenidos para valores de EbNo menores o iguales a 20dB se observan en la �gura

(4.13). Así mismo, en el diagrama de 
onstela
ión generado por la señal re
ibida,

se observa la presen
ia de ruido pero sin tener 
ierto movimiento de "giro" en la


onstela
ión, debido a la ausen
ia de �u
tua
ión en la fre
uen
ia.

Se analizó otro 
aso, donde se mantienen los mismo niveles de EbNo en el sistema

de 
omuni
a
ión pero se agregaron diferentes valores en la varia
ión de la fre
uen
ia.

Los resultados obtenidos en los 
uales los puntos 
orrespondientes a una 
oordenada


ualquiera de la 
onstela
ión, los 
uales se en
uentran separados o espar
idos en gran


antidad al rededor del punto de la 
onstela
ión, "invaden" la región de probabilidad

de la 
oordenada adyas
ente, dando lugar a valores 
re
ientes del parámetro BER.
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Como se observa en las �guras (4.14) y (4.15), los puntos de la 
onstela
ión que

se genera a partir de la señal re
ibida, se espar
en 
ada vez más al rededor del punto

original en propor
ión al ruido. Aunado a esto, la presen
ia 
ierta �u
tua
ión en la

fre
uen
ia 
rea 
ierto giro en la 
onstela
ión, generando valores del parámetro BER

que van 
re
iendo en fun
ión del aumento del valor del ruido y varia
ión dinámi
a

de la fre
uen
ia.

La �gura (4.16) ha
e referen
ia a distintos valores de BER obtenidos en las sim-

ula
iones del sistema para diferentes valores de varia
ión de fre
uen
ia y EbNo.
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Para valores de EbNo menores de 10dB se tienen valores de BER muy altos,

lo 
ual no es tolerable para la 
orre
ta opera
ión del sistema, para valores entre

10dB y 24dB se tienen valores de BER gra�
ados en los 
uales sistema opera 
on


ierta probabilidad de error, para valores de 26dB en adelante, el sistema opera de

manera exitosa, 
abe desta
ar que los valores pueden variar debido a que los valores

presentes en la grá�
a fueron tomados del promedio una repeti
ión de 100 ve
es para


ada experimento (
ombina
ión de �u
tua
iones de fre
uen
ia VS EbNo).
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4.5 Con
lusiones.

Para la apli
a
ión del método de Prony en el presente trabajo de investiga
ión,

se asume un intervalo 
on amplitud y fase 
onstante, si en un intervalo se toma en


uenta una transi
ión de amplitud y fase, el estimador de fre
uen
ia de Prony se ve

afe
tado.

Existen algunas situa
iones en donde las os
ila
iones de amplitudes son 
uasi


onstantes y las varia
iones son muy suaves, en el 
aso de un sistema de 
omuni
a
ión

16-QAM, estas transi
iones no lo son.

Debido a que la fre
uen
ia estimada está 
ambiando por la presen
ia de una

varia
ión en la fre
uen
ia, las señales que involu
ran a las fre
uen
ias estimadas, y

las 
uales se utilizan en el pro
eso de demodula
ión, no son ortogonales y presentan

una obli
uidad.

El he
ho de biortogonalizar impli
a 
orregir por la matriz inversa de Gram, 
uando

los ve
tores son ortogonales los mismos ve
tores de�nen la inversa y sólamente se

realiza la Hermitiana y el produ
to punto para obtener la 
oordenadas.

Cuando la base es obli
ua, los ve
tores no son ortogonales y ne
esitan ser multi-

pli
ados por una inversa, ahora la pseudoinversa va a estar dada por una 
ombina
ión

lineal de éstos y los 
oe�
ientes de la 
ombina
ión lineal los propor
iona la matriz.

Con mínimos 
uadrados se obtienen los mejores estimados que se aproximen a la

señal original, tratando de prede
ir los 
oe�
ientes para la señal.
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Utilizando una hipótesis de modelo de e
ua
ión de segundo orden en el método

de Prony, se obtienen muy buenos estimados, es de
ir se asume que en el espe
tro

predominante de la señal al rededor del 95% de la energía de la misma se en
uentra

en la fre
uen
ia fundamental o fre
uen
ia de portadora, según sea el 
aso del sistema.

La 
alidad de la estima
ión fasorial no se debe medir en el plano fasorial, se debe de

medir en que tan bueno es ese fasor para la re
onstru

ión de la señal original.

Si bien en el presente trabajo se tomó una fre
uen
ia 
on un valor bajo 
on

respe
to a las utilizadas en los sistemas de 
omuni
a
ión, para valores de fre
uen
ias

de portadora mas altos el método se tendría que apli
ar en instantes mas pequeños

lo 
ual se tradu
e en una redu

ión de los periodos.



Capítulo 5

Con
lusiones.

En el presente trabajo se implementaron las no
iones o prin
ipios de las 
omuni-


a
iones y los SEP, se ha des
rito el método de Prony 
omo estimador de fre
uen
ia,

las 
ondi
iones bajo las 
uales el método es 
apáz de operar de manera exitosa, las


ondi
iones bajo las 
uales opera de manera satisfa
toria aunque 
on algunas proba-

bilidades de error en la estima
ión y �nalmente aquellas en las que el método no es

apto para operar 
omo estimador fre
uen
ial.

Se utilizó el método de Prony sólamente para la estima
ión de la fre
uen
ia, no se

apli
ó de la manera tradi
ional donde se toman segmentos largos y se ven os
ila
iones

ele
trome
áni
as de larga dura
ión, el método se apli
ó para un 
i
lo y se realizó

un sistema de 
omuni
a
ión utilizando los parámetros ne
esarios requeridos para la

medi
ión fasorial.
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La presen
ia de ruido en el sistema impli
a un in
remento 
onsiderable en los

errores de estima
ión del plano fre
uen
ial, las probabilidades de error se ha
en notar

más dando lugar a valores mas grandes de BER, en las simula
iones realizadas para

la obten
ión de resultados en el presente trabajo se manejaron valores de ruido 
on

un EbNo que van desde los 10 dB hasta los 30 dB, para valores mayores a los 30dB se

tuvo un BER de 0 , para valores entre 10 y 26 dB se ubtuvieron valores de ver que van

de 100 a 10−7
, para valores menores a 10dB los valores de BER no son re
omendables

para la 
orre
ta demodula
ión de la señal.

Desde el punto de vista de SEP, se puede ver a un sistema QAM 
omo el peor de

los 
asos en un SEP donde se tienen transi
iones de amplitud y fase muy grandes y

rápidas además de valores de ruido muy grandes.



Apéndi
e A

Herramientas matemáti
as

A.1. Produ
to Punto para señales análogas

De�ni
ión A.1.A. El produ
to punto (produ
to interno) de dos fun
iones en el

dominio del tiempo x(t) y y(t) está dado por:

〈x, y〉 =

∫

∞

−∞

x(t)y(t)dt (A.0.1)

De�ni
ión A.1.B. Sean X(ω) y Y (ω) las transformadas de Fourier de x(t) y y(t)

respe
tivamente, el produ
to interno en el dominio de la fre
uen
ia está de�nido por:

〈X, Y 〉 =
1

2π

∫

∞

−∞

X(ω)Y (ω)dω (A.0.2)
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Lema A.1. El produ
to interno de dos señales en el dominio del tiempo es idénti
o al

produ
to punto de sus espe
tros en el dominio de la fre
uen
ia, i. e. 〈x, y〉 = 〈X, Y 〉

Demostra
ión: La prueba es dire
ta de la fórmula de Parseval

∫

∞

−∞

x(t)y(t)dt =
1

2π

∫

∞

−∞

X(ω)Y (ω)dω (A.0.3)

A.2. Produ
to Punto para señales dis
retas

De�ni
ión A.2.A. El produ
to punto de dos se
uen
ias en el dominio del tiempo

x(nTm) y y(nTm) está dado por:

〈x, y〉 =
∞
∑

−∞

x(nTm)y(nTm) (A.0.4)

De�ni
ión A.2.B. Sean X(θ) y Y (θ) las transformadas de Fourier de x(nTm)

y y(nTm) respe
tivamente, el produ
to interno en el dominio de la fre
uen
ia está

de�nido por:

〈X, Y 〉 =
1

2π

∫ π

−π

X(θ)Y (θ)dθ (A.0.5)

Lema A.2. El produ
to punto de dos señales dis
retas en el dominio del tiempo
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es idénti
o al produ
to punto de sus espe
tros en el dominio de la fre
uen
ia, i. e.

〈x, y〉 = 〈X, Y 〉 Demostra
ión: La prueba es dire
ta de la fórmula de Parseval

∞
∑

−∞

x(nTm)y(nTm) =
1

2π

∫ π

−π

X(θ)Y (θ)dθ (A.0.6)

A.3. Ortogonalidad

De�ni
ión A.3. Se di
e que dos fun
iones x(t) y y(t), o se
uen
ias x(nTm) y y(nTm)

en el 
aso dis
reto, son ortogonales si su produ
to interno es 
ero.

〈x, y〉 = 〈X, Y 〉 = 0 (A.0.7)

A.4. Mínimos 
uadrados

Teorema A.4. Sean f(t) una señal real pertene
iente a (−∞,∞), y f̂(t) la

aproxima
ión a f(t) dada por:
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f̂(t) =
n

∑

k=1

akyk(t) (A.0.8)

la 
ual está 
onstruida por una 
ombina
ión lineal de n señales yk(t) las 
uales son

linealmente independientes.

Los 
oe�
ientes óptimos de âk que minimizan el 
riterio

J =

∫

∞

−∞

∣

∣

∣

∣

∣

f(t)−
n

∑

k=1

akyk(t)

∣

∣

∣

∣

∣

2

(A.0.9)

son tal que el error es ortogonal a las señales yk(t):

〈

f − f̂ , yi

〉

= 0 para i = 1, 2, ..., n (A.0.10)

Demostra
ión: El 
riterio es mínimo si:

∂J

∂ai
= −2

∫

∞

−∞

[

f(t)−
n

∑

k=1

akyk(t)

]

yi(t)dt = 0 para i = 1, 2, ..., n (A.0.11)

A.5. Matriz de Gram de un sistema de ve
tores

Se presentará la matriz de Gram para un sistema de ve
tores en un espa
io 
on pro-

du
to punto y sus propiedades. De�ni
ión A.5. Sea V un espa
io ve
torial 
on
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produ
to interno, y A = (a1, ..., am) un sistema de ve
tores en V . La matriz de Gram

del sistema A es la matriz de todos los produ
tos internos de los ve
tores del sistema:

G(aa1,...,am) = (〈ai, aj〉) ; 1 ≤ i ≤ m 1 ≤ j ≤ m (A.0.12)

Ejemplo. En el espa
io Pol(R) 
on el produ
to interno

〈f, g〉 =
1

2

∫

1

−1

f(x)g(x)dx


onsideremos el sistema de ve
tores e0,e1,e2 donde

e0(x) = 1, e1(x) = x, e2(x) = x2


al
ulando los produ
tos internos:

〈e0, e0〉 = 1, 〈e0, e1〉 = 0, 〈e0, e2〉 =
1

3
,

〈e1, e0〉 = 0, 〈e1, e1〉 =
1

3
, 〈e1, e2〉 = 0,

〈e2, e0〉 =
1

3
, 〈e2, e1〉 = 0, 〈e2, e2〉 =

1

5
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G(e0, e1, e2) =

























1 0
1

3

0
1

3
0

1

3
0

1

5

























A.5.1. Propiedades de la matriz de Gram. 1.- En 
aso real, la matriz de

Gram es simétri
a:

G(aa1,...,am)
T = G(aa1,...,am) (A.0.13)

2.- En 
aso 
omplejo, la matriz de Gram es hermitiana:

G(aa1,...,am)
H = G(aa1,...,am) (A.0.14)

3.- Un sistema de ve
tores es ortogonal si su matriz de Gram es diagonal. 4.- Un

sistema de ve
tores es ortonormal si su matriz de Gram es la matriz identidad.

A.5.2. Cál
ulo de la matriz de Gram en el 
aso de dimensión �nita Sea

V un espa
io ve
torial de dimensión �nita n, ε una base ortonormal , A = (a1, ..., am)

un sistema de ve
tores en V. Tomando a A 
omo la matriz del sistema A en la base

ε. Es de
ir, las 
olumnas de A son (a1)ε , ..., (am)ε. Enton
es
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G(A) = ATA (A.0.15)

Ejemplo. En el espa
io R4

onsideremos el sistema de ve
tores

a1 =









1
−2
2
3









, a2 =









3
−1
0
2









, a3 =









4
5

−2
−4









En este 
aso la matriz del sistema A = (a1a2a3) es

A =













1 3 4
−2 − 1 5
2 0− 2
3 2− 4













y la matriz de Gram es

G(A) =





1 − 2 2 3
3 − 1 0 2
4 5− 2 − 4













1 3 4
−2 − 1 5
2 0− 2
3 2− 4









=





18 11 − 11
11 14 − 1
−22 − 1 61







Apéndi
e B

Compara
ión de

Fre
uen
ias+Varia
iones 
ontra

Fre
uen
ias estimadas 
on el método

de Prony.

67
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Sample(n) Fre
.+Varia
ión (Hz) Fre
. estimada Prony.(Hz)

1 60.049637413893620 60.049637413893650

2 60.151947773946816 60.151947773946840

3 60.247617287152220 60.247617287152240

4 60.332464736709504 60.332464736709525

5 60.402781881929780 60.402781881929820

6 60.455495526147810 60.455495526147780

7 60.488301830163150 60.488301830163200

8 60.499767001068236 60.499767001068210

9 60.489389955878460 60.489389955878410

10 60.457624221263260 60.457624221263290

... ... ...

100 60.457624221263260 60.457624221263290

... ... ...

500 59.597218118070220 59.597218118070200

... ... ...

750 59.945157660666520 59.999890315321394

Tabla B.0.1: Fre
.+Varia
ión de 0.5 Hz vs Estimados de Prony.

Sample(n) Fre
.+Varia
ión (Hz) Fre
. estimada Prony.(Hz)

1 60.297824483361680 60.297824483361660

2 60.911686643680880 60.911686643680910

3 61.485703722913360 61.485703722913340

4 61.994788420257066 61.994788420257066

5 62.416691291578710 62.416691291578670

6 62.732973156886920 62.732973156886920

7 62.929810980978960 62.929810980978935

8 62.998602006409350 62.998602006409320

9 62.936339735270780 62.936339735270780

10 62.745745327579570 62.745745327579590

... ... ...

100 62.745745327579570 62.745745327579580

... ... ...

500 57.583308708421306 57.583308708421306

... ... ...

750 59.670945963999124 59.670945963999130

Tabla B.0.2: Fre
.+Varia
ión de 3.0 Hz vs Estimados de Prony.
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Sample(n) Fre
uen
ia (Hz) Fre
. estimada Prony.(Hz)

1 60.0000000000 60.238073481209690

2 60.0000000000 60.273769524658510

3 60.0000000000 60.519656072580500

4 60.0000000000 60.314406496632586

5 60.0000000000 60.379333433678640

6 60.0000000000 58.008213516141200

7 60.0000000000 59.967234467146916

8 60.0000000000 60.742899544738265

9 60.0000000000 59.787548632283110

10 60.0000000000 60.626516271341930

... ... ...

100 60.0000000000 60.232934115983100

... ... ...

500 60.0000000000 61.232542752734250

... ... ...

750 60.0000000000 59.674526429153540

Tabla B.0.3: Fre
uen
ia vs Estimados de Prony. Ruido EbNo:30dB

Sample(n) Fre
uen
ia (Hz) Fre
. estimada Prony.(Hz)

1 60.0000000000 61.254573348546100

2 60.0000000000 61.519592593180940

3 60.0000000000 61.035332882937745

4 60.0000000000 73.558148912284310

5 60.0000000000 55.483269602574390

6 60.0000000000 50.059582909505444

7 60.0000000000 51.012877546325420

8 60.0000000000 59.428727787758300

9 60.0000000000 59.088096251779160

10 60.0000000000 65.992182784351190

... ... ...

100 60.0000000000 62.685958757393923

... ... ...

500 60.0000000000 60.641148356626360

... ... ...

750 60.0000000000 59.674526429153540

Tabla B.0.4: Fre
uen
ia vs Estimados de Prony. Ruido EbNo:10dB
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Sample(n) Fre
.+Varia
ión (Hz) Fre
. estimada Prony.(Hz)

1 60.297824483361680 59.975187515588836

2 60.911686643680880 61.208817262739900

3 61.485703722913360 61.114569953745864

4 61.994788420257066 62.351205361087080

5 62.416691291578710 64.407558136662970

6 62.732973156886920 61.973533441049085

7 62.929810980978960 63.313450454531300

8 62.998602006409350 64.144776776553580

9 62.936339735270780 63.025305775877920

10 62.745745327579576 61.963950781574890

... ... ...

100 62.745745327579523 62.788066561212690

... ... ...

500 57.583308708421353 57.438386700052240

... ... ...

750 59.670945963999102 60.153103519348136

Tabla B.0.5: Fre
.+Varia
ión de 3.0Hz vs Estimados de Prony. Ruido EbNo:30dB

Sample(n) Fre
.+Varia
ión (Hz) Fre
. estimada Prony.(Hz)

1 60.297824483361680 64.787698434151600

2 60.911686643680880 72.092508908459150

3 61.485703722913360 74.424531652019650

4 61.994788420257066 62.230533398835256

5 62.416691291578710 69.951187336315260

6 62.732973156886920 63.422098970212740

7 62.929810980978960 66.883154168228770

8 62.998602006409350 86.830822417583590

9 62.936339735270780 70.923100264199520

10 62.745745327579578 58.771025395654380

... ... ...

100 62.745745327579556 64.544817665422470

... ... ...

500 57.583308708421356 38.236766191514620

... ... ...

750 59.670945963999145 63.258824824125060

Tabla B.0.6: Fre
.+Varia
ión de 3.0Hz vs Estimados de Prony. Ruido EbNo:10dB
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