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Resumen: Este articulo presenta un estudio
experimental de un controlador basado en redes
neuronales disefiado para sistemas mecanicos que
tienen menos actuadores que grados de libertad. El
controlador es aplicado a un equipo de péndulo
invertido para mostrar su desempefio.

1. INTRODUCCION

Los controladores se utilizan en muy diversas
areas, basicamente en aquellas en donde la
automatizacion es el elemento primordial para €l
desarrollo de sus aplicaciones.

Estos controladores deben ser robustos para
asegurar estabilidad y mantener un desempefio
aceptable bajo condiciones adversas de operacion.’

En el &ea de los sistemas mecénicos se ha
presentado como un problema de control e caso
cuando € ndmero de entradas (actuadores) es
menor que e numero de salidas (grados de
libertad). Un eemplo de €ello son los robots
subactuados (sistemas con menos controles que
variables a controlar), e péndulo invertido en donde
la velocidad lineal del carro representa la entrada
del sistema, la posicion angular del péndulo y
lineal del carro son las correspondientes salidas
medibles del sistema.

El péndulo invertido es un ejemplo clésico usado
como prototipo de prueba. Es un sistema mecanico
inestable cuando se encuentra en posicion vertical,
y € estudio de sus dindmicas es importante para €l
andisis de sistemas que tienen que mantenerse
proximos a un punto de equilibrio inestable.
Ejemplo de ello son los sistemas robdticos moéviles
con patas, sistemas de navegacion o antenas
espaciales.

En la literatura, se pueden encontrar diferentes
enfoques para resolver este problema de disefio de

controladores. Por gemplo, la linedizacion por
retroalimentacion de  estado,***  pasividad,
linealizacion de entrada-sdlida® y técnicas basadas
en métodos de Lyapunov. Sin embargo, el problema
no se ha resuelto completamente, sobretodo para
los sistemas subactuados, y € estudio continlia para
encontrar caminos alternativos.
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Fig. 1. Modelo de un robot caminante.

Por otra parte, las redes neuronales han sido
utilizadas en la dltima década en diferentes
aplicaciones, principalmente en la adaptacion de los
pardmetros de un sistema cuando € modelo se
desconoce. Entonces, vale la pena preguntarse ¢es
posible utilizar las técnicas de redes neuronal es para
resolver el problema de control de sistemas
subactuados?

En este articulo se presenta una propuesta en
donde se introduce un método para disefiar un
controlador basado en redes neuronales que,
combinado con técnicas de control lineal, resuelve
el problema de control que se presenta en sistemas
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con menos entradas que sdidas. En  este
procedimiento, la idea principal consiste en definir
una nueva salida que iguale el nimero de entradasy
sdlidas. Esta nueva salida es disefiada mediante
técnicas de redes neuronales que garantizan €
desempefio del controlador propuesto. Ademés, se
presenta €l andlisis de estabilidad del sistema en
lazo cerrado.

El articulo esta organizado como sigue: En la
seccion 2, se presenta e modelo matemético que
representa a Péndulo Invertido. El controlador
basado en redes neuronales sera derivado en la
seccion 3. En la seccion 4, se muestran los
resultados de simulacion y de experimentacion
obtenidos. Finamente, se presentan las
conclusiones de este trabgjo.

2. MODEL O DEL PENDULO INVERTIDO

El péndulo invertido consiste de una barra
(péndulo) colocada en la parte superior de un carro
con ruedas el cual se mueve através de un riel. Este
sistema se muestra en la Fig. 2.1 El carro y €
péndulo estan restringidos a tener un movimiento
horizontal.

Rack

Fig. 2.1 Péndulo Invertido

El equipo de instrumentacion consiste de un
actuador que controlalavelocidad lineal del carroy
dos sensores que miden la velocidad lineal del carro
y la posicién angular del péndulo. El objetivo de
control es mantener en equilibrio al péndulo en la

posicién vertical y colocar a carro en una posicién
deseada.

La velocidad lineal y angular pueden ser
determinadas en forma indirecta por medio de la
medicion de la posicion lineal del carro y el angulo
del péndulo. El equipo de péndulo invertido
utilizado para estos experimentos se muestra en la
Fig. 2.2.

El carro estd equipado con un motor y un
potencidémetro y se desliza por un riel. Estos estan
acoplados a un mecanismo gue introduce la fuerza
al sistemay mide la posicion del carroy la posicion
del péndulo. Los datos se retroalimentan a una
computadora 80486 por medio de una tarjeta de
adquisicion de datos. En esta computadora se
realiza el tratamiento de los datos y la programacion
del control utilizando lenguaje C.

Fig. 2.2. Equipo de Péndulo Inverto
El tiempo de muestreo es de 4 ms, la masa del

carro es de 455 grms., la maxima velocidad es de
1.09m/s, la méxima aceleracion es de 3.0 m/s?, la
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longitud del riel es de 0.914m., € didmetro del
péndulo es de 1.27 cm., la longitud de 0.61 m., la
masa es de 210 grms y &l motor tiene una velocidad
méaxima de 6000 rpm.

El modelo mateméico del péndulo
invertido esta dado por € siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales, basadas en
consideraciones Lagrangianas.
0 . . .2
Z . E(m1 + mz)z+ m,l a cos(a) —-m,la sin(a)=u
o

B m,| dcos(a) - 3m,l? a- m,glsin(a) =0

donde z representa la posicién lineal, U= fuerzade
entrada a carro (N),ml: masa de la barra
(péndulo, unidades Kg), m, = masa del carro (Kg),
| = longitud del péndulo, o = angulo de desviacion
con respeto a la posicion vertical, g = fuerza
gravitacional.

Definiendo el vector q=(za), entonces Zp
tiene laforma descrita por 3

S e EM (@)a+ ¢ a.afa = o

donde q es e vector (nx1) de coordenadas
generalizadas de la articulacion. M(q) €s una
matriz simétrica, positiva definida de dimensién
(nxn), la cua es llamada matriz de inercia

C%q% es e vector (nx1) de las fuerzas

centrifugas y de coriolis. Q es una matriz constante
de dimension NXm de rango m, u es € vector de
control (mx1) con m<n . En este modelo, la
friccién no se hatomado en cuenta.

Si se utiliza €l siguiente cambio de coordenadas

d

x=[x7 x5 =@ o' O
g g

el sistema sz se puede escribir en una
representacion de espacio de estado estédndar
Hx,
z NL :EI)_( : o=

ix 2
E_ M _1(X1)()§2X11X2)X2 HF EM _l(())(l)QU E

gue es un sistemano lineal afin en la entrada que se
representa en la forma compacta por

X = f(X)+ g(X)u. Lasdidaestadada por

y =9 =h(x) =X,
Aplicando linealizacion tangente a sistema
mecanico )  arededor del punto de equilibrio

T .
xc=[xzl o] con x=X-Xx, se obtiene la
siguiente representacion lineal

ZL:szAx+Bu

donde
H 0n><n In><n H
A=M (x.)C(X.) .. ., .dC
o M) 2 ()

On><m
B= 3
W-Goat

Nota 1: De ® la estabilidad asintética de y |
depende de los ceros finitos no lineales en X
Ademés, el sistema no linea, bajo la accién de
linealizacion tangente, puede ser estabilizado si el
sistema lineal obtenido es controlable. La
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importancia de la linealizacion tangente es que €l
sistema y | en lazo cerrado mediante un control
no linea es equivalente a sistema ) en lazo
cerrado con un control lineal de la forma

= 2 (x, )x = Kx.

3. DISENO DEL CONTROLADOR BASADO
EN REDESNEURONALES

Las sefides de referencia consideradas pueden ser
modeladas por medio de un sistema dinamico
denominado exosistema, que esta representado por
l:l .
2. [w = Sw
0

donde wlIR es el conjunto de variables de entrada
exdgenas. El exosistema tiene la propiedad de
Estabilidad Neutral, es decir, todos los eigen-
valores se encuentran en € e imaginario alrededor
de w=0. La utilidad béasica del exosistema es la de
proveer una sefia de referencia “persistente” a
sistema.

El problema de regulacién de salida consiste en
probar la estabilidad en lazo cerrado del sistema
> . usando el control dado por

u=Kx+Lw

donde K y L son matrices que se eligen tal que €
error  de seguimiento e definidko como
e=Hx+Qw tienda a cero cuando € tiempo
tiende ainfinito, paratodo estado inicial y paratoda
entrada exogena.”

Definiendo una nueva entrada a ser controlada
como Yy, = Hx (donde H es una combinacion

lineal de estados conocida) se procede a disefiar una
ley de control que siga una sefial de referencia tal
que e error de seguimiento tienda a cero

exponencialmente. Para esto, primeramente se
consideran |las siguientes suposiciones

Suposicion 1. El  exosistema es estable

neutralmente.
Suposicion 2. El par (A, B) es estabilizable.

Suposicion 3. Todas las componentes del vector de
estado de la planta, H v las variables exdgenas son
conocidas.

Lema 1. Bajo las suposiciones 1 a la 3. Considere
el sistema lineal 2 . con un controlador de la
forma u=Kx +Lw

ZC:EXZAX*'B“ con H O RmMn

By = Hx
Y un exosi stema descrito por

s Hw=Sw

> BV

e
donde w0 R" es el conjunto de variables exdgenas
de entrada. S se define el error de seguimiento
como e=Hx+Qw. Entonces, € error de
seguimiento tiende exponencial mente a cero cuando
el tiempo tiende ainfinito s

HBL = QS -a,Q; a, OR"
©

Prueba: Del teorema 4 (seccion 6 y detalles en
[7]), setiene

5 .{ﬂS:(A+BK)ﬂ+BL
s " LH[1+Q=0

donde N se selecciona de modo que sea solucion de
estas ecuaciones.

H(A+BK) = -a H;
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Si se selecciona H(A+BK = -a,H), donde H
representa el eigen-vector izquierdo de lamatriz

(A + BK) asociado a eigen-valor —a,, y se

multiplica por H la parte izquierda de la primera
ecuacion de .Y sustituyendo en la segunda

(H|_|=-(j, se obtiene
-QS-a,Q = HBL 2
Entonces, las dinamicas del error de seguimiento
e estan dadas por

e=H x+Qw = HAX + HBU + QS w

Sustituyendo el control u=Kx+Lw, en la

ecuacion anterior, se obtiene

e=H(A+BK)x+HBL w+QSw

Al aplicar (1) en la ecuacién anterior resulta que
ladinamica del error esta dada por

e= -ag (Hx +Qw): -a,e

Esto demuestra que el error de seguimiento
tiende a cero exponenciamente con una razén de
convergenciadadapor a,. ll

En la demostracién anterior, se hizo la
suposicion de que H es conocida Sin embargo, esto
no es siempre posible. Para resolver este caso, se
utiliza una Red Neuronal Multicapa (Multilayered
Neura Network (MNN)) para identificar los
coeficientes de H. Unas de las arquitecturas de
redes més populares es la de Propagacion hacia
atrés. Una red de este tipo con tres capas es
utilizada y permite aproximar una gran variedad de
funciones lineales y no lineales con una precision
aceptable.”

El clculo de H usando la Red de Tres Capas
(MNN) se muestra en la Fig. 3.1, donde x
representa los estados, h representa los pesos de la
MNN, g representa las cantidades en la capa
escondida. El vector de entrada dado por

X = (xl,x2 X )T se aplica a la capa de entrada.
Las unidades de entrada distribuyen estos valores a
las unidades escondidas. Sin pérdida de
generalidad, se asume que la activacién del nodo es
igual a la entrada de la capa, por lo tanto se tiene
gue la salida de la capa escondida es dada por >qT.
El agoritmo de aprendizaje (es decir encontrar €l

conjunto de pesos adecuados) que se utilizd es una
técnica denominada de descenso acel erado.

Input layer

e
I

hidden layer

outputlayer

Fig. 3.1. Red Neuronal de tres capas.

El objetivo de utilizar MNN es minimizar el
error de seguimiento dado por e=y, -y, usando

la técnica de descanso acelerado. De acuerdo a *P%)
los pesos de la capa de sdlida pueden ser
determinados por medio de

h(t +1) =h(t) +Ah(t)
En particular, parauna saidalineal, setiene
ho(t +1) =h°(t) + ex".
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donde e factor positivo ¢ <1 es llamado el
pardmetro de razén de aprendizaje y €l superindice
“0" se utiliza para definir los valores de salida
Entonces, se tiene que el gradiente de H esta dado
por

dH T
— = —(ex
daT <

Ahora, considere e sistema lineal ZC
controlado por la entrada u y teniendo como salida
y. donde los coeficientes de H son determinados

mediante la ley de adaptacion dada por Jex', tal

gue €l error de seguimiento e tienda a cero
exponencialmente. El esquema general se muestra
enlaFig. 3.2

MNN
H-Calculation

" |

Plant e
Exosystem Controller | x=Ax+Bu
e=Hx+Qw
u X
Fig. 3.2. Esquema General

El problema de regulacién de salida con H
determinada por la Red de tres capas (MNN) se
establece mediante e siguiente lema.

Lema 2 Considere € sistema

D.
x=(A+BK)x+BLw

HOR™
zd: @p):S(A) ; SDRTW
Be: Hx + Qw QUR™

H

con ley de control
adaptacion dada por

Uu=Kx+Lw y ley de
H=Jex, donde { >0 €S €
pardmetro de razon de aprendizaje de la red.
Entonces € problema de regulacién de salida
mediante informacion total esta resuelto si y solo si
las ecuaciones
01 S=(A+BK)[ +BL
HMN+Q=0
tienen solucién. Ademas, € error de seguimiento

tiende a cero exponencialmente con una razén de
convergencia dada por (a, + ¢ x]?)-

Prueba. La primera parte del lema se demuestra en
forma similar a lema 1. Solamente se probara agui
gue e error de seguimiento tiende a cero
exponencialmente. La dindmica del error de
seguimiento esta dada por

e=H x+Hx+Qw
Usando la ley de adaptacion H =7ex™, la

dinamicadel error tomalaforma

e=-fex"x+H(A+BK )x+HBLw+Quw

Aplicando las mismas condiciones dadas en (1)
del lema 1, se tiene que la dinamica del error de
seguimiento esta dada por

e= —ZHtze -a,(Hx + Qw)= —(a0 + ZHtz)e

Entonces el error de seguimiento tiende a cero
exponencialmente con una razon de convergencia
dada por (ao + ||x||2) . Esto completa la prueba
|
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4, RESULTADOSDE SIMULACION Y
EXPERIMENTACION

La aproximacion linea de zp alrededor del
punto de equilibrio X, esta representada por

ZL.: X:Ax+Bu

donde
E 0 01 OE H 0 E
O 30 0 0 1g 0 2 O
O m,g O O O
A=f —22— 00 OF B=/———
o 5 Ham+m)E

%T(mmz) 52 -3

glim, +m, -

000

|(4m, +m,) ﬁ §(4ml+mz)ﬁ

El sistema de ecuaciones y . Que describen al

péndulo invertido fueron simuladas con los
siguientes val ores nominales

g =9.8,1 =0.61,m;, =0.455, m, = 0.210

El valor del parametro ¢ utilizado en laley de
adaptacion fue de 0.005. Los valoresiniciales de los
pesos se fijaron a 0.5. Las simulaciones se
desarrollaron con Matlab 0. La razén de
aprendizaje de laMNN se muestra en 4.1. Se puede
observar como la red MNN se entrena hasta que €l
error se reduce a una valor menor de 0.001. Las
gréficas 4.2 a 4.5 muestran el comportamiento
obtenido en simulacion y experimentacion del
sistema en lazo cerrado. La Fig. 4.2 muestra la
posicion del angulo o, donde a pesar de mostrar
unas oscilaciones a inicio, éstas se van haciendo
mas peguefias hasta que alcanza € objetivo. El
tiempo en que lo logra es menor a 4 segundos. La
posicién del carro y la velocidad lineal se muestra
enlasFig. 4.3y 4.4. respectivamente.

Angle (deg)

Sum-Squared Error

Learning Rate

Cart Position (m)

Training for 135 epochs

Epoch

20 40 60 80 100 120

Epoch

140

Fig. 4.1. Error y Razon de aprendizaje de MNN.

Fig. 4.2. Posicion Afﬁbﬁar

1 2 3
Tirne bsed)

Fig. 4.3. Posicion del carro
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Cart Velocity (v)

ime lsed)

.
Fig. 4.4. Velocidad del carro

Conlrol Syl b0

5
o 1 2 3 a

Fig. 4.5. Sefial de Control

También se puede observar que las gréficas de
simulacion y experimentacion son semejantes. El
péndulo se mantiene cerca del cero durante los
movimientos del carro hasta alcanzar la posicién
deseada. En la Fig. 4.3, la posicion del carro se
mantiene en su punto fijo mostrando peguenas
fluctuaciones, las que le permiten mantener en
equilibro a péndulo. La demanda de accién de
control (voltaje) es aceptable de modo que no se
tendré una saturacion del actuador.

5. CONCLUSIONES

Los resultados de simulacion y experimentacion
obtenidos, via un prototipo de laboratorio de un
péndulo invertido, muestran que e uso de redes
neuronales es una opcion viable de control. Al
aplicarse € control propuesto a péndulo invertido,
este acanza e punto de equilibrio deseado y se
mantiene muy cerca de é. Los resultados muestran
gue el método utilizado ademas de ser simple, tiene

una gran aplicacion ya que con la ayuda de técnicas
lineales, lared neuronal puede resolver el problema
de control de los sistemas mecanicos que tienen
menos actuadores que grados de libertad. Como
trabajo futuro se considerara la introduccién de la
friccion en la derivacidn del modelo.
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